C hapitre 1

Rappels Mathématiques

I. Généralités sur les grandeurs physiques
On distingue deux types de grandeurs

- grandeurs physiques repérables

- grandeurs physiques mesurables

a. Grandeurs physiques repérables

Une grandeur physique est repérable s’il est possible de définir une relation d’ordre
pour chaque couple d’observation une grandeur, sans lui donner des valeurs
numériques précises.
Exemple :

Dureté

Viscosité

Rigidité diélectrique



b. Grandeurs physiques mesurables

Une grandeur physique est mesurable s’il est possible de définir 1’égalité et 1’addition
de deux grandeurs de son especes, et s’il est possible aussi de lui associer une valeur
numérique. Le nombre qui mesure cette grandeur est le rapport de cette grandeur a la
grandeur de méme espece choisie comme unité.
I1 existe deux types de grandeurs mesurables : Scalaires et Vectorielles.
Exemple de grandeurs scalaires :

- Longueur

- Masse

- Temps

- Ete....
Exemple de grandeurs vectorielles

- Vitesse

- Accélération

- Etc...

II. Systémes d’unités en physique

II. 1. Unités de base du systéme international

Le systéme international (S.I.) est constitué par les unités du systtme MKSA
rationalis¢ (M : Metre, K : Kilogramme, S : Seconde et A : Ampere) et comporte des
définitions supplémentaires de 1’'unit¢ de température et de [’unité d’intensité
lumineuse.

Dans ce systéme d’unité, les unités de base ou fondamentales se définissent de la
fagon suivante :

- Longueur : ’unité de base SI de longueur est le metre (m). Le métre est la longueur
¢gale a 1650 763,73 Longueur d’onde, dans le vide de la radiation correspondant a la
transition entre les niveaux 2p'® et 5d° de 1’atome de Krypton 86.

- Masse : I'unité de base SI de masse est le Kilogramme(Kg). Le Kilogramme est la
masse du prototype en platine, qui a été sanctionné par la conférence générale des
Poids et Mesures, tenue a Paris en 1889, et qui déposé au BIPM (Bureau International
des Poids et Mesures : il est hébergé au Pavillon de Breteuil a Sévres, dans le Parc de
Saint-Cloud pres de Paris).

-Temps : I'unité¢ de base dans le S. I. de temps est la seconde (s). La seconde est
définie comme étant la fraction 1/31 556 925, 9747 de I’année tropique de 1900.



- Intensité du courant électrique : I’unité de base dans le S. I. de ’intensité du courant

¢lectrique est I’ Ampére (A).

L’ampeére est défini comme étant 1’intensité du courant constant qui, maintenu dans
deux conducteurs paralleles, rectilignes, de longueur infinie, de section circulaire
négligeable et placés a une distance de 1metre I'un de 1’autre, dans le vide, produit
entre ces conducteurs, par métre de longueur, une force égale 4 2 . 107 Newton.

-Tempeérature thermodynamiqgue : 1’unité de base dans le S. I. de la température

thermodynamique est le Degré Kelvin (°K).

Le Degré Kelvin est défini comme étant le degré de 1’échelle thermodynamique es
températures absolues dans laquelle la température du point triple de 1’eau est
273,16°C.

Point Triple

Le point triple est, en thermodynamique, un point du diagramme de phase qui
correspond a la coexistence de trois états (liquide, solide et gazeux) d'un corps pur. Il

est unique et s'observe seulement a une température et une pression données.

Exemple :

- Le point triple de l'eau est a : pression (aim) | Point critique

T =273,16 K (s0it 0,01 °C) |'| *“*-‘::ﬂ a2

et P=611 Pa (soit 0,006 atm) | I| B

- Le point triple de 1'azote est a : e | rauide Wf;:ur}
T=63,16 KetP =12 868 Pa 1 atm L .

- Le point triple du dioxyde de | I

carbone est a:

T=216,55K et P =519.10° Pa

(soit 5,12 atm) 0 . ' - >;‘?§}W’a‘”"9

- Le point triple du néon est a :

T=24,5561 KetP=4,34-10°Pa

Diagramme de phase de 1'eau

- Intensité lumineuse : 1’unité de base dans le S. I. de ’intensité lumineuse est le

Candela (Cd). Le Candela est définie comme étant I’intensité lumineuse, dans une
direction déterminée, d’une ouverture perpendiculaire a cette direction, ayant une aire
de 1/60 de centimétre carré et rayonnant comme un radiateur intégral (Corps Noir) a

la température de solidification du platine.



Remarque : Il existe aussi d’autres systémes d’unités en physique, comme par
exemple :
- Le systeme CGS (Centimétre, Gramme, Seconde) ;

- Le systeme MTS (M¢tre, Tonne, Seconde).

I1.2. Unités dérivées du Systéme International
A partir des unités de base auparavant définies, on peut définir facilement des unités
qui en découlent,
- Surface : métre carré (m?)
Aire d’un carré de 1métre de coté
-Volume : métre cube (m®)
Volume d’un cube de 1métre de coté
- Angle plan : radian (rd ou rad)
Angle plan, ayant son sommet au centre d’un cercle, interceptant, sur la
circonférence de ce cercle, un arc d’une longueur égale a celle du rayon.
- Angle solide : stéradian (sr)
Angle solide, ayant son sommet au centre d’une sphére, découpant sur la
surface de cette sphere, une aire égale a celle d’un carré ayant pour coté le
rayon de la sphere.
-Vitesse : métre par seconde (m/s)
Vitesse d’un mobile qui, animé d’un mouvement uniforme, parcourt en 1 seconde,
une distance de 1metre.
-Accélération : métre par seconde, par seconde (m/s?)

- Vitesse Angulaire : radian par seconde (rd/s)

- Force : Newton (N)

Force qui communique a un corps, ayant une masse de 1 Kg, une accélération de
Imetre par seconde

- Moment : Métre.Newton (m.N)

Moment par rapport a un axe, d’une force de 1 Newton dont le support est distant de 1
metre de 1’axe et y est orthogonal.

- Energie, Travail, Quantité de Chaleur : Joule (J)

Travail produit par une force de 1 Newton dont le point d‘application se déplace de 1
meétre dans la direction de la force.

- Puissance : Watt (W)



Puissance de 1 Joule par seconde (Travail/ Temps).

- Contrainte, Pression : Pascal (Pa)

Pression uniforme qui, agissant sur une surface plane de 1 meétre carré, exerce

perpendiculairement a cette surface, une force totale de 1 Newton.

I11. Equations aux Dimensions

I1I. 1. Définition :

Les équations aux dimensions sont des écritures conventionnelles qui résument
simplement la définition des grandeurs dérivées des unités fondamentales : Longueur,
Masse et Temps : symbolisées par les majuscules L, M et T.

Ainsi une vitesse qui est le quotient d’une longueur L par un temps T est représentée
par

V=l
T

- une accélération: ' = T% = LT 2

- une force: F = M.I'= MLT

- untravail : W = F.L = ML’T 2

- une puissance : P = \_II_—V = ML2T 3

- une quantité de chaleur : Q = ML’T  (comme un travail)

. F_MLT? e
- une pression, une contrainte : p = 3 = N =ML'T

- un moment d’inertie : M= ML?
II1. 2. Utilités des équations aux dimensions

Les équations aux dimensions servent a vérifier I’homogénéité des formules :

Ainsi : Emv2 est homogene a une énergie ( c'est-a-dire un travail), 1’équation aux
dimensions d’un travail est W = ML*T

2
%mv2 —->M (TLJ = ML*T " est bien une énergie.



III. 3. Relation entre les unités
Les relations entre les unités des différents systémes peuvent étre facilement établies

en utilisant les équations aux dimensions.

Exemple :

Calculer la relation existant entre le Barye (unité de pression dans le systeme CGS) et

le pascal (unité de pression dans le S. I.)

Pression: p=ML'T™
1Pa _(M] LT _1000 1007 1_ o
1Barye \M /J{ L) T2 11

= 1 Pa=10Baryes

IV. Calcul d’erreurs

IV. 1. Définitions :

Pour toute grandeur mesurable A, il est possible de définir :
- savaleur mesurée a
- sa valeur exacte ap qu’on ne peut pas atteindre

Erreur Absolue : se définit alors par da =a—a,

Cette erreur est la résultante de plusieurs erreurs (systématiques, accédentelles....... )

Incertitude absolue :

L’erreur absolue oda n’étant pas connue, on se contente de donner une limite

supérieure Aa appelée incertitude absolue telle que :
|§a| <Aa = Aa>0 (I'incertitude absolue est toujours >0)
Cela veut dire que 'incertitude absolue est la valeur maximale que peut atteindre

I’erreur absolue.

Incertitude relative :

Elle est définie par le rapport Aa
a

IV. 2. Calculs d’erreurs

Soit une grandeur g=f(x, y, z), sa différentielle totale s’écrit :

dg = idx +idy+ﬂdz
OX oy 0z

L’incertitude absolue sur la variable g s’obtient en passant aux variations des

variables qui la compose, soit :



AX + AZ

of
AQ =|— — —
J |8x oz

81‘Ay+6f
oy

Exemplel :

Soit 4 déterminer I'incertitude relative —2 de la masse volumique de la substance
P

d’un cube homogene a partir de la mesure de sa masse « m » et de son aréte « a ».
Solution :
Si m et a désignent les valeurs approchées de la masse et de 1’aréte du cube, on peut
écrire :

masse m

p: :—3 j— p=m&73
volume a

Dérivant le volume par rapport a la masse et a I’aréte. Ce qui donne :
dp=a~dm-3a*mda

En approximant les petites variations « d » par de grandes variations « A », il vient :
_3 4 1 m
Ap=a”Am+3a~‘mAa = Ap=—Am+3— Aa
a a
Ap Am

m
don £ =""43"Aa
P, m a

Remarque :

On retrouve la méme chose en prenant Ln(p) et en différentiant la nouvelle équation.
Ln : est la fonction népérienne.

Exemple 02 :

Soit a déterminer I’incertitude sur I’indice de réfraction d’un prisme donné par la
relation suivante :

o _sin[(D+A)/2]

sin(A/2)
Rayon lumineux Rayon lumineux
. incident Prisme réfléchi
Solution :
A |l D+ A 1 D+A 1 A D+ A
sin(—)4 —cos dD + —cos dA}——0s(—)dA sin
( 5 ){ 5 ( 5 ) 5 ( 5 ) } 5 ( 5 ) ( )

dn =

A,
Sin(—
(2)



. (12A {sin(?) cos( D+ A) - coS(s) sin( Dt A)} + sin(?) cos( 0 ;r A) df
= . A
sin(—
(2)
dA . A D+A . A D+A dD
Pein(2 = +sin(— Py
5 sm(2 ) sm(2) cos( 5 ) )
. A
sin(—
(2)
D D+A
) —sm(z) A COS(T) dD
sm(é)2 2 Sin(é) 2
2
Il vient :
D D+A
SInC) an ©08C7) Ap
An= - T
sin(é)2 2 Sin(é) 2
2 2
V. Vecteurs

V. 1. Définitions
Un vecteur est segment de droite MN, ayant une origine M et une extrémité N. Il est

compleétement défini si I’on se donne :
N
- son origine ou point d’application.

- sadirection qui est celle de la droite (A).
- Son sens qui est le sens du mouvement M

d’un mobile allant de M vers N.

(GY)
- Sa grandeur qui la longueur MN (ou module).

. —_— — — Vecteur libre
On le note symboliquement par MN , A, a, etc....

Remarque : N’

Si I’on se donne simplement la direction,

(A)

le sens et le module, on dit que I’on a

défini un vecteur libre. Vecteur glissant

Si en plus, on se donne la droite
(A) qui porte le vecteur, on dit
(A)

que I’on a défini un vecteur glissant.

Si en plus de la droite qui porte le

vecteur, on se donne encore le point Vecteur lié



d’application M, on définit un vecteur lié.

Deux vecteurs liés d’origine différentes, sont dits égaux lorsqu’ils ont la méme
direction, méme sens et méme module : ils représentent le méme vecteurs glissant.
Deux vecteurs liés, d’origines quelconques, sont dits opposés lorsqu’ils ont la méme
direction, méme grandeur et des sens opposés : ils sont dits directement opposés

lorsqu’ils sont portés par la méme droite.

V. 2. Opérations sur les vecteurs libres

V. 2. 1. Addition

—_ — — —_

Par définition, la somme d’un certains nombre de vecteurs libres a,,a,,a,,........ ,a,

est un vecteur libre a , dont on obtient la représentation en construisant un contour

polygonal d’origine quelconque et dont les cOtés sont respectivement égaux aux

—_—

vecteursa,,a,,a;,

Exemple

On démontre facilement, par des considérations de géométrie ¢lémentaire, que cette
b : r b : : b b
somme n’est pas modifiée lorsqu’on intervertit [’ordre des vecteurs, ou qu’on
remplace plusieurs d’entre eux par leur somme.
La somme des vecteurs est donc commutative est associative.
D’autre part, la somme de deux vecteurs opposés est nulle. Ce qui veut dire :
a+(-a)=0

—_—

La différence de deux vecteurs a,et a, : a =a,—a, est la somme du premier

vecteur est I’opposé du second : a =a, +(-a,)

Exemple :
- = = = — — —I\&
a :al_a2=a1+(_a2) a1 al
E—— —
a, )



V. 2. 2. Composantes d’un vecteur

—_—

Les trois projections OM, ON, OP d’un vecteur a sur les trois axes de coordonnées

—

Oxyz peuvent étre considérées comme trois vecteurs X,Y,Z portés respectivement

par ces trois axes, dont le sens et les
grandeurs sont définis par les trois S ———
nombres algébriques X, Y et Z.

On montre facilement que le vecteur a ' a :

—

est la somme des trois vecteurs X,Y,Z .

_— —

a=X+

+Z M

<

X

Les trois vecteurs X,Y,Z s’appellent les 3 composantes du vecteur a .
Si P'on considére divers vecteurs a,,a,,a; de composantes (X,,Y,,Z,),

(X—Z,E, Z) et (X_;,\?;, Z) , les théorémes généraux de I’addition permettent
d’écrire leur somme sous la forme :
a=ata, +a =X Y 2+ Xy 4, 4 2y X+ Y+ 2,
= (X + Xy 4 X))+ (Y + Y, +Y3) +(Z, +2, +Z3)

Ainsi, 1’égalité vectorielle a= 5{ + g; + E; est équivalente aux trois égalités
algébriques :

X=X+ X+ X3

Y=Y+ Y+ Y;

7=7\+ 7+ 73

V. 2. 3. Multiplication d’un vecteur par une quantité scalaire

La somme de n vecteurs, tous €gaux a un méme vecteur a , est évidemment un

—_— —_—

vecteur b ayant méme direction et méme sens que le vecteur a et dont la

_—

grandeur b est égale a n fois la grandeur a du vecteur a .

—_—  — — — —

b =na=a+a+a..... + a (n fois)



De méme le rapport b / a de deux vecteurs paralleles b et ‘a est un nombre

algébrique m, dont la valeur absolue est le rapport b/a des grandeurs des deux
vecteurs, et qui est positif si les deux vecteurs sont de méme sens, négatif si les deux

vecteurs sont de sens contraire.

Remarque

Les trois composantes X ,Y , Z d’un vecteur a peuvent étre considérées comme

les produits par les trois nombre algébriques X, Y, Z coordonnées de e vecteur, de

—_— - —

vecteurs 1, ], k de grandeurs égales a I'unité, respectivement dirigés suivant les

—_— —

trois axes Ox, Oy, Oz dans le sens positif de ces axes. i, j, kK sont appelés vecteurs

unitaires des axes.

Ainsi le vecteur a de coordonnées X, Y , Z s’écrira

a=Xi+Y j+Zk

V. 2. 4. Produit scalaire
On appelle produit scalaire de deux vecteurs aeth , faisant entre eux 1’angle 0, et
on représente par la notation

_— —

m=a -b (scalaire)

la quantité m:a-b-cosﬁz‘a‘-‘b‘-cosﬁ

acosé

D’apres la définition, il s’avere que le produit scalaire est commutatif c'est-a-dire

—_— — _— —

a-b=b-a

— 2

On congoit facilement d’aprés la définitionque a - a =a =a’.

On peut étendre au produit scalaire les diverses régles du calcul algébrique :



—_— —_—

De méme en désignant par X, Y, Z et X’, Y, Z’ les coordonnées de deux vecteurs

—_ RN —_—

a et a' parrapport aux trois axes rectangulaires de vecteurs unitaires i, T, K , on
peut écrire :
a-a =(Xi+Y j+ZK)-(X'i+Y'j+2'k)
XK T XY T X2 TR AYX T4y ]
Y2 KAZX KT 42V K | +22° K

—2 =2 —2 _- s s s s s s s — —

Or i =) =Kk et i-j=i-k=j-i=j)J-k=k-i=k-j=0
Il s’ensuit donc : a-a = XX'4YY'+22Z'

—2
De la méme facon : a =a’=X?+Y?+2?

Les quantités X*+Y2+Z? et XX'+YY'+ZZ' représentent des grandeurs scalaires

définies indépendamment des axes Oxyz, elles ne dépendent pas du choix de axes, et

constituent donc ce qu’on appelle des invariants.

V. 2. 5. Produit vectoriel

On appelle produit vectoriel d’un vecteur libre a par un vecteur libre b et qu’on

_— —

note par : E= aanb

un vecteur libre F , perpendiculaire au plan des vecteurs a et b , de sens tel que le

—

tricdre a , b , p soit direct et dont la grandeur est donné par :
p=a-b-sind

Le module de ? correspond donc a ’aire du parallélogramme construit sur les deux

—_—  —

vecteurs a et b . P

—_

Rl

—_—

a

Il résulte de la définition que le produit vectoriel n’est pas indépendant de 1’ordre des

deux facteurs :



—_—

anb etb A a sontdeux vecteurs opposée.

On peut appliquer au produit vectoriel les régles ordinaires du calcul algébrique a
condition de ne jamais intervertir 1’ordre des facteurs.
Exemple :

EA(E+E)=E/\E+E/\E
Exprimons en particulier le produit vectoriel de deux vecteurs a et a de
coordonnées X, Y, Zet X', Y’ et Z’

a-a =X i+Y j+Z K)AX'i+Y' | +2'K)
XX T AT +XY T A J+XZ T AK+YX JATHYY A
AYZ  AK+ZX K AT +ZY' KA J+ZZ'K A K

et jAak==(k A j)=1

Il s’ensuit :
aAa =(YZ=ZY')i +(ZX'=XZ') | + (XY'=YX") K

Disposition pratique du calcul

—_ - —

i j K
ana =X Y Z|=(YZ-2ZY)i -(XZ'-ZX") | +(XY'-YX")k
X'y z

V. 2. 6. Produit mixte

On appelle produit mixte de trois vecteurs ;, F, ¢ une quantité scalaire m égale au

produit scalaire du troisiéme vecteur et du produit vectoriel des deux premiers :
m=(aAb) c

Ce produit mixte donne le volume du parallélépipéde construit sur les trois vecteurs

_— — —

a,b,c.
Comme le volume du parallélépipede peut étre évalué a partir d’un quelconque des

faces, on a :



m=(aAb) c B
_(bAC)d \anb
_@A7)b \

Comme le produit scalaire est

commutatif, on peut écrire : C

(anb)-c=a-(bac)

On peut donc intervertir la multiplication

scalaire et la multiplication vectorielle.

TN
l

V.2.7. Dérivée d’un vecteur b
V. 2. 7. 1. Définition

Soit une variable t, supposons qu’a chaque valeur de t on sache faire correspondre un

certain vecteur a , on dit que ce vecteur est fonction de t: a(t). Analytiquement, cela

veut dire que I’on se donne trois fonctions X(t), Y(t), Z(t) de la variable t qui sont les

coordonnées du vecteur a .

Considérons deux vecteurs E(t) etg(t + At) de la variable t ; il leur correspond deux

_—

valeurs du vecteur a , on peut former leur différence qui est un certain vecteur Aa .

D

Ce vecteur Aa tend généralement vers zéro en méme temps que At, mais le vecteur

_—

Aa L .. .. T g s
A tend généralement vers une limite. Cette limite est un vecteur a' dérivée du

—_—

vecteur a ; on écrit :
a'=s d
dt

On peut définir de la méme fagon (E')‘ qu’on appelle dérivée seconde du vecteur

a,etl’on écrit :

—

d? a

aH:
dt?

On voit immédiatement que les composantes de a' sont données par :

_dx _aY 4z
Codt Codt’ ot

'



Il en est de méme de la dérivée seconde du vecteur a . Les composantes de a'' sont
données par :

2 2 2
wo OX Y d7Z

dt? dt?’ dt?

V.2.7.2. Applications diverses

v Dérivée d’un produit scalaire :
(a-b)y=a"b+a-b'

Si b est constant (a-b)= a'b car a-b'=0

— —2
v Si a est un vecteur de module constant a, son carré a = a’ = const, sa

2 -
dérivée qui est donnée par (a j'=2 a a'=0.

—

Le vecteur dérivée a' est donc toujours perpendiculaire au vecteur a .

—_—

v' On peut toujours définir un vecteur par @ =a u ou U est un vecteur

unitaire. Sa dérivée s’obtient par :
a'=a'u+au'
On voit donc que la dérivée de a est la somme de deux vecteurs dont le

premier @' U est parallele au vecteur a , le second au' lui est perpendiculaire.

V. 2. 8. Moment d’un vecteur par rapport a un point

Considérons un vecteur li¢ a d’origine A d’extrémité B porté par une droite (A) et
un point (O).

On appelle moment du vecteur a par rapport au point O, un vecteur €¢gal au produit

vectoriel du vecteur OA par le vecteur a

MY a =OAn a




Son module est le double de I’aire du triangle OAB, son module est donc égal au
produit de la grandeur a=AB par la distance OH du point O a la droite (A). On voit
que sa grandeur, sa direction et son sens sont indépendants de la position de AB sur la
droite (A). La notion de moment est donc relative a un vecteur glissant.

On peut noter deux théorémes relatifs au calcul des moments :
1. le moment d’un vecteur a par rapport a un point (O’) est égal a la somme de

son moment par rapport au point (O) et du moment par rapport a (O’), d’'un
vecteur égal d’origine (O) :

—_ —_—

MIVEIO'A/\EI(O_'O'%-O_A')/\E’:O' /\E+—A/\;

2. le moment de la somme de plusieurs vecteurs concourants est égale a la

somme de leurs moments (Théoréme de Varignon).

En désignant par A le point de concours des vecteurs glissants a, b, C ,........

ce théoréme traduit les égalités géométriques :



VI. Terminologie ( <lalhadll )
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Cﬁapitre 1

Notions de Cinématique

I. Généralités
L’objet de la cinématique est I’étude des mouvements des corps en fonction du temps,
sans tenir compte des causes qui le produisent.
L’étude du mouvement d’un corps est I’étude des positions successives de ce corps
par rapport a un repere pris comme référence (en général, un triedre de référence ou
référentiel). La notion de temps est aussi prise en considération.
En mécanique, dans 1’étude des mouvements, on tient compte des forces qui les
provoquent.
I1. Cinématique du point
I1. 1. Définitions
a. Point matériel
Un point matériel est défini comme étant un élément de maticre, de dimensions
négligeables, que I’on assimile a un point géométrique. En réalité, on étudie le
mouvement du centre de masse d’un corps, point au quel est supposé concentré

toute la masse du corps.



b. Trajectoire

C’est le lieu des positions successives occupées par un point mobile. Celle—ci peut
étre rectiligne ou bien curviligne. Elle peut étre ouverte ou fermée.

¢. Equation du mouvement (ou éguation Horaire)

C’est la relation qui lie le chemin parcouru, au temps nécessaire a le parcourir.

d. Définition intrinseéque du mouvement

Le mouvement d’un point M est parfaitement défini si I’on connait

- latrajectoire C

- la position, a chaque instant « t » du point M sur la trajectoire C. On fait le
choix d’une origine et d’un sens positif (indiqué par une fléche).

OM est défini par la fonction OM= S= f(t)

IL. 2. Trajectoire ouverte

Exemple c
M
o
S
Trajectoire rectiligne Trajectoire curviligne
ouverte ouverte

Une position de M est définie par son abscisse curviligne (S) par rapport a I’origine O.
Valeur absolue de ce nombre S : longueur de I’arc OM.

- Signe + si M se déplace dans le sens positif de la trajectoire

- Signe - si M se déplace dans le sens négatif de la trajectoire
A une abscisse curviligne S donnée, correspond un seul point M est réciproquement, a
un point M donné, correspond une seule abscisse curviligne.

Changement d’origine

Si O, est une seconde origine.
- S Dabscisse de M par rapport a O ;
- Sj I’abscisse de M par rapport a O, ;
- Sy I’abscisse de O, par rapport O.
Ona S=S,t$;

II. 3. Trajectoire fermée
A une abscisse curviligne S donnée, correspond un seul point M, mais la réciproque

n’est plus vraie ici.



s

Trajectoire fermée

A un point donné M, correspond une infinité d’abscisses curvilignes qui sont données
par la relation
s=S+kL

s : I’une des abscisses ;

S=OM (mesuré dans le sens positif)

L : longueur de la courbe

K : entier positif, négatif ou nul.
II. 4. Origine du temps, instant

a. l’instant origine

I’instant origine étant précisé en rapport avec une position définie du mobile dont on
¢tudie le mouvement, les autres instants seront définis, par rapport a 1’instant origine,

par un nombre algébrique ayant pour :

valeur absolue : la mesure de I’intervalle de temps qui sépare 1’instant origine de
I’instant considéré ;

- Lesigne + : si I’instant considéré est postérieur a I’instant origine ;

- Le signe - : si I’instant considéré est antérieur a I’instant origine.

b. Changement d’origine du temps

Si un méme instant est défini, par rapport a deux origines de temps, par les nombres
respectifs t et t; et si le nombre ty définit ’intervalle de temps qui sépare la deuxiéme
origine de la premicre, on a :

t=1t + 1t

c. Définition analytigue du mouvement

On choisit un repére Oxyz. La position d’un

Point M (donc son mouvement) sera définie

si I’on connait, a chaque instant, ses coordonnées

en fonction du temps, soit les trois équations :

x=f(t) /y Y
y=a0
Z= h(t) X ---------......:;/I’l



II1. Vitesse
Soit un mobile M, assimilé a un point, sur une trajectoire quelconque, au temps « t »,
il est dans la position M ; au temps « t; » il est dans la position M;. On définit :

- la vitesse moyenne ;

- lavitesse instantanée. Vv
M,

I1I. 1. Vitesse moyenne

La vitesse moyenne V,, est la vitesse d’un point mobile qui irait de M & M, pendant

le temps « At » d’un mouvement rectiligne et uniforme.

"t -t At

I11. 2. Vitesse instantanée ou vitesse a 1’instant « t »

M,

.. M .
C’est la limite du rapport lorsque t, —>t, c'est-a-dire lorsque At - 0. On la

_—

note par V() ou simplement Vv .

OM,-OM _dOM
t, -t dt

v =limy

II1. 3. Expression vectorielle (ou géométrique) de la vitesse
En introduisant I’abscisse curviligne s, on peut écrire

s=0M =5(t)

s, =M M, =s(t+dt)

—_

ds —

vV = Py T =87 7 : Vecteur unitaire de la tangente en M
ds , . e .
Py =S' : vitesse algébrique instantanée



Remarque

Le vecteur vitesse est donc toujours orienté¢ dans le sens du mouvement : sur une
trajectoire orientée, si le mobile se déplace dans le sens positif, le vecteur vitesse est
dirigé dans le sens positif. Si le mobile se déplace dans le sens négatif, le vecteur

vitesse est dirigé dans le sens négatif.

I11. 4. Expression du vecteur-vitesse (Composantes)
I1I. 4. 1. En coordonnées cartésiennes
La trajectoire du mobile M est définie par les coordonnées de la position en fonction
du temps, c'est-a-dire par les coordonnées du vecteur position.
x(t)
OM =1 y()
2(t)

Le vecteur vitesse est défini par les coordonnées du vecteur dérivée de OM par

rapport au temps :

o Ox(t)

. . dt

—— _doMm _dr ] dy®
M dt dt OIdt
. dz(t)

Cdt

Le vecteur vitesse s’écrira alors :

Son module sera donné par :

2 2 2
i T o

dt dt dt

I1I. 4. 1. En coordonnées polaires : Trajectoire dans le plan Oxy.

o ' L p=0M = p(t)
La trajectoire du mobile M est défini par 0= o)

Le vecteur vitesse est donné par :

—_dOM _dpu _dp— du
Mt d  dt - F dt



m
AY
U u
M
P
0 X
L= — o du _do—
Oron saitque U et U, sont perpendiculaires T:E u,
— dp— do—
Vy =— U +p—1U
v Pt

Ce qui signifie que le vecteur vitesse V,, est la somme géométrique de deux

vecteurs :
- le premier (d_p Uj radial
dt
dg — o .
- le second pa U, | est perpendiculaire au premier

I1I. 4. 2. En coordonnées semi-polaires

La trajectoire du point M

r=0M =r(t)
est définie par § € = (1)
z=1(t)

Le vecteur vitesse est, par analogie

au résultat précédent, sera donné par : Kl v
PoNE .
0 r E r d_0u1
— dr— dé@— dz— = dt
Vy =— U +r—u, +—K m
dt dt dt X dr —
11 suffit d’ajouter la composante suivant Oz. dt

IV. Accélération

_—

Soit v la vitesse d’un mobile a I’instant « t », et Vv, sa vitesse a ’instant « t; ». On

définit alors :



- L’accélération moyenne ;

- L’accélération instantanée.

IV. 1. Accélération moyenne
L’accélération moyenne entre les instants « t » et « t; » est par définition :

IV. 2. Accélération instantanée
C’est la limite du rapport précédent lorsquet, — t, c'est-a-dire lorsque At — 0.

— _dv
A

IV. 3. Expression du vecteur accélération

a. Expression vectorielle

Elle est donnée par

7 : vecteur unitaire de la tangente directe au point M, a la trajectoire orientée ;

n

centre de la courbure ;
r : rayon de courbure de la trajectoire au point M a I’instant considéré.

<

ML

: vecteur unitaire porté par la normale principale au point M et orienté vers le



On peut donc considérer ¥y comme €tant la somme de deux vecteurs :

. (accélération tan gentielle) + y, (accélération normale)

— dv _d’s ., :
avec y; = pm = d_2 (dérivée seconde de I’abscisse « s » par rapport au temps)
t
v2
Vn =", V>0 etr>0 = 7, est toujours dirigée vers le centre de la
r

courbure de la trajectoire).

Cas particuliers

—_—

. dv .
v' 7, =0 cela veut dire que — =0 (mouvement uniforme), reste la composante
t dt

normale.
Pour que I’accélération 7 se réduise a une accélération normale Z, il faut et il
suffit que le mouvement soit uniforme.
v Z =0 cela veut dire que :
soit v=0  — point immobile
soit r=o0w  — trajectoire droite

Il reste dans ce cas la composante tangentielle seulement.

b. Expression analytique du vecteur accélération (composantes)

b. 1. En coordonnées cartésiennes

,_% X"=d_2x

Cdt _ dt’

. — dy . — dv d-y

On sait Viqy'=— d =—— 1 y'=—=
n sait que y at ou 4 at y o2
,_dz ., d?z

dt T

Module de I’accélération :

]/_‘7‘_ d2X 2+ dzy 2+ d_zz ’ _\/va2+yn2+zn2
dt? dt? dt?

b. 2. En coordonnées polaires

Nous savons que la vitesse d’un mobile exprimée en coordonnées polaires est donnée

par :



dt dt
Cela veut dire que d_u_d_@w et de la méme facon du, ——%_b
dt t dt dt
e — dv
L’accélération y :—t sera obtenue alors par
— dv d(dp— do0—) d’p— dpdu dpdo— d260— dodu,
=——=—|—U+p—U, |= U+——+——U +p—Uu +p——
" dt[dt Pt lj dt dt dt  dt at ' P g P dt dt
d’p— dpdod— dpdo— d20— £d0)2—>
=——U4+——U +——U +p—U —p|— | U
dt? dt dt 't dt ' Ca2 Pl

d’p  (doY | — [.dpdo d?0] —
= -p| — u+|2——+p——| U
l:dtz p(dtj } { dt at e |

2
o L8[280) y00d0
pdt\” dt dt dt © dt?

finalement y = ﬁ— (d_@]z U.,.li( 2d_‘9j?
"l Pl pdtpdt !

En coordonnées polaires (p : rayon polaire), les deux composantes de 1’accélération

sont donc :

d>*  (do)’ —
7 p(—j suivant u

o Ml TLT
—li( zd_é?] suivzant U, |
7n pdt P dt 1

IV 4. Applications
Exercice 01

Un corps se déplace selon I’axe des x suivant la loix(t) = 2t + 5t* + 5, X est en métre

et t en seconde. Trouver
1- sa vitesse et son accélération a chaque instant ;
2- sa position, sa vitesse et son accélération pour t=2 s et t=3s ;
3- sa vitesse et son accélération moyennes entre t=2 s et t=3 s.

Exercice 02

Un mobile en mouvement rectiligne a une accélération, =1/t>. Sa vitesse initiale a
I’instant t; =1s et au point X =1 est nulle.

1- quelle est sa vitesse instantanée V(t) ?



2- quelle est sa position instantanée X(t) ?

Exercice 03
Monter que pour un mouvement rectiligne uniformément varié, on a :

VI-vg =27, (x-x,)

V. Cinématique du solide

Un corps solide est un corps dont les différents points demeurent a distances
constantes les uns des autres.

V. 1. Mouvement de translation

Définition : ¢’est un mouvement par rapport a un systéme de référence, tel que tout

vecteur i€ a deux points quelconque du corps, reste équipolle a lui méme.

Propriétés du mouvement de translation

v Trajectoires

Les trajectoires des différents

points d’un solide en mouvement

de translation se déduisent les

unes des autres par translation.
Ce sont des courbes identiques,
superposables.

v’ Vitesse

A chaque instant, les vecteurs vitesses de chacun des points d’un solide en

mouvement de translation sont équipollents. La réciproque est vraie.

—_— —

Vg, =Vu, auninstant quelconque.
v’ Accélération
A chaque instant les vecteurs accélérations de chacun des points d’un solide en

mouvement de translation sont équipollents. La réciproque est vraie.
71 =7, auninstant quelconque.

Conséquence

Le mouvement d’un corps solide en translation sera parfaitement défini par le

mouvement de 1’un de quelconques de ses points.



On appellera donc trajectoire, vitesse et accélération du mouvement du solide, la

trajectoire, la vitesse et ’accélération de 1’un de ses points.

V. 2. Mouvement de rotation

Définition

C’est un mouvement dans lequel deux points
du solide restent fixes. Si A et B sont les deux
points fixes, il en résulte que tous les points
de la droite AB sont fixes; cette droite est1’axe

de rotation. Oxyz est choisi tel que AB soit sur Oz.

Propriétés du mouvement de rotation

v'Trajectoire

Tous les points du solide décrivent des circonférences dont le plan est perpendiculaire
z

a ’axe de rotation.

v'Vitesse anqulaire

A chaque instant, tous les points du solide ont
la méme vitesse angulaire, qui est la vitesse

angulaire du solide : .

— : do ,
@ estle vecteur rotation @ = E ou w=46

v" Vitesse linéaire d’un point du solide

V=w-r V=w-ru

On peut montrer que :

vV =oAOM

(O point quelconque de I’axe de rotation)

v" Composantes de la vitesse

Vy =—wrcosa=-wrsinfd

V, =wrsinag =wrcosf

y
v, =0

v’ Accélération

L’accélération sera celle d’un mouvement circulaire.

Sens >0 conventionnel



v’ Accélération anqulaire

,,_d_a) _d 20
dt  dt? _
i . 7T
v’ Accélération d’un point
— dV _dv7+v2 F
™ T r
Dans ce cas :
V=w@-r et r= constante

_— — —_—

w 2
donc ;/M=r¥r+a) rn

—  do— i
—| yr=r—r suivant la tan gente
composantes de ¥, dt
Yy =@°rN toujours dirigée vers le centre

V. 3. Mouvement hélicoidal

v'Définition

C’est un mouvement dans lequel une droite (axe de mouvement) du solide reste fixe

en pouvant glisser sur elle-méme et un point du corps non situé¢ sur I’axe de rotation

décrit une hélice circulaire autour de cet axe.

v'Trajectoire

Chacun des points du solide décrit une hélice. Pour un point M quelconque, on a
z=a-0+b

Pas de I’hélice : c’est la quantité  p=2ra

p est le déplacement suivant 1’axe Oz correspondant a € =27 soit un tour.

Remarque

Dans un mouvement hélicoidal, tous les points du solide décrivent, simultanément

autour de I’axe, des hélices circulaires de méme pas ( mais de rayon différent)

v Vitesse

La vitesse de chacun des points est composée de deux vecteurs

Ve =T (ii_f =r@" duealarotation, située

- dansun plan L Oz
Vy apour composantes d

_dz . .
v, =— =2"' dueau glissement suivant
ot

I"axe parralléle & Oz



“l:',""

V.4. Applications
Exercice 01

Les coordonnées polaires d’un point en mouvement sont
OM =ru, et (Ox,OM)=0, u, ¢tantle vecteur unitaire de ’axeOM .

1. Quelles sont les composantes radiales et tangentielles de la vitesse v ?
2. Quelles sont les composantes radiales et tangentielles de I’accélération 7 ?

Exercice 02

Une sphere de rayon R est mise en rotation a la vitesse angulaire constante ®, autour
d’un axe (A) passant par son centre O.
1. Déterminer la vitesse linéaire v d’un point M situé sur la sphére a latitude A
(angle entre OM et le plan équatorial de la sphére) ;
2. En déduire le module de I’accélération y du point M ;
3. Application numérique. Calculer v et y dans le cas ou le point M est un point
situé sur la surface de la terre (la terre étant assimilée a une sphere de centre O
et de rayon R).
On donne R= 6380 km, A=45° et période de révolution de la terre, T=24 h.




Exercice 03

Une particule soumise a des champs électriques et magnétiques complexes est en
mouvement dans un référentiel galiléen. Les équations de la trajectoire sont, en

coordonnées polaires :
t
r=r,-e?

0=—
a

Avec, 1y et a constantes positives.

1. Calculer le vecteur vitesse de la particule;
2. Montrer que I’angle (V,g) est constant. Que vaut cet angle?

3. Calculer le vecteur accélération de la particule;
4. Montre que I’angle (7W) est constant. Que vaut cet angle? (on se servira de la

question 2);
5. Calculer le rayon de courbure de la trajectoire.

VI. Changement du systeme de référence

VI. 1. Composition des mouvements (mouvement relatif)

Considérons :
- unrepere S, matérialisé par un triedre Oxyz
- unrepere S;, matérialisé par un triedre O;x;y;z; en mouvement par rapport a S
- un point M, en mouvement, défini par x,y,z dans le repére S et par x;, yi, 7

dans le repére S;
Par changement de coordonnées on peut passer du mouvement de M par rapport a S,

au mouvement de M par rapport a S.

I1 suffit d’appliquer la relation vectorielle : OM =00, +O,M

Pour étudier un mouvement bien défini, on utilise les définitions suivantes :

= le triedre Oxyz (repére S) est le repere absolu ou référentiel absolu ;

= |e triedre O;x1y1z; (repére Sy) est le repere relatif ou référentiel relatif ;

= e mouvement du point M par rapport a « S » s’appelle mouvement absolu ;

= e mouvement du point M par rapport a « S; » s’appelle mouvement relatif ;

= le mouvement de « S; » par rapport a « S » s’appelle mouvement d’entrainement ;




VI. 2. Compositions des vitesses

OM =00, +O;M 7{; vitesse absolue du point M

el dOM _ dOO, +dOlM
8 dt dt dt

Or oM :X1i+ Y1i+21E dans le repere Sy

— doo, _ di, dj, _ dk, dx, ~ dy, — dz; —
Il vient v, = 1+xll+y1 JlJr21 L+ al I+ % ht al K,
dt dt dt d dt dt dt
v, v
donc V—azvﬁe+vﬁr
— dx, = dy, — dz, —
avec: V, = X i+ i i+ Z K,
dt dt dt

— doo,  di, dj, _ dk
Ve = X, —+ Y, —+Z, —
dt dt dt dt

Cas particuliers

- si les reperes S et S; sont fixes alors v, =0 et v, =V,

- si le repére S; est en mouvement rectiligne et uniforme par rapport a S, alors

d0o,
dt

Ve =




Remarque

La dérivée d’un vecteur unitaire :T est obtenu par :

du do— — — d6 . .
—=—U=mAU — = o : vitesse angulaire
dt dt dt

De ce fait, la vitesse d’entrainement s’écrira alors :

V:= d?erl(a) Al )+ yl(a) ATI)+Zl(w A K, )

_—

+ o A x1i1+y1j1+zlk1]

— d00, — ——
Vo = Lt o AOM

V. 3. Compositions des accélérations

— dv, dv, dv, d|doo, _di  dj, _ dk
Vo= = =— X —+ Y, —+27,—
dt  dt  dt dt| dt dt dt dt

d [dxlr %,ﬁ%q

—| =i, +
di| dt ' dt ' dt |
jﬁ_dzoﬁolﬂiﬂﬂ o|2ﬁ+o|y1 olT1+ d2T1+dzl ouT1+Z d%k,
275 T ar Vg dt dt 0 et dt o de
d’x, - dx, di, d’y, — dy, dj, d?z, — dz, dk,
+ I +—— + + k, +
g2 o dt dt g O dt dt g2 dt dt
— d?00, _d%,  d?j _d’k d* - d’y— d’z—
+ X + +1 + I ++ + k
1 oo T T T e M e

e dt? dt?

Ve

7

o Ox i dy, dj  dz, dk,
dt dt dt dt dt dt

Ve

: accélération d'entrainement

Ve
= Va=Vet Vet Ve T accélération relative
7. - accélération complémentaire

ou accélération deCoriolis



Remarque

—_—

En utilisant le fait que e —w AU

L’accélération de Coriolis devient:

—»z[olx1 diy dy, di, gz, dk—lJ

dt dt dt dt dt dt

=2 di;/\llJr%E/\j]Jr—l;/\k_{
dt d
— - dy, — dz; —
=2 Li, +—1 Lk
a)/\( ot h at 1]

L’accélération d’entrainement devient :

—-_d’00, % d’j  d’k

o o +7
o dt? a7t dr?
400, d (= ey Lo aT e S (a Ak
_ - 1+X1d_(a) /\I])erla(a)/\l )+Z1 dt(a) /\k1)
d2@+x dEAr+XEAdT+y EAT+yEA_jT
dt> Pt T de Codt d
do o~ — dk
+7 —— K +Z2p 0 A——=
_ _»_dzo—ourdg (x 4y ] 4z k)+a)/\ X di dJl o
Ye = 42 dt th+Yi Vot TV e T
g — N,
:ddt0201+ddio /\OM+a>/\(X1a)/\I +y1a)AJ1+le/\k)
i - _
:ddt0201 ddio /\Ol\/l+a)/\{;/\(xl'1+y1]1+z k)}

— d?00, do ~—— — [(—

= Ve = L+ a)/\OM+a)/\(a)/\OM)
dt” dt

VI. 4. Applications

Exercice 01

Deux Voitures M; et M, se déplacent a des vitesses constantes v, et Vv, selon deux

directions, comme il est montré dans la figure, et se dirigent toutes les deux vers un
point fixe A.



Déterminer la vitesse de la voiture M, par rapport a la voiture M.

M,

Exercice 02

Un anneau de faibles dimensions, assimilable a un point matériel M de masse m,

glisse sans frottement sur une tige rigide (D). La tige (D) tourne dans un plan

horizontal (Oxy) autour de 1’axe vertical Oz avec la vitesse angulaire,, - 99 | ou 0

dt

représente 1’angle orienté (Tjr) et U, un vecteur unitaire de (D) voir Fig. 4.

Le mouvement du point matériel M sur la droite (D) est décrit par I’équation horaire :
r=r,(l+sin ot)

(D)

ol 19 est une constante positive et r =OM =ru, .

On appelle mouvement relatif de M son mouvement sur la droite (D) et mouvement
absolu son mouvement par rapport au repére(O, i, j,K).

Déterminer, pour I’anneau, dans la base (y’,u,) :

1. la vitesse et I’accélération relatives ;
2. lavitesse et I’accélération d’entrainement ;
3. T’accélération de Coriolis.



Exercice 03

Soit le systéme de la Figure ci-dessous qui est composé de deux tiges. La premicre
tige est en rotation autour du centre Oy relativement au référentiel galiléen. Une
seconde tige est en rotation autour du centre O, relativement a la premiére tige.

1. On s’intéresse au mouvement de la tige (2) relativement a un référentiel R, 1i¢ a la
tige (1). On travaillera dans le repére(i, , j, , k). L’angle y(t) évolue de maniére
quelconque.

a. En se placant en coordonnées polaires dans le référentiel R;, donner la position, la
vitesse et I’accélération du point M ;

b. Sur un schéma, tracer les vecteurs e e, Vg (M), 7, (M) ainsi que les vecteurs

accélération tangentielle et accélération normale », _(M)et ». (M) ;

¢. Donner en coordonnées cartésiennes, les vecteurs position, vitesse, accélération du
point M relativement au référentiel R; ;

2. On se place maintenant dans le référentiel Ry. On travaillera dans la
base(i, , j,, k;). L’angle 0(t) évolue de maniére quelconque. Tous les résultats
seront donnés en coordonnées cartésiennes en projection sur la base(x,, y,,z,).

a. Exprimer le vecteur o, .~ dans la base (1) ;

b. Calculer la vitesse du point P appartenant a (1), point coincidant au point M,
relativement au référentiel Ry, en projection dans la base (1). (Vitesse
d’entrainement);

c. Calculer I’accélération du point P appartenant a (1), point coincidant au point M,
relativement au référentiel Ry, en projection dans la base (1);

d. Calculer P’accélération de Coriolis du point M de vitesse relative v, (M),

relativement au référentiel Ry, en projection dans la base (1) ;
e. Déduire des questions précédentes la vitesses et 1’accélération absolue du point M :

Vg, (M) et Vg, (M) -

Yo
M
N
olw® X
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VII. Mouvements les plus courants
VII. 1. Mouvement rectiligne uniforme
Il se caractérise par :

v’ une trajectoire rectiligne (une droite)
v’ une vitesse constante ( v= cste)

v’ une accélération y nulle (y=0)

=0 or v=%:cste
dt

= dx=vdt donc fdx = }vdt = v}dt
Xo t t
Donc d’une fagon générale
X=X, =V-(t-ty)
On peut distinguer trois cas :
-t =0 ;X =0 = x=v-t;
-1, =0 ; X, =X, = X=V-t+X;,;
-1, =1, 5 Xy =X, = X=V-(t-t,)+X,
VII. 2. Mouvement circulaire uniforme
- latrajectoire est circulaire (circonférence) :
- vitesse linéaire et angulaire sont des constantes.

Loi du mouvement

Espace parcouru: S=V-t+S, vitesse linéaire v=cste

So : abscisse circulaire a I’instant origine

v : vitesse constante

S : abscisse du mobile a I’instant t.
Vitesse angulaire :

a)zd—Q:CSte (rd/s)
dt

Relation entre v et w.

4o R: rayon du cercle
v=a)-R=RE v en m/s vitesse linéaire
@ en rd /s vitesse angulaire



Si « T » est la durée d’un tour (période), alors la distance parcourue en 1 Tour est :
v-T=27zR

2 2 ,
—~v=""R-wR = w:?”zzyz.f (f : fréquence)

Souvent, la vitesse de rotation est exprimée en tour par seconde ( n tr/s) ou bien en
tours par minute (N tr/mn).
Dans ce cas, on écrit :

a)=27r~n:27rﬁ:M rd/s
60 30

Avec une abscisse circulaire nulle a 1’instant origine (Sp=0), on a :

S—v.t=wRt="FRt
30

Angle balayé en radians :
=0t et 6=6,+ot avec 6, a l'instant origine
Il existe une analogie compléte entre un mouvement rectiligne uniforme et un

mouvement circulaire uniforme.

Accélération d’un point (dans un mouvement circulaire uniforme)

_—

d
- 7,=0 car w=cste d_cto:o

-y, =0’Rn, n :vecteur unitaire dirigé vers le centre
2 2
\ v v
d’ou yzyn:a)zR:— car a)2:—2
R R

VII. 3. Mouvement rectiligne uniformément varié
v’ trajectoire rectiligne ;
v’ accélération constante et non nulle.

_dvd’x

—E—dt—zzcste

4

Si la vitesse croit, le mouvement est uniformément accéléré ;

Si la vitesse décroit, le mouvement est uniformément retardé (ou décéléré).

Nous admettons, pour simplifier, que ’origine du temps correspond a ’origine du

mouvement, on distingue trois cas :



1% cas :

¥ = cste
v=y-t
1,
X=—7y-t
27
2™ cas :

Xg=0 , vy =0
y = cste

L
X=—py-1" +v, -t
27 0

3™ cas:
Xg 20 , Vv, #0
y = cste
V=y-t1+v,

x:%y-t2 +V, -t X,

VII. 4. Mouvement circulaire uniformément varié
v’ trajectoire circulaire
v’ 1‘accélération angulaire est constante
w'= d—a) = ﬁ =#"=cste
dt  dt?
Si la vitesse angulaire croit, le mouvement est uniformément accéléré ;
Si la vitesse angulaire décroit, le mouvement est uniformément retardé (ou décélére).

Nous admettons pour simplifier que ’origine du temps correspond a 1’origine du

mouvement, on distingue trois cas :

1% cas :
So=0 , 6,=0 , @,=0 vitesse angulaire initiale nulle
w'=0"=cste
o=
0= la)'-'[2
2



2™ cas :

Sy = , 6= , w, #0 vitesse angulaire initiale non nulle
0 0 0
o'=0"=cste
w=a0"t+ao, avec v=wR et s=vt
1 . i
0=—wt>+w,t R :rayon correspondant au point considéré
2 0
3™ cas :
So#20 , 6,#0 , @,#0
w'= 0" =cste
o =ot+o, avec Vv=wR et S=vt+S,

Accélération d’un point situé au rayon R

o=r¥eT L, _R%@_py
) dt dt
Yy _ . v2
Vn —o*Rn }/n=a)2R=F

VIL. 5. Application

Exercice

On considére une roue turbine tournant a la vitesse de rotation de Ng= 10 000 tr/mn.
Aprées coupure du courant la turbine s’arréte en 3 mn.
1. A quel type de mouvement avons-nous a faire apres la coupure du courant?
que peut on en déduire en ce qui concerne 1’accélération ?
2. Déterminez 1’équation du mouvement @(t) = f(t) et calculer les valeurs de la

vitesse angulaire et 1’accélération angulaire, sachant qu’é t=0 on a 6p=0.
3. Calculer le nombre de tours qu’effectue la turbine jusqu’a I’arrét.

Rq : On exprimera les angles en radian.
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Cﬁapitre 11

Dynamique du point materiel

I. Généralités

La cinématique a pour objet I’étude des mouvements des corps en fonction du temps, sans

tenir compte des causes qui les provoquent.

La dynamique est la science qui étudie (ou détermine) les causes des mouvements de ces
corps

1. Le principe d’inertie (1" loi de Newton)

C’est Galilée qui a le premier suggéré ce principe. Il constitue la premiére loi de Newton et

qui s’énonce comme suit :

« Tout objet conserve son état de repos ou de mouvement rectiligne uniforme en I’absence de
forces agissant sur lui »

Cette 1" loi peut aussi s’énoncer :
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Si aucune force n’agit sur un objet ou si la force résultante est nulle,

- Un objet au repos reste au repos ;

- Un objet en mouvement continue a se mouvoir a vitesse constante.
Remarque
Cette 1 loi de Newton, telle qu’elle a été énoncée, ne s’applique pas & un observateur
soumis a une accélération. Elle nous améne a définir un référentiel d’inertie.
I11. Référentiels d’inertie ou galiléens
On appelle référentiel d’inertie, un systéeme de référence (ou repére) dans lequel la premiére
loi de Newton est applicable. D’aprés cette définition, un référentiel d’inertie n’existe pas ; on
ne dispose que de référentiels approximatifs.
Exemples
Pour la plupart des expériences que I’on peut réaliser sur terre, le repére au sol constitue un
bon repére d’inertie, alors que pour le mouvement d’un point ce repére lié au sol n’est pas un
repére d’inertie.
Si I’on choisit un systeme d’axes liés au Soleil et dirigés vers certaines étoiles, le mouvement
d’une planéte du systeme solaire devient simple (référentiel de COPERNIC). Pour ce
mouvement le repére lié au Soleil est un bon repere d’inertie.
Remarqgue
v Tout systeme de coordonnées qui se déplace a vitesse constante par rapport a un référentiel
d’inertie, peut étre lui-méme considéré comme un référentiel d’inertie.
v Les vitesses et les accélérations des corps, mesurées dans les référentiels galiléens, sont
dites absolues et celles mesurées dans les reférentiels non galiléens sont dites relatives.
IVV. Masse et centre d’inertie
Masse
La masse d’un systéme caractérise la quantité de matiere qu’il renferme. Elle est invariable
dans la mécanique newtonienne. Dans la mécanique relativiste, elle dépend de la vitesse a

travers I’expression :

avec:
Mo, la masse au repos
m, la masse a la vitesse v.

¢, vitesse de la lumiére, c=3 10® m.s™
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Centre d’inertie ou Barycentre

Appelé aussi moment d’inertie ou centre de gravité. Il a été défini au début par le physicien
Archimede.
Pour avoir la relation donnant le point centre d’inertie d’un systéme quelconque, étudions

I’équilibre du systeme présenté dans la figure suivante :

m;
m

A 2

I 0 B|

e .
Pour que le systeme soit en équilibre il faut que la somme des moments des forces par rapport
éOsoitnuIIe:ZW=6 =N MO +MC = 0

Fi Fa Fg
= OAAF,+OBAF; =0 Rg: Voir Chapitre 1, page 15, pour la
. - - définition du moment d'une force (un

= OAAmg+0OBAm,g=0 vecteur) par rapport & un point.
. mOAAG+m,0BAg=0
—  (m,0A+m,0B)rg=0 ~  mOA+m,0B=0

Les mathématiciens ont généralisé cette égalité pour un systéme quelconque représenté par la

figure ci-dessous

mlGM1+m26M2+ ......... mIGM|=0
= ZmlGNh:E
i

D’autre part,

_

Systéme en équilibre,

Donc >m, (o|\/| - o_G’)zﬁ' pas de mouvement.
i
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= Y mOG=>m OM.
Zi: ! ; o M: représente la masse totale du

>m;OM; > m;OM; systeme en équilibre.

i i

—~0G=- =
> m; M
i

Cette derniére relation donne le centre d’inertie d’un systéme constitué de masses m; situées
aux points M;. Si le systeme forme un milieu continu, la somme devient intégrale, et par

conséquent, la relation précédente deviendra :

_

1 _
G=—/[[[OM dM
M W
L’intégrale est triple parce que la masse est répartie en volume, trois dimensions.

V. Vecteur quantité de mouvement

Le vecteur quantité de mouvement d’un point matériel de masse m et se déplacant a la

vitesse v est défini par le vecteur P donné par :
B omv

La guantité de mouvement est une grandeur vectorielle qui a la méme direction que la
vitesse.
Le principe d’inertie peut s’énoncer alors de la fagon suivante :

4 Une particule libre, se déplace avec une quantité de mouvement constante dans un
repere galiléen.
Ou encore

4+ La quantité de mouvement totale d’un systéme, se conserve si le principe d’inertie

est vérifié.

V1. Notion de Force : 2°™ loi de Newton
Toute cause capable de modifier, dans un référentiel galiléen, le vecteur quantité de
mouvement d’un point matériel est appelée FORCE.
Différentes types de forces existent :
- Forces d’interaction a distance (Forces de gravitation) ;
- Forces électromagnétiques ;
- Forces nucléaires ;

- Forces de contact (Forces de frottement) ;
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- etc....
On peut trés bien définir une force moyenne, telle que,
—— AP P(t')-P(t)
Fmoy = —= |—
At t'—t

Ou encore, force instantanée, telle que,

= dP(t)

t'>t ° moy dt

F (t) = lim

v'Loi Fondamentale de la dynamique ou Principe Fondamental de la Dynamique (PFD)

v'Théoréme du centre d’inertie

v'Théoréme du moment cinétique

Remargue : pour l'étude des systemes dynamiques, on utilise généralement ces deux

théorémes et le principe fondamental de la dynamique noté PFD.
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VII. Principe de I’action et de la réaction : 3°™ loi de Newton
Le principe de I’action et de la reaction, ou principe des réactions réciproques, a été énoncé
par Newton (3™ loi de Newton).

Soient deux points matériels (1) et (2) interagissant entre eux ; I’action exercée par (1) sur (2)

_—

F,, estégale et opposée a celle exercée par (2) sur (1) FTJ , Soit

Fi, == Fy q Fi ) O——---------- )

W F, Fo @

=‘ le

C’est deux actions (forces) s’exercent simultanément et sont de méme nature.

Exemple de forces

1. Forces d’interaction a distances

a. Forces de gravitation newtonienne

On appelle force de gravitation ou force d’interaction gravitationnelle, la force exercée par
une masse M sur une autre masse m. Cette force d’interaction suit une loi énoncée par
Newton en 1650.

B GmM—» .
AT u u : Vecteur unitaire

G : une constante
G=6,67 10" m*Kgls? | @ oo

. ) d
b. Interaction coulombienne

L’interaction coulombienne est I’analogue de I’interaction gravitationnelle pour les

charges électriques.

= 1 qq aq’
F V| = :K — — ’
Qﬁ;—* """""" ﬂyg
avec K = =910° mc*Kgs™ : !
4re, E i
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Notion de Champ
v"Champ de pesanteur
Soit le cas d’un objet sur la surface de la terre

F, —cMMy

—m R? _

M : masse de la terre ;
m : masse de I’objet ;

R : rayon de la terre.
La terre

On pose E =-G EZU : champ de pesanteur
R R=6400 km

= Fun = mE force du poids de I’objet en question
Si le corps se trouve a une hauteur z par rapport a la surface de la terre, alors,
L _ ~ MM =
M (R +2)?
— M GM R?
f— ‘ g ‘: G 5 = 5 . >
(R+2) R® (R+12)
R2
= 9=0o-— avec go : champ a la surface de la terre
(R+2)
aussi, on peut écrire que : g=0,+ %)2

pour z<<R, et en utilisant un développement limité du premier ordre :

z
g= 90(1—2E)

22
= Ag=0-09=—-0¢
R
Donc la variation relative est & = E
go R
Pour z <32 Km, on a A_g< 1%

9o

Donc, on considere le champ de pesanteur comme localement uniforme.

v'"Champ électrigue
Par analogie avec le champ de la pesanteur, on définit le champ électrique, tel que :

_— —

Foo =0E
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— 1 LN
avec E = iz u
Arey r

c. Interaction électromagnétique

La force que subit une charge électrique placée dans des champs E(électrique) et
B (magnétique) est appelée forces électromagnétique ou force de Lorentz:
FoqlE+vr8)

2. Forces de contact

a. Réaction du support

La force que subit un objet, posé sur un support horizontal, en provenance du support

s’appelle réaction du support.

La réaction du support sur I’objet m est répartie TRn

sur toute la surface de contact support-objet G |m

R—n , représente la résultante de toutes les |
— Support

actions exercées sur la surface de contact. vP

L’objet étant en équilibre 5+Rﬁn -0 = 3 =—§

b. Forces de frottement

Les forces de frottement sont des forces qui apparaissent soit lors du mouvement d’un objet
soit cet objet est soumis a une force qui tend a vouloir le déplacer.

Le frottement s’oppose au déplacement des objets en mouvement. Il y a deux types de
frottement :
- frottement visqueux (contact solide-fluide)

- frottement solide (contact solide-solide)

v' Frottement visqueux Solide en
mouvement
Dans ce type de frottement la force
est proportionnelle a la vitesse, /
F=—kv F : force de frottement = O
F Vv
k: constante positive. liquide
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v Frottement solide

Dans cette figure, le bloc solide est en mouvement

sous I’action de la force d’entrainement F, .

—_—

- F. : Force d’entrainement ;

—_—

- R, :Force de réaction ;

- F : Force de frottement ;

- ¢ : angle de frottement.

F =uR, enmodule.

avec : u coefficient de frottement ou coefficient de friction : ¢’est une constante qui dépend

de la nature de la surface de contact.

F
Ona: —=tgp =
R Qo =u

n

Matériaux M
Acier-Acier 0.2

Quelques valeursde 4 — Chéne-Sapin 0.67
Caoutchouc-bitume | 0.6

F est maximale quant sous I’action de F, le corps solide est toujours en équilibre (pas de

mouvement). A partir de cette valeur, si F, augmente, le corps solide bouge de sa position

d’équilibre.

Condition d’équilibre : R,=P et F=F
F F
R, V7P

n

c. Forces de tension

Force de tension ou force de rappel. L exemple le plus simple est la force de rappel du

ressort.

E=—k(-l)u
k : coefficient d’allongement

(coefficient de raideur du ressort) u
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VIII. Applications
Exercice 01

Soit le pendule simple de la figure 01. La masse « m » est assimilée a un point matériel.
1. Déterminer I’équation du mouvement de ce pendule pour les faibles oscillations. On
travaillera pour la détermination de I’équation du mouvement dans une base polaire
liée & la masse m et on utilisera le P. F. D.
2. Déterminer la méme équation du mouvement, toujours pour les faibles oscillations, en
utilisant cette fois le théoréeme du Moment Cinétique.

Exercice 02

Un traineau de masse m=200Kg est tiré suivant une ligne de plus grande pente d'un plan

incliné par I'intermédiaire d'un cable faisant un angle B avec celle-ci (Fig. 02).

1. La tension du cable vaut T=1000 N. Le mouvement étant uniforme de vitesse v=10 km.h™;

déterminer la réaction R somme des forces de contact exercées par le sol sur le traineau.

AN: a=20°, f=30°, g=10 ms™.

2. On augmente la tension et le mouvement du traineau devient uniformément accéléré.

a. Le coefficient de frottement traineau-sol restant identique, la réaction R est-elle
modifiée?

b. La vitesse du traineau passe de 10 Km H™ & 20 Km H™ sur une distance de 10 m.
Calculer la puissance exercée par la tension T du cable lorsque la vitesse vaut 15 Km H™.

Exercice 03

Trois solides identiques, A, B et C, assimilés a des points matériels de mémes masses m, sont
liées comme I’indique la figure 03.
Nous néegligeons la masse des fils et nous admettons que leur tension est la méme de part et
d’autre des poulies.
Déterminer la tension de chacun des fils en supposant qu’il n’y ait pas de frottements

@)

Fig. 01 Fig. 02

Sens du mouvement

(—B

CERT
&5

Fig.3 Al

'.'I"r .
_I.I- S
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Cﬁapitre v

Travail, Puissance et Energie

I. Travail d’une force

I. 1. Force constante sur un déplacement rectiligne

Soit une force constante agissant sur un point matériel M. Sous I’effet de F , M se

déplace entre les points A et B.

—_

Par définition, le travail de la force F

F sur le déplacement rectiligne AB _ M./>;
A

est donné par :

B
W =F -AB=F- AB -cos«a, a est I’angle que fait F avec AB
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Remarque

Le travail est soit positif, nul ou négatif selon la direction de_la force par rapport au

déplacement. F

M

ws=0

ws< 0
A B

L’unité de travail, dans le systeme MKSA, est le Joule.

l. 2. Travail élémentaire

Dans le cas ou la force F varie au cours de déplacement qui peut étre quelconque, il

n’est plus possible d’utiliser I’expression précédente.

On décompose le trajet AB en une succession de déplacements élémentaires

dl =MM" infiniment petits et donc rectilignes.

A

_—

Sur MM', la force F peut étre considéré comme constante ; alors on définit le

travail elémentaire donné par :

—_—

dwe = F - dl
F

I. 3. Force variable sur un déplacement quelconque
Pour obtenir le travail total sur le déplacement total,

il suffit d’additionner les travaux élémentaires.

F-d

W- =
F

>—w
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I. 4. Travail de la force de pesanteur
h=zy -2y

w- = | P.dI
P

z—%

et Po_pk, dl =dxi +dyj +dzk

= Pdl =-Pdz

donc, wo =[Pl = ~Pdz=-P(zy,. — 2y, )

z—.%
z.—.<

= W;:P(zM -2y )=Ph=mgh

I. 5. Travail d’une force élastique

F =—kAli =—k(I-1,)i

:—kXT 1 I

\%\\\\
Vo

dw, = F dl = —kxidi’ = —kxdx = (% x?)
Lorsque F passe d’une position x;a x;,ona:
XX 0% 1
w_ = _[F dl :'[— kxdx = —Ek(xz2 - xlz)
I1. puissance d’une force

La puissance d’une force F estle rapport du travail de celle-ci au temps mis

pour I’accomplir. Selon la durée considérée, cette puissance est dite moyenne ou

instantanée. L unité de la puissance, dans le systeme MKSA, est le Watt.

. Aw-
Puissance moyenne : P, =—F
At
. . ) dw-—
Puissance instantanee : P(t) = d_tF
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I11. Energie
I11. 1. Energie cinétique

On définit I’énergie cinétique d’un point matériel M, de masse m et animé avec une
vitesse v , par la grandeur E, telle que,

E, L
2

Soit un point matériel M, de masse m, en déplacement entre les points A et B sous
I’action d’une force extérieure F . Selon le principe fondamental de la dynamique, on

a.

Le travail élémentaire de F est donneé par :

—

dw— = F.di=maY Vat
F dt

car vio= = di= V()
dt
. - " 1 2
il vient dw— = F-dI :d(—mv j
F 2
Le travail effectué entre les points A et B sera :

B_, _, B 1 B
we = [F -dl :jd[—mvzj:jdEc =E_(B)-E.(A)
F A A 2 A

111.2. Théoréme de I’énergie cinétique

Dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie cinétique d’un point matériel
soumis a un ensemble de forces extérieures entre une position A et une autre

position B est égale a la somme des travaux de ces forces entre ces deux points.

E¢(B) — Ec (A) = X Wp_g (Feg)

I11. 3. Forces conservatrices et non conservatrices
Les forces sont dites conservatrices lorsque leur travail ne dépend pas du chemin suivi

mais que du point de départ et du point d’arrivée.
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Exemples
- force de pesanteur ;

- force du poids ;

- force de rappel des ressorts.
Les forces sont dites non conservatrices ou forces vives lorsque leur travail dépend du
chemin suivi.

Exemple
Force de frottement.

I11. 4. Energie potentielle
Par définition, le travail des forces conservatrices ne dépend pas du chemin suivi mais
uniquement de I’état initial et de I’état final. Le travail de ces forces peut s’exprimer a

partir d’une fonction d’état appelée énergie potentielle E,

Ep(B)—E,(A) =Wy (F.),
avec E : force conservatrice.
AE, =-Wyg (ﬁ)
Lorsque la variation est tres faible, AE, — dE,.
En utilisant la notion du travail élémentaire, on a:
dE, = -F, -di
D’autre part, soit le gradient (ﬁ) d’une fonction f défini par :

gradf _af +i J +i?
OX oy 0z

La différentielle totale de f est donnée par

df =@dx ﬂdy +ﬂd
OX 0z

oy

On définit un point M, repéré dans le référentiel Oxyz par son vecteur OM , tel que,

W:XT+yT+z? = dW:de+dyT+dz?

gradf .dOM = [Zf +ij Zf ?j (de+dyT+dz?)
Alors X o
=ﬂdx ﬁderidz
OX oy oz
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I vient, gradf -dOM = df +
A partir de I’équation (+), on peut facilement remarquer que puisque

dE, :—Ec-ai avec a:de+dyT+dz?
alors, —

F.=-gradE

IV.5. Exemples de forces conservatrices
v"Force gravitationnelle

—_—

Fg est une force conservatrice.

N Mm_.
Fo (N=-G——u
— .
Mm u Ry
=G —— m
r’ r —
. r
— r
aveC U =—
' M
= az—GMmT
3
r
. - dEp_.
F, =—grad Ep(r)z—? u
d
N _p:GMm
dr r?
M m
Ep(r)sz—dr2 r
M m
= Ep(r):GT+cste
v"Force élastique
F =—kxi R X
i
= _ _ P
F=gradE, =——1i
dE,
= —=kx
dx
1, .2
= E, =[kxdx= Ekx +cste
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v Force électrique —

Q . F q

1 Qq_,Qq
F =- =K e mmememee -9
Are, r? r2 gf — ~/

En suivant le méme raisonnement que précédemment, on aura :
1
E, = —quF+cste

I11. 6. Energie mécanique

Soit un systéme se déplagant, entre les points A et B sous I’effet de forces

conservatrices et non conservatrices. D’aprés le théoréme de I’énergie cinétique, on

a.
E.(B)—Ec(A) =2wpg(Fc)+2 W g(Fye)
F_C’ : Force conservatrice ;

Fue : Force non conservatrice.

Alors E.(B)—E¢(A) = —(Ep (B)-E, (A))+ Y Wy g (Fyc)
puisque S W, 5(Fc) = (E, (A)-E,(B))
ilvient  E,(B)+E,(B)—(Ec(A)+E,(A)= S W, 5 (Fro)

On introduit une nouvelle quantité qu’on va I’appeler Energie Total du systéeme
Symbolisée par (E), telle que,

E = E, + E, =EnergieCinétique + Energie Potentielle
Alors, entre les deux points A et B

E(B) - E(A) = W, g (Fyc)

Théoréme de I’énergie mécanique totale

La variation de I’énergie mécanique totale d’un systéme, en mouvement entre
deux points A et B, est égale a la somme des travaux des forces extérieures non
conservatrices appliquées a ce systéeme,

E(B)-E(A)=>W, 5(Fye)
Cependant, lorsque le systéeme est isolé (c’est dire, il ne subit aucune force

extérieure non conservatrice) I’énergie totale se conserve.
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V. Stabilité d'un systéme
V. 1. Définition de la stabilité

Pour un systéme soumis uniquement a une force conservatrice F_ , il est intéressant de

savoir s'il existe ou pas des états d'équilibre. La forme locale de I'énergie potentielle

permet d'écrire que:

F.=-gradE,
Dans le cas ou I'énergie ne dépend que d'une variable x, cela revient a dire que:
— dE, —
Fo=—"i
dx

La condition d'équilibre, pour lI'importe quel systéeme soumis a un ensemble de forces,
est que la somme ou la résultante de I'ensemble des forces est égale a zéro

(ZF =0). Dans le cas dun systeme soumis uniqguement a une force

conservatrice F_ , celle-ci devrait étre nulle, il vient:

dE
F. =0 = P =0
dx

Une position d'équilibre se traduit donc par un extremum de la fonction énergie

potentielle. En d'autre terme, I'énergie potentielle devrait é&tre maximale ou minimale
pour qu le systeme soit en équilibre.

Un équilibre est dit stable si, a la suite d'une perturbation qui a éloigné le systeme de
cette position, celle-ci y retourne spontanément. Dans le cas contraire, I'équilibre est
dit instable.

V. 2. Condition de stabilité
Soit le cas de la figure ci-dessous, cas ou I'énergie potentielle ne dépend que d'une

variable x.

. X<X0:0
Position d'équilibre x,=0
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dE
Supposant que la dérivée de I'énergie potentielle a xo est nulle ( q P =0). Pour
X

X=Xg
une perturbation amenant le systéme a x<Xxo, la valeur algébrique de la force doit étre
positive pour ramener le systéme vers X, F, >0 donc,

dE, ) dE,
<0 puisque F.=-
dx dx

dE
Dans le cas contraire X>Xo, la force doit étre négative et donc 3 ®>0.
X

L'énergie potentielle E, décroit avant X, et est croissante apres Xo. Elle présente donc

un minimum pour X=Xo.

p
X

Dans ce cas, la fonction est une fonction croissante qui s'annule pour X=x,. La

2

condition de stabilité, c'est-a-dire, E, minimale, peut donc se traduire par >0

X2
au voisinage de Xxp et donc pour x=X,. Dans le cas contraire, la position sera une

position d'équilibre instable.

Equilibre stable pour x=x, < Ep(Xo) minimale

U
dE d’E
b = et L >0
dx | dx .
Equilibre instable pour x=xo < Ep(Xo) maximale
U
dE, dZEp
=0 et 5 <0
dx | dx .

Un systeme, livré a lui-méme, évolue spontanement vers un état d*équilibre qui

correspond a une position pour laquelle I'énergie potentielle est minimale.
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V1. Applications

Exercice 01

Un solide de masse m=500 g peut glisser sans frottement sur une piste circulaire de

rayon r=1 m (Fig. 01). Il part d'un point A sans vitesse initiale.

1. Déterminer la vitesse du solide au point B.

2. En réalité, la vitesse en B est de 3,5 ms™. Déterminer le travail des forces de
frottement puis en déduire I'intensité, supposée constante, de la résultante des ces

forces de frottement.

Fig. 01

Exercice 02

Dans un référentiel galiléen, un point matériel M, de masse m, considéré comme
ponctuel, peut coulisser sans frottement sur une tige rigide horizontale fixe x’Ox (Fig.
02). Cette masse est attachée a I’extrémité d’un ressort, de masse négligeable, fixé en
un point fixe A, distant de OA = hode I’axe x’Ox. La position instantanée de la masse
sur la tige est notée OM = x. La longueur au repos du ressort est lo, et sa raideur est k.
On se place dans un cas ou : lo< ho.

1. Donner I’expression de I’énergie potentielle U(x) de la masse m, en fonction de k,
ho, loet x. On prendra U(x) = 0 pour x = 0.

2. Représenter schématiquement la fonction U(x) en fonction de x. Déterminer la

position d’équilibre de xe de la masse m. Cet équilibre est-il stable ou instable ?

Fig. 02
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