Ecole Préparatoire en Sciences et Techniques d’Oran Année 2011/2012
liere année EPSTO Durée 1h45

Devoir Surveillé d’Analyse 1

Exercice 1.(06pts)
I. Que pensez-vous des assertions suivantes (vraies ou fausses)? Justifiez votre réponse.

1. Soit A une partie non vide, majorée de R. Si M = sup A alors M € A.

N

(Un)p» (Va),, convergentes et U, < W, <V, alors (W,,), converge.

w

. Si f est dérivable a droite et a gauche de xq alors elle dérivable en x.

W

. Si f: 1 — R une fonction k-Lipschizienne ( vérifiant Vz,z' € I :
|f () — f(2")] < kl|z—2'|, k> 0) alors elle est uniformément continue sur I.

I1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer
Vr >0, sinz <z
Exercice 2.(05pts) Soient A et B deux parties non vides et minorées de R. Montrer
inf (A+ B) =inf A+inf B

ot A+B={a+b ac Aetbe B}.

1. Soient A= {1} et B= { —+n1; n € N} . Déterminer inf A et inf B.
n

1
;nEN}
n+1

Exercice 3.(05pts) Soient les deux suites (U,),, et (V},), définies par:

2. En déduire la borne inférieure de 'ensemble C' = {

0<Uy< VWV

Un =V Unflvnfly n>1
Unfl +Vn71

Vi, = — s

i) En calculant V> — U2, montrer par récurrence que Vn € N, V,, > U,, > 0.
ii) Montrer que (U,),, est croissante et majorée et que (V},), est décroissante et minorée.
iii) En déduire que (U,), et (V,,), convergent vers la méme limite.

Exercice 4.(04pts) Soient f, g : [0,1] — R deux fonctions continues, telles que
f(0)=g(1)=0et f(1) = g(0) = 1. Montrer que pour tout A > 0, il existe ¢ € [0, 1] tel

que f(c) = Ag(c)
Indication: Considérer la fonction hy () = f (z) — A\g ().
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Exercice 1.(06pts)
1. Fausse: contre exemple A =[0,1],supA=1et 1 ¢ A............ sur 0lpt

2. Fausse: contre exemple U,, = —1, V;, = 1 sont convergentes et U, < W,, = (—1)" <V,
et (W,),, est divergente......sur O1pt

3. Fausse: contre exemple f (z) = |z| est dérivable a droite et a gauche de 0 mais elle
est pas dérivable en O........... sur 01pt.

4. Vraie: Ve > 0, Eln:%>0,Vx,x’€I, e —2|<n=|f(z)— f(2)| <klz -2 <

k— =¢cunnn. sur 01,5pt

I1. La fonction f (t) = sint est continue sur [0,z] (z > 0) et dérivable sur |0, z[.....sur
0,5pt.
Applique le théoréme des accroissements finis sur f dans Uintervalle [0, x] donne Jc € |0, z|
tel que
sinx =sinz —sin0 = (z — 0) cosc = zcosc < T........ sur 01pt

Exercice 2.(05pts) La caractérisation du inf A et inf B donne:

Vae A; infA<a
Vé‘ > 07 Elal c A’ a, < 1an+g ....sur 0,5pt
Vbe A; inf B<b
Ve >0, 3b, € 4; by <infB+§ ....sur 0,5pt
Alors on a:
Vee A+ B; infA+infB<c=a+b e 0ot
Ve>0, g =a1+b € A+ B; g <infA+infB+e ™7 »9P

1. inf A=1 .....sur 0,5pt
et inf B = —1 en effet;.Vn € N

n<n+1l=—=zx, = +n12—1docha:n€B; —1< x,.....sur 0,5pt
n

et la caractérisationde la borne inférieure

Ve>0:In. e N?, — « _14¢
ne + 1

ne.+ 1

1
<—1+5(:>n€>g—1

1
Il suffit de prendre n, = H— — 1“ + 1......sur 01,5pt
€



2. On remarque que C' = A + B.....sur 0,5pt
On déduit que
inffC=infA+inf B=1-1=0......sur 0,5pt
Exercice 3.(05pts)
i) 0 < Uy < Vp,En calculant

UT%*I + Vnzfl + 2Un_1vn_1

ViUl = - UV
R A A
4
2
_ (Un—l jlvn—l) 2 O

= V,>U,>0..... sur 01,5pt

ii) Montrons que (U,), est croissante que (V},), est décroissante:

UV, = U2 Uy, (V,, — U,)
U,o1 —U,=vU,V, — U, = no—= > 0.... 0.5pt
o VOV + Us UV + U, SubEop

Un Vn Un_vn
vn—&—l_VnZL_Vn:

< 0....sur 0,5pt
UO S S Un—2 S Un—l S Un S Vn S Vn—l S Vn—? S S Vb

Ceci montre que (U,), est majorée par Vj.....sur 0,5pt et que (V},), est minorée par
Up....sur 0,5pt.

On déduit d’aprées le théoréme de convergente des suites monotones que (U,), et (V},)
sont convergentes......sur 0,5pt.

n

iii) On suppose lim,, .o U, = l; et lim,, ., V,, = l5. On passe a la limite dans I'égalité,

on trouve
it

la 5

= [; = ly.....sur 01pt

Exercice 4.(04pts) La fonction hy (z) = f () — Ag (z) est continue sur [0, 1] comme
somme de deux fonctions continues pour tout A > 0....sur 0,5pt.

hyx(0) =f(0)—Ag(0)=0—A=—-A<0ethy(1)=f(1)—Ag(1) =12>0.....sur Olpt.

hy (0) hy (1) < 0 alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires 3¢ € [0, 1], hy (¢) =
0....sur 02pt.

hy(c) =0« f(c) = Ag(c)....sur 0,5pt.
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