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ıaáÁ�a
 ثانوي لثانيةاتلاميذ السنة جميع إلى 

 أهدي هذا الكتاب 

 آملا أن يكون خير جليس لهم 

 أنفع وسيلة لبناء قاعدة جيدة في الرياضيات و

 تمهد لهم الطريق نحو البكالوريا

 

عبد الكريم واضحي



 

      
          
          

          

الكتاب صدر  النموذجية    لماّ  الاختبارات  سلسلة  من  ست الأول  قبل  النهائي  بالمستوى  والخاص 
وات  بالسن   ةالخاصالأجزاء الثلاثة الأخرى  سنوات، وعدت إخواني الأساتذة وأبنائي الطلبة بإصدار  

متوسط، ثانوي،    الرابعة  والثانية  بالسنة  فالأولى  الخاص  الثاني  الكتاب  متوسطصدر  ثمّ  ،  الرابعة 
آخر العنقود يرى النور أخيرا بفضل الله ومنهّ  وها هو  الخاص بالسنة الأولى ثانوي،    لثالكتاب الثا

وكرمه لتكتمل سلسلة الاختبارات النموذجية التي أرجو من الله عزّ وجلّ أن تكون منارة تهدي  
ياضيات وتأخذ بأيديهم منذ السنة الرابعة متوسط برفق وحنان  أبناءنا الطلبة في رحلتهم في   عالم الر

افتكاك أعلى  بوتصعد بهم الدرجة تلو الأخرى حتى تصل بهم إلى قمة الهرم ويحققوا أسمى أمنياتهم  
ياضيات الخاص بالعلامات في امتحان  يا. الر  شهادة البكالور

ة للسنة النهائية، إذ أنّ أربعة محاور من المحاور  ولا شك أنّ السنة الثانية ثانوي هي القاعدة الرئيسي 
ياضية( تدرس خلال هذه السنة ألا وهي:   الخمسة )للشعب العلمية( والستة )للشعب التقنية والر
المحاور   الفضاء، فمن درس هذه  الاحتمالات والهندسة في  العددية،  المتتاليات  العددية،  الدوال 

السنة   هذه  سهولدراسة  خلال  سيجد  والعكس  جيدة،  النهائية  السنة  خلال  دراستها  في  ة كبيرة 
نقائص شديدة في   لهم  النهائية  المرحلة  ياضيات بسبب  صحيح، وكثيرا ما نواجه طلبة في  الر مادة 

    ضعف التحصيل العلمي خلال السنتين السابقتين.
الطلبة،   وأبنائي  الأساتذة  إخواني  بين  القبول  الطبعة  لهذه  يكتب  أن  أرجو  بجميع  مرحبا  والله 

الرقم    تصويباتهمو  همملاحظات على  المباشر  باتصالهم  يد    233 177 0668سواءً  البر على  أو 
.𝑜𝑢𝑎𝑖𝑙𝑚𝑎𝑡ℎ𝑠@𝑔𝑚𝑎𝑖𝑙الإل كتروني   𝑐𝑜𝑚  ،  ،يل الشكر فجلّ من لا يخطئ ورحم  ولهم مني جز

 الله امرئ أهدى إليّ عيوبي.  
 

 عبد ال كريم واضحي 
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 تذكير حول الدوال:  .أ

 :تعيين مجموعة تعريف دالة

 التي يكون من أجلها حساب  𝑥هي مجموعة الأعداد الحقيقية  𝑓مجموعة تعريف دالة 

𝑓(𝑥)  .ممكنا 

 أمثلة:

𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

𝑥(𝑥 + 1)
 ; 𝑔(𝑥) = √𝑥 + 1 ; ℎ(𝑥) = √𝑥 + 2 +

1

𝑥
 ; 

𝑝(𝑥) =
3𝑥 − 5

𝑥2 + 1
 ; 𝑞(𝑥) = √|−4𝑥 − 2| 

𝐷𝑓 = {𝑥 ; 𝑥(𝑥 + 1) ≠ 0} ; 𝑥(𝑥 + 1) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 0 = −1 

𝐷𝑓 = ℝ− {−1; 0} = ]−∞;−1[ ∪ ]−1; 0[ ∪ ]0;+∞[  

𝐷𝑔 = {𝑥 ; 𝑥 + 1 ≥ 0} ; 𝑥 + 1 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ −1 ; 𝐷𝑔 = [−1;+∞[  

𝐷ℎ = {𝑥 ; 𝑥 + 2 ≥ 𝑥  و 0 ≠ 0}  

𝑥 + 2 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ −2 ; 𝐷ℎ = [−2; 0[ ∪ ]0;+∞[  

𝐷𝑝 = {𝑥 ; 𝑥
2 + 1 ≠ 0} ; 𝑥2 + 1 = 0 ⇒ 𝑥2 = ; مستحيل  1−  𝐷𝑝 = ℝ  

𝐷𝑞 = {𝑥 ; |−4𝑥 − 2| ≥ 0}  

|−4𝑥 − 2| ≥ 0 (𝑥  محققّة من أجل  كل عدد  حقيقي) ; 𝐷𝑞 = ℝ  
 

 دالة   دراسة اتجاه تغيرّ

 .ℝمن  𝐼معرّفة على مجال   دالة 𝑓لتكن 

𝑓  متزايدة تماما على𝐼   يعني أنّه من أجل كل عددين حقيقيين𝑥2 و 𝑥1  من𝐼 إذا كان ،

𝑥1 < 𝑥2   :ّفإن𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2).  

𝑓  متناقصة تماما على𝐼  يعني أنّه من أجل كل عددين حقيقيين𝑥2 و 𝑥1  من𝐼  إذا كان ،

𝑥1 < 𝑥2   :ّفإن𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2).  

𝑓  ثابتة تماما على𝐼  يعني أنّه من أجل كل عددين حقيقيين𝑥2 و 𝑥1  من𝐼، 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2).  

𝑓(𝑥): ندرس اتجاه تغيّر الدالة  مثال = (𝑥 + 1)2 − ،  [1−;∞−[على المجال   3

 .]∞+;1−]ثمّ على المجال  

𝑥1حيث  [1−;∞−[عددين حقيقيين من   𝑥1 و 𝑥2ن ليك < 𝑥2: لدينا . 
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𝒙𝟏 < 𝒙𝟐  ≤ −1 ⇒ 𝑥1 + 1 < 𝑥2 + 1 ≤ 0
تربيع عددين  سالبين
⇒         (𝑥1 + 1)

2 > (𝑥2 + 1)
2 

⇒ (𝑥1 + 1)
2 − 3 > (𝑥2 + 1)

2 − 3 ⇒ 𝒇(𝒙𝟏) > 𝒇(𝒙𝟐)

⇒ الدال ة  𝑓 متناقصة على  المجال  [1−;∞−[   

𝑥1حيث  ]∞+;1−]عددين حقيقيين من   𝑥1 و 𝑥2ليكن  < 𝑥2: لدينا . 

−1 ≤ 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 ⇒ 0 ≤ 𝑥1 + 1 < 𝑥2 + 1
تربيع عددين  موجبين
⇒         (𝑥1 + 1)

2 < (𝑥2 + 1)
2 

⇒ (𝑥1 + 1)
2 − 3 < (𝑥2 + 1)

2 − 3 ⇒ 𝒇(𝒙𝟏) < 𝒇(𝒙𝟐)

⇒ الدالة  𝑓 متزايدة  على  المجال  ]∞+;1−]   

 دراسة شفعية دالة 

 .𝐷𝑓دالة معرّفة على   𝑓لتكن 

𝑥، ومن أجل كل  0متناظرا بالنسبة إلى  𝐷𝑓زوجية إذا كان   𝑓تكون الدالة   ∈ 𝐷𝑓   : 

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝑥، ومن أجل كل   0متناظرا بالنسبة إلى  𝐷𝑓فردية إذا كان   𝑓تكون الدالة   ∈ 𝐷𝑓  : 

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) 

 يقبل المنحنى البياني للدالة الزوجية محور تناظر )محور التراتيب( ويقبل المنحنى  

 .ني للدالة الفردية مركز تناظر )المبدأ(البيا

 إذا كان على أحد هذه الأشكال : 0متناظرا بالنسبة إلى  𝐷𝑓: يكون  ملاحظة

ℝ ; ℝ − {−𝑎; 𝑎} ; ]−∞;−𝑎] ∪ [𝑎;+∞[ ; ]−∞;−𝑎[ ∪ ]𝑎;+∞[ ;  

[−𝑎; 𝑎] ;  ]−𝑎; 𝑎[. 

 :  1 لامث

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1 ; 𝐷𝑓 = ℝ ; 𝑓(−𝑥) = (−𝑥)
2 + 1 = 𝑥2 + 1 = 𝑓(𝑥) 

𝑥، ومن أجل كل   0متناظر بالنسبة إلى  𝐷𝑓لدينا   ∈ 𝐷𝑓  :𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)  منه ، 

 زوجية. 𝑓نستنتج أنّ الدالة  

 

 

(𝐶𝑓) 

←  محور  تناظر
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 :  2 لامث

𝑔(𝑥) =
𝑥3 − 5𝑥

𝑥2 − 1
 ; 𝐷𝑔 = ℝ − {−1; 1} ; 

𝑔(−𝑥) =
(−𝑥)3 − 5(−𝑥)

(−𝑥)2 − 1
=
−𝑥3 + 5𝑥

𝑥2 − 1
= −

𝑥3 − 5𝑥

𝑥2 − 1
= −𝑔(𝑥) 

𝑥، ومن أجل كل   0متناظر بالنسبة إلى  𝐷𝑔لدينا   ∈ 𝐷𝑔  :𝑔(−𝑥) = −𝑔(𝑥)  ، 

 . فردية 𝑔منه نستنتج أنّ الدالة  

 

 
 

 الدوال المرجعية : 

 ع:الدالة مربّ  .أ

;∞−[، متناقصة على المجال   ℝمعرّفة على   (𝑥2)الدالة مربّع  ومتزايدة على  [0

;0]المجال    ، هي دالة زوجية ومنحناها البياني متناظر بالنسبة لمحور التراتيب.  ]∞+

 

 منحناها البياني  جدول تغيّراتها 

 

 

 

(𝐶𝑔) 

 مركز تناظر
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 الدالة مقلوب:  .ب

) مقلوبالدالة 
1

𝑥
ℝمعرّفة على   ( − ;∞−[  ينلمجالصة على ا ، متناق {0} 0[  

;0[و   . للمبدأومنحناها البياني متناظر بالنسبة  فردية، هي دالة   ]∞+

 منحناها البياني  جدول تغيّراتها 

 

 

 

 الدالة الجذر التربيعي:  .ج

;0]  المجال معرّفة على (𝑥√)  الجذر التربيعيالدالة  هذا على ومتزايدة ،  ]∞+

   .المجال

 البياني منحناها  جدول تغيّراتها 

  

 

 :  (cos)والدالة جيب تمام (sin)الدالة جيب  .د

على   (𝑠𝑖𝑛)جيب الدالة   فردية،   ℝمعرّفة  دالة  دورها    وهي  م 2𝜋ودورية  تناقصة ، 

−;𝜋−]على المجال  
𝜋

2
] ∪ [

𝜋

2
; 𝜋]  ومتزايدة على المجال[−

𝜋

2
;
𝜋

2
]. 

جيب على   (𝑐𝑜𝑠)  تمام  الدالة  دالة ℝمعرّفة  وهي  دورها  زوجية    ،  ،   2𝜋ودورية 

;𝜋−]متناقصة على المجال   ;0]ومتزايدة على المجال   [0 𝜋]. 

الدالتين    ملاحظة: أنّ  cosمعنى  و  sin 2دورهما    دوريتان𝜋   اقتصار يمكن  أنّه   ،

;𝜋−]دراستهما على المجال   𝜋] 0] أو; 2𝜋]. 

 

 منحناها البياني  sinجدول تغيّرات الدالة  
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 البياني منحناها  cosت الدالة  جدول تغيّرا

 
 

 

 

 تركيب الدوال:  .ه

𝑔 و 𝑓   دالتان معرفتان على𝐷𝑔 و 𝐷𝑓 .على الترتيب 

والمعرّفة على   𝑔𝑜𝑓هي الدالة التي نرمز إليها بالرمز   𝑔متبوعة بالدالة   𝑓مركب الدالة  

𝐷𝑔𝑜𝑓  :بـ𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)]:حيث ، 

𝐷𝑔𝑜𝑓 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑓⏟  
الشرط  الأول 

𝑓(𝑥) و  ∈ 𝐷𝑔⏟      
الشرط  الثاني

} 

 

 أمثلة:

 𝒈𝒐𝒇تعيين الدالة  :1المثال 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1  ،𝑔(𝑥) =
2𝑥+1

𝑥−1
  ،𝐷𝑓 = ℝ  ،𝐷𝑔 = ℝ− {1} 

𝐷𝑔𝑜𝑓 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑓⏟  
الشرط  الأول 

𝑓(𝑥) و  ∈ 𝐷𝑔⏟      
الشرط  الثاني

} 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ… 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔 ⇒ 𝑓(𝑥) ≠ 1 ⇒ 𝑥
2 + 1 ≠ 1 ⇒ 𝑥 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ∗… 

 و  ⇒ 𝐷𝑔𝑜𝑓 = ℝ ∩ ℝ
∗ = ℝ∗  

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] =
2𝑓(𝑥) + 1

𝑓(𝑥) − 1
=
2(𝑥2 + 1) + 1

𝑥2 + 1 − 1
=
2𝑥2 + 3

𝑥2
 

 

 𝒇𝒐𝒈تعيين الدالة  :2المثال 

𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 2𝑥  ،𝑔(𝑥) =
1

𝑥
− 3  ،𝐷𝑓 = ]−∞;−2] ∪ [0;+∞[  ، 

𝐷𝑔 = ℝ
∗ 

𝐷𝑓𝑜𝑔 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑔⏟  
الشرط  الأول 

𝑔(𝑥) و  ∈ 𝐷𝑓⏟      
الشرط  الثاني

} 
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𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ
∗… 

𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) أو 2− ≥ 0 ⇒
1

𝑥
− 3 ≤  أو 2−

1

𝑥
− 3 ≥ 0 

⇒
1

𝑥
≤  أو 1

1

𝑥
≥ 3 ⇒ 𝑥 ≥ 𝑥 أو 1 ≤

1

3
⇒ 𝑥 ∈ ]−∞;

1

3
] ∪ [1;+∞[… 

 و  ⇒ 𝐷𝑓𝑜𝑔 = ℝ
∗ ∩ ]−∞;

1

3
] ∪ [1;+∞[ = ]−∞; 0[ ∪ ]0;

1

3
] ∪ [1;+∞[  

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑓[𝑔(𝑥)] = √[𝑔(𝑥)]2 + 2𝑔(𝑥) = √(
1

𝑥
− 3)

2

+ 2(
1

𝑥
− 3)

= √
1

𝑥2
−
4

𝑥
+ 3 =

√3𝑥2 − 4𝑥 + 1

|𝑥|
 

 

 كتابة دالة على شكل مركبة دالتين )تفكيك دالة(  :3المثال 

 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)2 + 1 ; 𝑥
𝑢(𝑥)=𝑥+2
→       𝑥 + 2

𝑣(𝑥)=𝑥2+1
→       (𝑥 + 2)2 + 1 ⇒ 𝑓(𝑥)

= 𝑣𝑜𝑢(𝑥) 

 𝑔(𝑥) = √3 − 𝑥 ; 𝑥
𝑢(𝑥)=3−𝑥
→      3 − 𝑥

𝑣(𝑥)=√𝑥
→     √3 − 𝑥 ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑣𝑜𝑢(𝑥) 

 ℎ(𝑥) = |𝑥2 − 2| − 3 ; 𝑥
𝑢(𝑥)=𝑥2−2
→       𝑥2 − 2

𝑣(𝑥)=|𝑥|−3
→       |𝑥2 − 2| − 3

⇒ ℎ(𝑥) = 𝑣𝑜𝑢(𝑥) 

 𝑘(𝑥) = cos(2𝑥 + 3) ; 𝑥
𝑢(𝑥)=2𝑥+3
→       2𝑥 + 3

𝑣(𝑥)=cos𝑥
→       cos (2𝑥 + 3)

⇒ 𝑘(𝑥) = 𝑣𝑜𝑢(𝑥) 

 

 ملاحظات هامة:

لتعيين مجموعة تعريف دالة مركبة نقرأ عبارة التركيب من اليمين إلى اليسار،   .1

خيرا نحدد تقاطع  ثمّ نعيّن المجموعتين المتعلقتين بالشرطين الأول والثاني وأ

 المجموعتين. 

𝑓𝑜 𝑔(𝑥) ⃖         ⃖               
∶ 𝐷𝑓𝑜𝑔 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑔⏟  

 الشرط  الأول 

𝑔(𝑥) و  ∈ 𝐷𝑓⏟      
الشرط  الثاني

}      

𝑔𝑜 𝑓(𝑥) ⃖         ⃖               
∶ 𝐷𝑔𝑜𝑓 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑓⏟  

الشرط  الأول 

𝑓(𝑥) و  ∈ 𝐷𝑔⏟      
الشرط  الثاني

} 

12



 
 

𝐷𝑔𝑜𝑓تحقق دائما من أنّ  .2 ⊆ 𝐷𝑓   و𝐷𝑓𝑜𝑔 ⊆ 𝐷𝑔. 

ولتعيين  𝑔في عبارة الدالة   𝑓(𝑥)بـ  𝑥نعوّض   𝑔𝑜𝑓(𝑥)لتعيين عبارة   .3

 .𝑓في عبارة الدالة   𝑔(𝑥)بـ  𝑥نعوّض   f𝑜𝑔(𝑥)عبارة 

{
𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1 

𝑔(𝑥) = √𝑥
⇒ {

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] = √𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑓[𝑔(𝑥)] = [𝑔(𝑥)]2 + 1 = 𝑥 + 1
 

 

يمكن تفكيك دالة إلى مركبة دالتين بأكثر من طريقة، ففي المثال السابق يمكن  .4

 كالتالي:  𝑓تفكيك الدالة  

 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)2 + 1 ; 𝑥
𝑢(𝑥)=(𝑥+2)2

→         (𝑥 + 2)2
𝑣(𝑥)=𝑥+1
→      (𝑥 + 2)2 + 1

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑣𝑜𝑢(𝑥) 
 

 اتجاه تغيّر دالة:  .و

 رهاتغيّ  اتجاه الدالة 

𝑓 + 𝑘 ; 𝑘 ∈ ℝ   نفس اتجاه تغيّر الدالة𝑓 

𝑓 ;   >  𝑓نفس اتجاه تغيّر الدالة   0

𝑓 ;   <  𝑓عكس اتجاه تغيّر الدالة   0
 

بالإضافة إلى الدوال   (𝐶𝑓)في الشكل الموالي لدينا المنحنى البياني للدالة مربّع 

(𝐶𝑔) 𝑥
2 + 1  ،(𝐶ℎ) 2𝑥

2  ،(𝐶𝑘) − 3𝑥
2 

 معاكسة لهم في الاتجاه.  𝑘نفس اتجاه التغيّر، بينما الدالة   𝑔 ،𝑓 و ℎنلاحظ أن للدوال  
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 :𝒈𝒐𝒇اتجاه تغيّر الدالة   .ز

        𝑔اتجاه تغيّر الدالة   نفس 𝐼على المجال  𝑓إذا كان اتجاه تغيّر الدالة   •

 .𝐼على المجال   متزايدة 𝑔𝑜𝑓تكون الدالة   𝑓(𝐼)على المجال  

       𝑔اتجاه تغيّر الدالة   عكس 𝐼على المجال  𝑓إذا كان اتجاه تغيّر الدالة   •

 .𝐼على المجال   متناقصة 𝑔𝑜𝑓تكون الدالة   𝑓(𝐼)على المجال  

 كما يلي: ℝدالتان معرفتان على   𝑓 و𝑔: لتكن مثال

𝑔(𝑥) = 𝑥2 و  𝑓(𝑥) = −5𝑥 + 2 

−5𝑥 + 2 ≥ 0 ⇒ 5𝑥 ≤ 2 ⇒ 𝑥 ≤
2

5
 

كان   𝑥إذا  ∈ ]−∞;
2

5
]⏟    

𝐼

𝑓(𝑥)فإنّ    ∈ [0;+∞[⏟    
𝑓(𝐼)

الدالة   تكون  الحالة  هذه  في   :𝑓 

المجال    متناقصة ;∞−[على 
2

5
المجال    متزايدة 𝑔والدالة   [ ;0]على  ومنه  ]∞+  ،

;∞−[على المجال  متناقصة 𝑔𝑜𝑓نستنتج أنّ الدالة  
2

5
]. 

كان   𝑥إذا  ∈ [
2

5
; +∞[⏟    
𝐼

𝑓(𝑥)فإنّ    ∈ ]−∞; 0]⏟    
𝑓(𝐼)

الدالة   تكون  الحالة  هذه  في   :𝑓 

المجال   متناقصة ]على 
2

5
; المجال    متناقصة 𝑔والدالة   ]∞+ ;∞−[على  ومنه   [0  ،

]على المجال  متزايدة 𝑔𝑜𝑓نستنتج أنّ الدالة  
2

5
; +∞[. 

 

 لبياني: التمثيل ا .ح

,𝑂)في معلم  𝑓التمثيل البياني للدالة   • 𝑖, 𝑗) نقط للمستوي، هو مجموعة ال𝑀(𝑥; 𝑦) 

𝑥حيث:   ∈ 𝐷𝑓  و𝑦 = 𝑓(𝑥). 

𝑔(𝑥)المعرّفة بـ:   𝑔لتكن الدالة   • = 𝑓(𝑥 + 𝑎) المنحنى .(𝐶𝑔)  هو صورة

 .𝑎𝑖−بالانسحاب الذي شعاعه  (𝐶𝑓)للمنحنى 

ℎ(𝑥)المعرّفة بـ:   ℎلتكن الدالة   • = 𝑓(𝑥) + 𝑏 المنحنى .(𝐶𝑔)  هو صورة

 .𝑏𝑗لذي شعاعه سحاب ابالان (𝐶𝑓)للمنحنى 

𝑔(𝑥)المعرّفة بـ:   𝑘لتكن الدالة   • = 𝑓(𝑥 + 𝑎) + 𝑏 المنحنى .(𝐶𝑔)  هو صورة

⃗ 𝑢بالانسحاب الذي شعاعه  (𝐶𝑓)للمنحنى  (
−𝑎
𝑏
). 

𝑓(𝑥)لمّا  (𝐶𝑓)يتطابق مع   |𝑓(𝑥)|التمثيل البياني للدالة   • ≥ ويتناظر معه   0

𝑓(𝑥)ا بالنسبة لمحور الفواصل لمّ  < 0. 

 . يكون دائما فوق محور الفواصل |𝑓(𝑥)|التمثيل البياني للدالة   •
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ويتطابق   متناظر بالنسبة لمحور التراتيبزوجية وتمثيلها البياني  𝑓(|𝑥|)الدالة   •

𝑥لمّا  (𝐶𝑓)مع  ≥ 0 . 

 

 أمثلة:

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐 

𝒂 = 𝟎; 𝒃 = 𝟐; 𝒖  ⃗ (𝟎; 𝟐) 

𝒈(𝒙) =
𝟏

𝒙
− 𝟏 

𝒂 = 𝟎; 𝒃 = −𝟏; 𝒖  ⃗ (𝟎;−𝟏) 

𝒉(𝒙) = √𝒙 + 𝟑 

𝒂 = 𝟎; 𝒃 = 𝟑; 𝒖  ⃗ (𝟎; 𝟑) 

 
 

 

𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝟐)𝟐 

𝒂 = 𝟐; 𝒃 = 𝟎; 𝒖  ⃗ (−𝟐; 𝟎) 

𝒈(𝒙) =
𝟏

𝒙 − 𝟏
 

𝒂 = −𝟏; 𝒃 = 𝟎; 𝒖  ⃗ (𝟏; 𝟎) 

𝒉(𝒙) = √𝒙 + 𝟑 

𝒂 = 𝟑; 𝒃 = 𝟎; 𝒖  ⃗ (−𝟑; 𝟎) 

 
  

𝒇(𝒙) = (𝒙 − 𝟏)𝟐 − 𝟐 

𝒂 = −𝟏; 𝒃 = −𝟐; 𝒖  ⃗ (𝟏;−𝟐) 

𝒈(𝒙) =
𝟏

𝒙 + 𝟐
+ 𝟏 

𝒂 = 𝟐; 𝒃 = 𝟏; 𝒖  ⃗ (−𝟐; 𝟏) 

𝒉(𝒙) = √𝒙 + 𝟏 − 𝟐 

𝒂 = 𝟏; 𝒃 = −𝟐; 𝒖  ⃗ (−𝟏;−𝟐) 
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𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑 𝒈(𝒙) = |𝒇(𝒙)| 𝒉(𝒙) = 𝒇(|𝒙|) 

  

 

 دساتير تغيير المعلم:  .ط

,Ω)في معلم  (𝐶𝑓)لكتابة معادلة  𝑖, 𝑗)   للمستوي، حيثΩ(𝑥0; 𝑦0)   نتبع الخطوات

 التالية: 

 المعلم.كتابة دساتير تغيير  .1

 .𝑋 و𝑌بدلالة  𝑥 و 𝑦كتابة كلا من  .2

;Ω(𝑥0استنتاج أنّ النقطة  .3 𝑦0) مركز تناظر للمنحنى  (𝐶𝑓)   إذا تحصلنا على

𝑥أنّ المستقيم ذا المعادلة   دالة فردية أو  = 𝑥0  تناظر للمنحنىمحور  (𝐶𝑓) 

 دالة زوجية. لنا على إذا تحص

 

𝒇(𝒙):  1مثال  = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 +  𝛀(𝟐;−𝟏)و  𝟑

{
𝑥 = 𝑋 + 2
𝑦 = 𝑌 − 1

 ; 𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 + 3 ⇒ 𝑌 − 1 = (𝑋 + 2)2 − 4(𝑋 + 2) + 3

⇒ 𝑌 = 𝑋2  (دالة  زوجية) 

,Ω)في المعلم   (𝐶𝑓)معادلة بما أنّ  𝑖, 𝑗)  هي𝑌 = 𝑋2 ّالمستقيم  ، نستنتج أن 

𝑥ذا المعادلة   =  (𝐶𝑓) تناظر للمنحنى ورمح 2

𝒈(𝒙):  2مثال  =
𝒙+𝟏

𝒙−𝟐
;𝛀(𝟐و   𝟏) 

{
𝑥 = 𝑋 + 2
𝑦 = 𝑌 + 1

 ; 𝑦 =
𝑥 + 1

𝑥 − 2
⇒ 𝑌 + 1 =

𝑋 + 2 + 1

𝑋 + 2 − 2
=
𝑋 + 3

𝑋
 

⇒ 𝑌 =
𝑋 + 3

𝑋
− 1 ⇒ 𝑌 =

3

𝑋
 (دالة  فردية ) 

,Ω)في المعلم   (𝐶𝑓)معادلة بما أنّ  𝑖, 𝑗)  هي𝑌 =
3

𝑋
;Ω(2 النقطة، نستنتج أنّ  1)  

 .(𝐶𝑓)مركز تناظر للمنحنى  
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 تمارين تطبيقية: 

 : 01التمرين 

 أجب بصحيح أو خطأ مع التعليل:

;∞−[المعرّفة على المجال   𝑓الدالة   .1 𝑓(𝑥)بـ:   [3 = √3 − 𝑥   متزايدة تماما على

;∞−[المجال   3]. 

;0]دالتين معرفتين على   𝑓 و 𝑔إذا كانت  .2 𝑓(𝑥)حيث    ]∞+ = 𝑥2   و𝑔(𝑥) = √𝑥 

𝑔𝑜𝑓فإنّ   = 𝑓𝑜𝑔. 

𝑓(𝑥)حيث   ℝدالتين معرفتين على   𝑓 و 𝑔إذا كانت  .3 = −𝑥 + 𝑔(𝑥)و  1 = 𝑥2 

;∞−[متناقصة على   𝑔𝑜𝑓فإنّ   0] . 

;0[دالتين معرفتين على   𝑓 و 𝑔إذا كانت  .4 𝑓(𝑥)كما يلي:   ]∞+ = 𝑥4 − 1 

𝑔(𝑥)و  =
1

√𝑥+1
𝑔𝑜𝑓(𝑥)فإنّ    =

1

𝑥2
.  

𝑥و المعادلة قيم ذالمست .5 = كما يلي:  ℝالمعرفة على   𝑓محور تناظر لمنحنى الدالة   1−

𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 2𝑥 + 3. 

الدالة   .6 على   𝑓منحنى  𝑓(𝑥)بالعبارة:   ℝالمعرفة  = (𝑥 − 1)2 − صورة  1 هو 

𝑣⃗منحنى الدالة مربع بانسحاب شعاعه   (
1
1
). 

 
 : 01حل التمرين 

 

 خ  ص  ص  ص  ص  خ 
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1. 𝑓(𝑥) = √3 − 𝑥   ،𝐷𝑓 = ]−∞; 3] 

𝑓(𝑥) = 𝑣𝑜𝑢(𝑥)  :حيث ،𝑢(𝑥) = 3 − 𝑥  و𝑣(𝑥) = √𝑥 

𝑥 ∈ ]−∞; 3]⏟    
𝐼

⇒ −𝑥 ∈ [−3;+∞[ ⇒ 3 − 𝑥 ∈ [0;+∞[⏟    
𝑢(𝐼)

  

متناقصة   𝑓، فإنّ الدالة  𝑢(𝐼)متزايدة على   𝑣والدالة   𝐼متناقصة على   𝑢بما أنّ الدالة  

;∞−[تماما على المجال   3]. 

2. 𝑓(𝑥) = 𝑥2   ،𝑔(𝑥) = √𝑥  ،𝐷𝑓 = 𝐷𝑔 = [0;+∞[  

𝐷𝑔𝑜𝑓 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 و 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔} 

{
𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ∈ [0;+∞[ 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔 ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑥
2 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ [0;+∞[ 

⇒ 𝐷𝑔𝑜𝑓 = [0;+∞[   

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] = √𝑓(𝑥) = √𝑥2 = |𝑥| = 𝑥  (𝑥 ≥  (لأنّ  0

𝐷𝑓𝑜𝑔 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑔 و 𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓} 

{
𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ⇒ 𝑥 ∈ [0;+∞[ 

𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ √𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ [0; +∞[ 
⇒ 𝐷𝑓𝑜𝑔 = [0;+∞[   

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑓[𝑔(𝑥)] = [𝑔(𝑥)]2 = √𝑥
2
= 𝑥   

{
𝐷𝑔𝑜𝑓 = 𝐷𝑓𝑜𝑔

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑓𝑜𝑔(𝑥)
⇒ 𝑔𝑜𝑓 = 𝑓𝑜𝑔  

3. 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 𝑔(𝑥)و  1 = 𝑥2   ،𝐷𝑓 = ℝ. 

𝑥 ∈ ]−∞; 0]⏟    
𝐼

⇒ −𝑥 ∈ [0;+∞[ ⇒ −𝑥 + 1 ∈ [1;+∞[⏟    
𝑓(𝐼)

  

متناقصة   𝑔𝑜𝑓، فإنّ الدالة  𝑓(𝐼)متزايدة على   𝑔والدالة   𝐼متناقصة على   𝑓بما أنّ الدالة  

;∞−[على المجال   0]. 

4. 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 𝑔(𝑥)و  1 =
1

√𝑥+1
   ،𝐷𝑓 = 𝐷𝑔 = ]0;+∞[ 

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] =
1

√𝑓(𝑥) + 1
=
1

√𝑥4
=
1

𝑥2
 

5. 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 2𝑥 + 3  ،𝐷𝑓 = ℝ. 

 :باستعمال دساتير تغيير المعلم 

{
𝑥 = 𝑋 − 1
𝑦 = 𝑌

; 𝑦 = √𝑥2 + 2𝑥 + 3 ⇒ 𝑌 = √(𝑋 − 1)2 + 2(𝑋 − 1) + 3

= √𝑋2 + 2 

𝑋2√بما أنّ الدالة    +  معادلتهبياني يقبل محور تناظر زوجية فإنّ منحناها ال 2

𝑋 = 𝑥أي   0 = −1 .(𝑥 = 𝑋 − 1) 
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   باستعمال القاعدة𝑓(2𝑎 − 𝑥) = 𝑓(𝑥): 

المعادلة   المستقيم ذو  𝑥يكون  = 𝑎   الدالة لمنحنى  الشرطان:   𝑓محور تناظر  إذا تحقق 

𝐷𝑓  متناظر بالنسبة للصفر، ومن أجل كل𝑥 ∈ 𝐷𝑓  :𝑓(2𝑎 − 𝑥) = 𝑓(𝑥). 

𝐷𝑓بما أنّ  = ℝ   فهو متناظر بالنسبة للصفر، ومن أجل كل𝑥 ∈ 𝐷𝑓 :لدينا 

𝑓(−2 − 𝑥) = √(−2 − 𝑥)2 + 2(−2 − 𝑥) + 3 = √𝑥2 + 2𝑥 + 3 = 𝑓(𝑥) 

𝑥المستقيم ذو المعادلة  منه نستنتج أنّ  =  .𝑓محور تناظر لمنحنى الدالة   1−

الدالة   .6 على   𝑓منحنى  𝑓(𝑥)بالعبارة:   ℝالمعرفة  = (𝑥 − 1)2 − صور 1 ة هو 

𝑣⃗الدالة مربع بانسحاب شعاعه   منحنى (
1
1
). 

𝑦 = (𝑥 − 1)2 − 1 ⇒ 𝑦 + 1⏟  
𝑌

= (𝑥 − 1)⏟    
𝑋

2
⇒ 𝑌 = 𝑋2 ;  {

𝑋 = 0
𝑌 = 0

⇒ {
𝑥 − 1 = 0
𝑦 + 1 = 0

⇒ {
𝑥 = 1
𝑦 = −1

⇒ 𝑣⃗ (
1
−1
)  

 

 
 : 02التمرين 

 التعليل: اختر الإجابة الصحيحة مع 

الدالتين   على   𝑓 و 𝑔نعتبر  ;0[المعرفتين  يلي:  ]∞+;1−[ و ]∞+ كما  الترتيب  على 

𝑔(𝑥) = 2 −
1

𝑥
𝑓(𝑥)   و   = 𝑥 + 1 

 هي: 𝑔𝑜𝑓مجموعة تعريف الدالة   .1

;0[أ(  ]1−;∞−[جـ(            ]∞+;1−[ب(     ]∞+ ∪ ]−1;+∞[ 

 هي: 𝑔𝑜𝑓(𝑥)عبارة  .2

2أ(  −
1

𝑥+1
3ب(       −

1

𝑥
3جـ(       +

1

𝑥+1
 

 هو: ]∞+;1−[  على المجال 𝑔𝑜𝑓اتجاه تغيّر الدالة   .3

 ثابتة جـ(       متناقصة تماما ب(      متزايدة  تماما أ( 

2𝑓اتجاه تغيّر الدالة   .4 − 𝑔   0[على المجال;  هو: ]∞+

 لا يمكن  الاستنتاج  جـ(   متناقصة تماما ب(      متزايدة  تماما أ( 

;Ω)في المعلم   𝑔𝑜𝑓معادلة منحنى الدالة   .5 𝑖; 𝑗)   حيثΩ(−1;  هي:  (2

𝑌أ(  =
1

𝑋
𝑌ب(       = −

1

𝑋
𝑌جـ(          = 𝑋2 

 
 : 02حل التمرين 

 

 ب  أ  أ  جـ  ب 
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1. 𝐷𝑔𝑜𝑓 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 و 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔} 

{
𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ∈ ]−1;+∞[ 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔 ⇒ 𝑓(𝑥) > 0 ⇒ 𝑥 + 1 > 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]−1;+∞[ 
 

𝐷𝑔𝑜𝑓 = ]−1;+∞[  

2. 𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] = 2 −
1

𝑓(𝑥)
= 2 −

1

𝑥+1
 

3. 𝑥 ∈ ]−1;+∞[⏟      
𝐼

⇒ 𝑥 + 1 ∈ ]0;+∞[⏟    
𝑓(𝐼)

  

متزايدة  𝑔𝑜𝑓، فإنّ الدالة  𝑓(𝐼)متزايدة على  𝑔والدالة   𝐼متزايدة على  𝑓بما أنّ الدالة  

 .]∞+;1−[على المجال  

;0[على المجال متزايدة  𝑓بما أنّ الدالة   .4 على المجال  متناقصة 𝑔−والدالة   ]∞+

]0; 2𝑓الدالة  نتاج اتجاه تغيّر ، فلا يمكننا است ]∞+ − 𝑔   0[على المجال; +∞[. 

 نستعمل دساتير تغيير المعلم: .5

{
𝑥 = 𝑋 − 1
𝑦 = 𝑌 + 2

; 𝑦 = 2 −
1

𝑥 + 1
⇒ 𝑌 + 2 = 2 −

1

𝑋
⇒ 𝑌 = −

1

𝑋
 

 
 : 03التمرين 

𝑓(𝑥)كما يلي:  ℝالدالة المعرّفة على  𝑓لتكن  = 𝑥2 − 2𝑥 −  تمثيلها البياني.  (𝐶𝑓)وليكن  3

𝑓(𝑥)بيّن أنّ  .1 = (𝑥 − 1)2 − على شكل   𝑓(𝑥)واستنتج أنّه يمكن كتابة   4

ℎ𝑜𝑔(𝑥)   حيثℎ و 𝑔  .دالتان يطُلب تعيينهما 

𝐼2نضع:  .2 = 𝐼1 و ]∞+;1] = ]−∞; واستنتج اتجاه   𝑔(𝐼1) و 𝑔(𝐼2). عيّن  [1

 .ℝعلى  𝑓تغيّر الدالة  

;Ω)في المعلم   𝑓(𝑥)اكتب عبارة   .3 𝑖; 𝑗)   حيثΩ(1;−4) ثمّ استنتج أنّ المنحنى ،

(𝐶𝑓) .يقبل محور تناظر يطُلب تعيينه 

صورة منحنى الدالة مربّع بانسحاب يطُلب تعيين شعاعه، ثمّ أنشئ  (𝐶𝑓)بيّن أنّ  .4

(𝐶𝑓). 

𝑓1(𝑥)أنشئ المنحنيين البيانيين للدالتين   .5 = 𝑥
2 − 2|𝑥| − 3 

𝑓2(𝑥)و  = |𝑥
2 − 2𝑥 −  .(𝐶𝑓)اعتمادا على   |3

 

 
 

 : 03حل التمرين 

𝑓(𝑥)كما يلي:  ℝالدالة المعرّفة على  𝑓لتكن  = 𝑥2 − 2𝑥 −  تمثيلها البياني.  (𝐶𝑓)وليكن  3

𝑓(𝑥)بيان أنّ  .1 = (𝑥 − 1)2 −  ℎ𝑜𝑔(𝑥)على شكل   𝑓(𝑥)وكتابة   4
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𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)2 − 4 = 𝑥2 − 2𝑥 − 3  

𝑥
𝑔(𝑥)=𝑥−1
→      𝑥 − 1

ℎ(𝑥)=𝑥2−4
→       (𝑥 − 1)2 − 4 ⇒ ℎ𝑜𝑔(𝑥) = ℎ[𝑔(𝑥)]

= [𝑔(𝑥)]2 − 4 = (𝑥 − 1)2 − 4 = 𝑓(𝑥) 

2. 𝐼2 = 𝐼1 و ]∞+;1] = ]−∞; واستنتاج اتجاه تغيّر   𝑔(𝐼1) و 𝑔(𝐼2). تعيين [1

 ℝعلى  𝑓الدالة  

𝑥 ∈ ]−∞; 1] ⇒ 𝑥 − 1 ∈ ]−∞; 0] ⇒ 𝑔(𝐼1) = ]−∞; 0]  

𝑥 ∈ [1; +∞[ ⇒ 𝑥 − 1 ∈ [0;+∞[ ⇒ 𝑔(𝐼2) = [0;+∞[  

{
𝐼1  متزايدة  على 𝑔  الدالة

𝑔(𝐼1)  متناقصة على ℎ  الدالة
⇒ 𝐼1  متناقصة على 𝑓  الدالة   

{
𝐼2  متزايدة  على 𝑔  الدالة

𝑔(𝐼2)  متزايدة  على ℎ  الدالة
⇒ 𝐼2  متزايدة  على 𝑓  الدالة  

;Ω)في المعلم   𝑓(𝑥)كتابة عبارة   .3 𝑖; 𝑗)  واستنتاج أنّ المنحنى(𝐶𝑓)   يقبل محور

 تناظر يطُلب تعيينه

{
𝑥 = 𝑋 + 1
𝑦 = 𝑌 − 4

; 𝑦 = (𝑥 − 1)2 − 4 ⇒ 𝑌 − 4 = 𝑋2 − 4 ⇒ 𝑌 = 𝑋2  

𝑋زوجية فإنّ منحناها البياني يقبل محور تناظر معادلته   𝑋2بما أنّ الدالة    = 0  

𝑥أي   = 1 .(𝑥 = 𝑋 + 1) 

 (𝐶𝑓)ن شعاعه وإنشاء  صورة منحنى الدالة مربعّ بانسحاب يطُلب تعيي (𝐶𝑓)بيان أنّ  .4

𝑦 = (𝑥 − 1)2 − 4 ⇒ 𝑦 + 4⏟  
𝑌

= (𝑥 − 1)⏟    
𝑋

2
⇒ 𝑌 = 𝑋2 ;  {

𝑋 = 0
𝑌 = 0

⇒ {
𝑥 − 1 = 0
𝑦 + 4 = 0

⇒ {
𝑥 = 1
𝑦 = −4

⇒ 𝑢 ⃗ (
1
−4
)  
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𝑓1(𝑥)إنشاء المنحنيين البيانيين للدالتين   .5 = 𝑥
2 − 2|𝑥| − 3 

𝑓2(𝑥)و = |𝑥
2 − 2𝑥 −  (𝐶𝑓)اعتمادا على    |3

   الدالة𝑓1(𝑥)  ّزوجية لأن𝐷𝑓1 = ℝ   متناظر بالنسبة للصفر ومن أجل كل𝑥 ∈

𝐷𝑓1 :لدينا 

𝑓1(−𝑥) = (−𝑥)
2 − 2|−𝑥| − 3 = 𝑥2 − 2|𝑥| − 3 = 𝑓1(𝑥)

⇒ المنحنى (𝐶𝑓1) متناظر  بالنسبة لمحور التراتيب   

𝑥ومن أجل      ≥ |𝑥|لدينا  0 = 𝑥   أي𝑓1(𝑥) = 𝑓(𝑥)   ومنه(𝐶𝑓1)   يطابق(𝐶𝑓). 

   :لدينا𝑓2(𝑥) = |𝑓(𝑥)| ندرس إذن إشارة الدالة .𝑓(𝑥) 

𝑥2 − 2𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = 3(𝑎 + 𝑐 = 𝑏 ⇒ 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = −
𝑐

𝑎
) 

𝑥 ∈ ]−∞;−1] ∪ [3;+∞[: 𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ |𝑓(𝑥)| = 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑓2(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

⇒ (𝐶𝑓) يطابق    (𝐶𝑓2) 

𝑥 ∈ ]−1; 3[: 𝑓(𝑥) < 0 ⇒ |𝑓(𝑥)| = −𝑓(𝑥) ⇒ 𝑓2(𝑥) = −𝑓(𝑥) 

⇒ (𝐶𝑓) بالنسبة لمحور الفواصل  يناظر    (𝐶𝑓2) 
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 تعاريف:  .أ

 بـ: ℝمعرّفة على  𝑓نسمي دالة كثير حدود )أو كثير حدود( كل دالة   •

 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0   حيث𝑛  عدد طبيعي

…،𝑎𝑛و ،𝑎1 ،𝑎0 .أعداد حقيقية 

 .𝑓درجة كثير الحدود   𝑛يسمى العدد الطبيعي   •

 معدوما إذا وفقط إذا كانت كل معاملاته معدومة. كثير حدوديكون  •

يكون كثيرا حدود )غير معدومين( متساويين إذا وفقط إذا كانا من نفس الدرجة وكانت   •

 دود من نفس الدرجة متساوية. معاملات الح

 : عمليات على كثيرات الحدود .ب

𝑓(𝛼)يعني   𝑓جذر لكثير الحدود  𝛼العدد   • = 0 

𝑓(𝛼)إذا كان   • = 0 (𝛼  جذر لكثير الحدود𝑓 فإنّه يوجد كثير حدود )𝑔   :بحيث

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑔(𝑥) 

 . نستعمل المطابقة أو القسمة الإقليدية أو خوارزمية هورنر 𝑔(𝑥)لتعيين   •

𝑃(𝑥)نعتبر كثير الحدود   :مثال = 3𝑥3 − 11𝑥2 + 8𝑥 + 4. 

𝑥0تحقق أنّ  =  .𝑃(𝑥)استنتج تحليلا لـ و 𝑃(𝑥)جذر لكثير الحدود   2

 :الحل

𝑃(2) = 3(2)3 − 11(2)2 + 8(2) + 4 = 44 − 44 = 0  

𝑃(2) = 0 ⇒ 𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

  :باستعمال المطابقة  

𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 − 2𝑎𝑥2 − 2𝑏𝑥 − 2𝑐 

= 𝑎𝑥3 + (𝑏 − 2𝑎)𝑥2 + (𝑐 − 2𝑏)𝑥 − 2𝑐 

⇒ {

𝑎 = 3
𝑏 − 2𝑎 = −11
𝑐 − 2𝑏 = 8
−2𝑐 = 4

⇒ {
𝑎 = 3
𝑏 = −5
𝑐 = −2

⇒ 𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)(3𝑥2 − 5𝑥 − 2)  

  القسمة الإقليديةباستعمال:  

3𝑥3 − 11𝑥2 + 8𝑥 + 4 𝑥 − 2 

−3𝑥3 + 6𝑥2 3𝑥2 − 5𝑥 − 2 

−5𝑥2 + 8𝑥 + 4  

          5𝑥2 − 10𝑥  

−2𝑥 + 4  

2𝑥 − 4  

0  
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 الشرح:

 .3𝑥2فنحصل على   𝑥على   3𝑥3نقسم  .1

وننقله إلى الطرف الثاني )تحت  3𝑥3فنحصل على   𝑥في   3𝑥2نضرب  .2

𝑃(𝑥).مع تغيير إشارته ) 

وننقله إلى الطرف الثاني مع   6𝑥2−فنحصل على   2−في   3𝑥2نضرب  .3

 تغيير إشارته.

3𝑥3−)مع الحدود التي تحصلنا عليها   𝑃(𝑥)نجمع حدود  .4 + 6𝑥2) 

 ونكتب المجموع تحتها. 

 ونواصل العملية لغاية الحصول على باقٍ معدوم. 5𝑥2−نكرر العملية مع  .5

𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)(3𝑥2 − 5𝑥 − 2)  

 

 :باستعمال خوارزمية هورنر  

      

  3 −11 8 4 

 2     

  3 −5 −2 0 

      
 

𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)(3𝑥2 − 5𝑥 − 2)  

 الشرح:

𝑛)أسطر و 3نرسم جدولا يتكون من  .1 + يمثل   𝑛عمود حيث  (2

 . 𝑃(𝑥)درجة كثير الحدود  

 .𝛼الجذر   فارغتين ونضع في الخانة  و نترك الخانتين  .2

 .𝑃(𝑥)معاملات   ع نض    في الخانات  .3

 . نضع المعامل الموجود في الخانة  في الخانة  .4

ننجز    لحساب المعاملات الموجودة في الخانات  .5

 العمليات التالية:

{
 =  ×+ (2 × 3 − 11 = −5)

 =  ×+ (2 × (−5) + 8 = −2)

 =  × + (2 × (−2) + 4 = 0)
 

هي معاملات كثير     المعاملات الموجودة في الخانات  .6

𝑄(𝑥)الحدود   = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐    حاصل قسمة𝑃(𝑥)   على

(𝑥 − 𝛼)  أما الخانة وإلا فالنتيجة  فينبغي أن تكون معدومة

 خاطئة.

× + = 
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 إذا كان بعضها معدوما:   𝑃(𝑥)انتبه عند إدخال معاملات  .7

𝑃(𝑥)فمن أجل   = 𝑥3 + 𝑥 −  يكون السطر العلوي كالتالي:   2
 

 

𝑃(𝑥)من أجل  و = 𝑥3 −  السطر العلوي كالتالي: ون يك 2

 

 

 المعادلات من الدرجة الثانية:  .ج

كل معادلة يمكن كتابتها على  𝑥الثانية ذات المجهول نسمي معادلة من الدرجة  •

𝑎𝑥2الشكل:   + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎أعداد حقيقية ثابتة مع  𝑏 ،𝑎 و𝑐، حيث  0 ≠ 0. 

𝑏2يسمى العدد  • − 4𝑎𝑐  مميز ثلاثي الحدود𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  ونرمز إليه بالرمز

∆. 

𝑎يسمى   • [(𝑥 +
𝑏

2𝑎
)
2

−
∆

4𝑎2
𝑎𝑥2الشكل النموذجي لثلاثي الحدود  [ + 𝑏𝑥 + 𝑐. 

𝑎𝑥2لحل المعادلة   • + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  مع مراعاة الحالات التالية:  ∆، نحسب المميّز  0
 

𝒂𝒙𝟐حلول المعادلة  إذا كان:  + 𝒃𝒙 + 𝒄 = 𝒂𝒙𝟐يتم تحليل  هي: 𝟎 + 𝒃𝒙 + 𝒄  :على الشكل 

∆> 𝟎 𝒙𝟐 =
−𝒃 − √∆

𝟐𝒂
 ، 𝒙𝟏 =

−𝒃 + √∆

𝟐𝒂
 𝒂(𝒙 − 𝒙𝟏)(𝒙 − 𝒙𝟐) 

∆= 𝟎 𝒙𝟏 = 𝒙𝟐 = −
𝒃

𝟐𝒂
 𝒂(𝒙 − 𝒙𝟏)

𝟐 

∆< 𝒂𝒙𝟐لا يمكن تحليل  لا توجد حلول  𝟎 + 𝒃𝒙 + 𝒄 
 

𝑷(𝒙)المعادلة  ℝمثال: حل في  =  𝑷(𝒙)لا لـ  نتج تحلي ثمّ است 𝟎

 𝑃(𝑥) =  −9𝑥2 − 3𝑥 + 2 ;   𝑃(𝑥) = 2𝑥2 − 12𝑥 + 18 ;  

 𝑃(𝑥) =  6𝑥2 + 𝑥 + 5 

 𝑃(𝑥) =  −9𝑥2 − 3𝑥 + 2  

∆= 9 + 72 = 81 ; 𝑥1 =
3 − 9

−18
=
1

3
 ;  𝑥2 =

3 + 9

−18
= −

2

3
 

𝑆 = {−
2

3
;
1

3
} ; 𝑃(𝑥) = −9 (𝑥 +

2

3
) (𝑥 −

1

3
)  

 𝑃(𝑥) = 2𝑥2 − 12𝑥 + 18 ;  ∆= 144 − 144 = 0 ; 𝑥1 = 𝑥2 =
12

4
= 3 

𝑆 = {3} ; 𝑃(𝑥) = 2(𝑥 − 3)2  

 𝑃(𝑥) =  6𝑥2 + 𝑥 + 5 ;  ∆= 1 − 120 = −119 

 𝑆 = ∅ ; 𝑃(𝑥) لا يمكن  تحليل  

−2 1 0 1  

−2 0 0 1  
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 ملاحظة: 

   إذا كان𝒂 + 𝒃 + 𝒄 = : تقبل المعادلة حلين هما  𝟎
𝑐

𝑎
 1 و 

   إذا كان𝒂 + 𝒄 = 𝒃  تقبل المعادلة حلين هما :−
𝑐

𝑎
−و  1 

 المعادلتين التاليتين دون حساب المميز ℝمثال: حل في 

 𝑥2 − 5𝑥 + 4 = 0 ; 1 − 5 + 4 = 0 ⇒ 𝑥1 = 1 ; 𝑥2 = 4 ⇒ 𝑆 = {1; 4}  

 𝑥2 + 3𝑥 + 2 = 0 ; 1 + 2 = 3 ⇒ 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = −2 ⇒ 𝑆 = {−2;−1}  
 

 الثانية: المتراجحات من الدرجة  .د

ة ثلاثي الحدود حسب  ن إشارونعيّ  ∆لحل متراجحة من الدرجة الثانية، نحسب المميّز   •

 الجدول التالي: 

∆< 𝟎  

𝑎𝑥2المعادلة   + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  لا تقبل حلولا  0

𝑎𝑥2، إشارة المعادلة 𝑥من أجل كل عدد حقيقي  + 𝑏𝑥 + 𝑐   هي نفس إشارة𝑎 
 

∆= 𝟎 

𝑎𝑥2المعادلة   + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  𝑥1تقبل حلا مضاعفا   0

∆> 𝟎 

𝑎𝑥2المعادلة   + 𝑏𝑥 + 𝑐 =  𝑥1 و𝑥2تمايزين  حلين متقبل  0

−∞                     𝑥1                     + ∞ 𝑥 −∞        𝑥1                     𝑥2        + ∞ 𝑥 

          𝑎  0       إشارة        𝑎  إشارة 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  𝑎  0    إشارة  (−𝑎)  0   إشارة   𝑎  إشارة 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

 

 المتراجحات التالية  ℝ: حل في 1 مثال

 𝑥2 + 6𝑥 − 7 ≥ 0 ;   − 𝑥2 + 7𝑥 − 12 > 0  

 𝑥2 + 4𝑥 + 4 ≤ 0 ;   4𝑥2 + 2𝑥 + 3 < 0 ; 

− 𝑥2 + 6𝑥 − 10 ≤ 0 ;   3𝑥2 − 6𝑥 + 3 > 0 

 الحل: 

 ∆= 64 ; 𝑥1 = −7 ; 𝑥2 = 1 

 

𝑥2 + 6𝑥 − 7 ≥ 0 ⇒ 𝑆 = ]−∞;−7] ∪ [1;+∞[  

 

 ∆= 1 ; 𝑥1 = 3 ; 𝑥2 = 4 

 

−𝑥2 + 7𝑥 − 12 > 0 ⇒ 𝑆 = ]3; 4[  
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 ∆= 0 ; 𝑥1 = 𝑥2 = −2 

 

 

 

𝑥2 + 4𝑥 + 4 ≤ 0 ⇒ 𝑆 = {−2}  

 

 ∆= −44 

 

 

 

4𝑥2 + 2𝑥 + 3 < 0 ⇒ 𝑆 = ∅  
 

 ∆= −4  

 

 

 

−𝑥2 + 6𝑥 − 10 ≤ 0 ⇒ 𝑆 = ℝ  
 

 ∆= 0 ; 𝑥1 = 𝑥2 = 1 

 

3𝑥2 − 6𝑥 + 3 > 0 ⇒ 𝑆 = ℝ − {1}  

 :  2 مثال

𝑓(𝑥)نعتبر كثير الحدود   = 𝑥4 − 𝑥3 − 11𝑥2 + 9𝑥 + 18. 

 .𝑓(𝑥)، ثمّ حلل  𝑓(2)و  𝑓(−1)أحسب  .1

𝑓(𝑥)المتراجحة :   ℝحلّ في   .2 ≥ 0. 

 الحل: 

 𝒇(𝒙)  تحليل، ثمّ 𝒇(𝟐)و  𝒇(−𝟏) حساب .1

{
𝑓(−1) = 0

𝑓(2) = 0
⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

 :باستعمال المطابقة  

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = (𝑥2 − 𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

= 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥2 − 𝑎𝑥3 − 𝑏𝑥2 − 𝑐𝑥 − 2𝑎𝑥2 − 2𝑏𝑥 − 2𝑐 

= 𝑎𝑥4 + (𝑏 − 𝑎)𝑥3 + (𝑐 − 𝑏 − 2𝑎)𝑥2 + (−2𝑏 − 𝑐)𝑥 − 2𝑐 
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⇒

{
 
 

 
 

𝑎 = 1
𝑏 − 𝑎 = −1

𝑐 − 𝑏 − 2𝑎 = −11
−2𝑏 − 𝑐 = 9
−2𝑐 = 18

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = 0
𝑐 = −9

⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)(𝑥2 − 9)  

 :باستعمال خوارزمية هورنر  

 1 −1 −11 9 18 

−1      

 1 −2 −9 18 0 

2      

 1⏟
𝑎

 0⏟
𝑏

 −9⏟
𝑐

 0 0 

 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)(𝑥2 − 9)  

 

𝒇(𝒙)المتراجحة :  ℝحلّ في  .2 ≥ 𝟎 

𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ (𝑥2 − 𝑥 − 2)(𝑥2 − 9) ≥ 0 

𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = 2 ; 𝑥2 − 9 = 0 ⇒ 𝑥3 = −3; 𝑥4 = 3 

 

𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]−∞;−3] ∪ [−1; 2] ∪ [3; +∞[  

 

 مجموع وجداء حلي معادلة من الدرجة الثانية:  .ه

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 ;  ∆≥ 0 ⇒ 𝑥1 =
−𝑏 − √∆

2𝑎
 ;  𝑥2 =

−𝑏 + √∆

2𝑎
  

𝑆 = 𝑥1 + 𝑥2 = −
𝑏

𝑎
 ; 𝑃 = 𝑥1. 𝑥2 =

𝑐

𝑎
 

𝑥2و 𝑥1 دلة هما حلا المعا𝑥2 − 𝑆𝑥 + 𝑃 = 0. 

 

 تعيين إشارة حلي معادلة من الدرجة الثانية:  .و

𝑎𝑥2  معادلةالإشارة حلي الجدول التالي يوضح  + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0: 
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∆> 0 ; 𝑃 > 0 ; 𝑆 < 0 ∆> 0 ; 𝑃 > 0 ; 𝑆 > 0 𝑃 < 0 

 تقبل المعادلة حلين موجبين  تقبل المعادلة حلين سالبين
مختلفين تقبل المعادلة حلين 

 في الإشارة
 

 يكون موجبا لأنّ:  ∆مختلفين في الإشارة فإنّ المميز  𝑎 و𝑐: إذا كان  حظةلام

𝑎𝑐 < 0 ⇒ −4𝑎𝑐 > 0 ⇒ 𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0 ⇒ ∆> 0 

 عدد وإشارة حلول المعادلة:   𝑚ناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي   مثال:

(1 − 2𝑚)𝑥2 − 2𝑚𝑥 +𝑚 − 2 = 0… (𝐸) 

1) 1 − 2𝑚 = 0 ⇒ 𝑚 =
1

2
: (𝐸) ⇒ −𝑥 −

3

2
= 0 ⇒ 𝑥 = −

3

2

⇒ تقبل  المعادلة  (𝐸) حلا وحيدا سالبا  

2) 1 − 2𝑚 ≠ 0 ⇒ 𝑚 ≠
1

2
: ∆= 4𝑚2 − 4(1 − 2𝑚)(𝑚 − 2)

= 12𝑚2 − 20𝑚 + 8 = 4(3𝑚2 − 5𝑚 + 2) 

∆= 4(𝑚 − 1) (𝑚 −
2

3
) ;  𝑃 =

𝑐

𝑎
=
𝑚 − 2

1 − 2𝑚
 ; 𝑆 = −

𝑏

𝑎
=

2𝑚

1 − 2𝑚
 

∆= 0 ⇒ 𝑚 ∈ {
2

3
; 1} ; 𝑃 = 0 ⇒ 𝑚 = 2 ; 𝑆 = 0 ⇒ 𝑚 = 0 

 

𝑚 ∈ ]−∞;
1

2
[ ∪ ]2;+∞[: 𝑃 < 0 ⇒ لفين مخت في الإشارة تقبل  المعادلة  (𝐸) حلين    

𝑚 ∈ ]
1

2
;
2

3
[ ∪ ]1; 2[: ∆> 0 ;  𝑃 > 0 ; 𝑆 < 0 ⇒ تقبل  المعادلة  (𝐸) حلين سالبين   

𝑚 ∈ ]
2

3
; 1[ : ∆< 0 ⇒ لا تقبل  المعادلة  (𝐸) حلولا   

𝑚 = 0: 𝑆 = 0 ⇒ تقبل  المعادلة  (𝐸) حلين متعاكسين    

𝑚 =
1

2
: تقبل  المعادلة  (𝐸) حلا وحيدا سالبا  
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𝑚 ∈ {
2

3
; 1} : ∆= 0 ;  𝑃 > 0 ; 𝑆 < 0 ⇒ تقبل  المعادلة  (𝐸) حلا مضاعفا سالبا  

𝑚 = 2: ∆> 0 ;  𝑃 = 0 ; 𝑆 < 0 ⇒ تقبل  المعادلة  (𝐸) حلا معدوما  وآخر سالبا  

 

 المعادلات والمتراجحات مضاعفة التربيع:  .ز

𝑎𝑥4لحل معادلة مضاعفة التربيع من الشكل  + 𝑏𝑥2 + 𝑐 = 𝑋نضع:   0 = 𝑥2 

𝑎𝑋2ونحل المعادلة   + 𝑏𝑋 + 𝑐 =  ثمّ نستنتج حلول المعادلة  0

𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥2 + 𝑐 =  مجهولا مساعدا.  𝑋. يسُمى المجهول  0

 مثال: 

 المعادلات التالية: ℝحل في 

 𝑥4 − 5𝑥2 + 4 = 0 ;   𝑥4 − 𝑥2 − 6 = 0 ;   𝑥4 + 6𝑥2 + 5 = 0 

 𝑥4 − 5𝑥2 + 4 = 0 ; 𝑋 = 𝑥2 ;   𝑋2 − 5𝑋 + 4 = 0 ;  ∆= 9 ; 

𝑋 = 𝑋 أو 1 = 4 ⇒ 𝑥2 = 𝑥2 أو 1 = 4     

𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = 1 ; 𝑥3 = −2 ; 𝑥4 = 2 ⇒ 𝑆 = {−2;−1; 1; 2}  

 𝑥4 − 𝑥2 − 6 = 0 ; 𝑋 = 𝑥2 ;   𝑋2 − 𝑋 − 6 = 0 ;  ∆= 25 ; 

𝑋 = 𝑋 أو 2− = 3 ⇒ 𝑥2 = 3 ;  𝑥1 = −√3 ; 𝑥2 = √3 ⇒ 𝑆 = {−√3 ; √3}  

𝑋لاحظ أنّ الحل   = 𝑋 مرفوض لأنّ  2− ≥ 0 

 𝑥4 + 6𝑥2 + 5 = 0 ; 𝑋 = 𝑥2 ;   𝑋2 + 6𝑋 + 5 = 0 ;  ∆= 16 ; 

𝑋 = 𝑋 أو 1− = −5 ⇒ 𝑆 = ∅  

𝑋لاحظ أنّ الحلين   = 𝑋 و5− = 𝑋مرفوضان لأنّ   1− ≥ 0. 

 

 المعادلات والمتراجحات الصمّاء: .ح

𝑏 ≥ 𝑎 و 0 = 𝑏2 يكافئ √𝑎 = 𝑏  

√1 − 𝑥2 = 𝑥 ⇔ {1 − 𝑥
2 = 𝑥2

𝑥 ≥ 0
⇔ {2𝑥

2 = 1
𝑥 ≥ 0

⇔ {𝑥
2 =

1

2
𝑥 ≥ 0

⇔ 𝑥 =
√2

2
 

√𝑥2 + 5 = 𝑥 + 1 ⇔ {𝑥
2 + 5 = (𝑥 + 1)2

𝑥 + 1 ≥ 0
⇔ {

2𝑥 + 1 = 5
𝑥 ≥ −1

⇔ 𝑥 = 2  

√𝑥2 + 5𝑥 + 3 = 2𝑥 + 1 ⇔ {𝑥
2 + 5𝑥 + 3 = (2𝑥 + 1)2

2𝑥 + 1 ≥ 0
 

⇔ {
3𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0

𝑥 ≥ −
1

2

⇔ {
𝑥 = 𝑥 أو 1 = −

2

3

𝑥 ≥ −
1

2

⇔ 𝑥 = 1  
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𝑏 ≥ 𝑎 و 0 = 𝑏 يكافئ √𝑎 = √𝑏  

√𝑥2 − 1 = √𝑥 ⇔ {𝑥
2 − 1 = 𝑥
𝑥 ≥ 0

⇔ {𝑥
2 − 𝑥 − 1 = 0
𝑥 ≥ 0

⇔ 𝑥 =
1 + √5

2
 

√2𝑥 − 1 = √𝑥 + 1 ⇔ {
2𝑥 − 1 = 𝑥 + 1
𝑥 + 1 ≥ 0

 ⇔ {
𝑥 = 2
𝑥 ≥ −1

⇔ 𝑥 = 2  

√𝑥2 + 3 = √𝑥 + 2 ⇔ {𝑥
2 + 3 = 𝑥 + 2
𝑥 + 2 ≥ 0

 ⇔ {𝑥
2 − 𝑥 + 1 = 0
𝑥 ≥ −2

⇔ 𝑆 = ∅  

 

𝑏 ≥ 𝑎 و 0 > 𝑏 يكافئ √𝑎 > √𝑏  

√2𝑥 − 1 > √𝑥 − 4 ⇔ {
2𝑥 − 1 > 𝑥 − 4
𝑥 − 4 ≥ 0

⇔ {
𝑥 > −3
𝑥 ≥ 4

⇔ 𝑆 = [4;+∞[  

√2𝑥 − 1 > √4 − 𝑥 ⇔ {
2𝑥 − 1 > 4 − 𝑥
4 − 𝑥 ≥ 0

⇔ {𝑥 >
5

3
𝑥 ≤ 4

⇔ 𝑆 = ]
5

3
; 4]  

 

(𝑏 < 𝑎 و 0 ≥ 𝑏) أو (0 ≥ 𝑎 و 0 > 𝑏2) يكافئ √𝑎 > 𝑏  

𝑏 ≥ 𝑎 و 0 ≥ 𝑎  و 0 < 𝑏2 يكافئ √𝑎 < 𝑏  

√2 − 𝑥 > 𝑥 + 4 ⇔ {2 − 𝑥 >
(𝑥 + 4)2

𝑥 + 4 ≥ 0
} أو
2 − 𝑥 ≥ 0
𝑥 + 4 < 0

⇔ {𝑥
2 + 9𝑥 + 14 < 0
𝑥 ≥ −4

} أو
𝑥 ≤ 2
𝑥 < −4

 

⇔ 𝑥 ∈ [−4;−2[ ∪ ]−∞;−4[ ⇔ 𝑆 = ]−∞;−2[  

𝑥 + 3 > √𝑥 + 1 ⇔ {
𝑥 + 1 < (𝑥 + 3)2

𝑥 + 1 ≥ 0
𝑥 + 3 ≥ 0

⇔ {
𝑥2 + 5𝑥 + 8 > 0

𝑥 ≥ −1
𝑥 ≥ −3

⇔ {
𝑥 ∈ ℝ

𝑥 ∈ [−1;+∞[

𝑥 ∈ [−3;+∞[
⇔ 𝑆 = [−1;+∞[  

√𝑥2 + 2𝑥 − 3 < 2𝑥 + 1 ⇔ {
𝑥2 + 2𝑥 − 3 < (2𝑥 + 1)2

𝑥2 + 2𝑥 − 3 ≥ 0
2𝑥 + 1 ≥ 0

 

⇔ {

3𝑥2 + 2𝑥 + 4 > 0
𝑥2 + 2𝑥 − 3 ≥ 0

𝑥 ≥ −
1

2

⇔ {

𝑥 ∈ ℝ
𝑥 ∈ ]−∞;−3] ∪ [1;+∞[

𝑥 ∈ [−
1

2
;+∞[

⇔ 𝑆 = [1; +∞[   
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 : العدد المشتق .أ

𝑓   دالة معرّفة على مجال𝐷𝑓  منℝ  و𝑥0   عدد من𝐷𝑓  تكون الدالة .𝑓   قابلة للاشتقاق 

 إذا كانت:  𝑥0عند العدد  

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
= 𝑙 

 .𝑓′(𝑥0)ونرمز له بـ:  𝑥0في العدد  𝑓للدالة  العدد المشتق  𝑙يسمى  

  𝑓للدالة   (𝐶𝑓)، فإنّ المنحنى البياني 𝑥0قابلة للاشتقاق عند العدد   𝑓إذا كانت الدالة  

𝑦معادلته:  𝑥0يقبل مماسا عند النقطة ذات الفاصلة   = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0). 

 

 : 𝒇الدالة المشتقة للدالة  .ب

𝑓   دالة معرّفة على مجال𝐷𝑓  منℝ . ّالدالة  نقول إن𝑓  على قابلة للاشتقاق𝐷𝑓  

  𝑥. تسُمى الدالة التي ترفق بكل  𝐷𝑓كل نقطة من د عنقابلة للاشتقاق  كانتوفقط إذا إذا 

 ′𝑓ويرمز لها بـ:   𝐷𝑓على   𝑓الدالة المشتقة للدالة   𝑓′(𝑥)العدد المشتق  𝐷𝑓من 

 

 التقريب التآلفي لدالة:  .ج

𝑓   دالة معرّفة على مجال𝐷𝑓  منℝ و𝑓′(𝑥)   الدالة المشتقة للدالة𝑓   على𝐷𝑓 أحسن .

𝑥هو الدالة:   𝑓للدالة   𝑥0جوار  يب تآلفي بتقر → 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0). 

 

 مشتقات الدوال المألوفة:  .د

 مجالات قابلية الاشتقاق  ′𝑓الدالة المشتقة  𝑓الدالة  

𝑎 0 ℝ 

𝑎𝑥 + 𝑏 𝑎 ℝ 

𝑥2 2𝑥 ℝ 

𝑥𝑛 𝑛𝑥𝑛−1 ℝ 

1

𝑥
 −

1

𝑥2
 ]0; ;∞−[ و]∞+ 0[ 

1

𝑥𝑛
 −

𝑛

𝑥𝑛+1
 ]0; ;∞−[ و]∞+ 0[ 

√𝑥 
1

2√𝑥
 ]0; +∞[ 

sin 𝑥 cos 𝑥 ℝ 

cos 𝑥 −sin 𝑥 ℝ 
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𝑢 + 𝑣 𝑢′ + 𝑣′ 

 يجب أخذ شروط 
 كل دالة بعين الاعتبار

𝑢. 𝑣 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 

𝑢 𝑢′ 

1

𝑢
 −

𝑢′

𝑢2
 

𝑢

𝑣
 

𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
 

√𝑢 
𝑢′

2√𝑢
 

𝑢(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑎𝑢′(𝑎𝑥 + 𝑏) 

 

 تمارين تطبيقية: 

 : 01التمرين 

ثمّ اكتب معادلة  𝑓′(𝑎)وعيّن العدد المشتق  𝑎ادرس قابلية اشتقاق الدوال التالية عند القيمة  

 :𝑎عند النقطة ذات الفاصلة   (𝐶𝑓)للمنحنى  (𝑇)المماس 

{𝑓(𝑥) = 1 + √𝑥
𝑎 = 4

… ، {𝑓
(𝑥) = 𝑥3 + 2𝑥 − 5

𝑎 = 0
 … ، {𝑓

(𝑥) = 𝑥2 + 1
𝑎 = −1

… 

{𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

𝑥 − 2
𝑎 = 3

… ، {𝑓(𝑥) = 3 +
1

𝑥 + 1
𝑎 = 2

… ، {𝑓(𝑥) =
1

𝑥
𝑎 = 1

… 

 : 01التمرين حل 

 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟏 ;  𝒂 = −𝟏 

lim
ℎ→0

𝑓(−1 + ℎ) − 𝑓(−1)

ℎ
= lim
ℎ→0

(−1 + ℎ)2 + 1 − 2

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ2 − 2ℎ

ℎ

= lim
ℎ→0

ℎ(ℎ − 2)

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ − 2 = −2 ⇒ 𝑓′(−1) = −2  

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(−1)(𝑥 + 1) + 𝑓(−1) = −2(𝑥 + 1) + 2 ⇒ (𝑇): 𝑦 = −2𝑥  

 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 − 𝟓 ; 𝒂 = 𝟎 

lim
ℎ→0

𝑓(ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ3 + 2ℎ − 5 + 5

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ3 + 2ℎ

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ(ℎ2 + 2)

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ2 + 2 = 2 ⇒ 𝑓′(0) = 2  

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(0)(𝑥) + 𝑓(0) = 2𝑥 − 5 ⇒ (𝑇): 𝑦 = 2𝑥 − 5  

 𝒇(𝒙) = 𝟏 + √𝒙 ; 𝒂 = 𝟒 
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lim
ℎ→0

𝑓(4 + ℎ) − 𝑓(4)

ℎ
= lim
ℎ→0

1 + √4 + ℎ − 3

ℎ
= lim
ℎ→0

√4 + ℎ − 2

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(√4 + ℎ − 2)(√4 + ℎ + 2)

ℎ(√4 + ℎ + 2)
= lim
ℎ→0

ℎ

ℎ(√4 + ℎ + 2)
 

= lim
ℎ→0

1

√4 + ℎ + 2
=
1

4
⇒ 𝑓′(4) =

1

4
  

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(4)(𝑥 − 4) + 𝑓(4) =
1

4
(𝑥 − 4) + 3 ⇒ (𝑇): 𝑦 =

1

4
𝑥 + 2  

 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙
 ; 𝒂 = 𝟏 

lim
ℎ→0

𝑓(1 + ℎ) − 𝑓(1)

ℎ
= lim
ℎ→0

1

1+ℎ
− 1

ℎ
= lim
ℎ→0

−
ℎ

1+ℎ

ℎ
= lim
ℎ→0

−ℎ

ℎ(1 + ℎ)
 

= lim
ℎ→0

−
1

1 + ℎ
= −1 ⇒ 𝑓′(1) = −1  

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = −(𝑥 − 1) + 1 ⇒ (𝑇): 𝑦 = −𝑥 + 2  

 𝒇(𝒙) = 𝟑 +
𝟏

𝒙 + 𝟏
 ; 𝒂 = −𝟐 

lim
ℎ→0

𝑓(−2 + ℎ) − 𝑓(−2)

ℎ
= lim
ℎ→0

3 +
1

−2+ℎ+1
− 2

ℎ
= lim
ℎ→0

1 +
1

ℎ−1

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ

ℎ−1

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ

ℎ(ℎ − 1)
= lim
ℎ→0

1

ℎ − 1
= −1 ⇒ 𝑓′(−2) = −1  

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(−2)(𝑥 + 2) + 𝑓(−2) = −(𝑥 + 2) + 2 ⇒ (𝑇): 𝑦 = −𝑥  

 𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙 + 𝟏

𝒙 − 𝟐
 ; 𝒂 = 𝟑 

lim
ℎ→0

𝑓(3 + ℎ) − 𝑓(3)

ℎ
= lim
ℎ→0

2(3+ℎ)+1

3+ℎ−2
− 7

ℎ
= lim
ℎ→0

2ℎ+7

ℎ+1
− 7

ℎ
= lim
ℎ→0

−5ℎ

ℎ+1

ℎ
 

= lim
ℎ→0

−5ℎ

ℎ(ℎ + 1)
= lim
ℎ→0

−5

ℎ + 1
= −5 ⇒ 𝑓′(3) = −5  

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(3)(𝑥 − 3) + 𝑓(3) = −5(𝑥 − 3) + 7 ⇒ (𝑇): 𝑦 = −5𝑥 + 22  
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 : 02التمرين 

𝑓(𝑥):  بالعبارة ]∞+;1−]على المجال  معرّفة  الدالة ال 𝑓لتكن  = √1 + 𝑥. 

 .0عند  𝑓ادرس قابلية الاشتقاق للدالة   .1

1√استنتج أحسن تقريب تآلفي للعدد  .2 + ℎ   عندما يؤولℎ  0إلى . 

 .1,002√و  0,99√عيّن قيمة مقرّبة لكل من العددين   .3

 

 
 : 02حل التمرين 

𝒇(𝒙) = √𝟏 + 𝒙 ،𝑫𝒇 = [−𝟏;+∞[ 

 .0عند  𝒇قابلية الاشتقاق للدالة   ةسادر .1

lim
ℎ→0

𝑓(ℎ) − 𝑓(0)

ℎ
= lim
ℎ→0

√1 + ℎ − 1

ℎ
= lim
ℎ→0

(√1 + ℎ − 1)(√1 + ℎ + 1)

ℎ(√1 + ℎ + 1)

= lim
ℎ→0

ℎ

ℎ(√1 + ℎ + 1)
= lim
ℎ→0

1

√1 + ℎ + 1
=
1

2
 

𝑓′(0)و 0قابلة للاشتقاق عند  𝑓الدالة   منه نستنتج أنّ   =
1

2
. 

𝟏√ج أحسن تقريب تآلفي للعدد ااستنت .2 + 𝒉 ل  ا يؤوعندم𝒉  0إلى . 

√1 + ℎ ≈ 𝑓′(0)ℎ + 𝑓(0) ⇒ √1 + ℎ ≈
1

2
ℎ + 1  

,𝟎√قيمة مقرّبة لكل من العددين  تعيين .3 ,𝟏√و  𝟗𝟗 𝟎𝟎𝟐. 

√0,99 = √1−0,01⏟  
ℎ

≈
1

2
(−0,01) + 1 ≈ 0,995  

√1,002 = √1 + 0,002⏟  
ℎ

≈
1

2
(0,002) + 1 ≈ 1,001  

 
 : 03التمرين 

 لحالات التالية: الة من ا في كل ح fمشتقة الدالة  احسب

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 4𝑥 + 5  ; 2) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 1)3  ;  3) 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 3𝑥 − 4

𝑥2 + 3𝑥 + 4
  ;  

4) 𝑓(𝑥) = √3𝑥 − 6  ;  5) 𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥2 + 1  ;  6) 𝑓(𝑥) = cos2 3𝑥 ; 

7) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + sin3(𝜋𝑥) ;  8) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 . cos 𝑥  ; 9) 𝑓(𝑥) = |𝑥2 + 4𝑥 − 5|  
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 : 03حل التمرين 

1) 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 4  ; 2) 𝑓′(𝑥) = 3(𝑥2 − 1)2(2𝑥) = 6𝑥(𝑥2 − 1)2    

3) 𝑓′(𝑥) =
(2𝑥 + 3)(𝑥2 + 3𝑥 + 4) − (2𝑥 + 3)(𝑥2 + 3𝑥 − 4)

(𝑥2 + 3𝑥 + 4)2
   

=
(2𝑥 + 3)[(𝑥2 + 3𝑥 + 4) − (𝑥2 + 3𝑥 − 4)]

(𝑥2 + 3𝑥 + 4)2
=

8(2𝑥 + 3)

(𝑥2 + 3𝑥 + 4)2
 

4) 𝑓′(𝑥) =
3

2√3𝑥 − 6
 ;  5) 𝑓′(𝑥) = √𝑥2 + 1 + 𝑥.

2𝑥

2√𝑥2 + 1
 

= √𝑥2 + 1 +
𝑥2

√𝑥2 + 1
=
2𝑥2 + 1

√𝑥2 + 1
  

6) 𝑓′(𝑥) = 2 cos3𝑥 (−3 sin3𝑥) = −6 cos3𝑥 . sin3𝑥  

7) 𝑓′(𝑥) = 1 + 3 sin2(𝜋𝑥) × 𝜋 cos(𝜋𝑥) = 1 + 3𝜋 cos(𝜋𝑥) . sin2(𝜋𝑥)   

8) 𝑓′(𝑥) = cos𝑥 . cos 𝑥 − sin𝑥 . cos 𝑥 = cos2 𝑥 − sin2 𝑥  

9) 𝑓(𝑥) = |𝑥2 + 4𝑥 − 5| ; 𝑥2 + 4𝑥 − 5 = 0 ⇒ 𝑥1 = −5 ; 𝑥2 = 1 

𝑓(𝑥) = {
𝑥2 + 4𝑥 − 5, 𝑥 ∈ ]−∞;−5] ∪ [1; +∞[

−𝑥2 − 4𝑥 + 5, 𝑥 ∈ ]−5; 1[
  

𝑓′(𝑥) = {
2𝑥 + 4, 𝑥 ∈ ]−∞;−5] ∪ [1;+∞[

−2𝑥 − 4, 𝑥 ∈ ]−5; 1[
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 : دراسة اتجاه تغيرّ دالة .أ

 دالتها المشتقة. ′𝑓و 𝐷𝑓معرّفة وقابلة للاشتقاق على مجال   𝑓لتكن دالة  

 .𝐷𝑓متزايدة على المجال   𝑓، فإنّ الدالة  𝐷𝑓موجبة على المجال   ′𝑓إذا كانت  •

 .𝐷𝑓متناقصة على المجال   𝑓، فإنّ الدالة  𝐷𝑓سالبة على المجال   ′𝑓إذا كانت  •

 .𝐷𝑓ثابتة على المجال   𝑓، فإنّ الدالة  𝐷𝑓معدومة على المجال   ′𝑓إذا كانت  •

رتيبة  ، نقول إنهّا 𝐷𝑓على مجال تماما متناقصة تماما أو متزايدة  إمّا  𝑓الدالة  إذا كانت 

 .𝐷𝑓مجال  العلى 

 حصر دالة:  .ب

,𝑎]معرّفة وقابلة للاشتقاق على مجال   𝑓لتكن دالة   𝑏] و𝑓′ .دالتها المشتقة 

,𝑎]على المجال  تماما متزايدة   𝑓إذا كانت الدالة   • 𝑏]   فإنّ من أجل كل عدد

,𝑎]المجال  من  𝑥حقيقي   𝑏] :𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑏). 

,𝑎]على المجال  تماما ة متناقص 𝑓إذا كانت الدالة   • 𝑏]   فإنّ من أجل كل عدد

,𝑎]المجال  من  𝑥حقيقي   𝑏] :𝑓(𝑏) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎). 

 تعيين عبارة دالة:  .ج

 دالتها المشتقة. ′𝑓و 𝐷𝑓معرّفة وقابلة للاشتقاق على مجال   𝑓لتكن دالة  

;𝑥0)يقبل عند النقطة  𝑓القول إنّ منحنى الدالة   • 𝑦0) مماسا ميله 𝑎  أو يوازي(

𝑦المستقيم ذا المعادلة   = 𝑎𝑥 + 𝑏  :معناه )𝑓′(𝑥0) = 𝑎و 𝑓(𝑥0) = 𝑦0. 

;𝐴(𝑥0يقبل عند النقطة  𝑓القول إنّ منحنى الدالة   • 𝑦0) موازيا لحامل   مماسا

𝑓′(𝑥0)محور الفواصل معناه:   = 𝑓(𝑥0) و0 = 𝑦0. 

 القراءة البيانية:  .د

 𝑥0بيانيا نحسب ميل المماس عند النقطة ذات الفاصلة   𝑓′(𝑥0)قيمة  لقراءة •

𝑎وحساب الميل:  (𝐴 و𝐵)وذلك بأخذ نقطتين من المماس  =
𝑦𝐵−𝑦𝐴

𝑥𝐵−𝑥𝐴
. 

𝑓′(𝑥0)، فإنّ  𝑓قيمة حديّة محلية للدالة   𝑓(𝑥0)إذا كانت  • = 0. 

;𝑥0)إذا كانت النقطة  • 𝑦0)   نقطة انعطاف لمنحنى الدالة𝑓  ّفإن ،𝑓′′(𝑥0) = 0. 

 
 تمارين تطبيقية: 

 : 01التمرين 

 ادرس اتجاه تغيّر الدوال التالية على مجال تعريفها ثمّ شكل جدول تغيراتها. 

𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥2 + 3   ،𝐷𝑓 = ℝ 

𝑔(𝑥) =
4𝑥+3

1−𝑥
   ،𝐷𝑔 = ℝ− {1} 

37



 
 

ℎ(𝑥) = √𝑥2 + 2𝑥 − 3   ،𝐷ℎ = ]−∞;−3] ∪ [1;+∞[ 

 : 01حل التمرين 

 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥2 + 3 ⇒ 𝑓′(𝑥) = 4𝑥3 − 4𝑥 = 4𝑥(𝑥2 − 1)  

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 4𝑥(𝑥2 − 1) = 0 ⇒ 𝑥 ∈ {−1; 0; 1} 

 

𝑥من أجل   • ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]0; 1[ :𝑓′(𝑥) <  متناقصة. 𝑓ومنه الدالة   0

𝑥من أجل   • ∈ [−1; 0] ∪ [1;+∞[ :𝑓′(𝑥) ≥  متزايدة.  𝑓لة  الدا ومنه 0

 

 :𝒇جدول تغيرّات الدالة 

 

 𝑔(𝑥) =
4𝑥 + 3

1 − 𝑥
⇒ 𝑔′(𝑥) =

4(1 − 𝑥) − (−1)(4𝑥 + 3)

(1 − 𝑥)2
=

7

(1 − 𝑥)2
 

𝑥من أجل   • ∈ ℝ − {1} :𝑔′(𝑥) >  . تماما متزايدة 𝑔ومنه الدالة   0

 

 :𝒈جدول تغيرّات الدالة 
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 ℎ(𝑥) = √𝑥2 + 2𝑥 − 3  ⇒ ℎ′(𝑥) =
2𝑥 + 2

2√𝑥2 + 2𝑥 − 3
=

𝑥 + 1

√𝑥2 + 2𝑥 − 3
 

 

𝑥من أجل   • ∈ ]−∞;−3[ :ℎ′(𝑥) <  متناقصة. ℎومنه الدالة   0

𝑥من أجل   • ∈ ]1; +∞[ :ℎ′(𝑥) >  متزايدة.  ℎومنه الدالة   0

 

 :𝒉جدول تغيرّات الدالة 

 
 : ملاحظات

 في درس لاحق. الهدف من التطبيق هو دراسة اتجاه التغيّر، أمّا حساب النهايات فسيأتي .1

−و1معرّفة عند  ℎلاحظ أنّ الدالة   .2  لكنها غير قابلة للاشتقاق عند هاتين القيمتين. 3

 
 : 02التمرين 

1. 𝑓   دالة معرّفة علىℝ − 𝑓(𝑥)بـ:   {2} =
𝑥2+𝛼𝑥+𝛽

𝑥+2
 

 (3−;1)عند النقطة   fبحيث يقبل المنحنى الممثل للدالة   βو  αعيّن العددين الحقيقيين 

 مماسا ميله
2

3
. 

2. 𝑔  معرّفة على  دالةℝ   :بـ𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 
;0)النقطة  fبحيث يشمل المنحنى الممثل للدالة   cو  a  ،b ةد الحقيقيا عدالأعيّن  3)  

)ويقبل مماسا في 
5

4
; −

1

8
 موازيا لحامل محور الفواصل.  (

3. ℎ  معرّفة على  دالةℝ − {
3

2
ℎ(𝑥)بـ:   { =

𝑥2+2𝑥−3

2𝑥−3
  

 ،   -4مماسين ميل كل منهما يساوي  𝐴 و𝐵يقبل عند نقطتين  (𝐶ℎ) المنحنىن أنّ يّ ب

 . ثمّ اكتب معادلتي هذين المماسين

 
 : 02حل التمرين 

1. 𝑓(𝑥) =
𝑥2+𝛼𝑥+𝛽

𝑥+2
 ،𝐷𝑓 = ℝ − {2} 

𝑓′(𝑥) =
(2𝑥 + 𝛼)(𝑥 + 2) − (𝑥2 + 𝛼𝑥 + 𝛽)

(𝑥 + 2)2
=
𝑥2 + 4𝑥 + 2𝛼 − 𝛽

(𝑥 + 2)2
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{
𝑓(1) = −3

𝑓′(1) =
2

3

⇒ {

1 + 𝛼 + 𝛽

3
= −3

5 + 2𝛼 − 𝛽

9
=
2

3

⇒ {
𝛼 + 𝛽 = −10
2𝛼 − 𝛽 = 1

⇒ {
𝛼 = −3
𝛽 = −7

 

2. 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ،𝐷𝑔 = ℝ 

𝑔′(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑏 

{
 
 

 
 
𝑔(0) = 3

𝑔 (
5

4
) = −

1

8

𝑔′ (
5

4
) = 0

 ⇒

{
 
 

 
 

𝑐 = 3
25

16
𝑎 +

5

4
𝑏 + 𝑐 = −

1

8
5

2
𝑎 + 𝑏 = 0

 ⇒

{
 
 

 
 

𝑐 = 3
25

16
𝑎 +

5

4
𝑏 = −

25

8
5

2
𝑎 + 𝑏 = 0

 

⇒ {

𝑐 = 3
25𝑎 + 20𝑏 = −50

𝑏 = −
5

2
𝑎

 ⇒ {

𝑐 = 3
−25𝑎 = −50

𝑏 = −
5

2
𝑎
⇒ {

𝑎 = 2
𝑏 = −5
𝑐 = 3

 

3. ℎ(𝑥) =
𝑥2+2𝑥−3

2𝑥−3
   ،𝐷ℎ = ℝ− {

3

2
} 

ℎ′(𝑥) =
(2𝑥 + 2)(2𝑥 − 3) − 2(𝑥2 + 2𝑥 − 3)

(2𝑥 − 3)2
=
2𝑥2 − 6𝑥

(2𝑥 − 3)2
 

ℎ′(𝑥) = −4 ⇒
2𝑥2 − 6𝑥

(2𝑥 − 3)2
= −4 ⇒ 2𝑥2 − 6𝑥 = −4(4𝑥2 − 12𝑥 + 9) 

18𝑥2 − 54𝑥 + 36 = 0 ⇒ 𝑥1 = 1; 𝑥2 = 2 ⇒ 𝐴(1; 0); 𝐵(2; 5)  

(𝑇1): 𝑦 = ℎ
′(1)(𝑥 − 1) + ℎ(1) = −4(𝑥 − 1) ⇒ (𝑇1): 𝑦 = −4𝑥 + 4  

(𝑇2): 𝑦 = ℎ
′(2)(𝑥 − 2) + ℎ(2) = −4(𝑥 − 2) + 5 ⇒ (𝑇2): 𝑦 = −4𝑥 + 13  

 
 : 03التمرين 
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  . 𝑓الشكل المقابل المنحنى البياني للدالة ليكن 

 .𝑓′(−1)، 𝑓′(2) و𝑓′(3) احسب .1

 .𝑓(𝑥)  ثم عين إشارة fشكل جدول تغيرات الدالة  .2

ℎ(𝑥)نضع :   .3 = [𝑓(𝑥)]2. 

 .ℎعين مجموعة تعريف الدالة   -أ

 . ℎدول تغيرات الدالة  شكل ج، ثم  𝑓′(𝑥)و  𝑓(𝑥)بدلالة   ℎ′(𝑥) احسب - ب

 

 
 : 03حل التمرين 

 

 .𝑓′(−1)، 𝑓′(2) و𝑓′(3)ب احس .1

𝑓′(2) =  )قيمة حدّية( 0

𝑓′(−1) = 1   :(𝐴(−1; 2); 𝐵(0; 3); 𝑎 =
𝑦𝐵−𝑦𝐴

𝑥𝐵−𝑥𝐴
=

3−2

0−(−1)
= 1) 

𝑓′(3) = −1   :(𝐶(3; 2); 𝐷(2; 3); 𝑎′ =
𝑦𝐷−𝑦𝐶

𝑥𝐷−𝑥𝐶
=
3−2

2−3
= −1) 

  𝑓جدول تغيرات الدالة   .2

 
𝑓(2) ≈ 2,7 

 . 𝑓(𝑥)ين إشارة ي عت

 

𝑥من أجل   • ∈ ]−∞; 0[ ∪ [1;+∞[  :𝑓(𝑥) ≥ 0 

𝑥من أجل   • ∈ ]0; 1[  :𝑓(𝑥) < 0 

 

3. ℎ(𝑥) = [𝑓(𝑥)]2. 

 . ℎمجموعة تعريف الدالة  تعيين  -أ

𝐷ℎ = ℝ
∗ 

  . 𝑓′(𝑥)و  𝑓(𝑥)بدلالة   ℎ′(𝑥) باحس - ب

ℎ′(𝑥) = 2𝑓(𝑥). 𝑓′(𝑥) 
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 .ℎجدول تغيرات الدالة  

 

ℎ(2) ≈ 2, 72 ≈ 7,3 
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 مفهوم النهاية:  .أ

يعني أنّه من أجل كل عدد حقيقي  𝑙هي  𝑥0عند   𝑓القول أنّ نهاية الدالة   •

 بحيث:   𝛼، يوجد على الأقل عدد حقيقي موجب تماما  𝑒موجب تماما  

0إذا كان   < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛼   0يكون ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝑒  

limونكتب:  
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙. 

يعني أنّه من أجل كل عدد حقيقي  𝑙هي  ∞+عند   𝑓القول أنّ نهاية الدالة   •

 بحيث:   𝐵، يوجد على الأقل عدد حقيقي موجب تماما  𝑒موجب تماما  

𝑥إذا كان   > 𝐵   0يكون ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 𝑒  

limونكتب:  
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙. 

يعني أنّه من أجل كل عدد حقيقي  ∞+هي  ∞+عند   𝑓ة  القول أنّ نهاية الدال •

 بحيث:   𝐵، يوجد على الأقل عدد حقيقي موجب تماما  𝐴موجب تماما  

𝑥إذا كان   > 𝐵   يكون𝑓(𝑥) > 𝐴  

limونكتب:  
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞. 

يعني أنّه من أجل كل عدد حقيقي  ∞+هي  ∞−عند   𝑓القول أنّ نهاية الدالة   •

 بحيث:   𝐵على الأقل عدد حقيقي موجب تماما   وجد، ي𝐴موجب تماما  

𝑥إذا كان   < −𝐵   يكون𝑓(𝑥) > 𝐴  

limونكتب:  
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞. 

يعني أنّه من أجل كل  ∞+هي بقيم أكبر  𝑥0عند   𝑓القول أنّ نهاية الدالة   •

 𝛼، يوجد على الأقل عدد حقيقي موجب تماما 𝐴عدد حقيقي موجب تماما  

0ان بحيث: إذا ك < 𝑥 − 𝑥0 < α   يكون𝑓(𝑥) > 𝐴  

limونكتب:  
𝑥
𝑥>𝑥0
→    𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞. 

يعني أنّه من أجل كل  ∞+ر هي صغبقيم أ  𝑥0عند   𝑓القول أنّ نهاية الدالة   •

 𝛼، يوجد على الأقل عدد حقيقي موجب تماما 𝐴عدد حقيقي موجب تماما  

0بحيث: إذا كان  < 𝑥0 − 𝑥 < α   يكون𝑓(𝑥) > 𝐴  

limونكتب:  
𝑥
𝑥<𝑥0
→    𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞. 
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 عمليات على النهايات:  .ب

𝑔و 𝑓   .دالتان𝑙′و 𝑙   عددان حقيقيان و𝑎  أو ∞−يمثل عدد حقيقي أو+∞ 

 

 نهاية مجموع دالتين: 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) 𝒍 𝒍 𝒍 +∞ +∞ −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) 𝒍′ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂
[𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)] 𝒍 + 𝒍′ +∞ −∞ +∞ ح ع ت −∞ 

 

 نهاية جداء دالتين: 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) 𝒍 𝒍 …∞ 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) 𝒍′ …∞ …∞ …∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂
[𝒇(𝒙) × 𝒈(𝒙)] 𝒍 × 𝒍′ …∞ …∞ ح ع ت 

 

 دالتين: حاصل قسمة نهاية 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) 𝒍 𝒍 …∞ …∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) 𝒍′ ≠ 𝟎 …∞ 𝒍 …∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

[
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
] 

𝒍

𝒍′
 𝟎 …∞ ح ع ت 

 

:   إذا كان العدد𝒍  من نفس الإشارة تكون نهاية الجداء )أو حاصل القسمة(  ∞و+∞.  

 .∞−)أو حاصل القسمة(  هاية الجداء مختلفين في الإشارة تكون ن ∞و  𝒍إذا كان العدد       

:   إذا كانت نهايتا الدالتين𝒈و 𝒇  من نفس الإشارة تكون نهاية الجداء+∞ . 

 .∞−ين في الإشارة تكون نهاية الجداء  تمختلف 𝒇 و𝒈إذا كانت نهايتا الدالتين      

 أمثلة:

lim
𝑥
𝑥<2
→  2

(2𝑥 + 3)⏟      
→7

(
5

𝑥 − 2
→ 5
→ 0−

)
⏟        

→−∞

= −∞ ; lim
𝑥
𝑥>3
→  3

(−3𝑥)⏟  
→−9

(
−1

𝑥 − 3
→ −1
→ 0+

)
⏟        

→−∞

= +∞ 

lim
𝑥→−∞

(2𝑥 + 3)⏟      
→−∞

(𝑥2 − 1)⏟    
→+∞

= −∞ ; lim
𝑥→+∞

(2𝑥 + 3)⏟      
→+∞

(𝑥2 − 1)⏟    
→+∞

= +∞ 

lim
𝑥→−∞

(𝑥 + 2)⏟    
→−∞

(3𝑥 − 1)⏟      
→−∞

= +∞ 
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 : نهايات الدوال المرجعيةبعض 
 

lim
𝑥→−∞

𝑥 = −∞ lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞ lim
𝑥→+∞

√𝑥 = +∞  

lim
𝑥→−∞

𝑥2 = +∞ lim
𝑥→+∞

𝑥2 = +∞ lim
𝑥→−∞

𝑥3 = −∞ lim
𝑥→+∞

𝑥3 = +∞ 

lim
𝑥→−∞

1

𝑥
= 0 lim

𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 lim

𝑥
<
→0

1

𝑥
= −∞ lim

𝑥
>
→0

1

𝑥
= +∞ 

 
 :∞−أو  ∞+نهاية دالة كثير حدود أو دالة ناطقة عند 

 (±) ∞لدالة كثير حدود هي نهاية حدّها الأعلى درجة عند   (±) ∞النهاية عند  
 (±)  ∞لدالة ناطقة هي نهاية حاصل قسمة الحدّين الأعلى درجة عند   (±) ∞النهاية عند  

lim :1مثال 
𝑥→−∞

3𝑥2 + 2𝑥 + 7 = lim
𝑥→−∞

3𝑥2 = +∞ 

lim :2مثال 
𝑥→+∞

𝑥2+4𝑥+4

𝑥−2
= lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞ 

lim :3مثال 
𝑥→+∞

3𝑥2−5𝑥+1

2𝑥2+3𝑥−7
= lim
𝑥→+∞

3𝑥2

2𝑥2
=

3

2
 

lim :4مثال 
𝑥→−∞

3𝑥+1

𝑥2−6
= lim
𝑥→−∞

3𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

3

𝑥
= 0 

 
 : حالات عدم التعيين

① ∞−∞      ;       ② 0 ×∞      ;       ③ 
∞

∞
      ;       ④ 

0

0
  

 : إزالة حالات عدم التعيين كيفية
 ∞−∞الحالة الأولى: ح ع ت من الشكل 

 القاعدة الخاصة بنهاية دالة كثير، أو نستعمل انخرج الحد الأعلى درجة عاملا مشترك

 :ونستعمل المرافق عند حساب نهاية دالة صمّاء، ∞−أو ∞+حدود عند  
 :1مثال 

lim
𝑥→+∞

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2 = lim
𝑥→+∞

𝑥3 (1 −
4

𝑥
+
5

𝑥2
−
2

𝑥3
) = +∞  

  :2مثال 
lim
𝑥→−∞

𝑥4 + 𝑥3 + 7𝑥2 + 8𝑥 − 12 = lim
𝑥→−∞

𝑥4 = +∞  

  :3مثال 

lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 1 − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 1 − 𝑥)(√𝑥2 + 1 + 𝑥)

√𝑥2 + 1 + 𝑥
 

= lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 1− 𝑥2

√𝑥2 + 1+ 𝑥
= lim
𝑥→+∞

1

√𝑥2 + 1+ 𝑥

→ 1
→ ∞

= 0  
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0الحالة الثانية: ح ع ت من الشكل  ×∞ 
 :صمّاءية دالة  المرافق لحساب نهاأو نستعمل  ننشر الجداء،

 :1مثال 

lim
𝑥→−∞

𝑥 (
1

𝑥2 − 1
) = lim

𝑥→−∞

𝑥

𝑥2 − 1
= lim
𝑥→−∞

𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

1

𝑥
= 0  

  :2مثال 

lim
𝑥→+∞

𝑥 (
1

√𝑥 + 1
) = lim

𝑥→+∞
𝑥 (
√𝑥 + 1

𝑥 + 1
) = lim

𝑥→+∞
(
𝑥

𝑥 + 1
)

⏟    
→1

√𝑥 + 1 = +∞  

ثة: ح ع ت من الشكل الثال الحالة
∞

∞
 

القاعدة  ، أو نستعمل في البسط والمقام ثمّ نختزل نخرج الحد الأعلى درجة عاملا مشترك

أو ∞+الخاصة بنهاية دالة ناطقة عند   −∞ : 
 :1مثال 

lim
𝑥→−∞

3𝑥3 − 𝑥 + 5

(𝑥 + 1)2
= lim
𝑥→−∞

3𝑥3 − 𝑥 + 5

𝑥2 + 2𝑥 + 1
= lim
𝑥→−∞

𝑥3 (3 −
1

𝑥2
+

5

𝑥3
)

𝑥2 (1 +
2

𝑥
+

1

𝑥2
)

= lim
𝑥→−∞

𝑥 (3 −
1

𝑥2
+

5

𝑥3
)⏟        

→3

(1 +
2

𝑥
+

1

𝑥2
)⏟        

→1

= −∞  

 :2مثال 

lim
𝑥→+∞

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥 − 2
= lim
𝑥→+∞

𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞  

الرابعة: ح ع ت من الشكل  الةالح
𝟎

𝟎
 

𝑥)نخرج الحد   − 𝑥0) ا ثمّ نختزل الكسرعاملا مشترك: 
 :1مثال 

lim
𝑥→𝟏

4𝑥2 + 3𝑥 − 7

𝑥2 + 2𝑥 − 3
= lim
𝑥→1

(𝑥 − 𝟏)(4𝑥 + 7)

(𝑥 − 𝟏)(𝑥 + 3)
= lim
𝑥→1

4𝑥 + 7

𝑥 + 3
=
11

4
 

 :2مثال 

lim
𝑥→−𝟐

𝑥3 + 8

𝑥2 − 4
= lim
𝑥→−2

(𝑥 + 𝟐)(𝑥2 − 2𝑥 + 4)

(𝑥 + 𝟐)(𝑥 − 2)
= lim
𝑥→−2

𝑥2 − 2𝑥 + 4

𝑥 − 2
= −3  

 
 النهايات والمستقيمات المقاربة:  .ج

1) lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞ ⇒ 𝒙 مستقيم مقارب  عمودي (يوازي محور التراتيب ) = 𝒂  المستقيم   

2) lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝑏 ⇒ 𝒚 مستقيم مقارب  أفقي (يوازي محور الفواصل ) = 𝒃  المستقيم   

3) lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) − (𝑎𝑥 + 𝑏) = 0 ⇒ 𝒚 مستقيم مقارب  مائل = 𝒂𝒙 + 𝒃  المستقيم   
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 ملاحظة :

𝑓(𝑥)إذا كانت  = 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑔(𝑥) وlim
𝑥→∞

𝑔(𝑥) =   (∆) ، فإنّ المستقيم 0

𝑦  ذا المعادلة = 𝑎𝑥 + 𝑏 مستقيم مقارب مائل للمنحنى ) fC( ر بجوا(∞). 

𝒇(𝒙) :1مثال  =
𝟑

(𝒙−𝟒)𝟐
 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3

(𝑥 − 4)2
= 0 ;  lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→+∞

3

(𝑥 − 4)2
= 0  

lim
𝑥
<
→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→4

3

(𝑥 − 4)2
= +∞ ; lim

𝑥
>
→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→4

3

(𝑥 − 4)2
= +∞ 

𝑥مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  )fC(يقبل المنحنى   = 𝑦وآخر أفقيا معادلته :  4 = 0 
 

 
 

 

𝒇(𝒙) :2مثال  = 𝒙 − 𝟐 +
𝟑

𝒙−𝟏
 

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

𝑥 − 2+
3

𝑥 − 1
= −∞  

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

𝑥 − 2+
3

𝑥 − 1
= +∞  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) = lim
𝑥→−∞

3

𝑥 − 1
= 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) = lim
𝑥→+∞

3

𝑥 − 1
= 0 

 

:(∆)مستقيما مقاربا عموديا   )fC(يقبل المنحنى   𝑥 = :(′∆)وآخر مائلا  1 𝑦 = 𝑥 − 2  
 

𝑦 = 0 

)fC( 

𝑥
=
4
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 دراسة دالة عددية: .د

 مخطط دراسة دالة:

 التعريف مجموعة  .1

 عطيت في النص.إذا لم تكن قد أ  تحديد مجموعة التعريف •

وتحديد مراكز       دراسة شفعية الدالة أو دوريتها قصد تقليص مجموعة الدراسة •

 أو محاور تناظر المنحنى الممثل للدالة. 

 حساب النهايات عند حدود مجموعة الدراسة.  .2

 دراسة اتجاه تغيّر الدالة.  .3

 المجالات التي تقبل عليها الدالة الاشتقاق. حساب المشتقة على  •

 مشتقة واستنتاج اتجاه تغيّر الدالة. شارة الدراسة إ •

 تحديد القيم الحديّة في حالة وجودها. •

 تشكيل جدول تغيّرات الدالة.  .4

 تحديد المستقيمات المقاربة.  .5

 التمثيل البياني للدالة.  .6

 رسم المستقيمات المقاربة. •

 . قط الحدية ونقط تقاطع المنحنى مع محوري الإحداثيات(تمثيل النقاط المساعدة )الن •

 رسم المماسات عند القيم الحديّة وأخرى مطلوبة في النص.  •

 استغلال عناصر تناظر المنحنى إن وجدت. •

 

 
 

( ∆
) :
𝑥
=
1
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 تمارين تطبيقية:  

 : 01التمرين 

-I النهايات التالية: احسب 

① lim
𝑥→+∞

(2𝑥 + 1 −
4

𝑥
)  ;  ② lim

𝑥→−∞

3𝑥3

(𝑥 + 1)2
 ;  ③ lim

𝑥→0

2𝑥2 + 7𝑥 − 3

𝑥2
; 

④ lim
𝑥→2

2𝑥2 − 4𝑥

𝑥 − 2
 ;  ⑤ lim

𝑥→3

𝑥2 + 2𝑥 − 15

𝑥 − 3
 ;  ⑥ lim

𝑥→1

4𝑥2 + 3𝑥 − 7

𝑥2 + 2𝑥 − 3
  ; 

⑦ lim
𝑥→2

√𝑥 − 1 − 1

𝑥 − 2
  ;   ⑧ lim

𝑥→−∞
√𝑥2 − 6𝑥 + 10 + 𝑥 + 2. 

 

-II النهايات للدالة   احسب𝑓 عادلات المستقيمات المقاربة عند حدود مجموعة تعريفها وعيّن م
;𝑂)في معلم متعامد ومتجانس  𝑓التمثيل البياني للدالة   (  C)حنى للمن 𝑖, 𝑗) . 

①𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5
;②𝑓(𝑥) = 1 +

3𝑥

1 − 4𝑥2
;③𝑓(𝑥) = √𝑥 + 2 − √𝑥 − 1  

 
 : 01التمرين حل 

-I التالية النهايات  حساب: 

① lim
𝑥→+∞

(2𝑥 + 1 −
4

𝑥
) = lim

𝑥→+∞
𝑥 (2 +

1

𝑥
−
4

𝑥2
)

⏟        
→2

= +∞   

② lim
𝑥→−∞

3𝑥3

(𝑥 + 1)2
= lim
𝑥→−∞

3𝑥3

𝑥2 + 2𝑥 + 1
= lim
𝑥→−∞

3𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

3𝑥 = −∞  

③lim
𝑥→0

2𝑥2 + 7𝑥 − 3

𝑥2
→ −3

→ 0+
= −∞  

④ lim
𝑥→2

2𝑥2 − 4𝑥

𝑥 − 2

→ 0

→ 0
= lim
𝑥→2

2𝑥(𝑥 − 2)

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2
2𝑥 = 4  

⑤ lim
𝑥→3

𝑥2 + 2𝑥 − 15

𝑥 − 3

→ 0

→ 0
= lim
𝑥→3

(𝑥 − 3)(𝑥 + 5)

𝑥 − 3
= lim
𝑥→3
𝑥 + 5 = 8  

⑥ lim
𝑥→1

4𝑥2 + 3𝑥 − 7

𝑥2 + 2𝑥 − 3

→ 0

→ 0
= lim
𝑥→1

(𝑥 − 1)(4𝑥 + 7)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
= lim
𝑥→1

4𝑥 + 7

𝑥 + 3
=
11

4
 

⑦ lim
𝑥→2

√𝑥 − 1 − 1

𝑥 − 2

→ 0

→ 0
= lim
𝑥→2

(√𝑥 − 1 − 1)(√𝑥 − 1 + 1)

(𝑥 − 2)(√𝑥 − 1 + 1)
 

= lim
𝑥→2

𝑥 − 2

(𝑥 − 2)(√𝑥 − 1 + 1)
= lim
𝑥→2

1

(√𝑥 − 1 + 1)
=
1

2
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⑧ lim
𝑥→−∞

√𝑥2 − 6𝑥 + 10 + 𝑥 + 2

= lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 − 6𝑥 + 10 + 𝑥 + 2)(√𝑥2 − 6𝑥 + 10 − 𝑥 − 2)

√𝑥2 − 6𝑥 + 10 − 𝑥 − 2
 

= lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 6𝑥 + 10) − (𝑥 + 2)2

√𝑥2 (1 −
6

𝑥
+
10

𝑥2
) − 𝑥 − 2

= lim
𝑥→−∞

−10𝑥 + 6

|𝑥|√1 −
6

𝑥
+
10

𝑥2
− 𝑥 − 2

 

= lim
𝑥→−∞

−𝑥 (10 −
6

𝑥
)

−𝑥 (√1 −
6

𝑥
+
10

𝑥2
+ 1 +

2

𝑥
)

= lim
𝑥→−∞

10 −
6

𝑥

(√1 −
6

𝑥
+
10

𝑥2
+ 1 +

2

𝑥
)

 

=
10

2
= 5  

 

-II النهايات للدالة   حساب𝑓 معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى  وتعيين(C  ) 

① 𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5
; 𝑥2 − 4𝑥 − 5 = 0 ⇒ 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = 5 

 𝐷𝑓 = ]−∞;−1[∪ ]−1;+5[ ∪ ]+5;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2

𝑥2
= 1  ;  lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→+∞

𝑥2

𝑥2
= 1   

lim
𝑥
<
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−1

𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5

→ 10

→ 0+
= +∞    

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5

→ 10

→ 0−
= −∞   

lim
𝑥
<
→+5

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→+5

𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5

→ 10

→ 0−
= −∞   

lim
𝑥
>
→+5

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→+5

𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5

→ 10

→ 0+
= +∞  

𝑥يقبل مستقيمين مقاربين عموديين معادلتيهما :  )fC( لمنحنىا = 𝑥 و  5 = −1  

𝑦وآخر أفقيا معادلته :  = 1 

② 𝑓(𝑥) = 1 +
3𝑥

1 − 4𝑥2
; 1 − 4𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥2 =

1

4
⇒ 𝑥1 = −

1

2
; 𝑥2 =

1

2
 

𝐷𝑓 = ]−∞;−
1

2
[ ∪ ]−

1

2
;+
1

2
[ ∪ ]+

1

2
;+∞[ 
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lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥→−∞

3𝑥

−4𝑥2
= 1 + lim

𝑥→−∞

3

−4𝑥
 = 1   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥→+∞

3𝑥

−4𝑥2
= 1 + lim

𝑥→+∞

3

−4𝑥
 = 1   

lim
𝑥
<
→−

1

2

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥
<
→−

1

2

3𝑥

1 − 4𝑥2
→ −

3

2

→ 0−
= +∞    

lim
𝑥
>
→−

1

2

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥
>
→−

1

2

3𝑥

1 − 4𝑥2
→ −

3

2

→ 0+
= −∞   

 lim
𝑥
<
→+

1

2

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥
<
→+

1

2

3𝑥

1 − 4𝑥2
→ +

3

2

→ 0+
= +∞   

lim
𝑥
>
→+

1

2

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥
>
→+

1

2

3𝑥

1 − 4𝑥2
→ +

3

2

→ 0−
= −∞   

𝑥تقيمين مقاربين عموديين معادلتيهما : ل مسيقب )fC(لمنحنى ا =
1

2
𝑥 و   = −

1

2
  

𝑦وآخر أفقيا معادلته :  = 1 

③ 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 2 − √𝑥 − 1 ; 𝑥 + 2 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ −2 ; 𝑥 − 1 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ 1 

𝐷𝑓 = [1;+∞[ 

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

√𝑥 + 2 − √𝑥 − 1 = √3   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(√𝑥 + 2 − √𝑥 − 1)(√𝑥 + 2 + √𝑥 − 1)

√𝑥 + 2 + √𝑥 − 1
 

                     = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 2) − (𝑥 − 1)

√𝑥 + 2 + √𝑥 − 1
= lim
𝑥→+∞

3

√𝑥 + 2 + √𝑥 − 1
 = 0 

𝑦معادلته :  (∞+)يقبل مستقيما مقاربا أفقيا بجوار   )fC(لمنحنى ا = 0 

 
 : 02التمرين 

ℝعلى   المعرّفةالدالة  fلتكن  − 𝑓(𝑥)بـ:  {3} =
−𝑥2+5𝑥+5

𝑥−3
تمثيلها البياني في معلم  (C )و  

;𝑂)متعامد ومتجانس  𝑖, 𝑗)  . 

𝑥حيث من أجل كل  cو  a  ،bعيّن الأعداد الحقيقية  .1 ≠                    فإنّ: 3

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥−3
 

 . عند حدود مجال تعريفها fنهايات الدالة   احسب .2
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 . يقبل مستقيمين مقاربين يطُلب تعيين معادلتيهما ( C)بيّن أنّ  .3

 .(∆)بالنسبة للمستقيم المقارب المائل   ( C)وضعية  ادرس .4

 
 : 02التمرين حل 

𝑓(𝑥) =
−𝑥2+5𝑥+5

𝑥−3
  ،𝐷𝑓 = ℝ − {3} 

𝒇(𝒙)حيث:   cو  a  ،bتعيين الأعداد الحقيقية  .1 = 𝒂𝒙 + 𝒃 +
𝒄

𝒙−𝟑
 

 قليدية: باستعمال القسمة الإ

 

−𝑥2 + 5𝑥 + 5 𝑥 − 3 
         𝑥2 − 3𝑥 −𝑥 + 2 
                   2𝑥 + 5  

−2𝑥 + 6  
11  

 

𝑓(𝑥) = −𝑥 + 2 +
11

𝑥 − 3
 

  

 باستعمال خوارزمية هورنر: 

 −1 5 5 

3    

 −1 2 11 

 

 عند حدود مجال تعريفها  fحساب نهايات الدالة  .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→−∞

−𝑥 = +∞   

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→+∞

−𝑥 = −∞   

lim
𝑥
<
→3

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→3

−𝑥2 + 5𝑥 + 5

𝑥 − 3

→ 11

→ 0−
= −∞   

lim
𝑥
>
→3

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→3

−𝑥2 + 5𝑥 + 5

𝑥 − 3

→ 11

→ 0+
= +∞  
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 يقبل مستقيمين مقاربين وتعيين معادلتيهما (C)بيان أنّ  .3

lim
𝑥
<
→3

𝑓(𝑥) = −∞ ; lim
𝑥
>
→3

𝑓(𝑥) = +∞ 

⟹ (𝐷) ∶ 𝑥 = مستقيم مقارب  يوازي محور التراتيب  3  

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2) = lim
|𝑥|→+∞

 
11

𝑥 − 3
= 0

⟹ (∆) ∶ 𝑦 = −𝑥 + يممستق  مقارب  مائل 2  

 (∆)بالنسبة للمستقيم المقارب المائل   (C)دراسة وضعية  .4

𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2) =
11

𝑥 − 3
 

𝑥 −∞                           3                     + ∞ 
𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2) − + 

 (𝐶𝑓) فوق (∆) (𝐶𝑓) تحت  (∆) الوضعية
 

 
 

   :03التمرين 

f معرّفة على  العددية الدالة الℝ بـ  :𝑓(𝑥) = 2𝑥3 + 3𝑥2 − 5.  

(Cf  )  المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس تمثيلها البياني في(𝑂; 𝑖, 𝑗). 

 . ∞+وعند  ∞−عند   fلدالة  ا ينهايت احسب .1

 .ℝإشارتها على  ، ثمّ ادرس𝑓′(𝑥)أ. احسب  .2

 . fالدالة  اتجدول تغيّر، ثمّ شكل 𝑓(0) و𝑓(−1)ب. احسب 

ℝ  :𝑓(𝑥)من  𝑥كل  أ. تحقق أنّه من أجل .3 = (𝑥 − 1)(2𝑥2 + 5𝑥 + 5). 

 الفواصل.  مع حامل محور (  Cf)تقاطع نقط عيّن ب. 

−)فاصلتها   𝐴نقطة انعطاف    يقبل  (  Cf)المنحنى  بيّن أنّ   .4
1

2
 (𝑇)لـ  معادلة    اكتب، ثمّ  (

 .𝐴النقطة عند  (  Cf)المنحنى مماس 

 . (  Cf)والمنحنى  (𝑇)مماس أنشئ ال .5

𝑓(𝑥)لمتراجحة: حل بيانيا ا .6 ≥ 0. 

𝑔(𝑥): بـ ℝمعرّفة على  العددية الدالة ال 𝑔لتكن  .7 = 2|𝑥|3 + 3𝑥2 − 5.  

     (𝐶𝑔)  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس(𝑂; 𝑖, 𝑗). 

 زوجية. 𝑔اثبت أنّ الدالة   .أ

 .(  Cf)المنحنى انطلاقا من  (𝐶𝑔)استنتج رسم المنحنى   .ب
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   :03التمرين حل 

𝑓(𝑥) = 2𝑥3 + 3𝑥2 − 5  ،𝐷𝑓 = ℝ  

 . ∞+وعند  ∞−عند    fلدالة ا ينهايت حساب .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑥3 + 3𝑥2 − 5 = lim
𝑥→−∞

𝑥3 (2 +
3

𝑥
−
5

𝑥3
)

⏟        
→2

= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥3 + 3𝑥2 − 5 = lim
𝑥→+∞

𝑥3 (2 +
3

𝑥
−
5

𝑥3
)

⏟        
→2

= +∞  

 .ℝإشارتها على   ودراسة 𝑓′(𝑥) أ. حساب .2

𝑓′(𝑥) = 6𝑥2 + 6𝑥 = 6𝑥(𝑥 + 1)  

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 6𝑥(𝑥 + 1) = 0 ⇒ 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = 0 

 

 . 𝑓(0) و𝑓(−1)  ب. حساب

     𝑓(−1) = −4 ، 𝑓(0) = −5 

 . fالدالة  اتجدول تغيّر

 
ℝ :𝑓(𝑥)من  𝑥التحقق أنّه من أجل كل   .أ .3 = (𝑥 − 1)(2𝑥2 + 5𝑥 + 5). 

(𝑥 − 1)(2𝑥2 + 5𝑥 + 5) = 2𝑥3 + 5𝑥2 + 5𝑥 − 2𝑥2 − 5𝑥 − 5

= 2𝑥3 + 3𝑥2 − 5 = 𝑓(𝑥) 

 الفواصل.  مع حامل محور (  Cf)تقاطع  ب. تعيين نقط  

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ (𝑥 − 1) (2𝑥2 + 5𝑥 + 5)⏟          
∆=−15

= 0 ⇒ 𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1

⇒ (𝐶𝑓) ∩ (𝑥𝑥
′) = {(1; 0)}  

−)فاصلتها  𝐴نقطة انعطاف  يقبل (  Cf)المنحنى ن أنّ بيا .4
1

2
) 
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𝑓′′(𝑥) = 12𝑥 + 6 ; 𝑓′′(𝑥) = 0 ⇒ 12𝑥 + 6 = 0 ⇒ 𝑥 = −
1

2
 

 .𝐴عند النقطة   (  Cf)المنحنى  مماس  (𝑇)معادلة لـ   ةباكت

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′ (−
1

2
) (𝑥 +

1

2
) + 𝑓 (−

1

2
) ; 𝑓′ (−

1

2
) = −

3

2
 ;  𝑓 (−

1

2
) = −

9

2
 

(𝑇): 𝑦 = −
3

2
(𝑥 +

1

2
) −

9

2
= −

3

2
𝑥 −

21

4
 

 .(  Cf)والمنحنى  (𝑇)مماس  إنشاء ال .5

𝑓(𝑥)حل بيانيا المتراجحة:  .6 ≥ 0. 

𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ 1 ⇒ 𝑆 = [1;+∞[  

7. 𝑔(𝑥) = 2|𝑥|3 + 3𝑥2 − 5  ،𝐷𝑔 = ℝ  

 زوجية. 𝑔اثبات أنّ الدالة   .أ

𝐷𝑔 من أجل كل  ة إلى الصفر، ومتناظر بالنسب𝑥 ∈ ℝ :لدينا 

𝑔(−𝑥) = 2|−𝑥|3 + 3(−𝑥)2 − 5 = 2|𝑥|3 + 3𝑥2 − 5 = 𝑔(𝑥) 

 زوجية. 𝑔أنّ الدالة  منه نستنتج 

 .(  Cf)المنحنى انطلاقا من  (𝐶𝑔)استنتاج رسم المنحنى   .ب

𝑥أجل  من  ≥ |𝑥|، لدينا: 0 = 𝑥  أي𝑔(𝑥) = 2𝑥3 + 3𝑥2 − 5 = 𝑓(𝑥) 

;0]على المجال   (𝐶𝑓)المنحنى ينطبق على  (𝐶𝑔)منحنى  تج أنّ الومنه نستن +∞[ 

;∞−[على المجال   (𝐶𝑔)ثمّ نرسم   بالتناظر بالنسبة لمحور التراتيب.  [0
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   :04التمرين 

ℝمعرّفة على ال 𝑓عددية  الدالة  نعتبر ال − 𝑓(𝑥):  كما يلي {1} =
4𝑥−3

2𝑥−2
. 

 (Cf  ) المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  تمثيلها البياني في(𝑂; 𝑖, 𝑗). 

𝑓(𝑥)،  1يختلف عن  𝑥تحقق أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .1 = 2 +
1

2𝑥−2
. 

 . ثمّ فسّر النتائج هندسيا fالنهايات للدالة  احسب .2

𝑓′(𝑥)،  1يختلف عن  𝑥أ. بيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .3 =
−2

(2𝑥−2)2
. 

 . جدول تغيراتها شكلثمّ   fيّر الدالة ه تغاتجاب. استنتج 

 الإحداثيات.  مع حاملي محوري (  Cf)عيّن تقاطع  .4

 .2ذات الفاصلة  النقطة عند  (  Cf) لمنحنىل (∆) معادلة المماس اكتب .5

 . (  Cf)و (∆)  ارسم .6

𝑓(𝑥)عدد وإشارة حلول المعادلة   𝑚ناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي   .7 = 𝑚. 

 

 
   :04التمرين حل 

𝑓(𝑥) =
4𝑥−3

2𝑥−2
 ،𝐷𝑓 = ℝ − {1}. 

𝑓(𝑥)، 1يختلف عن   𝑥التحقق أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .1 = 2 +
1

2𝑥−2
. 

2 +
1

2𝑥 − 2
=
2(2𝑥 − 2) + 1

2𝑥 − 2
=
4𝑥 − 3

2𝑥 − 2
= 𝑓(𝑥) 

 . ر النتائج هندسيايفسوت fالنهايات للدالة  حساب .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2 +
1

2𝑥 − 2
= 2  ; lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→+∞
2 +

1

2𝑥 − 2
= 2  

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

4𝑥 − 3

2𝑥 − 2
→ 1
→ 0−

= −∞ ; lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

4𝑥 − 3

2𝑥 − 2
→ 1
→ 0+

= +∞  

𝑦ه أفقي معادلتيقبل مستقيمين مقاربين أحدهما  (𝐶𝑓)نستنتج أنّ المنحنى  = 1  

𝑥والآخر عمودي معادلته  = 1. 

𝑓′(𝑥)، 1يختلف عن   𝑥أ. بيان أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .3 =
−2

(2𝑥−2)2
. 

𝑓′(𝑥) =
4(2𝑥 − 2) − 2(4𝑥 − 3)

(2𝑥 − 2)2
=

−2

(2𝑥 − 2)2
 

 مباشرة باستعمال القاعدة:𝑓′(𝑥): يمكن حساب  ملاحظة

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
⇒ 𝑓′(𝑥) =

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

(𝑐𝑥 + 𝑑)2
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   fاتجاه تغيّر الدالة ب. استنتاج 

𝑓′(𝑥)بما أنّ  < ;1[متناقصة تماما على المجالين   𝑓، فإنّ الدالة   0 ;∞−[ و]∞+ 1[ 

 . fالدالة جدول تغيرات 

 
 الإحداثيات.  مع حاملي محوري (  Cf)تقاطع تعيين  .4

𝑓(0) =
3

2
𝐴ي النقطة يقطع محور التراتيب ف (𝐶𝑓)، ومنه  (0;

3

2
). 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 4𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 =
3

4
ومنه    ،(𝐶𝑓)  في الفواصل  محور  يقطع 

𝐵النقطة  (
3

4
; 0). 

 .2ذات الفاصلة  النقطة عند  (  Cf) لمنحنىل (∆) معادلة المماس كتابة .5

(∆): 𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) = −
1

2
(𝑥 − 2) +

5

2
⇒ 𝑦 = −

1

2
𝑥 +

7

2
 

 .(  Cf)و (∆) رسم .6

 
 

𝑓(𝑥)مناقشة عدد وإشارة حلول المعادلة  .7 = 𝑚. 

𝑦والمستقيم الأفقي ذي المعادلة   (𝐶𝑓)ندرس تقاطع المنحنى  = 𝑚. 
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𝑚من أجل   • ∈ ]−∞;
3

2
𝑓(𝑥): تقبل المعادلة ] = 𝑚 .حلا وحيدا موجبا 

 

𝑚من أجل   • =
3

2
𝑓(𝑥): تقبل المعادلة  = 𝑚  معدوماحلا وحيدا . 

𝑚من أجل   • ∈ ]
3

2
; 𝑓(𝑥)تقبل المعادلة : ]2 = 𝑚  سالباحلا وحيدا. 

 

𝑚من أجل   • = 𝑓(𝑥)تقبل المعادلة  لا : 2 = 𝑚 .حلا 

𝑚من أجل   • ∈ 𝑓(𝑥): تقبل المعادلة ]∞+;2[ = 𝑚 .حلا وحيدا موجبا 

 

 
 

 ( بتصرّف 137 ص 50)تمرين : 05التمرين 

-I  𝑓   دالة معرّفة علىℝ  :كما يلي𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 4 .(𝐶) نحنى البياني  لما

;𝑂)في معلم متعامد ومتجانس   𝑓للدالة   𝑖, 𝑗). 

 .𝑓ادرس تغيّرات الدالة   .1
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 .(𝐶)مركز تناظر للمنحنى  𝑆(1;−3)أثبت أنّ النقطة  .2

𝑓(𝑥)المعادلة   ℝثمّ حل في  𝑓(4)احسب  .3 = 0. 

 .(𝐶)مع محوري الإحداثيات، ثمّ ارسم المنحنى   (𝐶)عيّن نقط تقاطع   .4

-II  𝑔  على    معرّفةدالةℝ − 𝑔(𝑥)كما يلي:  {1−} = −1 +
5

𝑥+1
 .(𝐻)   المنحنى البياني

;𝑂)في معلم متعامد ومتجانس   𝑔ة  للدال  𝑖, 𝑗). 

 .𝑔ادرس تغيّرات الدالة   .1

 يطُلب تعيين معادلتيهما.  (1∆) و(2∆)يقبل مستقيمين مقاربين   (𝐻)بيّن أنّ المنحنى  .2

 .(𝐻)ناظر للمنحنى ين المقاربين مركز تنقطة تقاطع المستقيم أثبت أنّ  .3

 .(𝐻)مع محوري الإحداثيات، ثمّ ارسم المنحنى   (𝐻)عيّن نقط تقاطع   .4

;𝐴(0يشملان النقطة   (𝐻)و (𝐶)تحقق أنّ  .5  .(𝐻)و (𝐶)، ثمّ ادرس تقاطع  (4

 .  𝑆متناظرتين بالنسبة للنقطة  (𝐻)و (𝐶)أثبت أنّ نقطتين من نقط تقاطع   .6

 .  𝐴في النقطة  (𝑇)لهما مماس مشترك   (𝐻)و (𝐶)أثبت أنّ  .7

 
   :05حل التمرين 

-I  𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 4 .𝐷𝑓 = ℝ 

 .𝑓دراسة تغيّرات الدالة   .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3 (1 −
3

𝑥
−
5

𝑥2
+
4

𝑥3
)

⏟            
→1

= −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 (1 −
3

𝑥
−
5

𝑥2
+
4

𝑥3
)

⏟            
→1

= +∞ 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥 − 5 ; ∆= 96 ; 𝑥1 =
3 − 2√6

3
 ;  𝑥2 =

3 + 2√6

3
 

𝑥من أجل   ∈ ]−∞;
3−2√6

3
[ ∪ ]

3+2√6

3
; +∞[ :𝑓′(𝑥) >  متزايدة.  𝑓ومنه الدالة   0

𝑥من أجل   ∈ [
3−2√6

3
;
3+2√6

3
] :𝑓′(𝑥) ≤  متناقصة. 𝑓ة  ومنه الدال 0

 :𝑓جدول تغيّرات الدالة  
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𝑓 (
3 − 2√6

3
) ≈ 5,7 ;  𝑓 (

3 + 2√6

3
) ≈ −11,7 

 .(𝐶)مركز تناظر للمنحنى   𝑆(1;−3)اثبات أنّ النقطة  .2

𝑆(1;−3) مركز  تناظر ⇒ {
(2 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓 … محققة

𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = −6
 

𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) 

= (2 − 𝑥)3 − 3(2 − 𝑥)2 − 5(2 − 𝑥) + 4 + 𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 4 

= 8 − 12𝑥 + 6𝑥2 − 𝑥3 − 12 + 12𝑥 − 3𝑥2 − 10 + 5𝑥 + 4 

+𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 4 = −6  

𝑓(𝑥)وحل المعادلة   𝑓(4)حساب  .3 = 0. 

𝑓(4) = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 4)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

 .𝑏 ، 𝑎 و𝑐نستعمل خوارزمية هورنر لتعيين قيم  
 

 1 −3 −5 4 

4     

 1 1 −1 0 
 

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 4)(𝑥2 + 𝑥 − 1) 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ (𝑥 − 4)(𝑥2 + 𝑥 − 1) = 0 

⇒ 𝑥1 = 4; 𝑥2 =
−1 − √5

2
; 𝑥3 =

−1 + √5

2
 

 مع محوري الإحداثيات.  (𝐶)تعيين نقط تقاطع   .4

𝑓(0) = ;0)مع محور التراتيب عند النقطة  (𝐶)، ومنه يتقاطع   4 4). 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 ∈ {4;
−1−√5

2
;
−1+√5

2
مع محور الفواصل   (𝐶)يتقاطع  ، ومنه  {

;4)عند النقط  0)  ،(
−1−√5

2
; )و (0

−1+√5

2
; 0). 

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(  .(𝐶)رسم المنحنى 

-II  𝑔(𝑥) = −1 +
5

𝑥+1
 .𝐷𝑔 = ℝ− {−1} 

 .𝑔دراسة تغيّرات الدالة   .1

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−1 +
5

𝑥 + 1⏟  
→0

= −1  
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lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−1 +
5

𝑥 + 1⏟  
→0

= −1  

lim
𝑥
<
→−1

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
<
→−1

−1 +
5

𝑥 + 1
→ 5
→ 0−

= −∞  

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

−1 +
5

𝑥 + 1
→ 5
→ 0+

= +∞  

𝑔′(𝑥) = −
5

(𝑥 + 1)2
 

𝑔′(𝑥)بما أنّ  <  .]1−;∞−[ و]∞+;1−[لمجالين لى كل من امتناقصة ع 𝑔فإنّ الدالة   0

 

 يطُلب تعيين معادلتيهما.  (1∆) و(2∆)يقبل مستقيمين مقاربين   (𝐻)بيان أنّ المنحنى  .2

limبما أنّ 
|𝑥|→+∞

𝑔(𝑥) = limو  1−
𝑥
<
→−1

𝑔(𝑥) = limو   ∞−
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) = +∞ 

:(2∆)قاربين  يقبل مستقيمين م (𝐻)نستنتج أنّ المنحنى  𝑥 = :(1∆) و1− 𝑦 = −1 

 .(𝐻)نقطة تقاطع المستقيمين المقاربين مركز تناظر للمنحنى  اثبات أنّ  .3

(𝑥; 𝑦) ∈ (∆1) ∩ (∆2) ⇒ {
𝑥 = −1
𝑦 = −1

⇒ (−1;−1) 

(−1;−1) مركز  تناظر ⇒ {
(−2 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑔

𝑔(−2 − 𝑥) + 𝑔(𝑥) = −2
 

𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ⇒ 𝑥 ≠ −1 ⇒ −𝑥 ≠ 1 ⇒ −2 − 𝑥 ≠ −1 ⇒ (−2 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑔… 

𝑔(−2 − 𝑥) + 𝑔(𝑥) = −1 +
5

−2 − 𝑥 + 1
− 1 +

5

𝑥 + 1

= −2 −
5

𝑥 + 1
+

5

𝑥 + 1
= −2… 

 .(𝐻)مركز تناظر للمنحنى     أنّ النقطةنستنتج   ومن 

 مع محوري الإحداثيات.  (𝐻)تعيين نقط تقاطع   .4

𝑔(0) = ;0)مع محور التراتيب عند النقطة  (𝐻)، ومنه يتقاطع   4 4). 

𝑔(𝑥) = 0 ⇒ −1 +
5

𝑥+1
= 0 ⇒

−𝑥+4

𝑥+1
= 0 ⇒ 𝑥 =  (𝐻)يتقاطع  ، ومنه  4

;4)  ةمع محور الفواصل عند النقط 0). 
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 .(𝐻)رسم المنحنى 

 
;𝐴(0يشملان النقطة  (𝐻)و (𝐶)التحقق أنّ  .5 4) 

𝑓(0)بما أنّ  = 𝑔(0) = ;𝐴(0يشملان النقطة  (𝐻)و  (𝐶)فإنّ المنحنيين   4 4) 

 :(𝐻)و (𝐶)دراسة تقاطع 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇒ 𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 4 = −1 +
5

𝑥 + 1
 

⇒ 𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 5 =
5

𝑥 + 1
⇒ (𝑥 + 1)(𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 5) − 5 = 0 

⇒ 𝑥4 − 3𝑥3 − 5𝑥2 + 5𝑥 + 𝑥3 − 3𝑥2 − 5𝑥 + 5 − 5 = 0 

⇒ 𝑥4 − 2𝑥3 − 8𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥2(𝑥2 − 2𝑥 − 8) = 0 

⇒ 𝑥1 = 0; 𝑥2 = 4; 𝑥3 = −2 

⇒ (𝐶) ∩ (𝐻) = {𝐴(0; 4); 𝐵(4; 0); 𝐶(−2;−6)}  

 .  𝑆متناظرتين بالنسبة للنقطة  (𝐻)و (𝐶)اثبات أنّ نقطتين من نقط تقاطع   .6

 𝑆، يكفي أن نبيّن أنّ النقطة 𝑆متناظرتين بالنسبة للنقطة  𝐶و 𝐵لبيان أنّ النقطتين 

 .[𝐵𝐶]منتصف القطعة 

𝑥𝐵 + 𝑥𝐶
2

= 1 = 𝑥𝑆 ;  
𝑦𝐵 + 𝑦𝐶
2

= −3 = 𝑦𝑆 ⇒ [𝐵𝐶]  منتصف 𝑆  

 .  𝐴لهما مماس مشترك في النقطة  (𝐻)و (𝐶)اثبات أنّ  .7

 .𝐴على الترتيب عند النقطة  (𝐻)و (𝐶)مماسان للمنحنيين   (′𝑇)و (𝑇)ليكن 

{
(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) = −5𝑥 + 4

(𝑇′): 𝑦 = 𝑔′(0)𝑥 + 𝑔(0) = −5𝑥 + 4
⇒ (𝑇) = (𝑇′)  

 

 

62



 
 

 
I- : المتتالية الحسابية 

 تراجعية :قة الالعلا .1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 𝑟  

 عبارة الحد العام :  .2

𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 + (𝑛 − 𝑝)𝑟  ;  𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 ; 𝑢𝑛 = 𝑢1 + (𝑛 − 1)𝑟  

 الوسط الحسابي :  .3

,𝑐إذا كانت الأعداد   𝑏, 𝑎  ّحدود متتابعة لمتتالية حسابية فإن :𝑎 + 𝑐 = 2𝑏   :أي ، 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3𝑏  

 :1مثال 

 حيث :متزايدة لمتتالية حسابية  𝑢0   ،𝑢1   ،𝑢2لحدود الثلاثة الأولى  ن اعيّ 

{
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 3
𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 = −24

 

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 3 ⇒ 3𝑢1 = 3 ⇒ 𝑢1 = 1  

𝑢0 × 𝑢1⏟
=1

× 𝑢2 = −24 ⇒ 𝑢0⏟
𝑢1−𝑟

× 𝑢2⏟
𝑢1+𝑟

= −24 ⇒ (1 − 𝑟)(1 + 𝑟) = −24

⇒ 1 − 𝑟2 = −24 ⇒ 𝑟2 = 25 

𝑟، فإنّ  متزايدة  (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية  = 5 

𝑟 = 5 ⇒ 𝑢0 = 1 − 5 = −4 ; 𝑢2 = 1 + 5 = 6 ; (𝑢0, 𝑢1, 𝑢2) = (−4,1,6)  

 التحقيق : 

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 6 + 1 − 4 = 3    

𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 = 6 × 1 × (−4) = −24  

 حساب المجاميع : .4

𝑆𝑛 = 𝑢𝑝 + 𝑢𝑝+1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 − 𝑝 + 1

2
(𝑢𝑝 + 𝑢𝑛)  

𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛) 

𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛

2
(𝑢1 + 𝑢𝑛) 

 مثال :

𝑢0 = 1 ; 𝑟 = 3 ; 𝑆 = 𝑢0 +⋯+ 𝑢9 

𝑆 =
10

2
(𝑢0 + 𝑢9⏟

𝑢0+9𝑟

) = 5(1 + 28) = 5 × 29 = 145 

63



 
 

II-  : المتتالية الهندسية 

 العلاقة التراجعية : .1
𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 × 𝑞  

 عبارة الحد العام :  .2

𝑣𝑛 = 𝑣𝑝 × 𝑞
𝑛−𝑝  ;  𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞

𝑛 ;  𝑣𝑛 = 𝑣1 × 𝑞
𝑛−1  

 الوسط الهندسي :  .3

,𝑐إذا كانت الأعداد   𝑏, 𝑎  فإنّ :   هندسيةحدود متتابعة لمتتالية𝑎 × 𝑐 = 𝑏2  :أي ، 

𝑎 × 𝑏 × 𝑐 = 𝑏3  

 مثال :

  حيث : متزايدة ، حدودها موجبة لمتتالية هندسية 𝑣1  ،𝑣2   ،𝑣3عيّن الحدود  

{
𝑣1 × 𝑣3 = 256

𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 = 56
 

𝑣1 × 𝑣3 = 256 ⇒ 𝑣2
2 = 256 ⇒ 𝑣2 = 16  (لأنّ  حدود المتتالية (𝑣𝑛) موجبة ) 

𝑣1 + 𝑣2⏟
16

+ 𝑣3 = 56 ⇒ 𝑣1⏟
𝑣2
𝑞

+ 𝑣3⏟
𝑣2.𝑞

= 40 ⇒
16

𝑞
+ 16𝑞 = 40 

⇒ 16𝑞2 − 40𝑞 + 16 = 0 ⇒ 2𝑞2 − 5𝑞 + 2 = 0 ⇒ 𝑞 = 2  ( (𝑣𝑛) متزايدة ) 

⇒ 𝑣1 =
𝑣2
𝑞
= 8 ; 𝑣3 = 𝑣2. 𝑞 = 32  

 التحقيق : 

𝑣1 × 𝑣3 = 8 × 32 = 256  ;  𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 = 8 + 16 + 32 = 56  

 

 حساب المجاميع : .4

𝑆𝑛 = 𝑣𝑝 + 𝑣𝑝+1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣𝑝 (
𝑞𝑛−𝑝+1 − 1

𝑞 − 1
) = 𝑣𝑝 (

1 − 𝑞𝑛−𝑝+1

1 − 𝑞
)  

𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 𝑣0 (

1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) 

𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣1 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 𝑣1 (

1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) 

 

 
 تمارين تطبيقية: 

 آداب( 2010)بكالوريا : 01التمرين 

I-  (𝑢𝑛)   متتالية حسابية معرّفة علىℕ   بالحديّن𝑢10 = 𝑢15و   31 = 46 
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 𝑢0وحدهّا الأول  𝑟عيّن أساسها  .1

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب   .2

  (𝑢𝑛)حدّ من حدود المتتالية   6028بيّن أنّ  .3

𝑆ع:  احسب المجمو .4 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢2009. 

II- ر المتتالية  تبنع(𝑣𝑛)   المعرّفة علىℕ بـ: 𝑣𝑛 = 2 × 8
𝑛 

 𝑣0متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول  (𝑣𝑛)بيّن أنّ  .1

′𝑆المجموع:  𝑛احسب بدلالة  .2 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛. 

 

 
 : 01التمرين حل 

I- 𝒖𝟏𝟎 = 𝒖𝟏𝟓و  𝟑𝟏 = 𝟒𝟔 

 𝒖𝟎الأول   الحدّ و 𝒓 الأساس تعيين .1

𝑢15 = 𝑢10 + 5𝑟 ⇒ 5𝑟 = 𝑢15 − 𝑢10 = 46 − 31 = 15 ⇒ 𝑟 =
15

5
= 3  

𝑢10 = 𝑢0 + 10𝑟 ⇒ 𝑢0 = 𝑢10 − 10𝑟 = 31 − 30 ⇒ 𝑢0 = 1  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 كتابة .2

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = 1 + 3𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 3𝑛 + 1  

  (𝒖𝒏)حدّ من حدود المتتالية  𝟔𝟎𝟐𝟖أنّ   بيان .3

𝑢𝑛 = 6028 ⇒ 3𝑛 + 1 = 6028 ⇒ 3𝑛 = 6027 ⇒ 𝑛 = 2009  

  (𝑢𝑛) حدّ من حدود المتتالية 6028منه نستنتج أنّ العدد   

𝑺المجموع:   حساب .4 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝟐𝟎𝟎𝟗 

𝑆 =
2010

2
(𝑢0 + 𝑢2009) = 1005(1 + 6028) = 1005 × 6029 = 6059145  

II- 𝒗𝒏 = 𝟐 × 𝟖
𝒏 

 𝒗𝟎متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأول  (𝒗𝒏)أنّ   بيان .1

𝑣𝑛+1 = 2 × 8
𝑛+1 = 2 × 8𝑛 × 8 ⇒ 𝑣𝑛+1 = 8𝑣𝑛  

𝑞 متتالية هندسية أساسها (𝑣𝑛) منه نستنتج أنّ  = 𝑣0  وحدهّا الأول 8 = 2 × 8
0 = 2 

′𝑺المجموع:  𝒏بدلالة   حساب .2 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏 

𝑆′ = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 2(

8𝑛+1 − 1

8 − 1
) =

2

7
(8𝑛+1 − 1)  
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 آداب( 2014بكالوريا : )02التمرين 

من بين الاقتراحات الثلاثة في كل حالة من الحالات الأربعة الآتية   عيّن الاقتراح الصحيح الوحيد

 مع التعليل :

1. (𝑢𝑛) وحدهّا الأول  3 الية حسابية أساسهامتت𝑢2 =  هو: (𝑢𝑛)الحدّ العام للمتتالية . 1

𝑢𝑛أ(  = 1 + 3𝑛   )ب𝑢𝑛 = 7 + 3𝑛  )جـ𝑢𝑛 = −5 + 3𝑛 

2. 𝑛  .1المجموع  عدد طبيعي + 2 + 3 +⋯+ 𝑛 : يساوي 

أ( 
𝑛2+𝑛

2
ب(   

𝑛(𝑛−1)

2
جـ(  

𝑛2+1

2
 

3. 𝑥  .تكون الأعداد  عدد حقيقي𝑥 + 1 ، 𝑥 ، 𝑥 − بهذا الترتيب حدودا متعاقبة لمتتالية   2

 هندسية إذا كان : 

𝑥أ(  = 𝑥ب(   3 = 𝑥جـ(  5 = −2 

4. (𝑣𝑛)  معرّفة على هندسية متتاليةℕ   ،  حدهّا العام𝑣𝑛 = 2 × 3
𝑛+1 أساس المتتالية .

(𝑣𝑛) :هو 

 6جـ(  3ب(   2أ( 
 

 
 

 : 02التمرين حل 

1. (𝑢𝑛)  وحدهّا الأول  3أساسها متتالية حسابية𝑢2 = هو:  (𝑢𝑛)الحدّ العام للمتتالية . 1

𝒖𝒏جـ(  = −𝟓 + 𝟑𝒏 

𝑢𝑛 = 𝑢2 + (𝑛 − 2)𝑟 = 1 + 3(𝑛 − 2) = 1 + 3𝑛 − 6 ⇒ 𝑢𝑛 = −5 + 3𝑛  

2. 𝑛  .1المجموع  عدد طبيعي + 2 + 3 +⋯+ 𝑛  : أ( يساوي
𝒏𝟐+𝒏

𝟐
 

1وأساسها  1حدهّا الأول  متتابعة لمتتالية حسابيةإنّ هذا المجموع هو لحدود   

1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛 =
𝑛

2
(1 + 𝑛) =

𝑛2 + 𝑛

2
 

3. 𝑥  .تكون الأعداد  عدد حقيقي𝑥 + 1 ، 𝑥 ، 𝑥 − بهذا الترتيب حدودا متعاقبة لمتتالية   2

𝒙جـ( هندسية إذا كان :  = −𝟐 

𝑥تكون الأعداد  + 1 ،𝑥 ،𝑥 −  بهذا الترتيب حدودا متعاقبة لمتتالية هندسية إذا كان:  2

(𝑥 + 1)(𝑥 − 2) = 𝑥2 ⇒ 𝑥2 − 𝑥 − 2 = 𝑥2 ⇒ −𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = −2  

4. (𝑣𝑛)  معرّفة على هندسية متتاليةℕ   ،  حدهّا العام𝑣𝑛 = 2 × 3
𝑛+1 أساس المتتالية .

(𝑣𝑛)  :𝟑ب( هو 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 2 × 3 × 3𝑛 = 6 × 3𝑛 ⇒ 𝑣0 = 6 ; 𝑞 = 3  
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 (رفبتص ت إ 2010)بكالوريا  :03التمرين 

𝑢0المتتالية العددية المعرّفة بـ:  (𝑢𝑛)لتكن  = :              𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1

𝑢𝑛+1 =
3𝑢𝑛+2

4
 

 𝑢2 ، 𝑢1 و𝑢3احسب الحدود   .1

𝑛 :𝑢𝑛أنّه من أجل كل عدد طبيعي نقبل  .2 < 2 

 تماما  متزايدة (𝑢𝑛)يّن أنّ المتتالية ب

𝑣𝑛 : بـ 𝑛المعرّفة من أجل كل عدد طبيعي  (𝑣𝑛)الية  نعتبر المتت .3 = 𝑢𝑛 − 2 

 متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها وحدهّا الأول  (𝑣𝑛)بيّن أنّ  .أ

 :         𝑛، ثمّ استنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي   𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب عبارة   .ب

𝑢𝑛 = 2 − (
3

4
)
𝑛

  

 ؟ (𝑢𝑛) تتاليةالمما هي نهاية  .ج

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع   𝑛احسب بدلالة  .4 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛    واستنتج أنّه

𝑛 :  𝑢0من أجل كل عدد طبيعي   + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 3(
3

4
)
𝑛

+ 2𝑛 − 2. 

 
 : 03التمرين حل 

𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟑𝒖𝒏+𝟐

𝟒
 

 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 و𝒖𝟑الحدود   حساب .1

𝑢1 =
3𝑢0 + 2

4
=
3(1) + 2

4
=
5

4
 ;  𝑢2 =

3𝑢1 + 2

4
=
3 (

5

4
) + 2

4
=
23

16
 

𝑢3 =
3𝑢2 + 2

4
=
3 (

23

16
) + 2

4
=
101

64
 

 متزايدة تماما (𝒖𝒏)أنّ المتتالية  بيانب.  .2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
3𝑢𝑛 + 2

4
− 𝑢𝑛 =

2 − 𝑢𝑛
4

 

𝑢𝑛 < 2 ⇒ −𝑢𝑛 > −2 ⇒ 2 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  تماما   

𝒗𝒏  : بـ 𝒏المعرّفة من أجل كل عدد طبيعي  (𝒗𝒏)نعتبر المتتالية  .3 = 𝒖𝒏 − 𝟐 

 متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها وحدّها الأول  (𝒗𝒏)أنّ   بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 2 =
3𝑢𝑛 + 2

4
− 2 =

3𝑢𝑛 − 6

4
=
3

4
(𝑢𝑛 − 2) =

3

4
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
3

4
𝑣0 وحدهّا الأول  = 𝑢0 − 2 = −1  
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𝒖𝒏 :استنتاج أنّ و 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة   كتابة .ب = 𝟐 − (
𝟑

𝟒
)
𝒏

 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −(

3

4
)
𝑛

 ;  𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 2 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 2 = 2 − (
3

4
)
𝑛

 

  (𝒖𝒏)نهاية المتتالية حساب  .ج

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

2 − (
3

4
)
𝑛

= 2 ;  [(
3

4
)
𝑛

→ 0] 

 :  𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .4

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = −(

1 − (
3

4
)
𝑛+1

1 −
3

4

) 

𝑆𝑛 = 4 [(
3

4
)
𝑛+1

− 1]  

𝒖𝟎 :استنتاج أنّ  + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 = 𝟑(
𝟑

𝟒
)
𝒏

+ 𝟐𝒏 − 𝟐 

𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 + 2 + 𝑣1 + 2 +⋯+ 𝑣𝑛 + 2 = 𝑆𝑛 + 2(𝑛 + 1)

= 4 [(
3

4
)
𝑛+1

− 1] + 2𝑛 + 2 = 4(
3

4
)
𝑛+1

+ 2𝑛 − 2

= 4 (
3

4
) (
3

4
)
𝑛

+ 2𝑛 − 2 = 3(
3

4
)
𝑛

+ 2𝑛 − 2  

 
 ت إ( 2015)بكالوريا  :04التمرين 

من عمال إحدى القطاعات الصناعية يحُالون على التقاعد سنويا وبالمقابل  %5بينّت دراسة أنّ  

 .50000كان عدد العمال   2012عامل سنويا. علما أنّ سنة  3000يوُظّف 

2012سنة  لعدد العمال  𝑢𝑛نعتبر الألف هو الوحدة ونرمز بـ :  + 𝑛  أي𝑢0 = 50 

 𝑢1 و𝑢2احسب  .1

𝑛  :𝑢𝑛+1أ. بيّن أنّه من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 0,95𝑢𝑛 + 3  

 وليست هندسية  ليست حسابية (𝑢𝑛)ب. بيّن أنّ المتتالية 

𝑣𝑛نضع:  𝑛من أجل كل عدد طبيعي   .3 = 60 − 𝑢𝑛  

 تعيين أساسها وحدهّا الأولهندسية يطُلب  (𝑣𝑛)بيّن أنّ المتتالية  .أ

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛، ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب   .ب

 2017قدرّ عدد العمال سنة   .ج

 (𝑢𝑛)حددّ اتجاه تغيّر المتتالية  .د

 ألف عامل ؟  60. هل يمكن أن يصل عدد عمال المصنع إلى  (𝑢𝑛)احسب نهاية المتتالية  .ه
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 : 04التمرين حل 

 𝒖𝟏 و𝒖𝟐  حساب .1

𝑢1 = 50 (1 −
5

100
) + 3 = 50 × 0,95 + 3 = 50,5  

𝑢2 = 50,5 (1 −
5

100
) + 3 = 50,5 × 0,95 + 3 = 50,975  

𝒏  :𝒖𝒏+𝟏أنّه من أجل كل عدد طبيعي  بيانأ.  .2 = 𝟎, 𝟗𝟓𝒖𝒏 + 𝟑  

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 (1 −
5

100
) + 3 = 0,95𝑢𝑛 + 3  

 ندسية ليست حسابية وليست ه (𝒖𝒏)أنّ المتتالية  بيانب. 

𝑢0 + 𝑢2⏟    
100,975

≠ 2𝑢1⏟
101

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ليست  حسابية  

𝑢0 × 𝑢2⏟    
2548,75

≠ 𝑢1
2⏟

2550,25

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ليست  هندسية  

3. 𝒗𝒏 = 𝟔𝟎 − 𝒖𝒏  

 هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأول  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 60 − 𝑢𝑛+1 = 60 − 0,95𝑢𝑛 + 3 = 63 − 0,95𝑢𝑛 

= 0,95(60 − 𝑢𝑛) = 0,95𝑣𝑛  

𝑣0 وحدهّا الأول 0,95هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = 10  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 واستنتاج،  𝒏بدلالة  𝒗𝒏 كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 10(0,95)𝑛  ; 𝑢𝑛 = 60 − 𝑣𝑛 = 60 − 10(0,95)𝑛  

 𝟐𝟎𝟏𝟕ر عدد العمال سنة  يقدت .ج

2012 + 𝑛 = 2017 ⇒ 𝑛 = 5 ; 𝑢5 = 60 − 10(0,95)
5 = 52262  

 (𝒖𝒏)د اتجاه تغيّر المتتالية يحدت .د

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = [60 − 10(0,95)
𝑛+1] − [60 − 10(0,95)𝑛] 

= 10(0,95)𝑛(1 − 0,95) = 0,5(0,95)𝑛 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  تماما   

  (𝒖𝒏)نهاية المتتالية  حساب .ه

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

[60 − 10(0,95)𝑛] = 60  ;  [(0,95)𝑛 → 0] 

 لأنّه مهما يكن العدد  ألف عامل  60لا يمكن أن يصل عدد عمال المصنع إلى  

𝑛(0,95)10فإنّ   𝑛الطبيعي   ≠ 0 . 
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 ع ت( 2د  2016)بكالوريا : 05التمرين 

 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ  بحدهّا الأول𝑢0 = :  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  0

𝑢𝑛+1 =
2𝑢𝑛+2

𝑢𝑛+3
𝑣𝑛بـ:  𝑛المعرّفة من أجل كل عدد طبيعي  (𝑣𝑛)ولتكن المتتالية    =

𝑢𝑛−1

𝑢𝑛+2
 

 𝑣0وحدهّا الأول   𝑞هندسية يطُلب تعيين أساسها   (𝑣𝑛)بيّن أنّ المتتالية  .1

  𝑣𝑛عن عبارة الحدّ العام  𝑛أ. عبّر بدلالة   .2

  𝑛بدلالة  𝑢𝑛استنتج عبارة الحدّ العام ب. 

limجـ. احسب 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

𝑆𝑛: المجموع  𝑛احسب بدلالة أ.  .3 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛  

ب. تحقق أنّ : 
1

𝑢𝑛+2
=
1

3
(1 − 𝑣𝑛)  من أجل كل عدد طبيعي وذلك𝑛 

𝑆′𝑛:  المجموع  𝑛بدلالة جـ. استنتج  =
1

𝑢0+2
+

1

𝑢1+2
+⋯+

1

𝑢𝑛+2
. 

 

 
 

 : 05التمرين حل 

𝒖𝟎 = 𝟎 ، 𝒖𝒏+𝟏 =
𝟐𝒖𝒏+𝟐

𝒖𝒏+𝟑
  ،𝒗𝒏 =

𝒖𝒏−𝟏

𝒖𝒏+𝟐
 

 𝒗𝟎وحدّها الأول   𝒒هندسية يطُلب تعيين أساسها   (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  بيان .1

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛+1 + 2
=

2𝑢𝑛+2

𝑢𝑛+3
− 1

2𝑢𝑛+2

𝑢𝑛+3
+ 2

=

𝑢𝑛−1

𝑢𝑛+3

4𝑢𝑛+8

𝑢𝑛+3

=
1

4
(
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 2
) =

1

4
𝑣𝑛 

هندسية أساسها  (𝑣𝑛)المتتالية منه نستنتج أنّ 
1

4
𝑣0وحدهّا الأول   =

𝑢0−1

𝑢0+2
= −

1

2
  

 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عن عبارة الحدّ العام   التعبيرأ.  .2

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −

1

2
(
1

4
)
𝑛

= −
1

2 × 4𝑛
= −

1

2 × 22𝑛
= −

1

22𝑛+1
 

  𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة الحدّ العام   استنتاجب. 

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 2
⇒ 𝑣𝑛(𝑢𝑛 + 2) = 𝑢𝑛 − 1 ⇒ 𝑢𝑛(1 − 𝑣𝑛) = 2𝑣𝑛 + 1 

⇒ 𝑢𝑛 =
2𝑣𝑛 + 1

1 − 𝑣𝑛
=

1 −
1

22𝑛

1 +
1

22𝑛+1
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𝐥𝐢𝐦  حسابجـ. 
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1 −
1

22𝑛

1 +
1

22𝑛+1

= 1  ; (
1

22𝑛
→  و 0

1

22𝑛+1
→ 0) 

𝑺𝒏المجموع :  𝒏بدلالة  حسابأ.  .3 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏  

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = −

1

2
(
1 − (

1

4
)
𝑛+1

1 −
1

4

) 

𝑆𝑛 = −
2

3
[1 − (

1

4
)
𝑛+1

]  

ب. تحقق أنّ :  
𝟏

𝒖𝒏+𝟐
=
𝟏

𝟑
(𝟏 − 𝒗𝒏)  

1

𝑢𝑛 + 2
=

1
2𝑣𝑛+1

1−𝑣𝑛
+ 2

=
1
3

1−𝑣𝑛

=
1 − 𝑣𝑛
3

=
1

3
(1 − 𝑣𝑛)  

𝑺′𝒏المجموع :  𝒏بدلالة  استنتاججـ.  =
𝟏

𝒖𝟎+𝟐
+

𝟏

𝒖𝟏+𝟐
+⋯+

𝟏

𝒖𝒏+𝟐
 

𝑆′𝑛 =
1

𝑢0 + 2
+

1

𝑢1 + 2
+⋯+

1

𝑢𝑛 + 2
 

𝑆′𝑛 =
1

3
(1 − 𝑣0) +

1

3
(1 − 𝑣1) + ⋯+

1

3
(1 − 𝑣𝑛) 

𝑆′𝑛 =
1

3
[(𝑛 + 1) − (𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛)] =

1

3
[(𝑛 + 1) − 𝑆𝑛] 

𝑆𝑛
′ =

1

3
[(𝑛 + 1) +

2

3
[1 − (

1

4
)
𝑛+1

]]  
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 رجح نقطتين: م .أ

 تعريف:  

𝛼عددين حقيقيين حيث:   𝛼 و𝛽كن  يلنقطتين متمايزتين و 𝐴 و𝐵لتكن  + 𝛽 ≠ 0. 

  𝐺على الترتيب، النقطة  𝛼 و𝛽المرفقتين بالمعاملين   𝐴 و𝐵نقطتين مرجح النسمي 

⃗     𝛼𝐺𝐴حيث:   + 𝛽𝐺𝐵     ⃗ = 0 ⃗. 

𝐺هي:  𝐺النقطة إحداثيات  (
𝛼𝑥𝐴+𝛽𝑥𝐵

𝛼+𝛽
;
𝛼𝑦𝐴+𝛽𝑦𝐵

𝛼+𝛽
). 

 خواص: 

,𝐴)}مرجح الجملة   𝐺إذا كانت النقطة  .1 𝛼); (𝐵, 𝛽)}  ّفإن ،𝐺   مرجح الجملة

{(𝐴, 𝑘𝛼); (𝐵, 𝑘𝛽)}  حيث ،𝑘 ∈ ℝ∗. 

,𝐴)}مرجح الجملة   𝐺إذا كانت النقطة  .2 𝛼); (𝐵, 𝛽)} ّنقط ال، فإن𝐺و 𝐵 ، 𝐴 

 على استقامة واحدة. 

,𝐴)}ملة  مرجح الج 𝐺إذا كانت النقطة  .3 𝛼); (𝐵, 𝛽)} ّفإن ،  𝐴𝐺     ⃗ =
𝜷

𝜶+𝜷
𝐴𝐵     ⃗.  

 مبرهنة: 

 على الترتيب، 𝛼 و𝛽المرفقتين بالمعاملين  𝐴 و𝐵نقطتين  مرجح ال 𝐺إذا كانت النقطة 

⃗      𝛼𝑀𝐴من المستوي:  𝑀فإنّ من أجل كل نقطة   + 𝛽𝑀𝐵      ⃗ = (𝛼 + 𝛽)𝑀𝐺      ⃗. 

 

 مرجح ثلاث نقط:  .ب

 تعريف:  

𝐶و 𝐵 ، 𝐴 و   ثلاث نقط𝛾و 𝛽 ، 𝛼   :ثلاث أعداد حقيقية حيث𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ≠ 0. 

  𝐺على الترتيب، النقطة  𝛽 ، 𝛼 و𝛾المرفقة بالمعاملات   𝐵 ، 𝐴 و𝐶نقط  مرجح النسمي 

⃗     𝛼𝐺𝐴حيث:   + 𝛽𝐺𝐵     ⃗ + 𝛾𝐺𝐶     ⃗ = 0 ⃗. 

𝐺هي:  𝐺النقطة إحداثيات  (
𝛼𝑥𝐴+𝛽𝑥𝐵+𝛾𝑥𝐶

𝛼+𝛽+𝛾
;
𝛼𝑦𝐴+𝛽𝑦𝐵+𝛾𝑦𝐶

𝛼+𝛽+𝛾
). 

 خاصية: 

,𝐴)}مرجح الجملة   𝐺إذا كانت النقطة  𝛼); (𝐵, 𝛽); (𝐶, 𝛾)} ّفإن ، : 

𝐴𝐺     ⃗ =
𝜷

𝜶+𝜷+𝛾
𝐴𝐵     ⃗ +

𝛾

𝜶+𝜷+𝛾
𝐴𝐶     ⃗. 

 : مبرهنة

على   𝛽 ، 𝛼 و𝛾المرفقة بالمعاملات   𝐵 ، 𝐴 و𝐶نقط المرجح  𝐺إذا كانت النقطة 

 من المستوي: 𝑀ة الترتيب، فإنّ من أجل كل نقط

𝛼𝑀𝐴      ⃗ + 𝛽𝑀𝐵      ⃗ + 𝛾𝑀𝐶      ⃗ = (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)𝑀𝐺      ⃗. 
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 تعيين مجموعة نقط باستعمال المرجح: .ج

⃗      𝑀𝐺‖التي تحققّ:   𝑀مجموعة النقط  • ‖ = 𝑘(𝑘 >  𝐺مركزها الدائرة التي هي  (0

 𝑘ونصف قطرها 

⃗      𝑀𝐺‖التي تحققّ:   𝑀مجموعة النقط  • ‖ = ‖𝑀𝐺′       ⃗  [′𝐺𝐺]لقطعة اهي محور  ‖

;𝐴)}رجح الجملة  م • 1), (𝐵;   [𝐴𝐵]هو منتصف القطعة  {(1

;𝐴)}مرجح الجملة   • 1), (𝐵; 1); (𝐶;   ABCمركز ثقل المثلث هو  {(1

𝛼إذا كان   • + 𝛽 + 𝛾 = ⃗      𝛼𝑀𝐴، فإنّ الشعاع  0 + 𝛽𝑀𝐵      ⃗ + 𝛾𝑀𝐶      ⃗  مستقل عن𝑀. 

 خاصية التجميع: 

ال 𝐺النقطة   بالمعاملات   𝐵 ، 𝐴 و𝐶نقط  مرجح  الترتيب 𝛽 ، 𝛼 و𝛾المرفقة  كان .  على  إذا 

𝛼 + 𝛽 ≠ ال 𝐷وكانت   0 بالمعاملين   𝐴 و𝐵نقطتين مرجح  الترتيب،  𝛼 و𝛽المرفقتين  على 

𝛼 و𝛾المرفقتين بالمعاملين  𝐷 و𝐶نقطتين  مرجح ال 𝐺فإنّ النقطة   + 𝛽 .على الترتيب 

{
𝐺{(𝑨; 𝜶), (𝑩; 𝜷); (𝐶; 𝛾)}

𝐷{(𝑨;𝜶), (𝑩; 𝜷)}
⇒ 𝐺{(𝑫;𝜶 + 𝜷); (𝐶; 𝛾)} 

 
 : تمارين تطبيقية

 :01التمرين 

𝐴𝐵𝐶  مثلث قائم في𝐴  ومتساوي الساقين حيث𝐴𝐵 = 4𝑐𝑚. 

⃗    𝐼𝐵المعرّفة بالعلاقة   𝐼لتكن النقطة   + 2𝐼𝐶    ⃗ = 0 ⃗ 

;(𝐴,−1)}  مرجح الجملة  𝐺و (𝐵, 1); (𝐶, 2)}. 

 .𝐼 و 𝐺النقطتين أنشئ  .1

                                من المستوي حيث:  𝑀مجموعة النقط  (∆)أنشئ  ثمّ عيّن  .2

‖−𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ + 2𝑀𝐶      ⃗ ‖ = 4. 

من المستوي حيث:                                  𝑀مجموعة النقط  (Γ)أنشئ  ثمّ عيّن  .3

3‖−𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ + 2𝑀𝐶      ⃗ ‖ = 2‖𝑀𝐵      ⃗ + 2𝑀𝐶      ⃗ ‖. 

 
 :01حل التمرين 

 .𝑰 و 𝑮النقطتين   إنشاء .1

𝐼𝐵    ⃗ + 2𝐼𝐶    ⃗ = 0 ⃗ ⇒ 𝐼𝐵    ⃗ + 2𝐼𝐵    ⃗ + 2𝐵𝐶     ⃗ = 0 ⃗ ⇒ 3𝐵𝐼    ⃗ = 2𝐵𝐶     ⃗ ⇒ 𝐵𝐼    ⃗ =
2

3
𝐵𝐶     ⃗  

𝐺{(𝐴,−1); (𝐵, 1); (𝐶, 2)} ⇒ −𝐺𝐴     ⃗ + 𝐺𝐵     ⃗ + 2𝐺𝐶     ⃗ = 0 ⃗  

⇒ −𝐺𝐴     ⃗ + 𝐺𝐴     ⃗ + 𝐴𝐵     ⃗ + 2𝐺𝐴     ⃗ + 2𝐴𝐶     ⃗ = 0 ⃗ ⇒ 2𝐴𝐺     ⃗ = 𝐴𝐵     ⃗ + 2𝐴𝐶     ⃗  

⇒ 𝐴𝐺     ⃗ =
1

2
𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗  

73



 
 

 مال العلاقة: يمكننا الوصول إلى النتيجة النهائية مباشرة باستعملاحظة: 

𝐴𝐺     ⃗ =
𝜷

𝜶 + 𝜷 + 𝛾
𝐴𝐵     ⃗ +

𝛾

𝜶 + 𝜷 + 𝛾
𝐴𝐶     ⃗ =

1

2
𝐴𝐵     ⃗ +

2

2
𝐴𝐶     ⃗ =

1

2
𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗  

 : (∆)مجموعة  وإنشاء ال تعيين .2

‖−𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ + 2𝑀𝐶      ⃗ ‖ = 4 ⇒ ‖2𝑀𝐺      ⃗ ‖ = 4 ⇒ ‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = 2  

 . 2ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (∆)منه نستنتج أنّ المجموعة  

  (𝚪)مجموعة  وإنشاء ال تعيين .3

3‖−𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ + 2𝑀𝐶      ⃗ ‖ = 2‖𝑀𝐵      ⃗ + 2𝑀𝐶      ⃗ ‖ ⇒ 3‖2𝑀𝐺      ⃗ ‖ = 2‖3𝑀𝐼     ⃗ ‖

⇒ 6‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = 6‖𝑀𝐼     ⃗ ‖ ⇒ ‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = ‖𝑀𝐼     ⃗ ‖  

 .[𝐺𝐼] محور القطعة المستقيمةهي  (Γ)منه نستنتج أنّ المجموعة  

 

 
 :02التمرين 

المستوينعتبر   والمتج  في  المتعامد  المعلم  إلى  ;𝑂)انس  المنسوب  𝑖; 𝑗)   النقط𝐴(−1; 1) ،

𝐵(0; 2)   ،𝐶(2;−3). 

𝐺 مرجح الجملة  {(𝐴, 2); (𝐵, ,𝐴)}  مرجح الجملة  𝐻و {(3− 2); (𝐵, −3); (𝐶, −1)}. 

 .𝐵 ،𝐴 و 𝐶النقط علم  .1

 .[𝐶𝐺]هي منتصف القطعة   𝐻النقطة  ، ثمّ بيّن أنّ  𝐺 و 𝐻 تيني النقطاحسب إحداثي .2

 حيث: من المستوي  𝑀لنقط ل (Γ3)و  (Γ2)،  (Γ1)  اتمجموعالأنشئ ثمّ عيّن  .3

(Γ1): ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗ ‖ = 2 

(Γ2): ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗ ‖ = 2‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗ ‖ 

(Γ3): ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗ ‖ = ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗ + 𝑀𝐶      ⃗ ‖ 
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 :02حل التمرين 

 .𝑩 ،𝑨 و 𝑪النقط  تعليم .1

  𝑮 و 𝑯قطتين ب إحداثيي الناحس .2

𝐺{(𝐴, 2); (𝐵,−3)} ⇒ 𝐺 (
2𝑥𝐴 − 3𝑥𝐵
−1

;
2𝑦𝐴 − 3𝑦𝐵
−1

) ⇒ 𝐺(2; 4)  

𝐻{(𝐴, 2); (𝐵,−3); (𝐶, −1)} ⇒ 𝐻 (
2𝑥𝐴 − 3𝑥𝐵 − 𝑥𝐶

−2
;
2𝑦𝐴 − 3𝑦𝐵 − 𝑦𝐶

−2
)

⇒ 𝐻 (2;
1

2
)  

 . [𝑪𝑮]هي منتصف القطعة  𝑯ن أنّ النقطة  ابي

 :طريقة 

{

𝑥𝐶 + 𝑥𝐺
2

=
2 + 2

2
= 2 = 𝑥𝐻

𝑦𝐶 + 𝑦𝐺
2

=
−3 + 4

2
=
1

2
= 𝑦𝐻

⇒ [𝐶𝐺]  منتصف 𝐻  

 :طريقة 

{
𝐻{(𝑨, 𝟐); (𝑩,−𝟑); (𝐶, −1)}

𝐺{(𝑨, 𝟐); (𝑩,−𝟑)}
⇒ 𝐻{(𝐺,−1); (𝐶, −1)} ⇒ [𝐶𝐺]  منتصف 𝐻  

 : (𝚪𝟑)و  (𝚪𝟐)،  (𝚪𝟏)المجموعات وإنشاء  تعيين .3

𝑀 ∈ (Γ1) ⇒ ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗⏟            
−2𝑀𝐻       ⃗

‖ = 2 ⇒ ‖−2𝑀𝐻       ⃗ ‖ = 2 ⇒ ‖𝑀𝐻       ⃗ ‖ = 1  

 . 1ونصف قطرها  𝐻هي الدائرة التي مركزها  (Γ1)منه نستنتج أنّ المجموعة  

𝑀 ∈ (Γ2) ⇒ ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗⏟            
−2𝑀𝐻       ⃗

‖ = 2‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗⏟        
−𝑀𝐺      ⃗

‖ 

⇒ ‖−2𝑀𝐻       ⃗ ‖ = 2‖−𝑀𝐺      ⃗ ‖ ⇒ 2‖𝑀𝐻       ⃗ ‖ = 2‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ ⇒ ‖𝑀𝐻       ⃗ ‖ = ‖𝑀𝐺      ⃗ ‖  

 .[𝐺𝐻] محور القطعة المستقيمةهي  (Γ2)منه نستنتج أنّ المجموعة  

𝑀 ∈ (Γ3) ⇒ ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗⏟            
−2𝑀𝐻       ⃗

‖ = ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐵      ⃗ + 𝑀𝐶      ⃗⏟            
𝑀 شعاع مستقل عن

‖

⇒ ‖−2𝑀𝐻       ⃗ ‖ = ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 3𝑀𝐴      ⃗ − 3𝐴𝐵     ⃗ + 𝑀𝐴      ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ ‖

⇒ ‖−2𝑀𝐻       ⃗ ‖ = ‖−3𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ ‖ 

𝐴𝐵     ⃗ (
1
1
) ;  𝐴𝐶     ⃗ (

−3
4
) ⇒ −3𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ (

−6
1
) ⇒ ‖−3𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ ‖ = √37 
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𝑀 ∈ (Γ3) ⇒ 2‖𝑀𝐻       ⃗ ‖ = √37 ⇒ ‖𝑀𝐻       ⃗ ‖ =
√37

2
 

ونصف قطرها  𝐻هي الدائرة التي مركزها  (Γ3)منه نستنتج أنّ المجموعة  
√37

2
 . 

 

 
 :03التمرين 

𝐴𝐵𝐶 لث حيث  مث𝐵𝐶 = 8𝑐𝑚, 𝐴𝐶 = 12𝑐𝑚, 𝐴𝐵 = 10𝑐𝑚. 

,𝐴)}  مرجح الجملة 𝐼لتكن النقطة   1); (𝐵, ,𝐵)}  مرجح الجملة  𝐽، النقطة  {(3 3); (𝐶, −1)} 

,𝐴)}  مرجح الجملة  𝐺و 1); (𝐵, 3); (𝐶, −1)}. 

 .𝐼 و 𝐽النقطتين أنشئ  .1

 في استقامية. 𝐶 ،𝐼 و 𝐺بيّن أنّ النقط   .2

 في استقامية. 𝐴 ،𝐽 و 𝐺بيّن أنّ النقط   .3

 .𝐺النقطة  أنشئ ؟ (𝐶𝐼) و(𝐴𝐽)بالنسبة للمستقيمين  𝐺ماذا تمثل النقطة  .4

من المستوي حيث:                                  𝑀مجموعة النقط  (∆)أنشئ  ثمّ عيّن  .5

‖𝑀𝐴      ⃗ + 3𝑀𝐵      ⃗ ‖ = 2‖3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗ ‖. 

                            من المستوي حيث:      𝑀مجموعة النقط  (Γ)أنشئ  ثمّ عيّن  .6

‖𝑀𝐴      ⃗ + 3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗ ‖ = ‖𝑀𝐴      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗ ‖. 
 

 
 :03حل التمرين 

 𝑰 و 𝑱النقطتين   إنشاء .1

𝐼{(𝐴, 1); (𝐵, 3)} ⇒ 𝐴𝐼    ⃗ =
3

4
𝐴𝐵     ⃗  ; 𝐽{(𝐵, 3); (𝐶, −1)} ⇒ 𝐵𝐽    ⃗ = −

1

2
𝐵𝐶     ⃗  
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 في استقامية  𝑪 ،𝑰 و 𝑮أنّ النقط   بيان .2

{
𝐼{(𝐴, 1); (𝐵, 3)}

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 3); (𝐶, −1)}
⇒ 𝐺{(𝐼, 4); (𝐶, −1)} ⇒ 𝐼𝐺    ⃗ = −

1

3
𝐼𝐶    ⃗

⇒ النقط 𝐶 ،𝐼 و 𝐺 في استقامية   

 في استقامية  𝑨 ،𝑱 و 𝑮أنّ النقط   بيان .3

{
𝐽{(𝐵, 3); (𝐶, −1)}

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 3); (𝐶, −1)}
⇒ 𝐺{(𝐴, 1); (𝐽, 2)} ⇒ 𝐴𝐺     ⃗ =

2

3
𝐴𝐽    ⃗

⇒ النقط 𝐴 ،𝐽 و 𝐺 في استقامية   

 𝑮لنقطة ا إنشاء .4

{
𝐺 ∈ (𝐶𝐼)
𝐺 ∈ (𝐴𝐽)

⇒ 𝐺 ∈ (𝐶𝐼) ∩ (𝐴𝐽)  

  (∆)مجموعة  وإنشاء ال تعيين .5

𝑀 ∈ (∆) ⇒ ‖𝑀𝐴      ⃗ + 3𝑀𝐵      ⃗⏟      
4𝑀𝐼     ⃗

‖ = 2‖3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗⏟      
2𝑀𝐽      ⃗

‖ ⇒ 4‖𝑀𝐼     ⃗ ‖ = 4‖𝑀𝐽     ⃗ ‖

⇒ ‖𝑀𝐼     ⃗ ‖ = ‖𝑀𝐽     ⃗ ‖  

 .[𝐼𝐽]هي محور القطعة   (∆)منه نستنتج أنّ المجموعة   

  (Γ)عة  مجمووإنشاء ال تعيين .6

𝑀 ∈ (Γ)  ⇒ ‖𝑀𝐴      ⃗ + 3𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗⏟          
3𝑀𝐺      ⃗

‖ = ‖𝑀𝐴      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗⏟      
𝑀 مستقل  عن

‖ ⇒ 3‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = ‖−𝐴𝐶     ⃗ ‖

⇒ ‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ =
1

3
‖𝐴𝐶     ⃗ ‖ ⇒ ‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = 4  

 . 4ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (Γ)منه نستنتج أنّ المجموعة   
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 :04التمرين 

,𝐴)}مرجح الجملة   𝐾قطة  الن متوازي أضلاع، 𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن  1); (𝐵, 1); (𝐶, النقطة   {(1−

𝐼  منتصف[𝐴𝐵]  والنقطة𝐺  :تحقق العلاقة…𝐺𝐴     ⃗ + 𝐺𝐵     ⃗ + 𝐺𝐶     ⃗ = 0 ⃗ . 

 .𝐺ارسم الشكل وأنشئ النقطة   .1

⃗     3𝐾𝐺بيّن أنّ   .2 − 2𝐾𝐶     ⃗ = 0 ⃗ . 

,𝐺)}مرجح الجملة   𝐴النقطة   أنّ  أ. استنتج من العلاقة   .3 3); (𝐶, −2); (𝐷, 1)}. 

 .(𝐺𝐶) و (𝐴𝐷)ن مييستقلمانقطة تقاطع ي ه 𝐾  ةيّن أنّ النقطبب. 

 من المستوي حيث: 𝑀مجموعة النقط  (𝐸)عيّن   .4

‖𝑀𝐷      ⃗ + 3𝑀𝐺      ⃗ − 2𝑀𝐶      ⃗ ‖ = ‖𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ ‖ 

 

 
 :04حل التمرين 

 .𝑮النقطة إنشاء رسم الشكل و .1

{
𝐾{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, −1)}

𝐼{(𝐴, 1); (𝐵, 1)}
⇒ 𝐾{(𝐼, 2); (𝐶, −1)} ⇒ 𝐼𝐾    ⃗ = −𝐼𝐶    ⃗  

{
𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, 1)}

𝐼{(𝐴, 1); (𝐵, 1)}
⇒ 𝐺{(𝐼, 2); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐼𝐺    ⃗ =

1

3
𝐼𝐶    ⃗  

 أي نقطع تقاطع متوسطاته. 𝐴𝐵𝐶باعتبارها مركز ثقل المثلث  𝐺يمكن إنشاء النقطة 

 

 

⃗      𝟑𝑲𝑮ن أنّ ابي .2 − 𝟐𝑲𝑪      ⃗ = 𝟎  ⃗ . 

𝐺𝐴     ⃗ + 𝐺𝐵     ⃗ + 𝐺𝐶     ⃗ = 0 ⃗ ⇒ 𝐺𝐾     ⃗ + 𝐾𝐴     ⃗ + 𝐺𝐾     ⃗ + 𝐾𝐵      ⃗ + 𝐺𝐾     ⃗ + 𝐾𝐶     ⃗ = 0 ⃗

⇒ 3𝐺𝐾     ⃗ + 𝑲𝑨      ⃗ + 𝑲𝑩      ⃗ + 𝐾𝐶     ⃗ = 0 ⃗ … 

𝐾{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, −1)} ⇒ 𝐾𝐴     ⃗ + 𝐾𝐵      ⃗ − 𝐾𝐶     ⃗ = 0 ⃗ ⇒ 𝑲𝑨      ⃗ + 𝑲𝑩      ⃗ = 𝐾𝐶     ⃗  

 ⇒ 3𝐺𝐾     ⃗ + 2𝐾𝐶     ⃗ = 0 ⃗ ⇒ 3𝐾𝐺     ⃗ − 2𝐾𝐶     ⃗ = 0 ⃗  

78



 
 

,𝑮)}مرجح الجملة  𝑨النقطة   أنّ ج اأ. استنت .3 𝟑); (𝑪,−𝟐); (𝑫, 𝟏)} 

𝐺𝐴     ⃗ + 𝐺𝐵     ⃗ + 𝐺𝐶     ⃗ = 0 ⃗ ⇒ 𝐺𝐴     ⃗ + 𝐺𝐴     ⃗ + 𝐴𝐵     ⃗ + 𝐺𝐴     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ = 0 ⃗

⇒ 3𝐺𝐴     ⃗ + 𝑨𝑩      ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ = 0 ⃗ … 

𝐴𝐶     ⃗ = 𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐷     ⃗ ⇒ 𝑨𝑩      ⃗ = 𝐴𝐶     ⃗ − 𝐴𝐷     ⃗  

 ⇒ 3𝐺𝐴     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ − 𝐴𝐷     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ = 0 ⃗ ⇒ 3𝐴𝐺     ⃗ − 2𝐴𝐶     ⃗ + 𝐴𝐷     ⃗ = 0 ⃗  

⇒ 𝐴{(𝐺, 3); (𝐶, −2); (𝐷, 1)} . 

 .(𝑮𝑪) و (𝑨𝑫)مستقيمين هي نقطة تقاطع ال 𝑲ن أنّ النقطة اب. بي

𝐾{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, −1)} ⇒ 𝐾{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, 1); (𝐶, −2)}

⇒ 𝐾{(𝐺, 3); (𝐶, −2)} 

𝐴{(𝑮, 𝟑); (𝑪,−𝟐); (𝐷, 1)} ⇒ 𝐴{(𝑲, 𝟏); (𝐷, 1)} ⇒ 𝐾 ∈ (𝐴𝐷)  

3𝐾𝐺     ⃗ − 2𝐾𝐶     ⃗ = 0 ⃗ ⇒ 𝐾{(𝐺, 3); (𝐶, −2)} ⇒ 𝐾 ∈ (𝐺𝐶)  

{
𝐾 ∈ (𝐴𝐷)

𝐾 ∈ (𝐺𝐶)
⇒ (𝐴𝐷) ∩ (𝐺𝐶) = 𝐾  

 .(𝑬)مجموعة  ال تعيين .4

‖𝑀𝐷      ⃗ + 3𝑀𝐺      ⃗ − 2𝑀𝐶      ⃗ ‖ = ‖𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ ‖ ⇒ 2‖𝑀𝐴      ⃗ ‖ = 2‖𝑀𝐼     ⃗ ‖

⇒ ‖𝑀𝐴      ⃗ ‖ = ‖𝑀𝐼     ⃗ ‖  

 .[𝐴𝐼]هي محور القطعة  (𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة  
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 معدومين:زاوية موجّهة لشعاعين غير  .أ

 .من المستوي شعاعين غير معدومين ⃗ 𝑢 و𝑣⃗ ليكن

⃗ 𝑢)الثنائية   • , 𝑣⃗) .تسمى زاوية موجهة لشعاعين 

⃗ 𝑢)قيسا للزاوية الموجهة   𝑥إذا كان   • , 𝑣⃗)   فإنّ كل الأعداد من الشكل𝑥 + 2𝑘𝜋 

⃗ 𝑢)هي أقياس للزاوية   , 𝑣⃗) مع .𝑘 ∈  ℤ. 

⃗ 𝑢)من بين أقياس الزاوية الموجهة   • , 𝑣⃗)   يوجد قيس وحيد على المجال]−𝜋; 𝜋] 

⃗ 𝑢)لموجهة يسمى القيس الرئيسي للزاوية ا , 𝑣⃗). 

⃗  𝑤من بين كل ثلاثة أشعة غير معدومة  •  لدينا:  ⃗ 𝑣⃗ ، 𝑢 و

(𝑢 ⃗ , 𝑣⃗) + (𝑣⃗, 𝑤  ⃗ ) = (𝑢 ⃗ , 𝑤  ⃗ ) 

 

 خواص الزوايا الموجهة:  .ب

⃗ 𝑢)للزاوية  قيسا  𝛼 ليكن • , 𝑣⃗)  و𝛼′  للزاوية قيسا(𝑢′   ⃗ , 𝑣′   ⃗ . تكون الزاويتان (

(𝑢 ⃗ , 𝑣⃗)  و(𝑢′   ⃗ , 𝑣′   ⃗ حيث:        𝑘إذا وفقط إذا وُجد عدد صحيح  متقايستين  (

𝛼′ = 𝛼 + 2𝑘𝜋.  

إذا وفقط إذا كان:                     مرتبطين خطيا  ⃗ 𝑢 و𝑣⃗الشعاعان  نويك •

(𝑢 ⃗ , 𝑣⃗) = 2𝑘𝜋  أو(𝑢 ⃗ , 𝑣⃗) = 𝜋 + 2𝑘𝜋 

 عددين حقيقيين غير معدومين. 𝑘 و′𝑘ليكن  •

⃗ 𝑘𝑢): من نفس الإشارة فإنّ  𝑘 و′𝑘إذا كان   ✓ , 𝑘′𝑣⃗) = (𝑢 ⃗ , 𝑣⃗) 

⃗ 𝑘𝑢)من إشارتين مختلفتين فإنّ:   𝑘 و′𝑘إذا كان   ✓ , 𝑘′𝑣⃗) = (𝑢 ⃗ , 𝑣⃗) + 𝜋 

• 𝑀و 𝐵 ، 𝐴 مثنى مثنى من دائرة مثلثية   ثلاث نقط متمايزة(𝐶)   مركزها𝑂    .

⃗     𝑂𝐴)للزاوية  قيسا  𝛼إذا كان   , 𝑂𝐵     ⃗ )⏟      
زاوية  مركزية 

فإنّ  
𝛼

2
⃗      𝑀𝐴)لزاوية  لقيس   , 𝑀𝐵      ⃗ )⏟      

زاوية  محيطية

. 
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 : حساب المثلثات  .ج

 جدول القيم الشهيرة: 

 
 

 جدول النسب المثلثية لبعض الزوايا الشهيرة:  

𝑥 0 
𝜋

6
 

𝜋

4
 

𝜋

3
 

𝜋

2
 

sin 𝑥 0 
1

2
 

√2

2
 

√3

2
 1 

cos 𝑥 1 
√3

2
 

√2

2
 

1

2
 0 

 

 جيب الزوايا المرفقة:جيب تمام و 

 

(−
𝝅

𝟔
) 

(−
𝝅

𝟒
) 

(−
𝝅

𝟑
) 

(−
𝝅

𝟐
) 

(−
𝟐𝝅

𝟑
) 

(−
𝟑𝝅

𝟒
) 

(−
𝟓𝝅

𝟔
) 

(−𝝅) 
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cos(−𝛼) = cos(𝛼) sin(−𝛼) = −sin(𝛼) 

cos(𝜋 − 𝛼) = −cos(𝛼) sin(𝜋 − 𝛼) = sin(𝛼) 

cos(𝜋 + 𝛼) = −cos(𝛼) sin(𝜋 + 𝛼) = − sin(𝛼) 

cos (
𝜋

2
− 𝛼) = sin(𝛼) sin (

𝜋

2
− 𝛼) = cos(𝛼) 

cos (
𝜋

2
+ 𝛼) = −sin(𝛼) sin (

𝜋

2
+ 𝛼) = cos(𝛼) 

 

 حلّ معادلات ومتراجحات مثلثية: .د

1) cos 𝑎 = cos 𝑏 ⇒ 𝑎 = 𝑏 + 2𝑘𝜋 أو 𝑎 = −𝑏 + 2𝑘𝜋 

2) sin 𝑎 = sin 𝑏 ⇒ 𝑎 = 𝑏 + 2𝑘𝜋 أو 𝑎 = 𝜋 − 𝑏 + 2𝑘𝜋 

3) cos 𝑎 = sin 𝑏 ⇒ cos 𝑎 = cos (
𝜋

2
− 𝑏)… cos إلى  sin  نحوّل

4) cos 𝑎 = sin 𝑏 ⇒ sin (
𝜋

2
− 𝑎) = sin 𝑏 … sin إلى  cos  نحوّل

5) 𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥 = 𝑐 ⇒
𝑎

√𝑎2+𝑏2⏟  
cos𝛼

cos 𝑥 +
𝑏

√𝑎2+𝑏2⏟  
cos𝛽

sin 𝑥 =
𝑐

√𝑎2+𝑏2
   

cos 𝑥 . cos 𝛼 + sin 𝑥 . sin 𝛼 =
𝑐

√𝑎2+𝑏2
⇒ cos(𝑥 − 𝛼) =

𝑐

√𝑎2+𝑏2
. 

• 
𝑐

√𝑎2+𝑏2
∈ [−1; 1] ⇒ cos(𝑥 − 𝛼) = cos 𝛽 ⇒ 𝑆 = {𝛼 ± 𝛽 + 2𝑘𝜋} 

• 
𝑐

√𝑎2+𝑏2
∈ ]−∞;−1[ ∪ ]1;+∞[ ⇒ 𝑆 = ∅. 

 

 الإحداثيات القطبية والإحداثيات الديكارتية:  .ه

;𝑂)ليكن  𝑖, 𝑗)  معلم مباشر متعامد ومتجانس. ولتكن(𝐶) ا الدائرة المثلثية التي مركزه𝑂 . 

,𝑟)، الثنائية 𝑂غير منطبقة على  𝑀من أجل كل نقطة  𝜃)  :حيث𝑂𝑀 = 𝑟  و𝜃 = (𝑖, 𝑂𝑀      ⃗ ) ،

,𝑀(𝑟ونرمز   𝑀تسُمى ثنائية إحداثيات قطبية في المستوي للنقطة  𝜃). 

,𝑥)هي  𝑀إذا كانت الاحداثيات الديكارتية للنقطة  𝑦)  وإحداثياها القطبية(𝑟, 𝜃)  :ّفإن 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2  ،𝑥 = 𝑟 cos 𝜃  ،𝑦 = 𝑟 sin 𝜃. 

 
 تمارين تطبيقية: 

 (228ص  18)تمرين  :01التمرين 

 (𝐴𝐸)يعامد   (𝐸𝐹)متقايس الأضلاع و  𝐵𝐶𝐷في استقامية، المثلث  𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴 و𝐸نعتبر النقط  

 التالية:  الموجهة اياعيّن قيسا للزو
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(𝐴𝐵     ⃗ ; 𝐵𝐷      ⃗ ) (1      ،(𝐶𝐸     ⃗ ; 𝐶𝐷     ⃗ ) (2      ،(𝐶𝐸     ⃗ ; 𝐸𝐹     ⃗ ) (3      ،(𝐵𝐷      ⃗ ; 𝐸𝐹     ⃗ ) (4 

 

 
 : 01حل التمرين 

1) (𝐴𝐵     ⃗ ; 𝐵𝐷      ⃗ ) = (𝐵𝐶     ⃗ ; 𝐵𝐷      ⃗ ) = −
𝜋

3
 

2) (𝐶𝐸     ⃗ ; 𝐶𝐷     ⃗ ) = (𝐶𝐸     ⃗ ; 𝐶𝐵     ⃗ ) + (𝐶𝐵     ⃗ ; 𝐶𝐷     ⃗ ) = 𝜋 +
𝜋

3
=
4𝜋

3
 

3) (𝐶𝐸     ⃗ ; 𝐸𝐹     ⃗ ) = (𝐸𝐶     ⃗ ; 𝐸𝐹     ⃗ ) + 𝜋 =
𝜋

2
+ 𝜋 =

3𝜋

2
 

4) (𝐵𝐷      ⃗ ; 𝐸𝐹     ⃗ ) = (𝐵𝐷      ⃗ ; 𝐵𝐻      ⃗ ) = (𝐵𝐷      ⃗ ; 𝐵𝐶     ⃗ ) + (𝐵𝐶     ⃗ ; 𝐵𝐴     ⃗ ) + (𝐵𝐴     ⃗ ; 𝐵𝐻      ⃗ )

=
𝜋

3
+ 𝜋 +

𝜋

2
=
11𝜋

6
… ط 

4) (𝐵𝐷      ⃗ ; 𝐸𝐹     ⃗ ) = (𝐵𝐷      ⃗ ; 𝐵𝐻      ⃗ ) = −(𝐵𝐻      ⃗ ; 𝐵𝐷      ⃗ ) = −[(𝐵𝐻      ⃗ ; 𝐵𝐶     ⃗ ) − (𝐵𝐷      ⃗ ; 𝐵𝐶     ⃗ )]

= − (
𝜋

2
−
𝜋

3
) = −

𝜋

6
… ط 

لاحظ أنّ 
11𝜋

6
−و  

𝜋

6
)يسان لنفس الزاوية الموجهة هما ق 

11𝜋

6
− (−

𝜋

6
) = 2𝜋). 

 .⃗     𝐸𝐹بالانسحاب الذي شعاعه   𝐵النقطة  هي صورة  𝐻النقطة 

 
 : 02التمرين 

cosعِلمًا أنّ :    .1
7𝜋

12
=
√2−√6

4
sin، أحسب   

7𝜋

12
cosثمّ استنتج  

13𝜋

12
. 

𝐴بسّط العبارة:  .2 = sin(
3𝜋

2
− 𝑥) + sin( 𝑥 + 5𝜋) + cos(

𝜋

2
− 𝑥). 

3. 𝑥   0[عدد حقيقي من المجال;
𝜋

2
sinحيث:  ] 𝑥 =

√5−1

4
. 

sinاحسب قيمة  . أ 2𝑥 cos و  2𝑥. 

cosتحقق أنّ  .ب 4𝑥 = sin 𝑥 . 

 .𝑥استنتج قيمة  .ج
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 : 02حل التمرين 

sinحساب  .1
7𝜋

12
cosواستنتاج   

13𝜋

12
 

cos2
7𝜋

12
+ sin2

7𝜋

12
= 1 ⇒ sin2

7𝜋

12
= 1 − cos2

7𝜋

12
= 1 − (

√2 − √6

4
)

2

 

= 1 −
8 − 4√3

16
=
8 + 4√3

16
= (
√2 + √6

4
)

2

⇒ sin
7𝜋

12
=
√2 + √6

4
 

cos
13𝜋

12
= cos (

6𝜋 + 7𝜋

12
) = cos (

𝜋

2
+
7𝜋

12
) = − sin

7𝜋

12
=
−√2 − √6

4
 

𝐴العبارة: تبسيط  .2 = sin(
3𝜋

2
− 𝑥) + sin( 𝑥 + 5𝜋) + cos(

𝜋

2
− 𝑥) 

 

𝐴 = sin (−
𝜋

2
− 𝑥) + sin(𝜋 + 𝑥) + cos (

𝜋

2
− 𝑥) 

= −sin (
𝜋

2
+ 𝑥) + sin(𝜋 + 𝑥) + cos (

𝜋

2
− 𝑥) 

= −cos 𝑥 − sin 𝑥 + sin 𝑥 = −cos 𝑥  

3. 𝑥 ∈ ]0;
𝜋

2
sinحيث:  ] 𝑥 =

√5−1

4
. 

sinقيمة  حساب . أ 2𝑥 cos و  2𝑥. 

cos 2𝑥 = 1 − 2 sin2 𝑥 = 1 − 2(
√5 − 1

4
)

2

= 1 − 2(
6 − 2√5

16
)

= 1 − 2(
3 − √5

8
) = 1 −

3 − √5

4
=
√5 + 1

4
 

sin2 2𝑥 = 1 − cos2 2𝑥 = 1 − (
√5 + 1

4
)

2

= 1 −
6 + 2√5

16
=
10 − 2√5

16

⇒ sin 2𝑥 =
√10 − 2√5

4
 

cosالتحقق أنّ   .ب 4𝑥 = sin 𝑥. 

cos 4𝑥 = 2 cos2 2𝑥 − 1 = 2(
√5 + 1

4
)

2

− 1 = 2(
6 + 2√5

16
) − 1

=
3 + √5

4
− 1 =

√5 − 1

4
= sin 𝑥  
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 .𝑥استنتاج قيمة  .ج

cos 4𝑥 = sin 𝑥 ⇒ cos 4𝑥 = cos (
𝜋

2
− 𝑥) ⇒ 4𝑥 =

𝜋

2
− 𝑥4 أو𝑥 = −

𝜋

2
+ 𝑥 

⇒ 5𝑥 =
𝜋

2
3𝑥 أو = −

𝜋

2
⇒ 𝑥 =

𝜋

10
𝑥 أو  = −

𝜋

6
(مرفوضة )  ⇒ 𝑥 =

𝜋

10
 

 
 : 03التمرين 

;𝜋−]حلّ في المجال   .1 𝜋[  : 2√ المعادلة sin 𝑥 + 1 = 0 

2𝑥2المعادلة :   ℝحل في  .2 + 7𝑥 + 3 = ، ثمّ استنتج حلول المعادلة :   0

2 cos2 𝑥 + 7 cos 𝑥 + 3 = 0 

sinبيّن أنّ :   .3 (
95𝜋

100
) + sin (

97𝜋

100
) + sin (

103𝜋

100
) + sin (

105𝜋

100
) = 0. 

 

 
 : 03حل التمرين 

;𝜋−]حلّ في المجال   .1 𝜋[  : 2√ المعادلة sin 𝑥 + 1 = 0 

√2 sin 𝑥 + 1 = 0 ⇒ sin 𝑥 = −
√2

2
⇒ sin 𝑥 = sin (−

𝜋

4
)

⇒ {
𝑥 = −

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

𝑥 = 𝜋 +
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ 𝑆 = {−
𝜋

4
;−
3𝜋

4
}  

2𝑥2المعادلة :   ℝحل في  .2 + 7𝑥 + 3 = 0   

2𝑥2 + 7𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑆 = {−
1

2
;−3}  

2استنتاج حلول المعادلة :   cos2 𝑥 + 7 cos 𝑥 + 3 = 0 

2 cos2 𝑥 + 7 cos 𝑥 + 3 = 0 ⇒ cos 𝑥 = −
1

2
⇒ cos 𝑥 = cos

2𝜋

3
 

⇒ {
𝑥 =

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

𝑥 = −
2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

 (cos 𝑥 ≠ −3) 

sinبيان أنّ :   .3 (
95𝜋

100
) + sin (

97𝜋

100
) + sin (

103𝜋

100
) + sin (

105𝜋

100
) = 0. 

sin (
95𝜋

100
) + sin (

97𝜋

100
) + sin (

103𝜋

100
) + sin (

105𝜋

100
) 

= sin (
105𝜋

100
) + sin (

95𝜋

100
) + sin (

103𝜋

100
) + sin (

97𝜋

100
) 

= 2 sin 2𝜋 . cos
𝜋

10
+ 2 sin 2𝜋 . cos

3𝜋

50
= 0  
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 : 04لتمرين ا

cos2لدينا:  𝑥برهن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .1 𝑥 =
1+cos (2𝑥)

2
. 

cosالمعادلة :   ℝحل في  .2 2𝑥 − 3 cos 𝑥 + 2 = 0 . 

;0[عدد حقيقي من المجال   𝛼ليكن  .3
𝜋

2
cosحيث:  ] 𝛼 =

√2+√3

2
. 

sinتحقق أنّ:   .أ 𝛼 =
√2−√3

2
cos، ثمّ احسب  2𝛼 . 

 .𝛼يمة استنتج ق .ب

 عيّن القيمة المضبوطة لكل من العددين: .ج

cos(4𝛼 + 2020𝜋) sin (4𝛼  و  + 1441𝜋) 

 
 : 04التمرين حل 

cos2لدينا:  𝑥ن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ابره .1 𝑥 =
1+cos (2𝑥)

2
. 

cos(2𝑥) = 2 cos2 𝑥 − 1 ⇒ 2 cos2 𝑥 = 1 + cos(2𝑥)

⇒ cos2 𝑥 =
1 + cos(2𝑥)

2
 

cosالمعادلة :   ℝحل في  .2 2𝑥 − 3 cos 𝑥 + 2 = 0 . 

cos 2𝑥 − 3 cos 𝑥 + 2 = 0 ⇒ 2 cos2 𝑥 − 3 cos 𝑥 + 1 = 0 

⇒ cos 𝑥 = cos أو 1 𝑥 =
1

2
⇒ cos 𝑥 = cos 0 cos أو  𝑥 = cos

𝜋

3
 

⇒ 𝑥 = 2𝑘𝜋 أو 𝑥 =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 = −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑆 = {2𝑘𝜋 ;
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ; −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋}  

3. cos 𝛼 =
√2+√3

2
   ،𝛼 ∈ ]0;

𝜋

2
[ 

sinتحقق أنّ:  ال .أ 𝛼 =
√2−√3

2
cosب احسو،  2𝛼  . 

sin2 𝛼 = 1 − cos2 𝛼 = 1 −
2 + √3

4
=
2 − √3

4
⇒ sin 𝛼 =

√2 − √3

2
 

cos 2𝛼 = cos2 𝛼 − sin2 𝛼 =
2 + √3

4
−
2 − √3

4
=
√3

2
 

 .𝛼ة ج قيمااستنت .ب
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{
cos 2𝛼 =

√3

2

𝛼 ∈ ]0;
𝜋

2
[

⇒ 2𝛼 =
𝜋

6
⇒ 𝛼 =

𝜋

12
 

 القيمة المضبوطة لكل من العددين: تعيين  .ج

cos(4𝛼 + 2020𝜋) sin (4𝛼 و  + 1441𝜋) 

sin(4𝛼 + 1441𝜋) = sin (
𝜋

3
+ 𝜋) = −sin

𝜋

3
= −

√3

2
 

cos(4𝛼 + 2020𝜋) = cos (
𝜋

3
) =

1

2
 

 
 ( 223-222)تطبيقات ص  :05ن التمري

 المعادلات التالية: ℝفي حل  .1

2 cos 𝑥 − √3 = 0             ،√2 sin 𝑥 − 1 = 0    

 المعادلات التالية: ℝفي حل  .2

cos 𝑥 + sin 𝑥 = 1  

√3cos 𝑥 + sin 𝑥 = 1  

√2cos 2𝑥 − √2 sin 2𝑥 = −1  

cos 3𝑥 − √3 sin 3𝑥 = 𝑚 يم الوسيط الحقيقي . )ناقش تبعا لق𝑚( 

;0]حل في المجال   .3 2𝜋[ :المتراجحات التالية 

 2 cos 𝑥 < 1  √2cos 3𝑥 + 1 ≤ 0 

 sin 𝑥 < −
1

2
  √2 sin 4𝑥 − 1 ≤ 0 

;𝜋−[حل في المجال   .4 𝜋] :المتراجحات التالية 

 2 cos 2𝑥 − √3 ≥ 0  cos 4𝑥 −
1

2
> 0 

 2 sin 5𝑥 + √3 ≥ 0  2 sin 4𝑥 − √2 > 0 

 
   :05التمرين حل 

 المعادلات التالية: ℝفي حل  .1

 2 cos 𝑥 − √3 = 0 ⇒ cos 𝑥 =
√3

2
⇒ cos 𝑥 = cos

𝜋

6
 

⇒ 𝑥 =
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 = −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋  

87



 
 

 √2 sin 𝑥 − 1 = 0 ⇒ √2sin 𝑥 = 1 ⇒ sin 𝑥 =
√2

2
⇒ sin 𝑥 = sin

𝜋

4
 

⇒ 𝑥 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 = 𝜋 −

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 =

3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋  

 المعادلات التالية: ℝفي حل  .2

 cos 𝑥 + sin 𝑥 = 1 ⇒
√2

2
cos 𝑥 +

√2

2
sin 𝑥 =

√2

2
 

⇒ cos
𝜋

4
cos 𝑥 + sin

𝜋

4
sin 𝑥 =

√2

2
⇒ cos (𝑥 −

𝜋

4
) = cos

𝜋

4
 

⇒ 𝑥 −
𝜋

4
=
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 −

𝜋

4
= −

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑥 =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 = 2𝑘𝜋  

 √3 cos 𝑥 + sin 𝑥 = 1 ⇒
√3

2
cos 𝑥 +

1

2
sin 𝑥 =

1

2
 

⇒ cos
𝜋

6
cos 𝑥 + sin

𝜋

6
sin 𝑥 =

1

2
⇒ cos (𝑥 −

𝜋

6
) = cos

𝜋

3
 

⇒ 𝑥 −
𝜋

6
=
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 −

𝜋

6
= −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑥 =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 = −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋  

 √2 cos 2𝑥 − √2 sin 2𝑥 = −1 ⇒
√2

2
cos 2𝑥 −

√2

2
sin 2𝑥 = −

1

2
 

⇒ cos
𝜋

4
cos 2𝑥 − sin

𝜋

4
sin 2𝑥 = −

1

2
⇒ cos (2𝑥 +

𝜋

4
) = cos

2𝜋

3
 

⇒ 2𝑥 +
𝜋

4
=
2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 +

𝜋

4
= −

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 2𝑥 =
5𝜋

12
+ 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 = −

11𝜋

12
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑥 =
5𝜋

24
+ 𝑘𝜋 أو 𝑥 = −

11𝜋

24
+ 𝑘𝜋  

 cos 3𝑥 − √3 sin 3𝑥 = 𝑚 ⇒
1

2
cos 3𝑥 −

√3

2
sin 3𝑥 =

𝑚

2
 

⇒ cos
𝜋

3
cos 3𝑥 − sin

𝜋

3
sin 3𝑥 =

𝑚

2
⇒ cos (3𝑥 +

𝜋

3
) =

𝑚

2
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• 
𝑚

2
∈ [−1; 1] ⇒ 𝑚 ∈ [−2; 2] ⇒ cos (3𝑥 +

𝜋

3
) = cos 𝛽 

⇒ 3𝑥 +
𝜋

3
= 𝛽 + 2𝑘𝜋 3 أو𝑥 +

𝜋

3
= −𝛽 + 2𝑘𝜋 

⇒ 3𝑥 = 𝛽 −
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 3 أو𝑥 = −𝛽 −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑥 =
𝛽

3
−
𝜋

9
+
2𝑘𝜋

3
𝑥 أو  = −

𝛽

3
−
𝜋

9
+
2𝑘𝜋

3
 

• 
𝑚

2
∈ ]−∞;−1[ ∪ ]1;+∞[ ⇒ 𝑚 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]2;+∞[: 𝑆 = ∅  

;0]حل في المجال   .3 2𝜋[ :المتراجحات التالية 

 2 cos 𝑥 < 1  √2cos 3𝑥 + 1 ≤ 0 

 sin 𝑥 < −
1

2
  √2 sin 4𝑥 − 1 ≤ 0 

 2 cos 𝑥 < 1 ⇒ cos 𝑥 <
1

2
⇒
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 < 𝑥 <

5𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑆 = ]

𝜋

3
;
5𝜋

3
[  

 

 √2 cos 3𝑥 + 1 ≤ 0 ⇒ cos 3𝑥 ≤ −
√2

2
⇒
3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 < 3𝑥 <

5𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ 𝑥 ∈ ]
𝜋

4
+
2𝑘𝜋

3
;
5𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3
[ 
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𝑘 = 0: 𝑥 ∈ ]
𝜋

4
;
5𝜋

12
[ ;  𝑘 = 1: 𝑥 ∈ ]

11𝜋

12
;
13𝜋

12
[ ;  𝑘 = 2: 𝑥 ∈ ]

19𝜋

12
;
7𝜋

4
[  

𝑆 = ]
𝜋

4
;
5𝜋

12
[ ∪ ]

11𝜋

12
;
13𝜋

12
[ ∪ ]

19𝜋

12
;
7𝜋

4
[  

 

 sin 𝑥 < −
1

2
⇒
7𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 < 𝑥 <

11𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑆 = ]

7𝜋

6
;
11𝜋

6
[  
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 √2 sin 4𝑥 − 1 ≥ 0 ⇒ sin 4𝑥 ≥
√2

2
⇒
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 ≤ 4𝑥 ≤

3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑥 ∈ [
𝜋

16
+
𝑘𝜋

2
;
3𝜋

16
+
𝑘𝜋

2
] 

𝑘 = 0: 𝑥 ∈ [
𝜋

16
;
3𝜋

16
] ;  𝑘 = 1: 𝑥 ∈ [

9𝜋

16
;
11𝜋

16
] ;  𝑘 = 2: 𝑥 ∈ [

17𝜋

16
;
19𝜋

16
] ;  

𝑘 = 3: 𝑥 ∈ [
25𝜋

16
;
27𝜋

16
] 

𝑆 = [
𝜋

16
;
3𝜋

16
] ∪ [

9𝜋

16
;
11𝜋

16
] ∪ [

17𝜋

16
;
19𝜋

16
] ∪ [

25𝜋

16
;
27𝜋

16
]  

 
;𝜋−[حل في المجال   .4 𝜋] :المتراجحات التالية 

 2 cos 2𝑥 − √3 ≥ 0  cos 4𝑥 −
1

2
> 0 

 2 sin 5𝑥 + √3 ≥ 0  2 sin 4𝑥 − √2 > 0 

 

 2 cos 2𝑥 − √3 ≥ 0 ⇒ cos 2𝑥 ≥
√3

2
⇒ −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 ≤ 2𝑥 ≤

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑥 ∈ [−
𝜋

12
+ 𝑘𝜋;

𝜋

12
+ 𝑘𝜋] 
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𝑘 = −1: 𝑥 ∈ [−
13𝜋

12
;−
11𝜋

12
] (]−𝜋;−

11𝜋

12
]) ; 𝑘 = 0: 𝑥 ∈ [−

𝜋

12
;
𝜋

12
] ; 

𝑘 = 1: 𝑥 ∈ [
11𝜋

12
;
13𝜋

12
]  ([

11𝜋

12
; 𝜋]) 

𝑆 = ]−𝜋;−
11𝜋

12
] ∪ [−

𝜋

12
;
𝜋

12
] ∪ [

11𝜋

12
; 𝜋]  

−لاحظ أنّ القيمتين 
𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟐
و  

𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟐
، لهذا السبب اقتصرنا [𝝅;𝝅−[ تقعان خارج المجال 

 فقط.   [𝝅;𝝅−[على القيم الواقعة داخل المجال  

 

 cos 4𝑥 −
1

2
> 0 ⇒ cos 4𝑥 >

1

2
⇒ −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 < 4𝑥 <

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑥 ∈ ]−
𝜋

12
+
𝑘𝜋

2
;
𝜋

12
+
𝑘𝜋

2
[ 

𝑘 = −2: 𝑥 ∈ ]−
13𝜋

12
;−
11𝜋

12
[ (]−𝜋;−

11𝜋

12
[) ; 𝑘 = −1: 𝑥 ∈ ]−

7𝜋

12
;−
5𝜋

12
[  

𝑘 = 0: 𝑥 ∈ ]−
𝜋

12
;
𝜋

12
[ ; 𝑘 = 1: 𝑥 ∈ ]

5𝜋

12
;
7𝜋

12
[   

𝑘 = 2: 𝑥 ∈ ]
11𝜋

12
;
13𝜋

12
[ (]

11𝜋

12
; 𝜋])  

𝑆 = ]−𝜋;−
11𝜋

12
[ ∪ ]−

7𝜋

12
;−
5𝜋

12
[ ∪ ]−

𝜋

12
;
𝜋

12
[ ∪ ]

5𝜋

12
;
7𝜋

12
[  ∪ ]

11𝜋

12
; 𝜋]  
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 2 sin 5𝑥 + √3 ≤ 0 ⇒ sin 5𝑥 ≤ −
√3

2
⇒ −

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ≤ 5𝑥 ≤ −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑥 ∈ [−
2𝜋

15
+
2𝑘𝜋

5
;−
𝜋

15
+
2𝑘𝜋

5
] 

𝑘 = −2: 𝑥 ∈ [−
14𝜋

15
;−
13𝜋

15
] ; 𝑘 = −1: 𝑥 ∈ [−

8𝜋

15
;−
7𝜋

15
]  

𝑘 = 0: 𝑥 ∈ [−
2𝜋

15
;−
𝜋

15
] ; 𝑘 = 1: 𝑥 ∈ [

4𝜋

15
;
𝜋

3
] ; 𝑘 = 2: 𝑥 ∈ [

2𝜋

3
;
11𝜋

15
]   

𝑆 = [−
14𝜋

15
;−
13𝜋

15
] ∪ [−

8𝜋

15
;−
7𝜋

15
] ∪ [−

2𝜋

15
;−
𝜋

15
] ∪ [

4𝜋

15
;
𝜋

3
]  ∪ [

2𝜋

3
;
11𝜋

15
]  
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 2 sin 4𝑥 − √2 > 0 ⇒ sin 4𝑥 >
√2

2
⇒
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 < 4𝑥 <

3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑥 ∈ ]
𝜋

16
+
𝑘𝜋

2
;
3𝜋

16
+
𝑘𝜋

2
[ 

𝑘 = −2: 𝑥 ∈ ]−
15𝜋

16
;−
13𝜋

16
[ ; 𝑘 = −1: 𝑥 ∈ ]−

7𝜋

16
;−
5𝜋

16
[  

𝑘 = 0: 𝑥 ∈ ]
𝜋

16
;
3𝜋

16
[ ; 𝑘 = 1: 𝑥 ∈ ]

9𝜋

16
;
11𝜋

16
[  

𝑆 = ]−
15𝜋

16
;−
13𝜋

16
[ ∪ ]−

7𝜋

16
;−
5𝜋

16
[ ∪ ]

𝜋

16
;
3𝜋

16
[ ∪ ]

9𝜋

16
;
11𝜋

16
[  

 
 خلاصة:

 لحل متراجحة مثلثية نتبع الخطوات التالية: 

اعاة المجموعة المطلوب فيها حل  حصر المجال الذي من أجله تتحقق المتراجحة مع مر .1

;0]أو   ℝالمتراجحة:  2𝜋[   أو]−𝜋; 𝜋]. 

cosإذا كانت المتراجحة تشتمل على   .2 𝑥   أوsin 𝑥   فإنّ مجموعة الحلول هي المجال

 المحدد أعلاه. 

cosإذا كانت المتراجحة تشتمل على   .3 𝑛𝑥   أوsin 𝑛𝑥 جال المحدد أعلاه نقسم طرفي الم

المحصورة في المجموعة المطلوب فيها    الحلولحتى نحدد كل  𝑘قيم لـ   ونعطي 𝑛على  

 . حل المتراجحة 
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 الجزء الأول : 

ABCDEFGH  مكعب ضلعهa 
 

⃗     𝐴𝐵   لكل من: aحسب الجداء السلمي بدلالة ا .1 . 𝐵𝐹     ⃗  ،𝐴𝐵     ⃗ . 𝐷𝐺     ⃗ ، 

 𝐴𝐵     ⃗ . 𝐶𝐻     ⃗  ،𝐴𝐶     ⃗ . 𝐷𝐹     ⃗  ،𝐴𝐶     ⃗ . 𝐴𝐺     ⃗  ،𝐴𝐺     ⃗ . 𝐸𝐺     ⃗ ، 𝐴𝐺     ⃗ . 𝐷𝐹     ⃗. 

𝐴𝐵     ⃗ . 𝐵𝐹     ⃗ = 0 (𝐴𝐵     ⃗ ⊥ 𝐵𝐹     ⃗   (لأنّ  

𝐴𝐵     ⃗ . 𝐷𝐺     ⃗ =⏟
(𝐴𝐵𝐷) على 𝐺 نسقط

𝐴𝐵     ⃗ . 𝐷𝐶     ⃗ =⏟
مرتبطان  خطيا وفي  نفس الاتجاه 

𝑎. 𝑎 = 𝑎2  

𝐴𝐵     ⃗ . 𝐶𝐻     ⃗ =⏟
(𝐴𝐵𝐶) على 𝐻 نسقط

𝐴𝐵     ⃗ . 𝐶𝐷     ⃗ =⏟
مرتبطان  خطيا ومتعكسان في الاتجاه 

− 𝑎. 𝑎 = −𝑎2 

𝐴𝐶     ⃗ . 𝐷𝐹     ⃗ =⏟
(𝐴𝐷𝐶) على 𝐹 نسقط

𝐴𝐶     ⃗ . 𝐷𝐵      ⃗ =⏟
متعامدان

 (قطرا  المربع متعامدان) 0

𝐴𝐶     ⃗ . 𝐴𝐺     ⃗ =⏟
(𝐴𝐵𝐶) على 𝐺 نسقط

𝐴𝐶     ⃗ . 𝐴𝐶     ⃗ = 𝐴𝐶2 = 2𝑎2 (𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2) 

𝐴𝐺     ⃗ . 𝐸𝐺     ⃗ =⏟
(𝐸𝐹𝐺) على 𝐴 نسقط

𝐸𝐺     ⃗ . 𝐸𝐺     ⃗ = 𝐸𝐺2 = 2𝑎2 (𝐸𝐺2 = 𝐸𝐹2 + 𝐹𝐺2) 

𝐴𝐺     ⃗ . 𝐷𝐹     ⃗ =⏟
علاقة  شال

(𝐴𝐶     ⃗ + 𝐶𝐺     ⃗ ). (𝐷𝐵      ⃗ + 𝐵𝐹     ⃗ )

= 𝐴𝐶     ⃗ . 𝐷𝐵      ⃗⏟    
0(𝐴𝐶     ⃗ ⊥𝐷𝐵      ⃗ )

+ 𝐴𝐶     ⃗ . 𝐵𝐹     ⃗⏟    
0(𝐴𝐶     ⃗ ⊥𝐵𝐹     ⃗ )

+ 𝐶𝐺     ⃗ . 𝐷𝐵      ⃗⏟    
0(𝐶𝐺     ⃗ ⊥𝐷𝐵      ⃗ )

+ 𝐶𝐺     ⃗ . 𝐵𝐹     ⃗⏟    
𝑎2(𝐶𝐺     ⃗ ∥𝐵𝐹     ⃗ )

= 𝑎2 

 

: طريقة الإسقاط تعتمد على اختيار مستوي يشمل ثلاث نقط من الأربعة    هامةملاحظة  

المكوّنة للجداء السلمي واسقاط النقطة الرابعة على هذا المستوي. ولا يصح اسقاط نقطتين 

 (𝐴𝐵𝐶)على المستوي    𝐹و   𝐺 في آن واحد بل نستعمل علاقة شال ، ولو أسقطنا كلا من

⃗     𝐴𝐺النتيجة : في المثال الأخير لكانت  . 𝐷𝐹     ⃗ = 𝐴𝐶     ⃗ . 𝐷𝐵      ⃗ =  وهذا خطأ.  0

⃗      𝑫𝑭بينّ أنّ  .2 . 𝑬𝑮     ⃗ = ⃗      𝑫𝑭و   𝟎 . 𝑬𝑩      ⃗ =  (𝑫𝑭)، ثمّ استنتج أنّ المستقيم   𝟎

 (𝑩𝑬𝑮)عمودي على المستوي  

 

𝐷𝐹     ⃗ . 𝐸𝐺     ⃗ = 𝐻𝐹     ⃗ . 𝐸𝐺     ⃗⏟          
(𝐸𝐹𝐺) على 𝐷 نسقط

= 0 ;  𝐷𝐹     ⃗ . 𝐸𝐵     ⃗ = 𝐴𝐹     ⃗ . 𝐸𝐵     ⃗⏟          
(𝐸𝐹𝐵) لىع  𝐷 نسقط

= 0  

وهما شعاعان غير مرتبطين خطيا من المستوي   ⃗     𝐸𝐵و   ⃗     𝐸𝐺عمودي على   ⃗     𝐷𝐹بما أنّ 

(𝐵𝐸𝐺)ستنتج أنّ المستقيم ، ن(𝐷𝐹)  عمودي على المستوي(𝐵𝐸𝐺). 
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 الجزء الثاني : 

,𝑂)متجانس  المتعامد والمعلم الالفضاء منسوب إلى  𝑖, 𝑗, 𝑘 ⃗ ). 

;A(1نعتبر النقط   0; −1)  ،B(2; 2; 3)  ،C(3; 1;−2)   ،D(−4; 2; 1) 
 

,𝑪,𝑩ن أن النقط  بيّ  .1 𝑨  تعين مستويا 

,𝑪,𝑩ن أن النقط  ابيل 𝑨  ّفي استقامية( ، ليست )أو أنهّا  ن مستوياتعي 

 غير مرتبطين خطّيا  ⃗     𝑨𝑪و  ⃗      𝑨𝑩نبينّ أنّ الشعاعين  

𝐴𝐵     ⃗ (
1
2
4
) ;  𝐴𝐶     ⃗ (

2
1
−1
) ;
1

2
≠
2

1
 ⇒ ⃗     𝐴𝐶 غير مرتبطين خطيا ⃗     𝐴𝐵 و   

⇒ ,𝐶 تعيّن  مستويا 𝐵, 𝐴 النقط   
 

 (ABC)ن شعاعا ناظميا للمستوي  عيّ  .2

⃗ 𝑛ليكن  (𝑎; 𝑏; 𝑐)   شعاعا ناظميا للمستوي(𝐴𝐵𝐶)   فهو إذن عمودي على ، 

 ، منه : ⃗     𝐴𝐶و   ⃗     𝐴𝐵كل من الشعاعين  

{𝑛 ⃗ . 𝐴𝐵
     ⃗ = 0

𝑛 ⃗ . 𝐴𝐶     ⃗ = 0
 ⇒  {

𝑎 + 2𝑏 + 4𝑐 = 0…
2𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0…

  

نضرب  المعادلة   في 2−
⇒              {

𝑎 + 2𝑏 + 4𝑐 = 0
−4𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 = 0 نجمع المعادلتين

⇒      − 3𝑎 + 6𝑐 = 0  

⇒ 𝑎 = 2𝑐
  في المعادلة 𝑎 نعوّض
⇒           4𝑐 + 𝑏 − 𝑐 = 0  

⇒ 𝑏 = −3𝑐 
𝑐=1  نفرض
⇒      𝑛 ⃗ (2;−3; 1)  

   (ABC)استنتج معادلة ديكارتية للمستوي  .3

⃗  𝒏إذا كان  (
𝒂
𝒃
𝒄
 ، فإنّ هذا الأخير   (𝑨𝑩𝑪)لمستوي  شعاعا ناظميا ل (

𝒂𝒙يقبل معادلة من الشكل :  + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 + 𝒅 = 𝟎 

 

 طريقة أولى : 

(𝐴𝐵𝐶): 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 ; 

𝐴 ∈ (𝐴𝐵𝐶)
(𝐴𝐵𝐶)  في معادلة 𝐴  نعوّض إحداثيات
⇒                   2 − 1 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −1 

(𝐴𝐵𝐶): 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 1 = 0  

 : ثانيةطريقة 

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 𝑛 ⃗ . 𝐴𝑀      ⃗ = 0 ⇒ 2(𝑥 − 1) − 3𝑦 + (𝑧 + 1) = 0 

96



 
 

⇒ 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 1 = 0  

 قائم  𝑨𝑩𝑪أثبت أن المثلث  .4

 الجداء السلمي  نحسب،  قائم𝑨𝑩𝑪  ت أن المثلثاثبلإ

 العكسية نظرية فيثاغورسنطبق أو 

 

 طريقة أولى : 

𝐴𝐵     ⃗ . 𝐴𝐶     ⃗ = 1(2) + 2(1) + 4(−1) = 2 + 2 − 4 = 0 ⇒ 𝐴𝐵     ⃗ ⊥ 𝐴𝐶     ⃗

⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

 : انيةثطريقة 

𝐴𝐵 = √12 + 22 + 42 = √21 ;  𝐴𝐶 = √22 + 12 + (−1)2 = √6  

𝐵𝐶 = √1² + (−1)² + (−5)² = √27 

𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 ⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

  ABCحسب مساحة المثلث ا .5

تساوي   مساحة المثلث
القاعدة  × الارتفاع 

𝟐
 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
𝐴𝐵 × 𝐴𝐶

2
=
√1² + 2² + 4² × √2² + 1² + (−1)²

2
=
√21 × √6

2

=
3

2
√14 𝑢. 𝑎  

 

 𝑫𝑨𝑩𝑪، ثم احسب حجم رباعي الوجوه  (𝑨𝑩𝑪)عن المستوي   𝑫عد النقطة ن بُ عيّ  .6

;′𝑴′(𝒙نقطة العد بُ  𝒚′; 𝒛′)  عن المستوي(𝑷): 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄𝒛 + 𝒅 = هو :    𝟎
|𝒂𝒙′+𝒃𝒚′+𝒄𝒛′+𝒅|

√𝒂𝟐+𝒃𝟐+𝒄𝟐
 

𝑑[𝐷, (𝐴𝐵𝐶)] =
|2(−4) − 3(2) + 1 − 1|

√22 + (−3)2 + 12
=
14

√14
= √14  

ساوي  حجم رباعي الوجوه ي
مساحة  القاعدة  × الارتفاع 

𝟑
 

𝑉𝐷𝐴𝐵𝐶 =
1

3
𝑆⏟
𝑆𝐴𝐵𝐶

× ℎ⏟
𝑑[𝐷,(𝐴𝐵𝐶)]

=
1

3
.
3

2
√14. √14 =

14

2
= 7 𝑢. 𝑣  
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    :                                       الذي معادلته (S)رة  مركز سطح الك 𝝎ن عيّ  .7

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 + 𝟐𝒚 − 𝟔𝒛 − 𝟏𝟓 = 𝟎 

على الشكل :  معادلته نكتب سطح كرة لتعيين مركز ونصف قطر   

(𝒙 − 𝒙𝟎)
𝟐 + (𝒚 − 𝒚𝟎)

𝟐 + (𝒛 − 𝒛𝟎)
𝟐 = 𝒓𝟐 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑦 − 6𝑧 − 15 = 0 

⇒ 𝑥2 + (𝑦 + 1)2 − 12 + (𝑧 − 3)2 − 32 − 15 = 0 

⇒ 𝑥2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 − 3)2 = 25  

⇒ 𝜔(0;−1; 3) ; 𝑟 = √25 = 5  

 (ABC)عن المستوي  𝝎حسب بعد النقطة  ا .8

𝑑[𝜔, (𝐴𝐵𝐶)] =
|2(0) − 3(−1) + 3 − 1|

√22 + (−3)2 + 12
=

5

√14
=
5√14

14
 

 

 (ABC)و يعامد المستوي  𝝎الذي يشمل النقطة   (∆)للمستقيم    اوسيطي اعط تمثيلا .9

;𝑴𝟎(𝒙𝟎وسيطي لمستقيم يشمل نقطة التمثيل ال 𝒚𝟎; 𝒛𝟎) شعاع توجيهه  و𝒖  ⃗ (

𝜶
𝜷
𝜸
هو :   (

{

𝒙 = 𝒙𝟎 + 𝜶𝒕
𝒚 = 𝒚𝟎 + 𝜷𝒕
𝒛 = 𝒛𝟎 + 𝜸𝒕

; 𝒕 ∈ ℝ 

 

(∆)بما أنّ  ⊥ (𝐴𝐵𝐶)   ّفإن ،𝑢(∆)       ⃗ = 𝑛 ⃗  ّالشعاع الناظمي للمستوي  ، أي إن 

(𝐴𝐵𝐶)  هو شعاع توجيه للمستقيم(∆). 

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (∆) ⇒ 𝜔𝑀       ⃗ ∥ 𝑛 ⃗ ⇒ 𝜔𝑀       ⃗ = 𝑡. 𝑛 ⃗ ⇒ {
𝑥 = 2𝑡

𝑦 + 1 = −3𝑡
𝑧 − 3 = 𝑡

 

(∆): {
𝑥 = 2𝑡

𝑦 = −1 − 3𝑡
𝑧 = 3 + 𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ  

 

 (S)و سطح الكرة   (ABC)عينّ تقاطع المستوي  .10

 ،   𝒓ونصف قطرها   𝝎مركزها  (𝑺)رة  و سطح الك (𝑷)  يتقاطع مستولتعيين طبيعة 

,𝒅[𝝎نقارن   (𝑷)]    و𝒓 : 

• 𝒅[𝝎, (𝑷)] > 𝒓 ⇒ (𝑷) ∩ (𝑺) =  (لا يتقاطعان) ∅

• 𝒅[𝝎, (𝑷)] = 𝒓 ⇒ (𝑷) ∩ (𝑺) = {𝝎′} ( يتماسّان  في نقطة وحيدة) 

• 𝒅[𝝎, (𝑷)] < 𝒓 ⇒ (𝑷) ∩ (𝑺) = 𝑪(𝝎′;𝒓′) (يتقاطعان وفق دائرة) 
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 الحالة الأولى : 

 𝒅[𝝎, (𝑷)] > 𝒓 

 الحالة الثانية : 

 𝒅[𝝎, (𝑷)] = 𝒓 

 الحالة الثالثة : 

 𝒅[𝝎, (𝑷)] < 𝒓 

   
(𝑷) ∩ (𝑺) = ∅ (𝑷) ∩ (𝑺) = {𝝎′} (𝑷) ∩ (𝑺) = 𝑪(𝝎′;𝒓′) 

 

𝒙المستوي الذي معادلته:  (P)ليكن  .11 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎 . 

 متعامدان  (ABC)و  (P)بينّ أنّ المستويين 

⃗   ′𝑛ليكن  (1; 1;  . لدينا : (𝑃)ميا للمستوي  شعاعا ناظ (1

𝑛 ⃗ . 𝑛′   ⃗ = 2(1) − 3(1) + 1(1) = 0 ⇒ 𝑛 ⃗ ⊥ 𝑛′   ⃗ ⇒ (𝐴𝐵𝐶) ⊥ (𝑃)  
 

 (ABC)و  (P)تقاطع   (′∆)اعط التمثيل الوسيطي للمستقيم   .12

 

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (∆′) ⇒ {
𝑀 ∈ (𝐴𝐵𝐶)

𝑀 ∈ (𝑃)
⇒ {
2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 1 = 0…

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0…

−
⇒   𝑥 − 4𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 = 4𝑦  

4𝑦نجد :  لمعادلة في ا 𝑥بتعويض   + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 𝑧، منه  0 = −5𝑦 + 1  

𝑦وبوضع  = 𝑡′  للمستقيم نحصل على التمثيل الوسيطي(∆′). 

(∆′): {
𝑥 = 4𝑡′
𝑦 = 𝑡′

𝑧 = 1 − 5𝑡′

 ;  𝑡′ ∈ ℝ  

 

 (′∆)و  (∆)ادرس الوضع النسبي للمستقيمين  .13

 على الترتيب. (′∆)و  (∆)لمستقيمين شعاعي توجيه ا  ⃗   ′𝑢و  ⃗ 𝑢ليكن 

𝑢 ⃗ (
2
−3
1
) ; 𝑢′   ⃗ (

4
1
−5
) ;
2

4
≠ −

3

1
 

  (′∆)و  (∆)لمستقيمين  غير مرتبطين خطّيا ، فإنّ ا ⃗   ′𝑢و  ⃗ 𝑢بما أنّ الشعاعين 

 متقاطعان أو لا ينتميان لنفس المستوي. 

 ، نحلّ الجملة التالية حيث   (′∆)و  (∆)الوضع النسبي للمستقيمين لتحديد 

𝑀 ∈ ′𝑀و (∆) ∈ (∆′): 
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{
𝑥𝑀 = 𝑥𝑀′
𝑦𝑀 = 𝑦𝑀′

⇒ {
2𝑡 = 4𝑡′…

−1 − 3𝑡 = 𝑡′… نضرب  المعادلة   في 4−
⇒             {

2𝑡 = 4𝑡′

4 + 12𝑡 = −4𝑡′

⇒ { 𝑡 = 2𝑡′
14𝑡 = −4

⇒ {
𝑡′ = −

1

7

𝑡 = −
2

7

 

 نحصل على النقطتين (′∆)و   (∆)  لـفي التمثيلين الوسيطيين  ′𝑡و 𝑡بتعويض  

(−
4

7
; −

1

7
;
19

7
−)و   (

4

7
; −

1

7
;
12

7
) 

𝑧𝑀بما أنّ  ≠ 𝑧𝑀′  ّنفس المستوي. من  ليسا (′∆)و  (∆)لمستقيمين  ا، نستنتج أن 

 

  : حيث [EF]المستوي المحوري للقطعة  (Q)اعط المعادلة الديكارتية لـ  .14

𝑬(𝟏; 𝟎; ;𝑭(−𝟏و  (𝟎 𝟎; 𝟐) 

 

       الذي يعامد هذه القطعة  هو المستوي [𝑬𝑭] للقطعةالمستوي المحوري 

 [𝑬𝑭]منتصف   𝑰ويشمل  ⃗     𝑬𝑭في منتصفها ، فهو إذن يعامد  

 

𝐸𝐹     ⃗ (−2; 0; 2) ; 𝐼(0; 0; 1) ;𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝑄) ⇒ −2𝑥 + 2𝑧 + 𝑑 = 0 ; 

𝐼 ∈ (𝑄) ⇒ 2 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −2 ⇒ (𝑄):−2𝑥 + 2𝑧 − 2 = 0   

 

 (ABC)و  (Q)،  (P)عينّ تقاطع المستويات الثلاث   .15

 

  (𝑄)، ندرس تقاطع المستوي  (ABC)و  (Q)،  (P)تويات الثلاث  ن تقاطع المسيعيلت

 (′∆)والمستقيم  

𝑀 ∈ (𝑄) ∩ (𝑃) ∩ (𝐴𝐵𝐶)⏟        
(∆′)

⇒ 𝑀 ∈ (𝑄) ∩ (∆′) ; 

−2(4𝑡′) + 2(1 − 5𝑡′) − 2 = 0 ⇒ −18𝑡′ = 0 ⇒ 𝑡′ = 0 

نعوّض ′𝑡 في التمثيل الوسيطي  ل ـ (′∆)
⇒                   (𝑄) ∩ (𝑃) ∩ (𝐴𝐵𝐶) = {𝐼(0; 0; 1)}  

 

مرجح  'Gو   ABCمركز ثقل المثلث  Gحيث  'Gو  Gن إحداثيات النقطتين عيّ  .16

;𝑨)}الجملة  𝟑), (𝑩;−𝟏); (𝑪; 𝟏)} 
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𝜶إذا كان  + 𝜷 + 𝜸 ≠ ,(𝑨;𝜶)}، فإنّ الجملة المثقلة  𝟎 (𝑩; 𝜷); (𝑪; 𝜸)}  تقبل

 حيث :  𝑮مرجحا وحيدا 

• 𝜶𝑮𝑨     ⃗ + 𝜷𝑮𝑩      ⃗ + 𝜸𝑮𝑪     ⃗ = 𝟎  ⃗  

• 𝑮(
𝜶𝒙𝑨+𝜷𝒙𝑩+𝜸𝒙𝑪

𝜶+𝜷+𝜸
;
𝜶𝒚𝑨+𝜷𝒚𝑩+𝜸𝒚𝑪

𝜶+𝜷+𝜸
;
𝜶𝒛𝑨+𝜷𝒛𝑩+𝜸𝒛𝑪

𝜶+𝜷+𝜸
) 

• ∀𝑴 ;  𝜶𝑴𝑨       ⃗ + 𝜷𝑴𝑩       ⃗ + 𝜸𝑴𝑪      ⃗ = (𝜶 + 𝜷 + 𝜸)𝑴𝑮       ⃗  

⃗       𝑴𝑮‖التي تحققّ :   𝑴مجموعة النقط  • ‖ =  𝑮هي النقطة  𝟎

⃗       𝑴𝑮‖التي تحققّ :   𝑴مجموعة النقط  • ‖ = 𝒌(𝒌 >  𝑮  سطح كرة مركزهاهي  (𝟎

 𝒌ونصف قطرها  

⃗       𝑴𝑮‖التي تحققّ :   𝑴مجموعة النقط  • ‖ = ‖𝑴𝑮′        ⃗ المستوي المحوري  هي  ‖

 [′𝑮𝑮] للقطعة

⃗       𝑴𝑮التي تحققّ :   𝑴مجموعة النقط  • . 𝑴𝑮       ⃗ ′ =  [′𝑮𝑮]سطح كرة قطرها  هي  𝟎

⃗       𝑴𝑮   التي تحققّ : 𝑴مجموعة النقط  • . 𝑨𝑩      ⃗ = الذي يشمل النقطة  المستويهي   𝟎

𝑮   ويعامد𝑨𝑩      ⃗ 

;𝑨)}مرجح الجملة  • 𝟏), (𝑩; 𝟏); (𝑪;    ABCمركز ثقل المثلث هو  {(𝟏

;𝑨)}مرجح الجملة  • 𝟏), (𝑩;   [𝑨𝑩]منتصف القطعة هو  {(𝟏

𝜶إذا كان  + 𝜷 + 𝜸 = ⃗       𝜶𝑴𝑨الشعاع   ، فإنّ  𝟎 + 𝜷𝑴𝑩       ⃗ + 𝜸𝑴𝑪      ⃗  مستقل عن𝑴 
 

 

𝐺{(𝐴; 1), (𝐵; 1); (𝐶; 1)} 

⇒ 𝐺 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

3
;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

3
;
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
) ⇒ 𝐺(2; 1; 0)  

𝐺′{(𝐴; 3), (𝐵;−1); (𝐶; 1)}

⇒ 𝐺 (
3𝑥𝐴 − 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

3
;
3𝑦𝐴 − 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

3
;
3𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
)

⇒ 𝐺′ (
4

3
;−
1

3
;−
8

3
)  

 

 :من الفضاء التي تحقق   𝑴ة من الحالات التالية مجموعة النقط عينّ في كل حال  .17

⃗       𝑴𝑨‖ .أ + 𝑴𝑩       ⃗ + 𝑴𝑪      ⃗ ‖ = 𝟔… 

‖𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ + 𝑀𝐶      ⃗⏟          
3𝑀𝐺      ⃗

‖ = 6 ⇒ ‖3𝑀𝐺      ⃗ ‖ = 6 ⇒ 3‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = 6 ⇒ ‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = 2  

 2ونصف قطرها  𝐺هي سطح كرة مركزها     المعادلة التي تحققّ 𝑀مجموعة النقط 
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⃗       𝑴𝑨‖ .ب + 𝑴𝑩       ⃗ + 𝑴𝑪      ⃗ ‖ = ‖𝟑𝑴𝑨       ⃗ − 𝑴𝑩       ⃗ + 𝑴𝑪      ⃗ ‖…   

‖𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ + 𝑀𝐶      ⃗⏟          
3𝑀𝐺      ⃗

‖ = ‖3𝑀𝐴      ⃗ − 𝑀𝐵      ⃗ + 𝑀𝐶      ⃗⏟          

3𝑀𝐺′         ⃗

‖ 

⇒ ‖3𝑀𝐺      ⃗ ‖ = ‖3𝑀𝐺′       ⃗ ‖ ⇒ ‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = ‖𝑀𝐺′       ⃗ ‖  

 [′𝐺𝐺]هي المستوي المحوري للقطعة    المعادلة التي تحققّ 𝑀مجموعة النقط 
 

⃗       𝑴𝑨‖ .ج + 𝑴𝑩       ⃗ + 𝑴𝑪      ⃗ ‖ = ‖𝟐𝑴𝑨       ⃗ − 𝑴𝑩       ⃗ − 𝑴𝑪      ⃗ ‖… 

‖𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ + 𝑀𝐶      ⃗⏟          
3𝑀𝐺      ⃗

‖ = ‖2𝑀𝐴      ⃗ − 𝑀𝐵      ⃗ − 𝑀𝐶      ⃗⏟          
𝑀 شعاع  مستقل  عن

‖ 

⇒ ‖3𝑀𝐺      ⃗ ‖ = ‖2𝑀𝐴      ⃗ − (𝑀𝐴      ⃗ + 𝐴𝐵     ⃗ ) − (𝑀𝐴      ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ )‖ 

⇒ 3‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = ‖−(𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ )‖ ⇒ 3‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = ‖𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ ‖ 

𝐴𝐵     ⃗ (
1
2
4
) ;  𝐴𝐶     ⃗ (

2
1
−1
) ⇒ 𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ (

3
3
3
)  ⇒ ‖𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐶     ⃗ ‖ = 3√3

⇒ ‖𝑀𝐺      ⃗ ‖ = √3  

 3√ونصف قطرها   𝐺هي سطح كرة مركزها  المعادلة  التي تحقّق    𝑀مجموعة النقط 
 

⃗       𝑴𝑨) .د + 𝑴𝑩       ⃗ + 𝑴𝑪      ⃗ )(𝟑𝑴𝑨       ⃗ − 𝑴𝑩       ⃗ + 𝑴𝑪      ⃗ ) = 𝟎… 

(𝑀𝐴      ⃗ + 𝑀𝐵      ⃗ + 𝑀𝐶      ⃗ )(3𝑀𝐴      ⃗ − 𝑀𝐵      ⃗ + 𝑀𝐶      ⃗ ) = 0 

⇒ (3𝑀𝐺      ⃗ )(3𝑀𝐺′        ⃗ ) = 0 ⇒ 𝑀𝐺      ⃗ . 𝑀𝐺′       ⃗ = 0  

 [′𝐺𝐺]هي سطح كرة قطرها  المعادلة  التي تحقّق    𝑀مجموعة النقط 
 

⃗       𝟑𝑴𝑨) .ه − 𝑴𝑩       ⃗ + 𝑴𝑪      ⃗ )(𝑴𝑨       ⃗ − 𝑴𝑩       ⃗ ) = 𝟎… 

(3𝑀𝐴      ⃗ − 𝑀𝐵      ⃗ + 𝑀𝐶      ⃗ )(𝑀𝐴      ⃗ − 𝑀𝐵      ⃗ ) = 0
𝑀𝐵       ⃗ =𝑀𝐴      ⃗ +𝐴𝐵     ⃗
⇒        (3𝑀𝐺′        ⃗ )(−𝐴𝐵     ⃗ ) = 0 

⇒ 𝑀𝐺′       ⃗ . 𝐴𝐵     ⃗ = 0  
 

 ⃗     𝐴𝐵ويعامد   ′𝐺المستوي الذي يشمل النقطة  هي   المعادلة  ق  التي تحقّ   𝑀مجموعة النقط 
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 الجداء السلمي لشعاعين:  .أ

⃗ 𝑢هو العدد الحقيقي الذي نرمز له بالرمز   ⃗ 𝑢 و𝑣⃗  الجداء السلمي لشعاعين . 𝑣⃗ :والمعرّف بـ 

• 𝑢 ⃗ . 𝑣⃗ = 𝑣⃗إذا كان   0 = ⃗ 𝑢 أو 0 = 0 

• 𝑢 ⃗ . 𝑣⃗ = ‖𝑢 ⃗ ‖. ‖𝑣⃗‖. cos(𝑢 ⃗ , 𝑣⃗)   إذا كان𝑣⃗ ≠ ⃗ 𝑢 و 0 ≠ 0. 

⃗ 𝑢شعاعين فإنّ:  ⃗ 𝑢 و 𝑣⃗إذا كان   :1مبرهنة  . 𝑣⃗ =
1

2
(‖𝑢 ⃗ ‖2 + ‖𝑣⃗‖2 − ‖𝑢 ⃗ − 𝑣⃗‖2) 

;𝑥)هي  ⃗ 𝑢إذا كانت في معلم متعامد ومتجانس، إحداثيات   :2مبرهنة  𝑦) إحداثيات  و𝑣⃗ 

;′𝑥)هي  𝑦′)   :ّفإن𝑢 ⃗ . 𝑣⃗ = 𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′. 

⃗ 𝑢متعامدان يعني أنّ:  ⃗ 𝑢 و 𝑣⃗القول أنّ الشعاعين   :3مبرهنة  . 𝑣⃗ = 0. 

 أمثلة:
 

 
 

 قواعد الحساب:  .ب

⃗  𝑤من أجل كل ثلاثة أشعة   مبرهنة:  لدينا: ومن أجل كل عدد حقيقي   ⃗ 𝑣⃗ ، 𝑢 و

 𝑢 ⃗ . 𝑣⃗ = 𝑣⃗. 𝑢 ⃗  ;   𝑢 ⃗ . (𝑣⃗ + 𝑤  ⃗ ) = 𝑢 ⃗ . 𝑣⃗ + 𝑢 ⃗ . 𝑤  ⃗  ;   (𝑢 ⃗ + 𝑣⃗). 𝑤  ⃗ = 𝑢 ⃗ . 𝑤  ⃗ + 𝑣⃗. 𝑤  ⃗  

 (𝑢 ⃗ ). 𝑣⃗ = (𝑢 ⃗ . 𝑣⃗) ;   𝑢 ⃗ . (𝑣⃗) = (𝑢 ⃗ . 𝑣⃗) 

 المتطابقات الشهيرة:  

 ‖𝑢 ⃗ + 𝑣⃗‖2 = ‖𝑢 ⃗ ‖2 + 2𝑢 ⃗ . 𝑣⃗ + ‖𝑣⃗‖2  

 ‖𝑢 ⃗ − 𝑣⃗‖2 = ‖𝑢 ⃗ ‖2 − 2𝑢 ⃗ . 𝑣⃗ + ‖𝑣⃗‖2  

 (𝑢 ⃗ + 𝑣⃗)(𝑢 ⃗ − 𝑣⃗) = ‖𝑢 ⃗ ‖2 − ‖𝑣⃗‖2  

 الجداء السلمي والمسقط العمودي لشعاع:  

⃗ 𝑢شعاعين حيث   ⃗ 𝑢 و 𝑣⃗إذا كان  مبرهنة:   ≠   𝑣⃗المسقط العمودي للشعاع   ⃗   ′𝑣وكان  0

⃗ 𝑢فإنّ:   ⃗ 𝑢على   . 𝑣⃗ = 𝑢 ⃗ . 𝑣′   ⃗. 
 

 

103

   ⃗



 
 

 تطبيقات الجداء السلمي:  .ج

 معادلة مستقيم عُلِم شعاع ناظمي له ونقطة منه:

⃗ 𝑛يكون لكل مستقيم حيث الشعاع غير المعدوم  في معلم متعامد ومتجانس،  (𝑎; 𝑏) 

𝑎𝑥ناظمي له )يعامده( معادلة من الشكل:  + 𝑏𝑦 + 𝑐 =  عدد حقيقي.  𝑐حيث   0

 : مركزها ونصف قطرهاعُلِم دائرة معادلة 

;(𝑥0التي مركزها  (𝒞)الدائرة في معلم متعامد ومتجانس، معادلة  𝑦0)  ونصف

𝑟)قطرها  > 0) 𝑟 هي  :(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 = 𝑟2. 

 : الهقطر معادلة مستقيم عُلِم 

⃗      𝑀𝐴  :حيث 𝑀هي مجموعة النقط  [𝐴𝐵]الدائرة التي قطرها   . 𝑀𝐵      ⃗ = 0. 

 :مبرهنة المتوسط

𝐵و 𝐴  نقطتان و𝐼  منتصف القطعة المستقيمة[𝐴𝐵] ةنقط. من أجل كل 𝑀 لدينا: 

𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 = 2𝑀𝐼2 +
1

2
𝐴𝐵2. 

 :مبرهنة الكاشي

𝐴𝐵𝐶  :مثلث حيث𝐵𝐶 = 𝑎 و 𝐴𝐶 = 𝑏 ، 𝐴𝐵 = 𝑐. العلاقات التالية لدينا:  

 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos 𝐴̂  𝑏2 = 𝑎2 + 𝑐2 − 2𝑎𝑐 cos 𝐵̂ 

  𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos 𝐶̂  

 : قاعدة المساحة

𝐴𝐵𝐶  :مثلث حيث𝐵𝐶 = 𝑎 و 𝐴𝐶 = 𝑏 ، 𝐴𝐵 = 𝑐  و𝑆  مساحة المثلث𝐴𝐵𝐶 . 

   :لدينا العلاقات التالية

𝑆 =
1

2
𝑏𝑐 sin 𝐴̂ =

1

2
𝑎𝑐 sin 𝐵̂ =

1

2
𝑎𝑏 sin 𝐶̂ 

 

 : قانون الجيوب

𝐴𝐵𝐶  :مثلث حيث𝐵𝐶 = 𝑎 و 𝐴𝐶 = 𝑏 ، 𝐴𝐵 = 𝑐لدينا العلاقات التالية .:  

𝑎

sin 𝐴̂
=

𝑏

sin 𝐵̂
=

𝑐

sin 𝐶̂
 

 المسافة بين نقطة ومستقيم: 

;𝐴(𝑥0في معلم متعامد ومتجانس، المسافة بين نقطة  𝑦0)   ومستقيم(𝐷)  معادلته

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = هي:  0
|𝑎𝑥0+𝑏𝑦0+𝑐|

√𝑎2+𝑏2
. 

 دساتير الجمع: 

cos(𝑎 − 𝑏) = cos 𝑎 cos 𝑏 + sin 𝑎 sin 𝑏 

cos(𝑎 + 𝑏) = cos 𝑎 cos 𝑏 − sin 𝑎 sin 𝑏 
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sin(𝑎 − 𝑏) = sin 𝑎 cos 𝑏 − cos 𝑎 sin 𝑏 

sin(𝑎 + 𝑏) = sin 𝑎 cos 𝑏 + cos 𝑎 sin 𝑏 

cos 2𝑎 = cos2 𝑎 − sin2 𝑎 = 2 cos2 𝑎 − 1 = 1 − 2 sin2 𝑎 

sin 2𝑎 = 2 sin 𝑎 cos 𝑎 

 
 

 :ب المدرسيمن الكتا يةتطبيقتمارين 

 (299ص  31: )تمرين 01التمرين 

𝐴𝐵𝐶𝐷   مستطيل حيث𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 و 5 = 3 .𝐸   منتصف[𝐴𝐵]. 

 

 .𝐴𝐶 و 𝐷𝐸احسب  .1

⃗     𝐷𝐸عبّر عن الشعاعين  .2 ⃗     𝐴𝐷بدلالة   ⃗     𝐴𝐶 و   .⃗     𝐴𝐵 و 

⃗     𝐴𝐶احسب الجداء السلمي  .3 . 𝐷𝐸     ⃗ الزاوية   مة، واستنتج قي𝜃 = (𝐷𝐸     ⃗  ; 𝐴𝐶     ⃗ بالدرجات  (

 .0,01بالتقريب  

 
 : 01حل التمرين 

 .𝐴𝐶 و 𝐷𝐸حساب  .1

𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 = 52 + 32 = 25 + 9 = 34 ⇒ 𝐴𝐶 = √34  

𝐷𝐸2 = 𝐷𝐴2 + 𝐴𝐸2 = 32 + (
5

2
)
2

= 9 +
25

4
=
61

4
⇒ 𝐷𝐸 =

√61

2
 

⃗     𝐷𝐸التعبير عن الشعاعين  .2 ⃗     𝐴𝐷بدلالة   ⃗     𝐴𝐶 و   .⃗     𝐴𝐵 و 

𝐴𝐶     ⃗ = 𝐴𝐵     ⃗ + 𝐵𝐶     ⃗ = 𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐷     ⃗  

𝐷𝐸     ⃗ = 𝐷𝐴     ⃗ + 𝐴𝐸     ⃗ = −𝐴𝐷     ⃗ +
1

2
𝐴𝐵     ⃗  

⃗     𝐴𝐶حساب الجداء السلمي   .3 . 𝐷𝐸     ⃗  

𝐴𝐶     ⃗ . 𝐷𝐸     ⃗ = (𝐴𝐵     ⃗ + 𝐴𝐷     ⃗ ) (
1

2
𝐴𝐵     ⃗ − 𝐴𝐷     ⃗ ) 
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=
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2 − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗2 =

1

2
𝐴𝐵2 − 𝐴𝐷2 

=
25

2
− 9 =

7

2
 

𝜃الزاوية  مةاستنتاج قي  = (𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  .0,01بالدرجات بالتقريب   (⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. cos(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

cos(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖
=

7

2

√34 ×
√61

2

=
7

√2074
≈ 0,15 

cos(𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ≈ 0,15 ⇒ (𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ≈ 81,16°  (cos(𝑢⃗ ; 𝑣 ) = cos(𝑣 ; 𝑢⃗ )) 

 
 (301ص  54: )تمرين 02التمرين 

𝐴𝐵𝐶𝐷  و  4مربع طول ضلعه𝐴𝐵𝐼   مثلث متقايس الأضلاع. نسمي𝐾و 𝐽  المسقطين

على المستقيمين  𝐼العموديين للنقطة 

(𝐴𝐷)و (𝐴𝐵).على الترتيب 

𝐼𝐽⃗⃗⃗احسب الجداءات السلمية التالية:   .4  . 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗   ،

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗   ،𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ،𝐼𝐽⃗⃗⃗  . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

𝐷𝐴⃗⃗أ. احسب  .5 ⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗  و 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ . 

 .𝐷𝐾𝐼في المثلث  𝐷𝐼ب. احسب 

جـ. استنتج من النتائج السابقة قيم 

cos 75° cos و  15°. 

2لاحظ أنّ  − √3 = (
√6−√2

2
)
2

:  

 
 :  02حل التمرين 

𝐼𝐽⃗⃗⃗حساب الجداءات السلمية التالية:   .1  . 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗   ،𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗   ،𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ،𝐼𝐽⃗⃗⃗  . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

𝐼𝐽⃗⃗⃗  . 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐽⃗⃗⃗  . 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐽2 = 𝐴𝐼2 − 𝐴𝐽2 = 42 − 22 = 12  

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖. cos 30°⏟                  
(𝐴𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ )=(𝐴𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;𝐴𝐽⃗⃗ ⃗⃗  )−(𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ;𝐴𝐽⃗⃗ ⃗⃗  )=90°−60°=30°

= 16 ×
√3

2
= 8√3  

𝐼𝐽⃗⃗⃗  . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⏟      
𝐼𝐽⃗⃗  ⃗⊥𝐷𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

 ;  𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −8√3  

𝐷𝐴⃗⃗أ. حساب  .2 ⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗  و 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ . 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖ = 4 × 2 = 8  
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𝐴𝐾2 = 𝐴𝐼2 − 𝐾𝐼2 = 42 − 22 = 12 ⇒ 𝐴𝐾 = 2√3 ⇒ 𝐷𝐾 = 4 − 2√3 

𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 4(4 − 2√3) = 16 − 8√3  

 .𝐷𝐾𝐼في المثلث  𝐷𝐼ب. حساب  

𝐷𝐼2 = 𝐷𝐾2 + 𝐾𝐼2 = (4 − 2√3)
2
+ 22 = 32 − 16√3 

𝐷𝐼 = √32 − 16√3 = 4√2 − √3 = 4(
√6 − √2

2
) = 2(√6 − √2)  

cosجـ. استنتاج قيم   75° cos و  15°. 

𝐴𝐷) متساوي الساقين 𝐴𝐷𝐼بما أنّ المثلث   = 𝐴𝐼) ّفإن ، : 

(𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ) = (𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ ; 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ) =
180° − 30°

2
= 75° 

(𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) − (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ) = 90° − 75° = 15° 

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐼′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4 × 2 = 8 

𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. cos(𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

⇒ cos(𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
=

8

8(√6 − √2)
=

1

√6 − √2
 

⇒ cos 15° =
√6 + √2

4
 

𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ = ‖𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖. cos(𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ) 

⇒ cos(𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ) =
𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ 

‖𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐷𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖
=

16 − 8√3

8(√6 − √2)
=
2 − √3

√6 − √2
=
(
√6−√2

2
)
2

√6 − √2
 

⇒ cos 75° =
√6 − √2

4
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 (302ص  65: )تمرين 03التمرين 

 في كل حالة من الحالات التالية:  (𝐷)اكتب معادلة ديكارتية للمستقيم  

1. (𝐷)   يشمل𝐴(2;−1)  و𝑛 ⃗ (
2
3
 ناظمي له. (

2. (𝐷)   يشمل𝐴(−√2; ;𝐶(5حيث   (𝐵𝐶)وعمودي على المستقيم  (1 ;𝐵(−2 و(2 1). 

3. (𝐷)   يشمل𝑂  2الذي معادلته   (∆)وعمودي على المستقيم𝑥 + 3𝑦 − 6 = 0. 

 
 : 03حل التمرين 

1. 𝑛 ⃗ (
2
3
) ⊥ (𝐷) ⇒ (𝐷): 2𝑥 + 3𝑦 + 𝑐 = 0;  

𝐴(2;−1) ∈ (𝐷) ⇒ 2(2) + 3(−1) + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −1

⇒ (𝐷): 2𝑥 + 3𝑦 − 1 = 0  

2. 𝐵𝐶     ⃗ (
7
1
) ⊥ (𝐷) ⇒ (𝐷): 7𝑥 + 𝑦 + 𝑐 = 0;  

𝐴(−√2; 1) ∈ (𝐷) ⇒ 7(−√2) + 1 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = 7√2 − 1

⇒ (𝐷): 7𝑥 + 𝑦 + 7√2 − 1 = 0  

3. (𝐷) ⊥ (∆) ⇒ (𝐷): −3𝑥 + 2𝑦 + 𝑐 = 0 ; 𝑂 ∈ (𝐷) ⇒ 𝑐 = 0 

⇒ (𝐷):−3𝑥 + 2𝑦 = 0  

 
 (303ص  75)تمرين  :04التمرين 

 .(𝐶)عيّن في كل حالة من الحالات التالية معادلة للدائرة 

1. (𝐶)   مركزها𝐴(−1; 𝑅ونصف قطرها   (2 = 3. 

2. (𝐶)  تشمل النقطة𝐴(4; ;𝐵(2ومركزها   (1 3). 

3. (𝐶)  قطرها[𝐴𝐵]   حيث𝐴(2;  .𝐵(4;−1) و (1

 
   :04التمرين حل 

 .(𝐶)عيّن في كل حالة من الحالات التالية معادلة للدائرة 

1. 𝑀 ∈ (𝐶) ⇒ 𝐴𝑀2 = 𝑅2 ⇒ (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 32 

⇒ (𝐶): 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 − 4 = 0  

2. 𝑅 = 𝐴𝐵 = √(−2)2 + 22 = 2√2.𝑀 ∈ (𝐶) ⇒ 𝐵𝑀2 = 𝑅2 

⇒ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 = 32 ⇒ (𝐶): 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 6𝑦 + 4 = 0  

3. 𝑀 ∈ (𝐶) ⇒ 𝐴𝑀      ⃗ (
𝑥 − 2
𝑦 − 1

) . 𝐵𝑀      ⃗ (
𝑥 − 4
𝑦 + 1

) = 0 

⇒ (𝑥 − 2)(𝑥 − 4) + (𝑦 − 1)(𝑦 + 1) = 0 
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⇒ (𝐶): 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 7 = 0  

 
 : 05التمرين 

 : حيثمن المستوي  𝑀لنقط ل (𝛾) و(𝛿) تينمجموعالعيّن  .1

:(𝛾) .أ 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 2𝑦 − 11 = 0 

:(𝛿) .ب 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 8𝑦 + 30 = 0 

𝑥2 التي تحقق:من المستوي  𝑀مجموعة النقط  (𝑚)لتكن  .2 + 𝑦2 − 2𝑚𝑥 − 1 = 0 

 وسيط حقيقي. 𝑚حيث  

ونصف   𝜔𝑚دائرة يطُلب تعيين مركزها  𝑚 :(𝑚)بيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .أ

 قطرها.

 تمر من نقطتين يطُلب تعيينهما.  (𝑚)بيّن أنّ جميع الدوائر  .ب

 .ℝيمسح   𝑚لمّا  𝜔𝑚 مجموعة النقطعيّن  .ج

 
 : 05حل التمرين 

 التي تحقق: من المستوي  𝑀في كل حالة مجموعة النقط  تعيين .1

𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 2𝑦 − 11 = 0 ⇒ (𝑥 + 2)2 − 4 + (𝑦 − 1)2 − 1 − 11 = 0

⇒ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 1)2 = 16 

;𝜔(−2دائرة مركزها   (𝛾)  ةمجموعمنه نستنتج أنّ ال 𝑟ونصف قطرها  (1 = 4 . 

𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 8𝑦 + 30 = 0 ⇒ (𝑥 − 3)2 − 9 + (𝑦 + 4)2 − 16 + 30 = 0

⇒ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 4)2 = −5 

 خالية. (𝛿)  ةمجموعمنه نستنتج أنّ ال

2. (𝑚): 𝑥
2 + 𝑦2 − 2𝑚𝑥 − 1 = 0  

 رها.ونصف قط 𝜔𝑚دائرة يطُلب تعيين مركزها  (𝑚)ن أنّ ابي .أ

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑚𝑥 − 1 = 0 ⇒ (𝑥 −𝑚)2 −𝑚2 + 𝑦2 − 1 = 0

⇒ (𝑥 −𝑚)2 + 𝑦2 = 𝑚2 + 1 

𝑚2بما أنّ  + 1 > ;𝜔𝑚(𝑚دائرة مركزها  (𝑚)نستنتج أنّ  0  ونصف  (0

𝑟قطرها = √𝑚2 + 1 . 

 تمر من نقطتين يطُلب تعيينهما.  (𝑚)ن أنّ جميع الدوائر ابي .ب

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑚𝑥 − 1 = 0
𝑚 مهما تكن قيمة
⇒        (−2𝑥)𝑚 + (𝑥2 + 𝑦2 − 1) = 0

⇒ {
−2𝑥 = 0

𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0
⇒ {

𝑥 = 0
𝑦2 = 1

⇒ 𝐴(0; 1); 𝐵(0;−1)  

 .ℝيمسح  𝑚لمّا  𝜔𝑚  مجموعة النقط تعيين .ج

  ℝيمسح  𝑚لمّا  𝜔𝑚 مجموعة النقط، نستنتج أنّ 0ثابت عند  𝜔𝑚النقطة بما أنّ ترتيب 

𝑦ي المستقيم  ه =  .)محور الفواصل( 0
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 : 06التمرين 

𝐴𝐵𝐶  :مثلث حيث(𝐴𝐵     ⃗ ; 𝐶𝐴     ⃗ ) = −
5𝜋

6
𝐴𝐶 و  = 5 ، 𝐴𝐵 =

5√3

2
. 

⃗     𝐴𝐵بيّن أنّ  .1 . 𝐴𝐶     ⃗ =
75

4
. 

 .𝐵𝐶باستعمال مبرهنة الكاشي احسب الطول   .2

 واحسب مساحته. 𝐴𝐵𝐶عيّن طبيعة المثلث   .3

 
 : 06حل التمرين 

⃗     𝐴𝐵ن أنّ ابي .1 . 𝐴𝐶     ⃗ =
75

4
. 

(𝐴𝐵     ⃗ ; 𝐶𝐴     ⃗ ) = −
5𝜋

6
⇒ (𝐴𝐵     ⃗ ; 𝐴𝐶     ⃗ ) = 𝜋 −

5𝜋

6
=
𝜋

6
 

𝐴𝐵     ⃗ . 𝐴𝐶     ⃗ = ‖𝐴𝐵     ⃗ ‖. ‖𝐴𝐶     ⃗ ‖. cos(𝐴𝐵     ⃗ ; 𝐴𝐶     ⃗ ) =
5√3

2
× 5 ×

√3

2
=
75

4
 

 .𝐵𝐶حساب الطول  .2

𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 2𝐴𝐵. 𝐴𝐶. cos(𝐴𝐵     ⃗ ; 𝐴𝐶     ⃗ ) =
75

4
+ 25 − 25√3 ×

√3

2

= 25 −
75

4
=
25

4
⇒ 𝐵𝐶 =

5

2
 

 وحساب مساحته. 𝐴𝐵𝐶تعين طبيعة المثلث   .3

𝐴𝐵2 =
75

4
; 𝐴𝐶2 = 25 ; 𝐵𝐶2 =

25

4
 ; 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 =

100

4
= 25 = 𝐴𝐶2 

 .𝐵قائم في  𝐴𝐵𝐶منه نستنتج أنّ المثلث  

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
𝐵𝐴 × 𝐵𝐶

2
=
5
√3

2
×
5

2

2
=
25√3

8
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 : 07التمرين 

𝐴𝐵𝐶𝐷  شبه منحرف قائم في𝐷و 𝐴 .𝑂  منتصف[ 𝐴𝐷 حيث:   [ = 2 ، 𝐴𝐵 = 4 

𝐷𝐶و  =  (𝑐𝑚)الوحدة  .3

⃗     𝐴𝐵احسب الجداءات السلمية الآتية:  .1 . 𝐷𝐶     ⃗  و𝑂𝐴     ⃗ . 𝑂𝐷      ⃗. 

⃗     𝑂𝐵أنّ استنتج  .2 . 𝑂𝐶     ⃗ =  . )استعمل علاقة شال(11

 .𝐶𝐵 ، 𝑂𝐵 ، 𝑂𝐶احسب الأطوال  .3

⃗     cos(𝑂𝐵احسب  .4 ; 𝑂𝐶     ⃗ ⃗     𝑂𝐵)واستنتج قيس الزاوية  ( ; 𝑂𝐶     ⃗ ). 

 .𝑂𝐵𝐶المثلث احسب مساحة  .5

 
 : 07حل التمرين 

⃗     𝐴𝐵حساب الجداءات السلمية الآتية:   .1 . 𝐷𝐶     ⃗  و𝑂𝐴     ⃗ . 𝑂𝐷      ⃗. 

𝐴𝐵     ⃗ . 𝐷𝐶     ⃗ = ‖𝐴𝐵     ⃗ ‖. ‖𝐷𝐶     ⃗ ‖⏟              
مرتبطان  خطيا في نفس الاتجاه 

= 4 × 3 = 12  

𝑂𝐴     ⃗ . 𝑂𝐷      ⃗ = −‖𝑂𝐴     ⃗ ‖. ‖𝑂𝐷      ⃗ ‖⏟                
مرتبطان  خطيا متعاكسان في الاتجاه 

= −1 × 1 = −1  

⃗     𝑂𝐵أنّ  استنتاج  .2 . 𝑂𝐶     ⃗ = 11 . 

𝑂𝐵     ⃗ . 𝑂𝐶     ⃗ = (𝑂𝐴     ⃗ + 𝐴𝐵     ⃗ )(𝑂𝐷      ⃗ + 𝐷𝐶     ⃗ ) 

= 𝑂𝐴     ⃗ . 𝑂𝐷      ⃗ + 𝑂𝐴     ⃗ . 𝐷𝐶     ⃗⏟    
0

+ 𝐴𝐵     ⃗ . 𝑂𝐷      ⃗⏟    
0

+ 𝐴𝐵     ⃗ . 𝐷𝐶     ⃗ = 12−1 = 11  

 .𝐶𝐵 ، 𝑂𝐵 ، 𝑂𝐶حساب الأطوال  .3

 لدينا: 𝐷القائم في   𝑂𝐷𝐶في المثلث 

𝑂𝐶2 = 𝑂𝐷2 + 𝐷𝐶2 = 1 + 9 = 10 ⇒ 𝑂𝐶 = √10 𝑐𝑚  

 لدينا: 𝐴القائم في   𝑂𝐴𝐵في المثلث 

𝑂𝐵2 = 𝑂𝐴2 + 𝐴𝐵2 = 1 + 16 = 17 ⇒ 𝑂𝐵 = √17 𝑐𝑚  

 لدينا: 𝐻القائم في  𝐵𝐶𝐻. في المثلث  [𝐴𝐵]على  𝐶المسقط العمودي للنقطة  𝐻لتكن 

𝐶𝐵2 = 𝐶𝐻2 + 𝐻𝐵2 = 4 + 1 = 5 ⇒ 𝐶𝐵 = √5 𝑐𝑚  

⃗     cos(𝑂𝐵حساب  .4 ; 𝑂𝐶     ⃗ ⃗     𝑂𝐵)واستنتاج قيس الزاوية  ( ; 𝑂𝐶     ⃗ ). 

𝑂𝐵     ⃗ . 𝑂𝐶     ⃗ = ‖𝑂𝐵     ⃗ ‖‖𝑂𝐶     ⃗ ‖ × cos(𝑂𝐵     ⃗ ; 𝑂𝐶     ⃗ ) ⇒ cos(𝑂𝐵     ⃗ ; 𝑂𝐶     ⃗ ) =
𝑂𝐵     ⃗ . 𝑂𝐶     ⃗

‖𝑂𝐵     ⃗ ‖‖𝑂𝐶     ⃗ ‖
 

cos(𝑂𝐵     ⃗ ; 𝑂𝐶     ⃗ ) =
11

√170
⇒ (𝑂𝐵     ⃗ ; 𝑂𝐶     ⃗ ) ≈ 32,47°  

111

𝐴𝐷

+



 
 

 .𝑂𝐵𝐶حساب مساحة المثلث   .5

𝑆𝑂𝐵𝐶 =
1

2
𝑂𝐵 × 𝑂𝐶 × sin(𝑂𝐵     ⃗ ; 𝑂𝐶     ⃗ ) =

√170

2
× sin(32,47°) ≈ 3,5 𝑐𝑚2  
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 التحاكي: تعريف  .أ

𝑂 نقطة من المستوي  ،𝑘  .عدد حقيقي غير معدوم 

,ℎ(𝑂ونرمز له بالرمز  ،𝑘ونسبته   𝑂مركزه   ℎنسمي تحاكيا   𝑘) التحويل النقطي ، 

⃗        ′𝑂𝑀من المستوي حيث:  ′𝑀من المستوي النقطة  𝑀الذي يرفق بكل نقطة  = 𝑘. 𝑂𝑀      ⃗ 

 : نتائج .ب

ℎ   تحاكي مركزه𝑂  ونسبته𝑘 ،𝐵و 𝐴  .نقطتان𝐵′و 𝐴′  صورتاهما على الترتيب بالتحاكي

ℎ:لدينا . 

1. 𝐴′𝐵′        ⃗ = 𝑘. 𝐴𝐵     ⃗ 

2. 𝐴′𝐵′ = |𝑘|𝐴𝐵 

,𝐴)}مرجح الجملة   𝐺صورة النقطة  .3 𝛼); (𝐵, 𝛽)}  بالتحاكيℎ  النقطة هي𝐺′ 

,′𝐴)}مرجح الجملة   𝛼); (𝐵′, 𝛽)}  

 .(𝐴𝐵) يوازي (′𝐴′𝐵)، فإنّ  𝐵تختلف عن النقطة  𝐴إذا كانت النقطة  .4

 تحاكي: صور أشكال هندسية بواسطة  .ج

 .(𝑑)يوازي  (′𝑑)  هي مستقيم (𝑑)صورة مستقيم  •

⃗     𝐴𝐵)يوازي  [′𝐴′𝐵]هي قطعة مستقيمة   [𝐴𝐵]صورة قطعة مستقيمة  • ∥ 𝐴′𝐵′        ⃗ ). 

           𝑘نسبته   ℎبواسطة تحاكي   𝑟ونصف قطرها  𝐼مركزها  (𝐶)صورة دائرة  •

′𝐼مركزها  (′𝐶)هي دائرة  = ℎ(𝐼)  ونصف قطرها𝑟′ = |𝑘|𝑟. 

 خواص التحاكي:  .د

ة ويضاعف مرّ  |𝑘|يضاعف الأطوال   𝑘قيقي التحاكي الذي نسبته العدد الح •

 مرّة.  𝑘2المساحات 

كانت  • وكانت  𝐵 ، 𝐴 و𝐶إذا  واحدة  استقامة  على  نقط  صورها  ′𝐵′ ، 𝐴 و′𝐶ثلاث 

)الحفاظ على   تكون على استقامة واحدة أيضا. ′𝐵′ ، 𝐴 و′𝐶، فإنّ  ℎبواسطة تحاك 

 استقامية النقط(. 

هما  ℎمتوازيين فإنّ صورتيهما بواسطة تحاك   (𝑑) و(∆)إذا كان المستقيمان  •

 )الحفاظ على التوازي(. متوازيان. (′𝑑) و(′∆)مستقيمان  

 ′𝐵′ ، 𝐴 و′𝐶هي   ℎصورها بتحاك   𝐵 ، 𝐴 و𝐶في المستوي الموجه نعتبر النقط   •

𝐵𝐴𝐶على الترتيب. لدينا:  = 𝐵′𝐴′𝐶′ و (𝐴′𝐵′        ⃗ ; 𝐴′𝐶′        ⃗ ) = (𝐴𝐵     ⃗ ; 𝐴𝐶     ⃗ ). 

 الحفاظ على الزوايا الموجهة(.)
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 تمارين تطبيقية: 

 : 01التمرين 

 أجب بصحيح أو خطأ مع التبرير:

⃗    𝐴𝐼إذا كان   .1 =
1

3
𝐴𝐷     ⃗  فإنّ نسبة التحاكي ،ℎ  الذي مركزه𝐼  ويحوّل𝐷  إلى 𝐴  2هي . 

⃗     3𝐵𝐶إذا كان   .2 = 𝐴𝐶     ⃗  فإنّ صورة ،𝐵  بالتحاكيℎ   الذي مركزه𝐶  هي   3ونسبته𝐴. 

3. ℎ اكي يرفق بكل نقطة  تح𝑀(𝑥; 𝑦)   النقطة𝑀′(𝑥′; 𝑦′)  :حيث{
𝑥′ = −2𝑥 + 3
𝑦′ = −2𝑦 + 6

 

;(−1إحداثيات النقطة الصامدة هي   3). 

 
 : 01التمرين حل 

 ( خطأ3  ( خطأ2  ( خطأ1

1. 𝐴𝐼    ⃗ =
1

3
𝐴𝐷     ⃗ ⇒ 𝐴𝐼    ⃗ =

1

3
𝐴𝐼    ⃗ +

1

3
𝐼𝐷    ⃗ ⇒

1

3
𝐼𝐷    ⃗ = −𝐼𝐴    ⃗ +

1

3
𝐼𝐴    ⃗ = −

2

3
𝐼𝐴    ⃗     

⇒ 𝐼𝐷    ⃗ = −2𝐼𝐴    ⃗ ⇒ 𝑘 = −2 . 

2. 3𝐵𝐶     ⃗ = 𝐴𝐶     ⃗ ⇒ 3𝐶𝐵     ⃗ = 𝐶𝐴     ⃗ ⇒ 𝐶𝐵     ⃗ =
1

3
𝐶𝐴     ⃗ ⇒ ℎ

(𝐶,
1

3
)
(𝐵) = 𝐴 . 

3. (𝑥0; 𝑦0) نقطة صامدة ⇒ {
𝑥0 = −2𝑥0 + 3
𝑦0 = −2𝑦0 + 6

⇒ {
3𝑥0 = 3
3𝑦0 = 6

⇒ (1; 2) . 

 
 : 02التمرين 

من المستوي في نفسه الذي   fو التحويل النقطي  𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴في المستوي الموجّه نعتبر النقط 

⃗         ′𝑀𝑀حيث :  ′𝑀النقطة  𝑀يرفق بكل نقطة  = −𝐴𝑀      ⃗ + 2𝐵𝑀      ⃗ + 3𝐶𝑀      ⃗. 

هي مرجح الجملة المثقلة  𝐺نقطة صامدة وحيدة  fبيّن أنّ للتحويل  .1
{(𝐴,−1); (𝐵, 2); (𝐶, 3)}. 

 ة.تحاك يطُلب تعيين عناصره المميز fبيّن أنّ التحويل  .2

⃗      𝑀𝐴−‖التي تحقق:  𝑀عيّن مجموعة النقط   .3 + 2𝑀𝐵      ⃗ + 3𝑀𝐶      ⃗ ‖ = 4𝐴𝑀. 

 
 : 02التمرين حل 

𝑀𝑀′         ⃗ = −𝐴𝑀      ⃗ + 2𝐵𝑀      ⃗ + 3𝐶𝑀      ⃗. 
;𝐺{(𝐴,−1)نقطة صامدة وحيدة  fبيان أنّ للتحويل  .1 (𝐵, 2); (𝐶, 3)}. 

𝑓(𝐺) = 𝐺 ⇒ 𝐺𝐺     ⃗ = −𝐴𝐺     ⃗ + 2𝐵𝐺     ⃗ + 3𝐶𝐺     ⃗ ⇒ −𝐺𝐴     ⃗ + 2𝐺𝐵     ⃗ + 3𝐺𝐶     ⃗ = 0 ⃗

⇒ 𝐺{(𝐴,−1); (𝐵, 2); (𝐶, 3)}  

 المميزة. تحاك يطُلب تعيين عناصره  fبيان أنّ التحويل  .2

𝑀𝑀′         ⃗ = −𝐴𝑀      ⃗ + 2𝐵𝑀      ⃗ + 3𝐶𝑀      ⃗ ⇒ 𝑀𝐺      ⃗ + 𝐺𝑀′       ⃗ = 4𝐺𝑀      ⃗ ⇒ 𝐺𝑀′       ⃗ = 5𝐺𝑀      ⃗  

 .5ونسبته  𝐺تحاك مركزه  fمنه نستنتج أنّ التحويل 
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⃗      𝑀𝐴−‖التي تحقق:  𝑀تعيين مجموعة النقط  .3 + 2𝑀𝐵      ⃗ + 3𝑀𝐶      ⃗ ‖ = 4𝐴𝑀 . 

‖−𝑀𝐴      ⃗ + 2𝑀𝐵      ⃗ + 3𝑀𝐶      ⃗ ‖ = 4𝐴𝑀 ⇒ ‖4𝑀𝐺      ⃗ ‖ = 4𝐴𝑀 ⇒ 𝑀𝐺 = 𝑀𝐴  

 .[𝐴𝐺]هي محور القطعة المستقيمة  𝑀منه نستنج أنّ مجموعة النقط 

 

 
 : 03التمرين 

(I 𝐴𝐵𝐶  مثلث قائم في𝐴   :حيث𝐴𝐶 = 𝑎 و 𝐴𝐵 = 2𝑎 .𝐷   نظيرة𝐶  بالنسبة إلى𝐴 ،

⃗     𝐴𝐾معرفة بالعلاقة:  𝑘والنقطة  =
1

4
𝐴𝐵     ⃗. 

⃗     𝐵𝐴احسب الجداءات السلمية التالية:   .1 . 𝐴𝐾     ⃗ ⃗     𝐴𝐷 و . 𝐶𝐴     ⃗ ، 𝐴𝐵     ⃗ . 𝐵𝐶     ⃗. 

 .(𝐶𝐾)يعامد المستقيم   (𝐵𝐷)بيّن أنّ المستقيم   .2

 .𝐾 إلى  𝐵يحوّل  𝑓2و 𝐵 إلى  𝐾يحوّل  𝑓1حيث   𝑓2و 𝑓1عيّن التحويلين  .3

(II لى معلم متعامد ومتجانس  نعتبر في المستوي المنسوب إ(𝑂, 𝑖, 𝑗)  :النقط𝐴(−2; 2)  ،

𝐵(2; ;𝐶(−2و  (2 4) 

 .𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶بيّن أنّ المثلث  .1

 .𝐴𝐵وطول نصف قطرها  𝐴التي مركزها  (𝒞)اكتب معادلة الدائرة  .2

ونسبته  𝐴الذي مركزه  ℎبالتحاكي   (𝒞)صورة الدائرة  (′𝒞)اكتب معادلة الدائرة  .3
1

4
. 

𝑥ذي المعادلة:   (𝐷)تنتمي إلى المستقيم  𝐵  النقطةن أنّ بيّ  .4 + 𝑦 − 4 = ، ثمّ استنتج  0

 .ℎبالتحاكي   (𝐷)صورة المستقيم  (′𝐷)معادلة المستقيم  

 

 
 : 03التمرين حل 

(I 𝐴𝐶 = 𝑎 ، 𝐴𝐵 = 2𝑎 ، 𝐴𝐾     ⃗ =
1

4
𝐴𝐵     ⃗. 

⃗     𝐵𝐴ب الجداءات السلمية التالية:  احس .1 . 𝐴𝐾     ⃗ ⃗     𝐴𝐷 و . 𝐶𝐴     ⃗ ، 𝐴𝐵     ⃗ . 𝐵𝐶     ⃗. 

𝐴𝐵     ⃗ . 𝐵𝐶     ⃗ = 𝐴𝐵     ⃗ . 𝐵𝐴     ⃗ = −‖𝐴𝐵     ⃗ ‖
2
= −4𝑎2  

𝐴𝐷     ⃗ . 𝐶𝐴     ⃗ = ‖𝐴𝐷     ⃗ ‖. ‖𝐶𝐴     ⃗ ‖ = 𝑎2  

𝐵𝐴     ⃗ . 𝐴𝐾     ⃗ = −‖𝐵𝐴     ⃗ ‖. ‖𝐴𝐾     ⃗ ‖ = −2𝑎 ×
1

4
(2𝑎) = −𝑎2  

 .(𝐶𝐾)يعامد المستقيم   (𝐵𝐷)ن أنّ المستقيم ابي .2

𝐵𝐷      ⃗ . 𝐶𝐾        ⃗ = (𝐵𝐴     ⃗ + 𝐴𝐷     ⃗ )(𝐶𝐴     ⃗ + 𝐴𝐾     ⃗ ) 

= 𝐵𝐴     ⃗ . 𝐶𝐴     ⃗ + 𝐵𝐴     ⃗ . 𝐴𝐾     ⃗ + 𝐴𝐷     ⃗ . 𝐶𝐴     ⃗ + 𝐴𝐷     ⃗ . 𝐴𝐾     ⃗ = −𝑎2 + 𝑎2 = 0 

𝐵𝐷      ⃗ . 𝐶𝐾        ⃗ = 0 ⇒ 𝐵𝐷      ⃗ ⊥ 𝐶𝐾        ⃗ ⇒ (𝐵𝐷) ⊥ (𝐶𝐾)  
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 .𝑓2و  𝑓1 التحويلينتعيين  .3

⃗     𝐴𝐾بما أنّ  =
1

4
𝐴𝐵     ⃗  فإنّ التحويل ،𝑓1  الذي يحوّل

𝐾  إلى 𝐵  هو التحاكي الذي مركزه𝐴  ه ونسبت
1

4
  

فهو التحاكي  𝐾 إلى  𝐵الذي يحوّل   𝑓2أمّا التحويل 

⃗     𝐴𝐵لأنّ  4ونسبته   𝐴الذي مركزه  = 4𝐴𝐾     ⃗. 

 

(II 𝐴(−2; 2)  ،𝐵(2; ;𝐶(−2و  (2 4) 

 .𝐴قائم في   𝐴𝐵𝐶ن أنّ المثلث ابي .1

𝐴𝐵     ⃗ (
4
0
) . 𝐴𝐶     ⃗ (

0
2
) = 0 ⇒ 𝐴𝐵     ⃗ ⊥ 𝐴𝐶     ⃗ ⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

 .(𝒞)دلة الدائرة معا ةباكت .2

𝐴𝐵     ⃗ (
4
0
) ⇒ 𝐴𝐵 = 4 ;𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐶) ⇒ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 2)2 = 42

⇒ (𝐶): 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 4𝑦 − 8 = 0  

 .(′𝒞)معادلة الدائرة  ةباكت .3

هي الدائرة التي   (′𝒞)بما أنّ مركز الدائرة هو مركز التحاكي )النقطة الصامدة(، فإنّ  

′𝑟وطول نصف قطرها   𝐴مركزها   =
1

4
× 4 =  ، ومنه: 1

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐶′) ⇒ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 2)2 = 12

⇒ (𝐶′): 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 4𝑦 + 7 = 0  

 .(′𝐷)ج معادلة المستقيم  ااستنتو (𝐷)تنتمي إلى المستقيم  𝐵  النقطةن أنّ ابي .4

𝑥𝐵 + 𝑦𝐵 − 4 = 2 + 2 − 4 = 0 ⇒ 𝐵 ∈ (𝐷)  

 هو المستقيم   (′𝐷)لمستقيم  ، نستنتج أنّ ا𝐾هي  ℎبالتحاكي   𝐵بما أنّ صورة  

 .𝐾ويشمل   (𝐷)الذي يوازي  

𝐴𝐾     ⃗ =
1

4
𝐴𝐵     ⃗ ⇒ {

𝑥𝐾 + 2 =
1

4
(4)

𝑦𝐾 − 2 =
1

4
(0)

 

⇒ {
𝑥𝐾 = −1
𝑦𝐾 = 2

⇒ 𝐾(−1; 2) 

(𝐷′): 𝑥 + 𝑦 + 𝑐 = 0 ; 𝐾 ∈ (𝐷′) 

⇒ −1 + 2 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −1 

⇒ (𝐷′): 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0  
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 : 04التمرين 

,𝑂)نسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  نعتبر في المستوي الم 𝑖, 𝑗)  :النقط𝐴(1;−2)  ،

𝐵(0;−8)  ،𝐶(0;−1)   ،𝐷(−2;−6)  ،𝐸(−3; الذي مركزه  ℎوالتحاكي  (2

(𝑥0; 𝑦0)  ونسبته𝑘. 

;′𝑀′(𝑥كن النقطة تل .1 𝑦′)  النقطة صورة𝑀(𝑥; 𝑦)  بالتحاكيℎ  اكتب العبارة .

 .ℎالتحليلية للتحاكي 

 على الترتيب.  ℎبالتحاكي  𝐴 و𝐶  تينالنقطصورتا  𝐵 و𝐷كن تل .2

 .𝑘ثمّ استنتج النسبة  ⃗     𝐴𝐶بدلالة  ⃗      𝐵𝐷اكتب   .أ

 .جد إحداثيتي المركز  .ب

يطُلب   𝜔(−2;−1)ذات المركز  (𝐶)تنتميان لنفس الدائرة  𝐴 و𝐸بيّن أنّ النقطتين  .3

 حساب نصف قطرها وكتابة معادلتها.

 .ℎبالتحاكي  (𝐶)صورة  (′𝐶)  احسب مساحة الدائرة .4

𝑥−ذا المعادلة:   (𝐷𝑚)نعتبر المستقيم  .5 + 3𝑦 = 𝑚 حيث ،𝑚  .وسيط حقيقي     

 .𝐸في النقطة   (𝐶)للدائرة مماسا  (𝐷𝑚)حتى يكون  𝑚عيّن قيم 

 
 : 04التمرين حل 

 .ℎالعبارة التحليلية للتحاكي   ةباكت .1

𝑀′ = ℎ(𝑀) ⇒ 𝑀′        ⃗ = 𝑘𝑀       ⃗ ⇒ {
𝑥′ − 𝑥0 = 𝑘(𝑥 − 𝑥0)

𝑦′ − 𝑦0 = 𝑘(𝑦 − 𝑦0)

⇒ {
𝑥′ = 𝑘𝑥 + (1 − 𝑘)𝑥0
𝑦′ = 𝑘𝑦 + (1 − 𝑘)𝑦0

 

2. ℎ(𝐴) =  𝐵  ،ℎ(𝐶) = 𝐷.  

 .𝑘ج النسبة  ااستنتو ⃗     𝐴𝐶بدلالة   ⃗      𝐵𝐷  ةباكت .أ

{
ℎ(𝐴) =  𝐵
ℎ(𝐶) = 𝐷

⇒ {𝐵
      ⃗ = 𝑘𝐴      ⃗

𝐷      ⃗ = 𝑘𝐶      ⃗
⇒ {𝐵      ⃗ = 𝑘𝐴      ⃗ …

𝐷      ⃗ = 𝑘𝐶      ⃗ … +
⇒   𝐵𝐷      ⃗ = 𝑘𝐴𝐶     ⃗  

𝐵𝐷      ⃗ (
−2
2
) = 𝑘𝐴𝐶     ⃗ (

−1
1
) ⇒ {

−2 = −𝑘
2 = 𝑘

⇒ 𝑘 = 2  

 .إحداثيتي المركز تعيين  .ب

ℎ(𝐴) =  𝐵 ⇒ {
𝑥𝐵 = 2𝑥𝐴 − 𝑥0
𝑦𝐵 = 2𝑦𝐴 − 𝑦0

⇒ {
0 = 2 − 𝑥0
−8 = −4 − 𝑦0

⇒ {
𝑥0 = 2
𝑦0 = 4

 

 .(𝐶)تميان لنفس الدائرة تن  𝐴 و𝐸ن أنّ النقطتين ابي .3

𝜔𝐴 = √32 + (−1)2 = √10 ;  𝜔𝐸 = √(−1)2 + 32 = √10 

 𝜔(−2;−1)ذات المركز   (𝐶)تنتميان للدائرة  𝐴 و𝐸أنّ النقطتين  منه نستنتج 

𝑟ونصف قطرها  = √10. 
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𝑀 ∈ (𝐶) ⇒ 𝜔𝑀2 = 𝑟2 ⇒ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 + 1)2 = 10

⇒ (𝐶): 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 + 2𝑦 − 5 = 0  

 .ℎبالتحاكي  (𝐶)صورة  (′𝐶)حساب مساحة الدائرة  .4

𝑟′ = 2𝑟 = 2√10  ⇒ 𝑆′ = 𝜋𝑟′2 = 40𝜋 𝑐𝑚2  

 .𝐸في النقطة   (𝐶)للدائرة مماسا  (𝐷𝑚)حتى يكون  𝑚تعيين قيم  .5

⃗      𝜔𝐸بما أنّ الشعاع  (
−1
3
للدائرة هذا الأخير مماسا يكون  (𝐷𝑚)ناظمي للمستقيم   (

(𝐶)   في النقطة𝐸   عندما تنتمي𝐸   إلى(𝐷𝑚). 

𝐸 ∈ (𝐷𝑚) ⇒ −(−3) + 3(2) = 𝑚 ⇒ 𝑚 = 9  
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 :( الاحتمالات31

 

 خواص الاحتمالات

 

 لغة الحوادث الخاصية 

0 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1 𝐴  حادثة كيفية 

𝑃(∅) =  الحادثة المستحيلة 0

𝑃() =  الحادثة الأكيدة 1

𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴) الحادثة العكسية 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 𝐵و 𝐴  حادثتان كيفيتان 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 𝐵و 𝐴  حادثتان غير متلائمتين 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) 𝐵و 𝐴  حادثتان كيفيتان 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) 𝐵و 𝐴  حادثتان مستقلتان 

 

 ين والانحراف المعياري لمتغيرّ عشوائيقانون الاحتمال، الأمل الرياضياتي، التبا

 

 𝑃ومزوّدة باحتمال   هو دالة عددية معرّفة على مجموعة المخارج  𝑋متغيّر عشوائي 

𝑋 ∈ {𝑥1; 𝑥2; … ; 𝑥𝑛} ; 𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) = 𝑃𝑖 ;  ∑𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1  

 قانون الاحتمال 

𝑋𝑖 𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 𝑃1 𝑃2 … 𝑃𝑛 

 

 الأمل الرياضياتي  التباين  الانحراف المعياري 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) 𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 𝐸(𝑋) =∑𝑋𝑖 × 𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

 

 شجرة الاحتمالات

في كثير من الأحيان يمكننا نمذجة تجربة عشوائية باستعمال شجرة الاحتمالات والتي تسهل 

 جميع المخارج المتعلقة بهذه التجربة وحساب احتمالاتها. ا بالحصول على علين
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 قواعد استعمال شجرة الاحتمالات:

 1مجموع الاحتمالات الصادرة عن كل عقدة يساوي  .1

احتمال الحادثة المتعلقة بكل مسار يساوي جداء احتمالات الفروع الموجودة على هذا   .2

 المسار

 حتمالات المسارات المؤدية لهذه الحادثة ااحتمال كل حادثة يساوي مجموع  .3

 

 مثال: 

 .𝑆الحادثة العكسية للحادثة   𝑆̅ثلاث حوادث و  𝐵 ، 𝐴 و𝑆لتكن 

 
 فروع. 6مسارات و 4عقد،  3لدينا في هذه الشجرة 

𝑃(𝐴 ∩ 𝑆) = 0,8 × 0,1 = 0,08  

𝑃(𝐴 ∩ 𝑆̅) = 0,8 × 0,9 = 0,72  

𝑃(𝐵 ∩ 𝑆) = 0,2 × 0,2 = 0,04  

𝑃(𝐵 ∩ 𝑆̅) = 0,2 × 0,8 = 0,16  

𝑃(𝑆) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑆) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝑆) = 0,08 + 0,04 = 0,12  

𝑃(𝑆̅) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑆̅) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝑆̅) = 0,72 + 0,16 = 0,88 … طريقة 

𝑃(𝑆̅) = 1 − 𝑃(𝑆) = 1 − 0,12 = 0,88 … طريقة 

 

 
 

 

A

0,8

S

0,1

S

0,9

B

0,2 S

0,2

S

0,8

 عقدة

= 1 

= 1 

= 1 
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 تمارين تطبيقية: 

 : 01التمرين 

من  %60منهم يستعملون الأنترنت و  %90من الأشخاص لديهم حاسوب،  %20في مدينة 

 الأشخاص الذين ليس لديهم حاسوب يستعملون الأنترنت. نختار عشوائيا شخصا من هذه المدينة. 

الشخص المختار  : "إلى الحادثة 𝐵الشخص المختار لديه حاسوب " و   : "إلى الحادثة 𝐴نرمز بـ  

 يستعمل الأنترنت" 

 . شكل شجرة الاحتمالات .1

 يه حاسوب ولا يستعمل الأنترنت؟ ما هو احتمال أن يكون الشخص المختار ليس لد .2

𝑃(𝐴̅احسب  .3 ∩ 𝐵) و 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)  ثمّ استنتج ،𝑃(𝐵) 

 

 
 : 01حل التمرين 

 الاحتمالاتشجرة  .1
 

 
 

 لديه حاسوب ولا يستعمل الأنترنت  احتمال أن يكون الشخص المختار ليسحساب  .2

𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵̅) = 0,8 × 0,4 = 0,32  

𝑷(𝑨̅ب  احس .3 ∩ 𝑩) و 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)ج ااستنتو𝑷(𝑩) 

𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) = 0,8 × 0,6 = 0,48  ;  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0,2 × 0,9 = 0,18  

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) = 0,18 + 0,48 = 0,66  

 

 

A

0,2

B

0,9

B

0,1

A

0,8 B

0,6

B

0,4
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 : 02التمرين 

 3المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل  𝑋ليكن  متتابعة.ات نرمي قطعة نقدية غير مزيفة ثلاث مر

 ."𝐹"عدد الأوجه الظاهرة  متتابعةرميات 

 شكّل شجرة الاحتمالات التي تنمذج هذه التجربة. .1

 .𝑋عيّن قانون الاحتمال للمتغيّر العشوائي  .2

 .𝑋احسب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغيّر العشوائي  .3
 

 
 : 02لتمرين حل ا

 .شجرة الاحتمالات .1

 

 .𝑿لمتغيرّ العشوائي اقانون احتمال  .2

𝑋 = {0; 1; 2; 3}  

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(𝑃𝑃𝑃) = (
1

2
)
3

=
1

8
 

𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝐹𝑃𝑃 + 𝑃𝐹𝑃 + 𝑃𝑃𝐹) = 3 (
1

2
)
3

=
3

8
 

𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝐹𝐹𝑃 + 𝐹𝑃𝐹 + 𝑃𝐹𝐹) = 3 (
1

2
)
3

=
3

8
 

𝑃(𝑋 = 3) = 𝑃(𝐹𝐹𝐹) = (
1

2
)
3

=
1

8
 

F

1
2

F

1
2

F
1
2

P

1
2

P

1
2

F
1
2

P

1
2

P

1
2

F

1
2

F
1
2

P

1
2

P

1
2

F
1
2

P

1
2
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𝑋𝑖 0 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

8
 

3

8
 

3

8
 

1

8
 

 

 .𝑿ب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغيّر العشوائي احس .3

𝐸(𝑋) =∑𝑋𝑖 × 𝑃𝑖 = 0(
1

8
) + 1 (

3

8
) + 2 (

3

8
) + 3 (

1

8
) =

12

8
=
3

2
 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 = 02 (
1

8
) + 12 (

3

8
) + 22 (

3

8
) + 32 (

1

8
) − (

3

2
)
2

 

𝑉(𝑋) =
3

4
⇒ 𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) =

√3

2
 

 

 
 : 03التمرين 

الآخر  يحمل و 1,1,2,2,2,3ن يحمل أحدهما الأرقام نرد غير مزيفي زهرتيفي آن واحد نرمي 

 تيجة كل رمية:الذي يرفق بن 𝑋العشوائي وليكن المتغير ، 1,2,3,3,3,4الأرقام  

إذا  ر صغالعدد الأو إذا كان الرقمان زوجيينإذا كان الرقمان زوجيين، العدد الأكبر  (1−)العدد  

 والآخر فردي.  ن زوجييالرقمأحد كان 

 .𝑋لمتغيّر العشوائي  قيم اعيّن  .1

 .𝑋عيّن قانون الاحتمال للمتغيّر العشوائي  .2

 .𝑋للمتغيّر العشوائي  التباين و احسب الأمل الرياضي .3
 

 
 : 03التمرين حل 

 .𝑿لمتغيرّ العشوائي قيم ا تعيين .1

3 2 2 2 1 1  

3 1 1 1 1 1 1 

2 −1 −1 −1 1 1 2 

3 2 2 2 3 3 3 

3 2 2 2 3 3 3 

3 2 2 2 3 3 3 

3 −1 −1 −1 1 1 4 
 

𝑋 = {−1; 1; 2; 3}  

123



 
 

 .𝑿قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي  عيينت .2

𝑃(𝑋 = −1) =
6

36
=
1

6
 ;  𝑃(𝑋 = 1) =

9

36
=
1

4
 ;  𝑃(𝑋 = 2) =

10

36
=
5

18
 

𝑃(𝑋 = 3) =
6

36
=
11

36
  

 

 .𝑿للمتغيرّ العشوائي التباين و ب الأمل الرياضياحس .3

𝑋𝑖 −1 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

6
 

1

4
 

5

18
 

11

36
 

 

 .𝑿ب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغيّر العشوائي احس .1

𝐸(𝑋) =∑𝑋𝑖 × 𝑃𝑖 = −1(
1

6
) + 1 (

1

4
) + 2 (

5

18
) + 3 (

11

36
) =

14

9
 

𝑉(𝑋) = (−1)2 (
1

6
) + 12 (

1

4
) + 22 (

5

18
) + 32 (

11

36
) − (

14

9
)
2

 

𝑉(𝑋) =
301

162
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










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 التمرين الأول :

-I  لتكنf  معرفة على كثير حدود دالةℝ بـ  :𝑓(𝑥) = 𝑥8 − 10𝑥4 + 9 

𝑓بيّن أنّ   .1 = 𝑔𝑜ℎ   حيثℎ(𝑥) = 𝑥4 −          : بـمعرفة حدود كثير دالة  𝑔و   4

𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏  حيث𝑏 و 𝑎 .عددان حقيقيان يطلب تعيينهما 

ℎ(𝑥)حل المتراجحة   .2 < 0. 

-II  :نضع𝑏 = 𝑎 و 15− = −2 

𝑔(𝑥)لدينا:  𝑥بيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي   .1 = (𝑥 − 1)2 − 16 

 يطلب تعيينهما.  𝑢 و 𝑣على شكل مركّب دالتين   𝑔اكتب   .2

;1]على كل من المجالين   𝑔الة  الد تغير اتجاهاستنتج  .3 ;∞−[ و ]∞+ 1]. 

 .𝑔الدالة   اتتغيرشكل جدول  .4

 على شكل جداء دالتين تآلفيتين ثم استنتج إشارتها. 𝑔اكتب   .5

𝑥  المستقيم ذا المعادلةأثبت أنّ  .6 =  .(𝐶𝑔)محور تناظر للمنحنى   1

;𝑂)س  المتعامد والمتجان المعلممنحنى الدالة مربّع في   (𝑃)ارسم   .7 𝑖; 𝑗)  :حيث

‖𝑖‖ =
1

2
𝑐𝑚 ثمّ استنتج رسم المنحنى ،(𝐶𝑔)  المعلمفي نفس . 

-III نضع  :𝐾(𝑥) = |𝑔(𝑥)| و 𝑆(𝑥) = 𝑔(|𝑥|)     

 دون رمز القيمة المطلقة. 𝐾 و 𝑆اكتب كلا من   .1

           ، (𝐶𝑔)اعتمادا على المنحنى   (𝐶𝑘) و (𝐶𝑠)بيّن كيف يمكن إنشاء المنحنيين  .2

 مستخدما ألوانا مختلفة.   المعلمثمّ ارسمهما في نفس 

 

 
 

 التمرين الثاني : 

𝑃𝑚(𝑥)نعتبر كثير الحدود:   = (𝑚2 − 4)𝑥4 + (𝑚 + 1)𝑥3 − (2 + 𝑚)𝑥2 −
5

2
𝑚𝑥 + 2 

 من الدرجة الثالثة.  𝑃𝑚(𝑥)حتى يكون  𝑚عيّن قيم   .1

 .𝑃2(𝑥)هو جذر لـ   2تحقق أنّ العدد  .2

𝑥 :𝑃2(𝑥)بيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي   .3 = (𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) حيث ،

𝑐, 𝑏, 𝑎 أعداد حقيقية يطُلب تعيينها . 

𝑃2(𝑥)المعادلة   ℝحل في المجموعة  .4 = 0 . 

3𝑥3حلول المتراجحة   ℝثمّ استنتج في  𝑃2(𝑥)ادرس إشارة   .5 + 2 ≤ 4𝑥2 + 5𝑥. 
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3حلول المعادلة    ℝتنتج في  سا(  3باستعمال السؤال ) .6 (𝑥 −
2

3
)

2

+ 2 (𝑥 −
2

3
) = 1. 

 

 
 

 التمرين الثالث : 

-I 𝐴𝐵𝐶  مثلث كيفي 

,𝐴)}مرجح الجملة   𝐺عيّن ثمّ أنشئ النقطة   .1 2); (𝐵, 1); (𝐶, 1)}. 

 . [𝐴𝐷]منتصف    𝐺. بيّن أنّ  [𝐵𝐶]منتصف   𝐷لتكن النقطة   .2

                   :              من المستوي حيث 𝑀مجموعة النقط  (𝐸1)لتكن  .3

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖−2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 

 .(𝐸1)تنتمي إلى  𝐴بيّن أنّ النقطة   . أ

𝑣⃗بيّن أنّ الشعاع   .ب = −2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗  . 𝑀مستقل عن  ⃗⃗⃗

 . (𝐸1)عيّن و أنشئ المجموعة   .ج

                           حيث:       من المستوي 𝑀مجموعة النقط  (𝐸2)عيّن و أنشئ   .4

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 

-II   نفرض مستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس(𝑂; 𝑖; 𝑗)   ونأخذ𝐴(2; 1)  ،𝐵(2; 4) 

;𝐶(6و  0) 

 .𝐺جد إحداثيات النقطة   .1

;𝐹(2لتكن   .2 الجملة   (2 ,𝐴)}مرجح  2); (𝐵, الحقيق{(1 العددين  عيّن   𝛼 و 𝛽يين  . 

,𝐵)}مرجح الجملة   𝐴بحيث تكون النقطة  𝛼); (𝐹, 𝛽)}. 

 

 
 

 : الرابعالتمرين 

يحتوي كيس على ثلاث كرات بيضاء ، كرتين حمراوين و كرتين سوداوين. نسحب كرتين 
المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب عدد الكرات   Xعلى التوالي و بدون إرجاع. ليكن 

 البيضاء المسحوبة.
 . X  القيم الممكنة للمتغير العشوائي نعي   .1

 . Xعي ن قانون احتمال المتغير  .2

 .Xاضياتي و التباين للمتغير أحسب الأمل الري .3
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 : الأولالتمرين 

 الأسئلة التالية مستقلة عن بعضها البعض.

1. f  على معرّفة  دالةℝ بـ  :𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 5𝑥 − دالة معرفة على   𝑔  و 6

[0; 𝑔(𝑥):  بـ ]∞+ = √𝑥 

)احسب كلا من   .أ
𝑓

𝑔
)  .𝑓𝑜𝑔(1) و (3)

 .𝑔𝑜𝑓(𝑥)، ثمّ عيّن عبارة 𝑔𝑜𝑓مجموعة تعريف الدالة   𝐷𝑔𝑜𝑓عيّن  .ب

2. f  معرّفة بالعبارةدالة  :𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 + ;Ω(2و  6  نقطة من المستوي (2

;Ω)في المعلم  𝑓منحنى الدالة   (𝐶𝑓)معادلة اكتب  .أ 𝑖; 𝑗) سمهثمّ ار . 

𝑥بيّن أنّ المستقيم ذا المعادلة   .ب =  .(𝐶𝑓)محور تناظر للمنحنى   2

3. (𝑃)   :كثير حدود معرّف بالعبارة𝑃(𝑥) = 2𝑥3 + 𝑥2 + 1 

 . ماذا تستنتج؟𝑃(−1)احسب  .أ

,𝑐عيّن الأعداد الحقيقية  .ب 𝑏, 𝑎  :حيث𝑃(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

المتراجحة التالية:   ℝحل في  .4
𝑥2+1

1−𝑥
> 1 

5. f  البياني  معرّفة بتمثيلها دالة(𝐶𝑓) :التالي 

ℎ(𝑥)  تين:  الدالارسم منحنى كلا من  = 𝑓(|𝑥|) و 𝑔(𝑥) = |𝑓(𝑥)|. 
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 : الثاني التمرين 

 حيث: 𝑚والوسيط   𝑥ذات المتغيّر  (𝐸)نعتبر المعادلة  

(𝐸): (𝑚 − 1)𝑥2 − 2(𝑚 + 3)𝑥 + 2𝑚 − 5 = 0 

 الحالات التالية:  حالة منفي كل  𝑚عيّن مجموعة قيم 

 .تقبل حلا وحيدا يطُلب تعيينه (𝐸)المعادلة   .1

 .من الدرجة الثانية (𝐸)المعادلة   .2

 . ، ثمّ عيّن الحل الثاني(𝐸)حل للمعادلة   (1−)العدد   .3

 .تقبل حلين أحدهما مقلوب الآخر (𝐸)المعادلة   .4

 .تقبل حلين مختلفين في الإشارة (𝐸)المعادلة   .5

 
 :   الثالثالتمرين 

;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑖; 𝑗)  :النقط𝐴(−2; 0)  ،

𝐵(4; ;𝐶(2و  (2− 3)  .𝐻  :نقطة معرّفة كما يلي−𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗⃗  

,𝐴)}  مرجح الجملة  𝐺𝛼و 𝛼); (𝐵, 𝛼2 + 1); (𝐶, 4𝛼 −  عدد حقيقي. 𝛼حيث   {(1

 المرفقتين على الترتيب بمعاملين يطُلب تعيينهما.   𝐴 و 𝐵تين  هي مرجح النقط   𝐻بيّن أنّ النقطة   .1

 .𝐻، ثمّ أنشئ النقطة  𝐵 ، 𝐴 و 𝐶النقط علم  .2

 .𝐴𝐾𝐶مركز ثقل المثلث  𝐻حتى تكون النقطة  𝐾النقطة  عيّن إحداثيي  .3

 .𝐺1موجودة، ثمّ أنشئ  𝐺𝛼التي من أجلها تكون   𝛼عيّن قيم   .4

 على استقامة واحدة. 𝐻 ، 𝐶 و 𝐺1بيّن أنّ النقط   .5

 حيث: (𝐸1) و (𝐸2)عيّن وأنشئ المجموعتين  .6

(𝐸1): ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 3‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ 

(𝐸2): ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ 

 
 : الرابعالتمرين 

 التوالي و بدون إرجاع.  يحتوي كيس على ثلاث كرات بيضاء و واحدة حمراء. نسحب كرتين على  
 عي ن شجرة الإمكانيات.  .1

 أحسب احتمال الحوادث التالية :  .2

A.  " كرتين من نفس اللون".سحب 

B.  " كرة بيضاء و كرة حمراء". سحب 

C.  " كرة بيضاء و كرة حمراء بهذا الترتيب". سحب 

D.  " حمراوين".كرتين سحب 

المتغير   Xكن ( ، و لي-1( و الحمراء بالعدد )1نرقم الكرات البيضاء بالعدد ) .3
 العشوائي الذي يرفق بكل سحب مجموع الرقمين المحص ل عليهما.

 الرياضياتي والتباين. هحسب أملوا X  عي ن قانون احتمال المتغير العشوائي
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 : الأولالتمرين 

𝑓(𝑥): بـ ℝمعرفة على  عددية دالة  fلتكن  = 𝑥3 − 7𝑥 − 6 

 .𝑓جذر للدالة   (2−)تحقق أنّ العدد   .1

𝑓(𝑥)أنّ: أثبت  .2 = (𝑥 + 2)𝑔(𝑥)  حيث𝑔(𝑥) .دالة كثير حدود يطلب تعيينها 

أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .3 𝑔(𝑥)لدينا:   𝑥بيّن  = (𝑥 − 1)2 − استنتج  4 ثمّ  أنّه ، 

 يطلب تعيينهما. ان دالت ℎ و 𝑘حيث  ℎ𝑜𝑘(𝑥)شكل  العلى  𝑔(𝑥) ةبا كتيمكن 

𝑥 :𝑔(𝑥)بيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي   .4 − 𝑔(1) ≥ ، ثمّ استنتج أصغر قيمة  0

 .𝑔ممكنة للدالة  

;1]على كل من المجالين   𝑔حدد اتجاه تغير الدالة   .5 ;∞−[ و ]∞+ ، ثمّ شكل جدول  [1

 .هاتغيرات 

 يقطع محور الفواصل في نقطتين مختلفتين يطُلب تعيينهما.  (𝐶𝑔)أثبت أنّ المنحنى  .6

 . 𝑓الدالة  ثم استنتج إشارة  𝑔الدالة  ادرس إشارة  .7

𝑥√𝑥تنتج حلول المعادلتين:  سا .8 − 7√𝑥 − 6 = 𝑥4 و 0 − 2𝑥2 − 3 = 0      ،

𝑓(𝑥)ثمّ حل المتراجحة:   ≤ 0. 

𝑥أثبت أنّ المستقيم ذا المعادلة   .9 =  .(𝐶𝑔)محور تناظر للمنحنى   1

انطلاقا من التمثيل البياني للدالة مربّع،   (𝐶𝑔)يمكن استنتاج رسم المنحنى  اشرح كيف  .10

 .(𝐶𝑔)ثمّ أنشئ 
 

 
 :  الثانيالتمرين 

𝑓(𝑥)نعتبر كثير الحدود   = 𝑥4 − 𝑥3 − 11𝑥2 + 9𝑥 + 18. 

 .𝑓(𝑥)، ثمّ حلل  𝑓(2)و  𝑓(−1)أحسب  .1

𝑓(𝑥)المتراجحة :   ℝحلّ في   .2 ≥ 0. 

:  xحيث من أجل كل عدد حقيقي  𝑃(𝑥)كثير حدود من الدرجة الثانية  ن عيّ  .3

𝑃(𝑥 + 1) − 𝑃(𝑥) = 𝑥 

𝑆:  استنتج المجموع .4 = 1 + 2 + 3 + 4 + ⋯ + 𝑛. 

 

 
 :   الثالثالتمرين 

𝐴𝐵𝐶  مثلث قائم في𝐴  حيث𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 2.   

𝐼  منتصف[𝐴𝐵] و 𝐽   نظيرة𝐼   بالنسبة إلى𝐵 
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مرجحا للجملة                  𝐺𝑚بحيث تكون النقطة   𝑚عيّن قيم العدد الحقيقي   .1

{(𝐴, 𝑚 − 1); (𝐵, 2𝑚 − 3)}. 

𝐴𝐺𝑚أ.  عبر عن الشعاع  .2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بدلالة كلا من   ⃗  .𝑚و  ⃗⃗

 .𝐼منطبقة على   𝐺𝑚بحيث تكون النقطة  𝑚عيّن قيم   .ب

 .𝐽منطبقة على   𝐺𝑚بحيث تكون النقطة  𝑚عيّن قيم   .ج

 .[𝐴𝐵]داخل القطعة   𝐺𝑚بحيث تقع النقطة  𝑚عيّن قيم   .د

                  من المستوي حيث:                 𝑀للنقط   (𝛾)المجموعة  أنشئ ثمّ عيّن  .3

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ =
3

2
‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. 

من المستوي حيث:                                  𝑀للنقط  (𝛿)طبيعة المجموعة  𝑘ناقش حسب قيم العدد الحقيقي  .4

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = 5(1 − 𝑘)2. 

 

 
 : الرابعالتمرين 

جوه و الآخر رباعي و  6إلى  1جهه مرق مة من نرمي حجري نرد ، أحدهما مكع ب متوازن أو
 . نسجل جداء الرقمين الناتجين :4إلى  1متوازن أوجهه مرق مة من 

 أكمل الجدول التالي :  .1

ف قانون الاحتمال لرقم آحاد جداء الرقمين الناتجين و احسب أمله الرياضياتي. .2  عر 

 

6 5 4 3 2 1 
 المكع ب 

 الرباعي 

      1 

      2 

      3 

      4 
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 التمرين الأول :

𝑓(𝑥): بـ ℝمعرفة على ال  fدالة نعتبر ال = 𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥 + في  تمثيلها البياني (𝐶𝑓)و 2

;𝑂)متعامد ومتجانس   معلمالمستوي المنسوب إلى  𝑖; 𝑗). 
 

 
 

𝑥 :𝑓(𝑥)بيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي   .1 = (𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) حيث ،

𝑐, 𝑏, 𝑎 أعداد حقيقية يطُلب تعيينها . 

 . بالنسبة لحامل محور الفواصل (𝐶𝑓)وضعية  𝑥ادرس حسب قيم   .2

,(𝐶3)وبألوان مختلفة  المعلمانقل الشكل على ورقتك، ثمّ أنشئ في نفس  .3 (𝐶2), (𝐶1) 

,𝑓3التمثيلات البيانية للدوال   𝑓2, 𝑓1 :على الترتيب حيث 

𝑓1(𝑥) = |𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥 + 2|    ;     𝑓2(𝑥) = 𝑥2|𝑥| − 𝑥2 − 3|𝑥| + 2 

𝑓3(𝑥) = (𝑥 − 1)3 − (𝑥 − 1)2 − 3𝑥 + 5 

 كما يلي: ℝالمعرفتين على  𝑔 و ℎنعتبر الدالتين   .4

ℎ(𝑥) = (𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥 + 2)2     ;      𝑔(𝑥) = 𝑥2 

𝑥 :ℎ(𝑥)كل عدد حقيقي  بيّن أنّ من أجل  . أ = 𝑔𝑜𝑓(𝑥). 

]على كل من المجالين   ℎاتجاه تغير الدالة  استنتج  .ب
√5−1

2
; 1] ;0] و 

√5−1

2
]. 
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 التمرين الثاني : 

 : التالية 𝑥عدد حلول المعادلة ذات المجهول   𝑚ناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي  .1

𝑚𝑥2 − 2𝑥 + 𝑚 = 0 … 

 ماما ؟حلين موجبين ت التي تقبل من أجلها المعادلة  𝑚ما هي قيم  .2

 

 
 

 التمرين الثالث : 

𝐴𝐵𝐶   مثلث حيث𝐵𝐶 = 8𝑐𝑚, 𝐴𝐶 = 12𝑐𝑚, 𝐴𝐵 = 10𝑐𝑚. 

,𝐴)}  مرجح الجملة 𝐼لتكن النقطة   1); (𝐵, ,𝐵)}  مرجح الجملة  𝐽، النقطة  {(3 3); (𝐶, −1)} 

,𝐴)}  مرجح الجملة  𝐺و 1); (𝐵, 3); (𝐶, −1)}. 

 .𝐼 و 𝐽النقطتين أنشئ  .1

 تقامية.اس في 𝐶 ،𝐼 و 𝐺بيّن أنّ النقط   .2

 في استقامية. 𝐴 ،𝐽 و 𝐺بيّن أنّ النقط   .3

 .𝐺النقطة  أنشئ ؟ (𝐶𝐼) و(𝐴𝐽)بالنسبة للمستقيمين  𝐺ماذا تمثل النقطة  .4

من المستوي حيث:                                  𝑀مجموعة النقط  (∆)أنشئ  ثمّ عيّن  .5

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = 2‖3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖. 

من المستوي حيث:                                  𝑀مجموعة النقط  (Γ)أنشئ  ثمّ عيّن  .6

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖. 

 

 
 

 : الرابعالتمرين 

ل رقمها و نعيدها  6إلى  1كرات مرق مة من  6يحتوي كيس على  . نسحب كرة من الكيس ، نسج 
 رقم الكرة الثانية. Yلأولى و رقم الكرة ا Xإلى الكيس ثم  نسحب كرة ثانية.   نسمي 

 ما احتمال الحوادث التالية :  .1

A. X + Y = 5 . 

B. X . Y < 6 . 

C. (X + Y = 5)  أو(X . Y < 6). 

ف كما يلي :  المتغير العشوائي Eليكن  .2 𝐸المعر  = |𝑋 − 𝑌| . 

 .  E  عي ن قيم المتغير العشوائي . أ

 .E  عي ن قانون احتمال المتغير العشوائي .ب

ي للمتغير لتباين و الانحراف المعيارأحسب الأمل الرياضياتي ، ا .ج
 .E  العشوائي
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 التمرين الأول :

 كما يلي: ℝالمعرفتين على  𝑓 و 𝑔نعتبر الدالتين  

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 2     ;      𝑔(𝑥) =
𝑥

𝑥 − 1
 

متعامد ومتجانس   معلمفي المستوي المنسوب إلى  تمثيليهما البياني (𝐶𝑔)و (𝐶𝑓)وليكن 

(𝑂; 𝑖; 𝑗). 

 .𝑓 و 𝑔الدالتين  مجموعتي تعريف كل من  𝐷𝑓 و 𝐷𝑔  عيّن .1

     :𝑥كل عدد حقيقي بحيث من أجل  𝑎 و 𝑏أ. عيّن العددين الحقيقين          .2

                 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑎)2 + 𝑏. 

 يطُلب تعيينهما.  𝑢 و 𝑣إلى مركب دالتين   𝑓فكك الدالة   .ب

;1]على كل من المجالين   𝑓دالة  حدد اتجاه تغير ال .ج ;∞−[ و ]∞+ 1] ،       

 . هاثمّ شكل جدول تغيرات

 (𝐶𝑓)انطلاقا من التمثيل البياني للدالة مربّع، حدد طريقة رسم المنحنى   .د

 .(𝐶𝑓)أنشئ المنحنى  .ه

𝑥  من أجل كل عدد حقيقيأ. تحقق أنّه         .3 ≠ 𝑔(𝑥)لدينا: 1 = 1 +
1

𝑥−1
   

في المعلم  (𝐶𝑔)معادلة المنحنى اكتب ير المعلم ثمّ عيّن دساتير تغي .ب

(Ω; 𝑖; 𝑗)  حيثΩ(1; 1). 

 . (𝐶𝑔)ارسم المنحنى  .ج

ℎ(𝑥)الممثل للدالة   (𝐶ℎ)، ارسم المنحنى (𝐶𝑓)انطلاقا من المنحنى  .4 = |𝑓(𝑥)| 

𝑓(𝑥)عيّن بيانيا حلول المعادلة   .5 = 𝑔(𝑥). 

:(𝐸)لتالية:  المعادلة ا  ℝنعتبر في المجموعة  .6 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 2 = 0 

𝑥 من أجل كل عدد حقيقيبيّن أنّ  . أ ≠ 𝑓(𝑥)المعادلة  1 = 𝑔(𝑥)   تكافئ(𝐸) 

,𝑐عيّن الأعداد الحقيقية  .ب 𝑏, 𝑎                                                 :حيث

𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 2 = (𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

𝑓(𝑥)استنتج حلول المعادلة   .ج = 𝑔(𝑥) . 
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 التمرين الثاني : 

3𝑥2المعادلة   ℝحل في المجموعة  .1 − 5𝑥 − 2 = 0 . 

𝑃(𝑥)نعتبر كثير الحدود   .2 = 3𝑥3 − 11𝑥2 + 8𝑥 + 4. 

𝑥0تحقق أنّ  . أ =  .𝑃(𝑥)كثير الحدود  جذر ل 2

 .𝑃(𝑥)استنتج تحليلا لـ  .ب

𝑃(𝑥)المعادلة   ℝحل في المجموعة  .3 = 𝑃(𝑥)ة  ، ثمّ استنتج حلول المتراجح0 ≤ 0. 

𝑦2، ثمّ استنتج حلول المعادلة 𝑃(𝑦2)اكتب عبارة   .4 =
11𝑦4−4

3𝑦4+8
 . 

 

 
 الثالث : التمرين 

;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑖; 𝑗)  :النقط𝐴(−2; 1)  ،

𝐵(1; ;𝐶(1و  (4 ;𝐷(4و  (2−  .𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث   𝐺ولتكن   (1

,𝐶 و𝐷م النقط لع .1 𝐵, 𝐴. 

 .𝐺عيّن إحداثيتي النقطة   .2

𝐷𝐴⃗⃗−بيّن أنّ   .3 ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = ,𝐶 بالنسبة للنقط   𝐷. ماذا تمثل النقطة 0⃗⃗ 𝐵, 𝐴؟ 

 في استقامية.  𝐺 ، 𝐴 و 𝐷بيّن أنّ النقط   .4

 حيث: (𝐸1) و (𝐸2)عيّن وأنشئ المجموعتين  .5

(𝐸1): ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 6 

(𝐸2): ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 3‖−𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 
 

 
 : الرابعالتمرين 

متمايزة عند اللمس. نسحب من الكيس  غير   6إلى  1قريصات مرق مة من  6يحتوي كيس على 
 على التوالي و مع الإرجاع قريصتين.

 . عي ن عدد عناصر المجموعة الشاملة  .1

الذي يرفق  X  ليكن المتغير العشوائي .2
بكل عملية سحب لقريصتين مجموع 

 رقميهما. 

 أكمل الجدول المقابل. . أ

 . X  قيم المتغير العشوائياستنتج  .ب

ف قانون احتمال المتغير  .ج عر 
  هأحسب أملو   X  العشوائي

 الرياضياتي.

 

 
  

6 5 4 3 2 1 
1سحب   

2سحب   

      1 

      2 

      3 

      4 

      5 

      6 
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 التمرين الأول :

-I لتكن الدالة  𝑓 على   المعرفة𝐷𝑓 :كما يلي      𝑓(𝑥) =
−𝑥

1−𝑥
 

;𝑂)متعامد ومتجانس  معلمفي المستوي المنسوب إلى  تمثيلها البياني (𝐶𝑓)و  𝑖; 𝑗). 

 . 𝑓  مجموعة تعريف الدالة 𝐷𝑓  عيّن .1

𝑥كل عدد حقيقي  بيّن أنّ من أجل  .2 ∈ 𝐷𝑓: 𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = تج  استن ، ثمّ 2

;𝐴)فردية في المعلم   𝑓أنّ الدالة   𝑖; 𝑗)  حيث𝐴 .نقطة يطُلب تعيينها 

𝑥كل عدد حقيقي  بيّن أنّ من أجل  .3 ∈ 𝐷𝑓: 𝑓(1 − 𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
 

-II  لتكن الدالة  𝑔 على   المعرفةℝ − {0; 𝑔(𝑥) كما يلي: {1 = 𝑓(1 − 𝑥). 𝑓(𝑥) 

𝑔(2020)بيّن دون استعمال الآلة الحاسبة أنّ:   .1 = 𝑔(2019) = 𝑔(2) = 𝑔(𝑥)  

;𝐴)في المعلم   (𝐶𝑓) و(𝐶𝑔)ارسم المنحنيين  .2 𝑖; 𝑗). 

 

 
 

 التمرين الثاني : 

 التالية:  𝑚الوسيط الحقيقي  و 𝑥لتكن المعادلة ذات المجهول  

𝑥2 + 𝑚𝑥 + 𝑚 + 3 = 0 … 

=∆بيّن أنّ   .1 (𝑚 − 6)(𝑚 +  ، ثمّ ادرس إشارته. (2

 حلين مختلفين في الإشارة. ها المعادلة التي تقبل من أجل 𝑚عيّن قيم   .2

 حلين سالبين تماما. التي تقبل من أجلها المعادلة  𝑚عيّن قيم   .3

 

 
 

 :   لثالتمرين الثا

,𝐴)}  مرجح الجملة 𝐺و  𝑂مربعا مركزه   𝐴𝐵𝐶𝐷ليكن  1); (𝐵, 2); (𝐶, 3); (𝐷, 6)} 

,𝐴)}  مرجح الجملة 𝐼أنشئ  .1 1); (𝐶, ,𝐵)}  مرجح الجملة 𝐽و  {(3 2); (𝐷, 6)}. 

المرفقتين على الترتيب بمعاملين يطُلب  𝐼 و 𝐽هي مرجح النقطتين  𝐺بيّن أنّ النقطة   .2

 .𝐺تعيينهما، ثمّ أنشئ 

من المستوي التي تحقق المساواة:                                  𝑀للنقط   (E)المجموعة  أنشئ ثمّ عيّن  .3

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 6𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = 6‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖. 

;𝐴)معلم  الالمستوي منسوب إلى  .4 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) . 
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 في هذا المعلم. 𝐺جد إحداثيي النقطة   . أ

,𝐴)}  مرجح الجملة ′𝐺جد إحداثيي النقطة   .ب 3); (𝐵, 6); (𝐶, 1); (𝐷, 2)}. 

 في استقامية.  𝐺 ، 𝑂 و ′𝐺استنتج أنّ النقط  .ج

 

 
 

 : الرابعالتمرين 

احدة خضراء  فرق بينها عند اللمس. واحدة حمراء و ويحتوي كيس على ثلاث كرات متجانسة لا ن
ل لونها  و  واحدة زرقاء. نسحب عشوائيا وعلى التوالي كرتين بحيث نسحب الكرة الأولى و نسج 

ل اللون المحص ل عليه بهذا الترتيب.  ثم  نعيدها إلى الكيس و نسحب الكرة الثانية و نسج 

 . عي ن مجموعة الإمكانيات  .1

و سحب كرة خضراء يعطي ربح نقطتين  اء يعطي ربح نقطةنفرض سحب كرة حمر .2
 و سحب كرة زرقاء يعطي خسارة ثلاث نقاط. 

 لهذه التجربة. عي ن قيم المتغير العشوائي . أ

 أحسب احتمال أن يخسر اللاعب. .ب
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 التمرين الأول :

على  عددية  دالة    fلتكن   ;1]المجال  معرفة  𝑓(𝑥):  بـ ]∞+ = −2 + √𝑥 −  (𝐶𝑓)و   1

;𝑂)متعامد ومتجانس   معلمفي المستوي المنسوب إلى  تمثيلها البياني 𝑖; 𝑗). 

 يطُلب تعيينهما.  𝑢 و 𝑣هي مركب دالتين   𝑓تحقق أنّ الدالة   .1

 .𝑓اتجاه تغير الدالة  استنتج  𝑢 و 𝑣اعتمادا على اتجاه تغير الدالتين   .2

;1]حل في المجال   .3 𝑓(𝑥)المعادلة:   ]∞+ = 0. 

 قا من التمثيل البياني للدالة جذر تربيعي انطلا  (𝐶𝑓)رسم المنحنى  اشرح كيف يمكن  .4

𝑔(𝑥)بـ:  معرفة ال 𝑔دالة  اللتكن  .5 = |𝑓(𝑥)| و(𝐶𝑔)  تمثيلها البياني. استنتج رسم

 مع الشرح. (𝐶𝑓)انطلاقا من  (𝐶𝑔)المنحنى 

;∞−[على المجال معرفة  ال ℎدالة  اللتكن  .6 −1[ ∪ ]1;           بـ:        ]∞+

ℎ(𝑥) = −2 + √|𝑥| −   (𝐶𝑓)انطلاقا من  (𝐶ℎ). اشرح كيفية رسم المنحنى  1

 ثمّ أنشئه في نفس المعلم. 
 

 
 

 التمرين الثاني : 

-I   :5بيّن أنّ المساواة التالية صحيحة + 2√6 = (√2 + √3)
2

 

-II كن  يل𝐴𝑚(𝑥) المتغيّر الحقيقي  كثير حدود ذو𝑥 قي الوسيط الحقيو𝑚 حيث: 

𝐴𝑚(𝑥) = 𝑥2 + (−√2 + √3)𝑚𝑥 − √6 𝑚2 

𝐴𝑚(𝑥)ادرس مميز المعادلة   .1 =  .𝑚بدلالة   0

𝐴𝑚(𝑥)عدد حلول المعادلة   𝑚ادرس حسب قيم   .2 = 0 . 

𝐴𝑚(𝑥)التي تقبل من أجلها المعادلة   𝑚هل توجد قيم   .3 =  حلين سالبين تماما ؟  0

𝐴𝑚(𝑥)جحة حلول المترا 𝑚عيّن حسب قيم   .4 ≤ 0. 
 

 
 

 التمرين الثالث : 

𝐴𝐵𝐶  .مثلث كيفي 

𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗⃗حيث:  𝐾و  𝐼   ،𝐽لتكن النقط:  = 2𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ،𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗⃗ =
2

5
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ،𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗. 

 .  𝐾و  𝐼   ،𝐽النقط  مثل  .1

 بمعاملين يطُلب تعيينهما.  𝐵 و 𝐶هي مرجح النقطتين  𝐼بيّن أنّ النقطة   .2
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مرفقتين  𝐴𝐵𝐶هما مرجحين لرأسين للمثلث  𝐽  و 𝐾ن النقطتين بيّن أنّ كلا م .3

 بمعاملين يطُلب تعيينهما. 

تتقاطع في نقطة واحدة. يمكنك استعمال   (𝐴𝐼) ، (𝐵𝐽) و (𝐶𝐾)بيّن أنّ المستقيمات   .4

,𝐴)}  مرجح الجملة 𝐺النقطة  3); (𝐵, −1); (𝐶, 2)} 

                           حيث:       من المستوي 𝑀مجموعة النقط  (∆)أنشئ  ثمّ عيّن  .5

‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖−2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 4𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖. 

من المستوي حيث:                                  𝑀مجموعة النقط  (Γ)أنشئ  ثمّ عيّن  .6

‖−𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖. 
 

 
 

 : الرابعالتمرين 

, 𝑂)المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس   𝑖 , 𝑗).  نعتبر النقطA(0 ; 1)  ،B(1 ; 0)  

عددان   و   على الترتيب ) و   ،  1بالمعاملات  Cو  A  ،B. نرفق النقط C(-1 ; 0)و 
,𝐴)}مرجح الجملة المثقلة   Gحقيقيان(.  1); (𝐵, 𝛽); (𝐶, 𝛿)} ( ...1) 

 .Gإحداثيتي  عي ن .Gوجود النقطة  و   ناقش حسب قيم  .1

. نسمي 3،    2،    1،    - 1،    -2،    -3ها مرق مة كما يلي :  د مرتين وجوهنرمي زهرة نر .2

     العدد المحص ل عليه في الرمية الأولى ، و   .العدد المحص ل عليه في الرمية الثانية 

 .1( نقطة ترتيبها 1أحسب الاحتمال حتى يكون مرجح الجملة ) . أ

 . 0( نقطة فاصلتها 1الاحتمال حتى يكون مرجح الجملة )أحسب  .ب

 ( ينتمي إلى المنص ف الأول. 1أحسب الاحتمال حتى يكون مرجح الجملة ) .ج
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 التمرين الأول :

;3−]المعرفة والقابلة للاشتقاق على المجال   𝑓إليك جدول تغيرات الدالة   5]. 

 
-I رفيما يلي أجب بصحيح أو خطأ مع التبري : 

𝑓(𝑥)المعادلة   .1 = ;3−]على المجال  𝛼 و 𝛽تقبل حلين   0 5]. 

2. 𝑓(1) < 𝑓(2). 

;3−]من المجال  𝑥من أجل كل   .3 5] :𝑓(𝑥) > 0. 

-II   نعتبر الدالة𝑔  3−]المعرفة على المجال; 𝑔(𝑥)كما يلي:  [5 = |𝑓(𝑥)|. 

;3−]على المجال   𝑓حدد إشارة الدالة   .1 5]. 

;3−]على المجال   𝑔، أعط جدول تغيرات الدالة  𝑓انطلاقا من جدول تغيرات الدالة   .2 5]. 

-III لة  الدا لتكنℎ  المعرفة علىℝ  :بـℎ(𝑥) =
1

2
𝑥2 − 2𝑥 −  تمثيلها البياني   (𝐶ℎ)و 3

;𝑂)متعامد ومتجانس   معلمالمستوي المنسوب إلى   في       𝑖; 𝑗). 

;𝐴(−3يمر بالنقطة   4عند النقطة ذات الفاصلة   (𝐶ℎ)المماس للمنحنى   .1 5). 

 .1توجيه المماس عندها يساوي معامل يكون  (𝐶ℎ)توجد نقطة وحيدة من المنحنى   .2
 

 
 التمرين الثاني: 

𝑃(𝑥)نعتبر كثير الحدود   = 𝑥3 + (√2 − 1)𝑥2 + (2 − √2)𝑥 + 2√2. 

 .𝑃(−√2)أحسب  .1

:                   xحيث من أجل كل عدد حقيقي  𝛼 و 𝛽العددين الحقيقين  نعيّ  .2

𝑃(𝑥) = (𝑥 + √2)(𝑥2 + 𝛼𝑥 + 𝛽). 

 .𝑃(𝑥)إشارة  𝑥حسب قيم  ن عيّ  .3

𝑥𝑃(𝑥)المتراجحة :   ℝحلّ في   .4 < 0. 
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 التمرين الثالث: 

𝐴𝐵𝐶   مثلث حيث𝐵𝐶 = 6𝑐𝑚, 𝐴𝐶 = 10𝑐𝑚, 𝐴𝐵 = 8𝑐𝑚. 

,𝐴)}  مرجح الجملة 𝐺والنقطة   𝐴𝐵𝐶المثلث أنشئ  .1 1); (𝐵, 2); (𝐶, 1)}. 

                من المستوي حيث:                   𝑀مجموعة النقط  (𝐸1)أنشئ  ثمّ عيّن  .2

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 𝐴𝐶. 

من المستوي حيث:                                  𝑀مجموعة النقط  (𝐸2)أنشئ  ثمّ عيّن  .3

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. 

   من المستوي حيث:                               𝑀مجموعة النقط  (𝐸3)أنشئ  ثمّ عيّن  .4

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖. 

من المستوي حيث يكون الشعاعان                                  𝑀مجموعة النقط  (𝐸4)أنشئ  ثمّ عيّن  .5

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗  و  ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗  مرتبطين خطيا.  ⃗⃗⃗

 

 
 : الرابعالتمرين 

. نسحب عشوائيا من  0 ، 1 و 2مة بـ:عند اللمس مرق كرات لا نفرق بينها 3يحتوي كيس على 

رقم الكرة الثانية. نرفق بكل  𝑦رقم الكرة الأولى و 𝑥الكيس كرتين على التوالي بإرجاع ونسمي 

;𝑀(𝑥عملية سحب النقطة  𝑦)  منسوب إلى معلم متعامد و متجانس الالمستوي من(𝑂 , 𝑖 , 𝑗). 

 .𝑀عيّن كل الإحداثيات الممكنة للنقطة  .1

 ل الحوادث التالية: احتمااحسب  .2

A.  النقطة"𝑀  ."تنتمي إلى محور الفواصل 

B.  النقطة"𝑀   :2تنتمي إلى المستقيم ذي المعادلة𝑥 + 𝑦 = 0." 

C.  النقطة"𝑀  تنتمي إلى الدائرة التي مركزها𝑂  1ونصف قطرها." 

𝑥2المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب العدد  𝑋ليكن  .3 + 𝑦2. 

 .𝑋غيّر العشوائي لاحتمال للمتعيّن قانون ا .أ

 .𝑋احسب الأمل الرياضياتي للمتغيّر العشوائي  .ب
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 :الأول التمرين 

;2−]معرفة على المجال   𝑢جدول التغيرات الموالي هو لدالة   3]. 

 
 .𝑢عيّن إشارة الدالة   .1

,𝑘نعتبر الدوال   .2 ℎ, 𝑔, 𝑓  :المعرفة كما يلي𝑘 = √𝑢 , ℎ =
1

𝑢
 , 𝑔 = 𝑢3 , 𝑓 = 𝑢2 

,𝑘عيّن مجموعة تعريف لكل دالة من الدوال   .أ ℎ, 𝑔, 𝑓. 

,𝑘′(𝑥)عبّر عن كل من   .ب ℎ′(𝑥), 𝑔′(𝑥), 𝑓′(𝑥)  بدلالة𝑢′(𝑥) و 𝑢(𝑥). 

,𝑘استنتج جدول تغيرات لكل دالة من الدوال   .ج ℎ, 𝑔, 𝑓. 
 

 
 

 التمرين الثاني : 

𝑃(𝑥)نعتبر كثير الحدود   .1 = 3𝑥3 − 5𝑥2 − 42𝑥 − 40. 

 . 𝑃(𝑥)لـ ثمّ استنتج تحليلا  𝑃(−2)سب حا . أ

 .𝑃(𝑥)ادرس إشارة   .ب

𝑥√المتراجحة :   ℝحلّ في   .2 − 1 − 2𝑥 − 1 < 0. 

𝑥2وسيط حقيقي حيث:  𝑚و 𝑥ذات المتغيّر  (𝐸)لتكن المعادلة   .3 + 𝑚𝑥 + 𝑚 = 0 

 . ℝحلا في  (𝐸)التي من أجلها لا تقبل المعادلة   𝑚عيّن قيم  
 

 
 

 التمرين الثالث : 

𝐴𝐵𝐶𝐷  ، مستطيل𝐼 [ منتصف𝐴𝐵 ، ]G  مركز ثقل المثلث𝐴𝐵𝐶. 
,𝐶)}للجملة   𝐹أنشئ المرجح   .1 1); (𝐷, 3)}. 

,𝐴)}[ هي مرجح الجملة  𝐺𝐷منتصف ] 𝑀بي ن أن    .2 1); (𝐵, 1); (𝐶, 1); (𝐷, 3)}. 

 . (𝐼𝐹)تنتمي إلى المستقيم  𝑀بي ن أن  النقطة   .3

𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖من المستوي التي تحقق :   𝑁عيّن مجموعة النقط   .4 + 𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 6. 
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 : الرابعالتمرين 

باللمس.   لا نفرق بينهاوكرية واحدة سوداء    ين خضراوينت يكرين بيضاوين وتي يحتوي كيس على كر

 . يسحب اللاعب من الكيس كريتين على التوالي وبدون إرجاع

 أنشئ مخططا يبين كل الحالات.  .1

 احسب احتمال الحوادث التالية:  .2

A. من نفس اللون".  "الحصول على كريتين 

B. "  ."الحصول على كريتين مختلفتين في اللون 

C.  المسحوبة الأولى خضراء"."الكرية 

عند سحب  1−عند سحب كرية بيضاء و  𝑥عند سحب كرية سوداء و 2𝑥يربح اللاعب  .3

المتغيّر العشوائي الذي يرفق  𝑌عدد طبيعي غير معدوم، وليكن   𝑥كرية خضراء حيث  

 بح المحصل عليه. بكل عملية سحب جداء الر

 .𝑥بدلالة  𝐺عيّن جميع القيم الممكنة للربح  .أ

 .𝑌قانون الاحتمال للمتغيّر العشوائي  عيّن .ب

 حتى تكون اللعبة مربحة. 𝑥عيّن قيم  .ج
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 التمرين الأول :

1. 𝑓   دالة معرفة على المجال𝐼 = [−3;  :بجدول تغيراتها التالي [3

 
 اكمل جدول التغيرات. .أ

𝑓(𝑥)المعادلة   𝐼حل في المجال   .ب =  ، ثمّ فسّر النتيجة بيانيا. 0

 .𝐼على المجال   𝑓(𝑥)استنتج إشارة  .ج

يقبل مماسين موازيين لحامل محور الفواصل يطُلب  𝑓أثبت أنّ منحنى الدالة   .د

 كتابة معادلتيهما. 

𝑔(𝑥)بـ:  𝐼معرفة على المجال  الدالة ال 𝑔لتكن  .2 = [𝑓(𝑥)]2. 

 .𝑓(𝑥) و 𝑓′(𝑥)بدلالة  𝑔′(𝑥)اكتب   .أ

 .𝑔شكل جدول تغيرات الدالة   .ب

 .𝐼على   𝑔، ثمّ جد حصرا للدالة  𝐼على  𝑔عيّن القيم الحديّة المحلية للدالة   .ج

 

 

 
 التمرين الثاني : 

𝑃(𝑥)ليكن كثير الحدود  = 𝑥4 + 2𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑥 + 1 . 

 . ماذا تستنتج؟𝑃(0)احسب  .1

𝑃(𝑥)برهن أنّ المعادلة   .2 =                               لة:          تكافئ المعاد 0

(𝑥 +
1

𝑥
)

2

+ 2 (𝑥 +
1

𝑥
) − 3 = 0 …. 

𝑢2المعادلة :   ℝحلّ في   .3 + 2𝑢 = 3 …. 

 . استنتج حلول المعادلة  .4

𝑃(𝑥)استنتج حلول المتراجحة :   .5 ≤ 0. 

𝑃(2020)إشارة  ن عيّ دون حساب  .6 × 𝑃(1441) × 𝑃(−𝜋). 
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 التمرين الثالث : 

𝐴𝐵𝐷𝐶  الأضلاع.متوازي 𝐺𝑚 المثقلة   ةمرجح الجمل{(𝐴, 2𝑚); (𝐵, 1 − 𝑚); (𝐶, 2 − 𝑚)}. 
 .𝐺1أنشئ النقطة   .1

𝐴𝐺𝑚عب ر عن   .2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ m   ،𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بدلالة  ⃗ ⃗⃗   ،𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 

𝐺1𝐺𝑚استنتج أن  :   .3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =

1−𝑚

3
 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗. 

ا يمسح  𝐺𝑚عي ن مجموعة النقط   .4  .ℝمجموعة الأعداد الحقيقية  𝑚لم 

 

 
 

 : الرابعن مريالت

 . 𝑐𝑚 30ونصف قطره  𝑂يرمي رياضي بسهم ليصيب هدفا عبارة عن قرص مركزه 

 𝑐𝑚 ، 10 𝑐𝑚 20 و 𝑐𝑚 30وأنصاف قطرها   𝑂نشكل على هذا القرص ثلاث دوائر مركزها  

 على الترتيب.

تحدد ثلاث مناطق ملونة على الترتيب من المركز بالأحمر، الأبيض والأخضر. نفرض أنّ  

 الهدف عند كل رمية وأنّ احتمال إصابة كل منطقة يتناسب طرديا مع مساحتها. سهم يصيب ال

نقطة عند إصابة المنطقة البيضاء  20نقطة عند إصابة المنطقة الحمراء و 30يسجل اللاعب 

 نقاط عند إصابة المنطقة الخضراء.  10و

 سجلة.المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل رمية عدد النقاط الم 𝑋نعتبر  

 .𝑋ن قانون الاحتمال للمتغيّر العشوائي عيّ  .1

 .𝑉(𝑋) والتباين 𝐸(𝑋)احسب الأمل الرياضياتي  .2
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 التمرين الأول :

للدالة   (𝐶𝑓)في الشكل المقابل التمثيل البياني 

𝑓  المعرّفة علىℝ . 

 .𝑓شكل جدول تغيرات الدالة   .1

 .𝑓عيّن إشارة الدالة   .2

، اشرح  (𝐶𝑓)حنى  انطلاقا من المن .3

كيف يمكن إنشاء التمثيلات البيانية 

 للدوال التالية ثمّ ارسمها:

𝑔(𝑥) .أ = 𝑓(𝑥 + 1). 

ℎ(𝑥) .ب = 𝑓(𝑥) − 1. 

𝑘(𝑥) .ج = 𝑓(|𝑥|). 

𝑙(𝑥) .د = |𝑓(𝑥)|. 

 

 
 

 التمرين الثاني : 

 التالية:  𝑚الوسيط الحقيقي  و 𝑥ذات المجهول   (𝐸𝑚)لتكن المعادلة  

(𝑚 + 1)𝑥2 − (2𝑚 + 3)𝑥 + 𝑚 − 1 = 0 … (𝐸𝑚) 

 . (𝐸𝑚)حلا للمعادلة   0حتى يكون  𝑚الوسيط الحقيقي عيّن قيم  .1

 معادلة من الدرجة الثانية.  (𝐸𝑚)حتى تكون  𝑚الوسيط الحقيقي عيّن قيم  .2

 .(𝐸𝑚)عدد وإشارة حلول المعادلة   𝑚ناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي   .3

2020𝑥2  إشارة حلول المعادلةاستنتج دون حساب  .4 − 4041𝑥 + 2018 = 0. 

𝑥1)إن وُجد( حتى يكون  𝑚الوسيط الحقيقي عيّن قيم  .5 = −𝑥2 +   𝑥1  و 𝑥2حيث   1

 .(𝐸𝑚)حلي المعادلة  

 

 
 

 التمرين الثالث : 

𝐴𝐵𝐶  .مثلث كيفي𝐺  المثقلة   ةمرجح الجمل{(𝐴, 3); (𝐵, −2); (𝐶, 1)} .𝐼 [ منتصف𝐴𝐶  ،]
𝐽 [ منتصف𝐵𝐶.] 

,𝐴)}المثقلة   ةمرجح الجمل  𝐾نقطة  وأنشئ العي ن  .1 3); (𝐶,  . 𝐺نقطة ، ثم  أنشئ ال {(1
,𝐼)}المثقلة    ةمرجح الجمل 𝐺بي ن أن    .2 3); (𝐽, هي نقطة تقاطع  𝐺استنتج أن   .{(2−

 ؟  𝐴𝐵𝐼𝐺. ما طبيعة الرباعي (𝐵𝐾)و  (𝐼𝐽)المستقيمين 
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3. 𝑀  .نقطة كيفية من المستوي 

𝑉⃗⃗بي ن أن  الشعاع   . أ = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ هو شعاع ثابت ، ثم  بي ن أن    ⃗⃗⃗

𝑉⃗⃗ = 2 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗⃗. 

من المستوي حيث :               𝑀مجموعة النقط  ()عي ن و أنشئ   .ب

‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 

من المستوي حيث :                       𝑀( مجموعة النقط عي ن ) .ج

‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖−2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ 

 
 

 
 

 : الرابعالتمرين 

(𝐵) و (𝐴)  الصندوق بينما  حمركرات    5اء ور ضخكرات    5 (𝐴)صندوقان حيث يحوي  اء 

الصندوق   من حمراءكرات    3وخضراء  كرات    7 (𝐵)يحوي  واحدة  كرة  عشوائيا  نسحب   .

الصندوق  (𝐴)الصندوق   إلى  ونعيدها  لونها  ثم  (𝐵)نسجل  نس،  الصندوق   من  كرة   (𝐵)حب 

 واحدة ونسجل لونها.

أن  احتمال الحصول على كرتين   .1 التجربة، ثم  تحقق  أنشئ شجرة احتمال تنمذج هذه 

اوين هو  رضخ
7

20
. 

 احسب احتمال الحصول على كرتين من نفس اللون.  .2

كرة   𝑋  نعتبر .3 كل  يرفق  الذي  العشوائي  كرة   (𝛼+)بالعلامة  خضراء  المتغيّر  وكل 

 عدد حقيقي غير معدوم. 𝛼حيث   (𝛼−)بالعلامة ء راحم

 .𝐸(𝑋)، ثمّ احسب أمله الرياضياتي 𝑋عيّن قانون الاحتمال للمتغيّر العشوائي  .أ

𝐸(𝑋)حتى يكون  𝛼عيّن قيم العدد الحقيقي  .ب = 1. 

𝑛 (𝐵)نضيف إلى الصندوق   .4 −  ونعيد عملية السحب المبينة أعلاه.حمراء كرة  3

 . خضراوينعلى كرتين احسب احتمال الحصول  . أ

الكرات   .ب عدد  الصندوق  الحمراء  عي ن  إلى  إضافتها  ينبغي  حتى  (𝐵)التي 

 . 0,25هو خضراوين يكون احتمال سحب كرتين 
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 التمرين الأول :

 على الترتيب الممثلة أدناه. (𝐶𝑓) ، (𝐶𝑔) و (𝐶ℎ)التي تمثيلاتها البيانية  𝑔 ، 𝑓 و ℎلتكن الدوال  

 
 بقراءة بيانية:  .1

 .ℎ𝑜𝑓(2) ،𝑔𝑜𝑔(1) ،𝑔𝑜ℎ(7) ،𝑓𝑜ℎ(0)جد كلا مما يلي:   .أ

ℎ(𝑥)حل المتراجحات التالية:   .ب ≤ 𝑓(𝑥) ، 𝑔(𝑥) > ℎ(𝑥) ، 𝑓(𝑥) ≤ 3 

 متناقصة تماما.  𝑓عيّن المجال التي تكون فيه الدالة   .ج

 المعرفة كما يلي: 𝑣 ، 𝑢 و 𝑤لتكن الدوال   .2

𝑤(𝑥) = 𝑥 − 2 ;  𝑣(𝑥) = √2𝑥 − 1 ;  𝑢(𝑥) = 𝑥2 − 1 

 .𝑣𝑜𝑢 و 𝑣𝑜𝑤، ثمّ عيّن عبارتي 𝐷𝑣𝑜𝑤 و 𝐷𝑣𝑜𝑢عيّن كلا من  .أ

𝑇(𝑥)المعرفة بـ:   𝑇عيّن مجموعة تعريف الدالة   .ب =
𝑣(𝑥)

𝑤(𝑥)
. 

 
 التمرين الثاني : 

3√)احسب  .1 − 1)
2

3√) و  − √2)
2

. 

 المعادلتين:  ℝحلّ في   .2

𝑥2 − (√2 + √3)𝑥 = −√6 4𝑥2 و  − 2(1 + √3)𝑥 + √3 = 0. 

 استنتج حلول المعادلتين التاليتين: .3

𝑥 − (√2 + √3)√𝑥 + √6 = 0  و 
100

𝑥2 −
10(1+√3)

𝑥
+ √3 = 0. 

}حلول الجملة التالية:  استنتج  .4
𝛼 + 𝛽 =

1+√3

2

𝛼𝛽 =
√3

4

𝛼حيث   < 𝛽. 
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 التمرين الثالث : 

مرجح الجملة   𝐺  النقطة أنّ  إذا علمت 𝛽 ، 𝛼 و 𝛾عيّن الأعداد الحقيقية  .1

{(𝐴, 𝛼); (𝐵, 𝛽); (𝐶, 𝛾)}  وتحقق العلاقة𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

2. 𝐴𝐵𝐶  مثلث قائم في𝐴  ومتساوي الساقين حيث𝐴𝐵 = 4𝑐𝑚. 

,𝐴)}مرجح الجملة   ′𝐺 النقطةأنشئ  .أ 1); (𝐵, −1); (𝐶, −2)}. 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗:  من المستوي فإن   𝑀  النقطةبي ن أن ه مهما تكن  .ب ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = −2𝑀𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗. 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗‖من المستوي حيث:   𝑀( مجموعة النقط Eعي ن ) .ج ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 4. 

   من المستوي حيث:                                 𝑀( مجموعة النقط Fعي ن ) .د

‖6𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 6𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖. 
 

 
 : الرابعالتمرين 

(I  𝐶2و 𝐶1   حجرا نرد متوازنان. تحمل أوجه المكعب𝐶1   :الأعداد
4𝜋

3
،

4𝜋

3
،

𝜋

3
،

𝜋

3
، 0 ، 0 

الأعداد:   𝐶2تحمل أوجه المكعب  و
𝜋

2
،

𝜋

2
،

𝜋

6
،

𝜋

6
. نرمي الحجرين في آن واحد ونسجل 0 ، 0 ،

 . 𝛼 و𝛽نرمز لهذين العددين بـ:  .𝐶1 و𝐶2العددين الظاهرين على الوجهين العلويين لـ 

sin(𝛼المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل رمية العدد  𝑋ليكن  + 𝛽) 

 ؟ )يمكن إعطاء النتائج في جدول(𝑋 العشوائيما هي القيم الممكنة للمتغيّر  .1

 𝑋 العشوائيعيّن قانون احتمال المتغيّر  .2

 𝑋  العشوائيللمتغيّر  𝜎(𝑋)والانحراف المعياري  𝐸(𝑋)احسب الأمل الرياضي   .3
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
       
       
       
       
       
       
       
       
       
       
       
       
       
       
       
       
  
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










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 التمرين الأول :

𝑓(𝑥)بالعبارة:  ℝالمعرفة على  𝑓لتكن الدالة   = 6𝑥2 + 3𝑥 − 5 

 .ℝالكيفية من  𝑥0عند القيمة  𝑓ادرس قابلية اشتقاق الدالة   .1

 .𝑓′(𝑥)استنتج عبارة   .2

 .𝑓(1,001)لحساب قيمة مقرّبة للعدد  1استعمل التقريب التآلفي المماسي عند  .3

 

 
 التمرين الثاني : 

sinأحسب  .1 𝑥  وcos 𝑥  :  3علما أن sin 𝑥 + 4 cos 𝑥 = 5. 

𝐴بس ط العبارتين الآتيتين :  .2 = cos (𝑥 +
𝜋

4
) + cos (𝑥 +

7𝜋

4
) − √2 cos 𝑥     ؛

𝐵 = sin (𝑥 +
𝜋

4
) + sin (𝑥 +

7𝜋

4
) − √2 sin 𝑥 

x  :cosالمعادلة ذات المجهول  ℝحل  في   .3 2𝑥 + √3 sin 2𝑥 = −1.  

2[ المتراجحة  2 ; 0حل  في المجال [ .4 sin 3𝑥 + √3 ≥ ، ثم  مث ل صور الحلول   0
 على الدائرة المثلثية.

 

 
 

 :   لثرين الثاتمال

ومتجانس   متعامد  معلم  إلى  المنسوب  المستوي  في  ;𝑂)نعتبر  𝑖; 𝑗)   النقطتين𝐴(2; 2)   ،

𝐵(3; :(𝑇)، والمستقيم  (0 𝑦 = 𝑥 − 2  

 .[𝑂𝐴]محور القطعة  (∆)اكتب معادلة ديكارتية للمستقيم  .1

 .[𝑂𝐴]التي قطرها   (𝐶)اكتب معادلة ديكارتية للدائرة  .2

 يطُلب تعيينها.  𝐸في نقطة  (𝐶)مماس للدائرة  (𝑇) بيّن أنّ المستقيم .3

 .(𝐶)تقع خارج الدائرة  𝐵بيّن أنّ النقطة   .4

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗بيّن أنّ   .5 ⃗⃗ . 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =  .𝐴𝑂𝐵̂ثمّ استنتج قيسا للزاوية   6

 . 𝐴𝑂𝐵احسب مساحة المثلث  .6

𝑀𝑂2من المستوي التي تحقق:   𝑀مجموعة النقط  عيّن  .7 + 𝑀𝐴2 = 8. 
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 الأول :التمرين 

الدالة   على   𝑓لتكن  𝑓(𝑥)بالعبارة:    ℝالمعرفة  = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥 + 𝑐  حيث  ،𝑐, 𝑏, 𝑎   أعداد

و  للدالة   (𝐶𝑓)حقيقية  البياني  إلى   𝑓المنحنى  المنسوب  المستوي  ومتجانس   معلمفي  متعامد 

(𝑂; 𝑖; 𝑗). 

,𝑐عيّن الأعداد الحقيقية  𝑏, 𝑎   بحيث يشمل المنحنى(𝐶𝑓) قطة الن𝐴(1; ويقبل عند النقطة  (3−

𝐵(0; 𝑦ذي المعادلة:   (𝐷)مماسا موازيا للمستقيم  (1 = −6𝑥. 

 

 
 :  نيالتمرين الثا

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗)حيث :  𝐴𝐵𝐶𝐷نعتبر مربعا موجها   ⃗⃗ ; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

2
  . 

 (𝐴𝐸)تقاطع المستقيمين   𝐹والنقطة  𝐴𝐷𝐸نرسم خارج هذا المربع مثلثا متقايس الأضلاع 

 .(𝐵𝐶)و

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗)أنشئ الشكل ، ثم  احسب بالراديان أقياس الزوايا الموجهة التالية :  .1 ⃗⃗ ; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )   ،

(𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )   ،(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) 

𝐴𝐷⃗⃗)حيث :   𝑥جد العدد الحقيقي  .2 ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝑥                       : ثم  احسب ،

cos (𝑥 −
39𝜋

2
)  ، cos(𝜋 + 𝑥)  ، sin 𝑥  ، cos 𝑥 

 رتين التاليتين :العبالتكن  .3

𝐴(𝑥) = sin (
5𝜋

2
+ 𝑥) − 2 cos (

45𝜋

2
− 𝑥) − 3 sin(𝑥 − 7𝜋) + sin (

7𝜋

2
+ 𝑥) 

𝐵(𝑥) = cos (
17𝜋

2
) − sin (

2012𝜋

2
+ 𝑥) − sin(11𝜋 + 𝑥) − cos (𝑥 +

1433𝜋

2
) 

𝐴(𝑥)بي ن أن  :   . أ = 𝐵(𝑥) 

𝐴حل في المجال المعادلة :   .ب (2𝑥 −
𝜋

3
) = 𝐵 (𝑥 +

𝜋

6
) 

 

 
 التمرين الثالث : 

-I   لتكن(𝑆)  دائرة مركزهاΩ  3ونصف قطرها  ،𝐵 و 𝐴   نقطتان منها غير متقابلتين قطريا

𝐴𝐵حيث   =  .Ωبالنسبة إلى  𝐵نظيرة   𝐶. النقطة 2√2

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب  .1 ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و  ⃗⃗ . 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗أثبت أنّ  .2 . 𝐵𝛺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝛺𝐴⃗⃗⃗⃗ثمّ استنتج أنّ  14 ⃗⃗ . 𝛺𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −5. 
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-II   المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس(𝑂; 𝑖; 𝑗) .(𝐸)  مجموعة النقط𝑀(𝑥; 𝑦) 

𝑥2التي تحقق:  + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 5 = 0. 

 دائرة يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها.  (𝐸)بيّن أنّ   .1

2. (𝐷)  مستقيم شعاع ناظمه𝑛⃗⃗ (
1
1

;𝐴(4ويشمل النقطة   ( 3). 

 .(𝐷)عيّن معادلة المستقيم  . أ

 في نقطتين يطُلب تعيينهما.  (𝐸)يقطع الدائرة   (𝐷)بيّن أنّ المستقيم 
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 التمرين الأول :

𝑓(𝑥)بـ:   ℝالمعرفة على  𝑓لتكن الدالة   = 2𝑥3 + 5𝑥2 + 6𝑥 + تمثيلها   (𝐶𝑓)، و9

;𝑂)متعامد ومتجانس   معلمالبياني في المستوي المنسوب إلى  𝑖; 𝑗). 

 .𝑓لدالة  قة امشت ′𝑓عيّن   .1

 ثمّ شكل جدول تغيراتها.  𝑓ادرس اتجاه تغيّر الدالة   .2

𝑦موازية للمستقيم ذي المعادلة:   (𝐶𝑓)هل توجد مماسات للمنحنى   .3 = 6𝑥 − ؟ 3

 عيّن معادلات لها في حالة الوجود.
 

 
 التمرين الثاني : 

فة بالإحداثيات القطبية  A مث ل النقطة .1 𝐴المعر  (2;
𝜋

4
). 

;𝐵(−√2بية للنقطة  اثيات القطعي ن الإحد .2 1). 

sinالمعادلة :   ℝحل  في   .3 𝑥 − √3 cos 𝑥 = √2. 

sin[ المتراجحة :  2 ; 0حل في المجال [ .4 𝑥 − √3 cos 𝑥 > ، ثم  مث ل صور   2√
 حلولها على الدائرة المثلثية.

 

 
 التمرين الثالث : 

𝐴𝐵𝐶𝐷  شبه منحرف قائم في𝐷 و 𝐶. 𝐸  نقطة من[𝐷𝐶]  :حيث 

𝐴𝐷 = 3, 𝐷𝐸 = 1, 𝐵𝐶 = 4  

 

𝐸𝐷⃗⃗)أ.    بيّن أنّ:   .1 ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ). (𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 

𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ب.  استنتج قيمة  . 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗. 
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cos(𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗، ثمّ استنتج   𝐸𝐴 و𝐸𝐵جـ.  احسب  ; 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ). 

 .[𝐵𝐶]على  𝐴المسقط العمودي للنقطة  𝐻لتكن  .2

𝐴𝐵بيّن أنّ  .أ = √17 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗احسب  .ب . 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و . 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ّثمّ استنتج أن ،(𝐶𝐴)   عمودي على(𝐵𝐸). 
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 التمرين الأول :

الدالة   على   𝑓لتكن  𝑓(𝑥)بالعبارة:    ℝالمعرفة  =

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 حيث ،𝑐, 𝑏, 𝑎 أعداد حقيقية و(𝐶𝑓) 

  معلم لى  في المستوي المنسوب إ 𝑓المنحنى البياني للدالة  

;𝑂)متعامد ومتجانس  𝑖; 𝑗). 

بقراءة بيانية احسب كلا من:  .1

𝑓′(2) و 𝑓′(1) ، 𝑓(1). 

باستعمال النتائج السابقة عيّن الأعداد الحقيقية  .2

𝑐, 𝑏, 𝑎 . 

 

 

 
 التمرين الثاني : 

sinنعتبر المعادلة :   3𝑥 = − sin 2𝑥 … 

;𝜋−]، ثم  في المجال   ℝحل في  .1 𝜋[   المعادلة  ومثل صور الحلول على الدائرة
 المثلثية

𝑥   :4تحقق أن ه من أجل كل عدد حقيقي  .2 sin3 𝑥 = 3 sin 𝑥 − sin 3𝑥 

𝑥   :sinأثبت أن ه من أجل كل عدد حقيقي  .3 3𝑥 = sin 𝑥 (4 cos2 𝑥 − 1) 

المعادلة:                         حلول  هي أيضا  المعادلة  استنتج أن  حلول  .4

sin 𝑥 (4 cos2 𝑥 − 1 + 2 cos 𝑥) = 0 

المعادلة:                 ، عي ن تلك التي تحقق  المعادلة  من بين حلول  .5

4 cos2 𝑥 + 2 cos 𝑥 − 1 = 0 

𝑋نضع :   .6 = cos 𝑥. 

4𝑋2المعادلة :   ℝحل في  . أ + 2𝑋 − 1 = 0 

cosاستنتج قيمة العددين :   .ب (
4𝜋

5
) cos و  (

2𝜋

5
). 

 

 
 :   الثالثالتمرين 

ومتجانس   متعامد  معلم  إلى  المنسوب  المستوي  في  ;𝑂)نعتبر  𝑖; 𝑗)   النقطتين𝐴(−2; 2)   ،

𝐵(2; 2) . 

 .[𝐴𝐵]القطعة منتصف  𝐼احسب إحداثيي النقطة  .1
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𝑀𝐴2من المستوي:  𝑀بيّن أنّ من أجل كل نقطة   .2 + 𝑀𝐵2 = 2𝑀𝐼2 +
𝐴𝐵2

2
. 

𝑀𝐴2ث: ستوي حيمن الم 𝑀بيّن أنّ مجموعة النقط   .3 + 𝑀𝐵2 = هي دائرة   40

(𝐶) .يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها 

 عيّن نقاط تقاطع هذه الدائرة مع محور الفواصل.  .4

 𝑍(√7;)التي تكون من أجلها النقطة  عدد حقيقي سالب. ما هي قيمة  ليكن  .5

 .(𝐶)تنتمي إلى الدائرة  

 .𝑍النقطة  ي ف (𝐶)للدائرة   (𝐷)اكتب معادلة المماس  .6
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 التمرين الأول :

𝑓   دالة معرفة على المجال[−
1

2
; 4]  ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني و(𝑇)   مماس له عند النقطة𝐵. 

 
 بقراءة بيانية:

 .𝑓شكل جدول تغيرات الدالة   .1

𝑓(𝛼)علما أنّ   .2 = −]على المجال   𝑓، عيّن إشارة الدالة  0
1

2
; 4]. 

 .𝑓′(2) ، 𝑓(2) و 𝑓′′(2)عيّن كلا من:   .3

 .𝐴 و 𝐶والمماسين عند النقطتين  (𝑇)اكتب معادلة المماس  .4

−]المعرفة على المجال  𝑔لتكن الدالة   .5
1

2
; 𝑔(𝑥)بـ:   [4 = |𝑓(𝑥)|. 

 . (𝐶𝑔)، ثمّ ارسم  (𝐶𝑓)انطلاقا من  (𝐶𝑔)اشرح كيف يمكن إنشاء  

 

 
 التمرين الثاني : 

صور الأعداد :   𝑀5 ، 𝑀4 ، 𝑀3 ، 𝑀2 ، 𝑀1عل م على الدائرة المثلثية النقط  .1
2016𝜋

3
 ،

1437𝜋

6
 ،

4𝜋

3
 ،

5𝜋

4
 ،

5𝜋

2
 على الترتيب ، ثم  عي ن إحداثيات هذه النقط. 

 بسط العبارتين التاليتين :  .2
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𝐴(𝑥) = cos (
3𝜋

2
+ 𝑥) + cos (

27𝜋

2
− 𝑥) + sin(𝑥 + 3𝜋) − cos(𝑥 − 7𝜋) 

𝐵(𝑥) = cos 𝑥 + cos (
𝜋

2
− 𝑥) + cos (

𝜋

2
+ 𝑥) + cos(𝜋 + 𝑥) 

 المعادلتين التاليتين : ℝحل في  .3

sin (3𝑥 +
𝜋

3
) = cos (𝑥 +

𝜋

6
)   ، cos (𝑥 −

𝜋

3
) = sin 2𝑥 

 

 
 التمرين الثالث : 

;𝑂)متجانس نعتبر في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و  𝑖; 𝑗)  النقطتين𝐴(1; √3)   ،

𝐶(−√3; 1) . 

 .𝐶و   𝐴النقطتين  علّم  .1

𝑂𝐵⃗⃗المعرّفة كما يلي:  𝐵لتكن النقطة  .2 ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗. 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗احسب الجداء السلمي  .أ ⃗⃗ . 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  .𝑂𝐴𝐵𝐶ثمّ استنتج طبيعة الرباعي  ⃗⃗

 .𝐵احسب الإحداثيات الديكارتية والقطبية للنقطة  .ب

 عدد حقيقي موجب تماما.   𝛼ليكن  .3

 . 𝛼التي مركزها ونصف قطرها  (𝒞)معادلة الدائرة   𝛼اكتب بدلالة   .أ

 .(𝒞)مماسا للدائرة   (𝐴𝐶)حتى يكون المستقيم  𝛼عيّن العدد الحقيقي  .ب

 .(𝐴𝐶)المماس و (𝒞)لدائرة ارسم ا .4

 .[𝐵𝐶]منتصف القطعة   𝐷حيث   𝑂𝐴𝐷احسب مساحة المثلث  .5
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 مرين الأول :الت

متعامد  معلمتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى  (𝐶𝑓)و  ℝدالة معرفة على  𝑓لتكن 

;𝑂)ومتجانس  𝑖; 𝑗)  .كما هو مبيّن في الشكل 

 
 اكمل الجدول التالي:  .1

5 3 1 𝑥 

   𝑓′(𝑥) 

   𝑓(𝑥) 
 

 .𝐶عند النقطة   (𝐶𝑓)استنتج معادلة المماس للمنحنى  .2

 .𝑓ثمّ استنتج جدول تغيّرات الدالة   𝑓′(𝑥)ادرس إشارة   .3

𝑓′(𝑥)استنتج مجموعة حلول المتراجحة:   .4 ≤ 0. 

𝑓′(𝑥)حل بيانيا المعادلة:   .5 = 2. 

 

 
 التمرين الثاني : 

sinالمعادلة:   ℝحل في  .1 (
𝜋

4
+ 2𝑥) =

1

2
. 

𝐴(𝑥)نعتبر العبارة:   .2 = cos2 𝑥 + 5 sin 𝑥 . cos 𝑥 − 3 sin2 𝑥. 

𝐴احسب  .أ (
𝜋

2
). 

بيّن أنّ:   .ب
1

2
(5 cos 2𝑥 − 1) = 2 cos2 𝑥 − 3 sin2 𝑥. 
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𝐴(𝑥)استنتج أنّ:  .ج =
1

2
(5 cos 2𝑥 + 5 sin 2𝑥 − 1). 

𝐴(𝑥)أ.    بيّن أنّ:   .3 =
√2

2
[5 sin (2𝑥 +

𝜋

4
) −

√2

2
]. 

2𝐴(𝑥)ب. استنتج حلا للمعادلة:  + 1 =
5√2

2
;0[في المجال  

𝜋

2
[. 

 

 
 التمرين الثالث : 

 شعاعان غير معدومين.   𝑢⃗⃗ و 𝑣⃗ليكن  .1

.𝑢⃗⃗بيّن أنّ:  𝑣⃗ =
1

2
(‖𝑢⃗⃗ + 𝑣⃗‖2 − ‖𝑢⃗⃗‖2 − ‖𝑣⃗‖2) 

;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  .2 𝑖; 𝑗)     :النقط

𝐴(3; 2)   ،𝐵(0; 5)  ،𝐶(−2; −1). 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗لأشعة:  احسب طويلة كل من ا .أ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و   ، 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب الجداءات السلمية التالية:   .ب ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ،𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ،𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ،

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗‖استنتج   .ج ⃗⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖. 

 بالتدوير إلى الدرجة.  𝐴𝐶𝐵̂ و 𝐵𝐴𝐶̂اعط قيسا للزاويتين:  .د

 

 
 

 

  

162



 
 

 
 

 التمرين الأول :

;1−[ة والقابلة للاشتقاق على المجال  فمعرّ ال g  ةالدالمقابل يمثل منحنى الرسم ال +∞[  ،    

(T)  المماس للمنحنى )g C( عند النقطة 𝐴(0; 3). 

   (T)عيّن معامل توجيه المماس  )g C(باستعمال المنحنى  .1

𝑔(𝑥)نضع:  .2 = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+1
 

 حنى  مستعينا بمعطيات المن a ،b ،cعيّن الأعداد الحقيقية  .أ

   )g C( عيّن معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى  .ب

 (T)معادلة المماس  اكتب .ج

𝑔(𝑥)عدد وإشارة حلول المعادلة   mناقش بيانيا وحسب قيم المتغير الحقيقي  .3 = −2𝑚 

 

 
 

 التمرين الثاني : 

1. 𝐴𝐵𝐶   :مثلث متقايس الأضلاع حيث(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋  النقاط .𝐾, 𝐽, 𝐼   هي

,[𝐴𝐵]منتصفات الأضلاع   [𝐴𝐶], [𝐵𝐶] .على الترتيب 

;𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗)عيّن القيس الرئيسي لكل من الزوايا الموجهة:  𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ), (𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗⃗), (𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 
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2. 𝐷𝐸𝐹   :مثلث متساوي الساقين حيث(𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 .𝐻  نقطة من[𝐷𝐹] 

;𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)حيث:   𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋. 

بتوظيف علاقة شال، عيّن القيس الرئيسي لكل من الزاويتين الموجهتين:  

(𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ), (𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ). 

 

 
 التمرين الثالث : 

𝐴𝐵𝐶   مثلث حيث𝐴𝐶 = 5 ، 𝐴𝐵 =
5√3

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗)و  ⃗⃗ ; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −

5𝜋

6
 . 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بيّن أنّ:  .1 ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
75

4
. 

 .𝐵𝐶باستعمال مبرهنة الكاشي احسب الطول   .2

 ، ثمّ احسب مساحته.𝐴𝐵𝐶حددّ طبيعة المثلث   .3
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 التمرين الأول :

f  ة على  فمعرّ دالة عدديةℝ −  التالي:بجدول تغيراتها  {1−}

 
𝑓(−3)إذا علمت أنّ  .1 <  𝑓(𝑥)، أوجد إشارة  0

𝑓(𝑥)ة بالعبارة فمعرّ  fنقبل أن الدالة  .2 = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+𝑑
تمثيلها   )f C(وليكن  

 البياني

,𝑑بدلالة  𝑓′(𝑥) باحس .أ 𝑐, 𝑏, 𝑎 

𝑑بالاستعانة بجدول التغيرات أثبت أن:   .ب = 1 , 𝑐 = 4 , 𝑏 = −4 , 𝑎 = 1 

 - 3التي معامل توجيهها يساوي  )f C(أوجد المماسات للمنحنى  .ج

 

 
 التمرين الثاني : 

 الأسئلة التالية مستقلة فيما بينها: 

−عيّن القيس الرئيسي لزاوية موجهة قيسها   .1
127𝜋

4
. 

−لم على الدائرة المثلثية صور الأعداد:  ع .2
5𝜋

3
,

2019𝜋

4
,

2𝜋

3
. 

sinعلما أنّ   .3 𝑥 =
3

8
𝑥و  ∈ [

𝜋

2
; 𝜋]  :عيّن ،cos (

𝜋

2
− 𝑥) , cos(𝜋 − 𝑥) , cos 𝑥. 

sinالمعادلة:   ℝحل في  .4 (2𝑥 +
2𝜋

3
) = cos 𝑥. 

;𝜋−[حل في المجال   .5 2𝜋]   :المتراجحةsin 2𝑥 >
√3

2
. 

أثبت أنّ:  .6
sin

𝜋

8
− sin

3𝜋

8
+ sin

5𝜋

8
− sin

7𝜋

8
= 0 …

sin2 𝜋

8
+ sin2 3𝜋

8
+ sin2 5𝜋

8
+ sin2 7𝜋

8
= 2 …

 

 عيّن قيسا لكل زاوية من الزوايا الموجهة التالية:  .7

(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ;  (𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ;  (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ;  (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ;  (𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ;  (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 
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 التمرين الثالث : 

𝐴𝐵𝐶  مثلث قائم في𝐴   حيث𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 =   [𝐴𝐶]منتصف  𝐽،  [𝐴𝐵]منتصف   𝐼ولتكن  4

 . [𝐶𝐼]منتصف   𝐾و

.𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗⃗تحقق أنّ:  .1 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  .𝐴𝐶𝐼̂، ثمّ استنتج قيس الزاوية  2

.𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗⃗احسب  .2 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗⃗ و 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗⃗. 

 متعامدان. (𝐴𝐾)و (𝐽𝐵)بيّن أنّ المستقيمين  .3

 .𝐴𝐻. احسب (𝐵𝐶)على  𝐴المسقط العمودي للنقطة  𝐻لتكن  .4
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 التمرين الأول :

𝑓   على دالة معرّفةℝ   :بـ𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + تمثيلها البياني في المستوي   (𝐶𝑓)و 3

;𝑂) متعامد ومتجانس معلمالمنسوب إلى  𝑖; 𝑗). 

𝑥0قابلة للاشتقاق عند  𝑓اثبت أنّ الدالة   .1 =  .𝑓′(2)واستنتج   2

 . 2عند النقطة التي فاصلتها  (𝐶𝑓)للمنحنى  (𝑇)اكتب معادلة المماس  .2

;1]لمجالين على ا  𝑓ادرس اتجاه تغيّر الدالة   .3 ;∞−[ و ]∞+ ، ثمّ شكل جدول  [1

 تغيراتها. 

𝑥معادلة  ذا ال (∆)اثبت أنّ المستقيم   .4 =  .(𝐶𝑓)محور تناظر للمنحنى  1

 .(𝐶𝑓)والمنحنى  (𝑇)ارسم المماس  .5

 

 
 

 التمرين الثاني : 

𝑃(𝑥)نعتبر العبارة:   = 2 sin2 𝑥 − 10 sin 𝑥 . cos 𝑥 + 12 cos2 𝑥. 

𝑥  :2بيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .1 sin2 𝑥 + 12 cos2 𝑥 = 7 + 5 cos 2𝑥 

𝑃(𝑥)نّ: استنتج أ .2 = 7 + 5√2 cos (2𝑥 +
𝜋

4
). 

;𝜋−[حل في المجال   .3 𝜋]   :المعادلة𝑃(𝑥) =  ومثل صور الحلول على الدائرة.  7

−[حل في المجال   .4
5𝜋

8
;

3𝜋

8
𝑃(𝑥)المعادلة:   [ < 7. 

 

 
 

 التمرين الثالث : 

𝐴𝐵𝐶   مثلث حيث𝐵𝐴𝐶̂ = 60° ، 𝐴𝐶 = 6 ، 𝐴𝐵 = 4 . 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب  .1 ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ نتج  ثمّ است𝐵𝐶. 

 .𝐴𝐵𝐶احسب مساحة المثلث  .2

sinاحسب  .3 𝐴𝐵𝐶̂  بالدرجات للزاوية   0,1واستنتج قيمة مقرّبة إلى𝐴𝐵𝐶̂  استعمل( .

 قانون الجيوب( 

4. 𝐻  نقطة من[𝐴𝐵]   حيث𝐴𝐻 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗. بيّن أنّ 3 ⃗⃗ . 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ثمّ استنتج أن ،

 متعامدان. (𝐴𝐵) و (𝐶𝐻) المستقيمين
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من المستوي التي تحقق:  𝑀. عيّن مجموعة النقط [𝐴𝐵]منتصف القطعة   𝐼ن لتك .5

𝑀𝐴2 + 𝑀𝐵2 = 16. 

 

 
 

  

168



 
 

 
 

  التمرين الأول :

f   دالة عددية معرّفة علىℝ − 𝑓(𝑥)حيث:  {1−} =
3𝑥+2

(𝑥+1)2
        تمثيلها البياني  ( Cf)و  

,𝑂)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  في  𝑖, 𝑗). 

 ثمّ فسّر النتائج هندسيا  fالنهايات للدالة  احسب .1

 ثمّ ضع جدول تغيراتها  fاتجاه تغيّر الدالة  ادرس .2

 مع حاملي المحورين ( Cf)عيّن تقاطع  .3

 𝐴(−1,3)و الذي يشمل النقطة  ( Cf)معادلة المماس لـ  اكتب .4

 ( Cf)بكل عناية  ارسم .5

 عدد حلول المعادلة الآتية:  mبيانيا تبعا لقيم الوسيط الحقيقي  ادرس .6

𝑚𝑥2 + (2𝑚 − 3)𝑥 + 𝑚 − 2 = 0. 

 

 
 التمرين الثاني : 

;2𝑢⃗⃗)عيّن قيسا للزاوية الموجهة  .1 −3𝑣⃗)  :ّإذا علمت أن(𝑢⃗⃗; 𝑣⃗) = −
𝜋

4
. 

cosالمعادلة:   ℝحل في  .2 (2𝑥 +
𝜋

2
) =

1

2
. 

;0]حل في المجال   .3 𝜋[   :المتراجحةsin 𝑥 <
√3

2
. 

𝛼حيث:  𝛼الرئيسي للزاوية التي أحد أقياسها  عيّن القيس .4 =
2019𝜋

6
، ثمّ احسب  

sin 𝛼 و cos 𝛼. 

𝐴بسّط العبارة:   .5 = sin
𝜋

5
+ sin

6𝜋

5
+ cos

𝜋

5
+ cos

4𝜋

5
 . 

(
4𝜋

5
= 𝜋 −

𝜋

5
 و 

6𝜋

5
= 𝜋 +

𝜋

5
:  (لاحظ  أنّ 

 

 
 التمرين الثالث : 

;𝑂)متعامد ومتجانس في المستوي المنسوب إلى معلم   𝑖; 𝑗) نعتبر النقط ،𝐴(1; 0)  ،𝐵(−3; 4)   

𝐶(3; 𝑥ذا المعادلة:   (∆)والمستقيم   (2 + 𝑦 + 1 = ;𝑀(𝑥مجموعة النقط  (𝛤)، ولتكن  0 𝑦)          

𝑥2التي تحقق:  + 𝑦2 − 6𝑦 − 1 = 0. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب الجداء السلمي  .1 ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ما طبيعة المثلث .𝐴𝐵𝐶؟ 
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 . 𝐴𝐵𝐶لمثلث  هي الدائرة المحيطة با  (𝛤)تحقق أنّ  .2

 .2√ونصف قطرها   𝐵التي مركزها  (𝒞)اكتب معادلة ديكارتية للدائرة  .3

 .(𝒞)بالنسبة للدائرة   (∆). ما هي وضعية (∆)و 𝐵احسب المسافة بين   .4

 في نقطتين متمايزتين يطُلب تعيينهما.  (𝛤)يقطع الدائرة   (∆)بيّن أنّ المستقيم  .5

 يطُلب تعيين مركزه ونسبته. ℎبتحاك  (𝛤)هي صورة الدائرة  (𝒞)ئرة  بيّن أنّ الدا .6
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 التمرين الأول :

ℝنعرّف على  − {
3

2
𝑓(𝑥)كما يلي :   fالدالة  { =

𝛼𝑥2+𝛽𝑥−1

2𝑥−3
 منحناها البياني.  )fC(، و ليكن  

I-  عيّنα  وβ  حتى يكون المستقيم(T)  ذو المعادلة𝑦 = −3𝑥 + عند النقطة  )fC(مماسا لـ  3

 . 1ذات الفاصلة 

-II  : 2 = نضعα 1- =و β 

ℝمن  xحيث من أجل كل  a  ،b  ،cعيّن  .1 − {
3

2
𝑓(𝑥)فإنّ :   { = 𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝑐

2𝑥−3
. 

 . fتغيرات الدالة   ادرس .2

𝑦معادلته  (∆)يقبل مستقيما مقاربا مائلا   )fC(أثبت أنّ  .3 = 𝑥 + 1. 

 .(∆)بالنسبة لـ   )fC(وضعية  ادرس .4

 يقبل كمركز تناظر له نقطة تقاطع المستقيمين المقاربين. )fC( أثبت أنّ  .5

 معادلة كل منهما.  اكتب ( ، ثمّ  -3معامل توجيه كل منهما هو )  )fC(أثبت وجود مماسين لـ   .6

 و المماسات.  )fC( المنحنىأنشئ  .7

       دلة ذي المعا   (𝑚∆)مع المستقيم    )fC(عدد نقط تقاطع    mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي   .8

𝑦 = −3𝑥 + 𝑚 

III-    نعرّف الدالة𝑔  : حيث𝑔(𝑥) =
2𝑥2−|𝑥|−1

2|𝑥|−3
 منحناها البياني.  )gC(، و ليكن  

 دالة زوجية.  𝑔أثبت أنّ  .1

 .)fC(انطلاقا من  )gC(بيّن كيف يمكن إنشاء   .2

 .)gC(أنشئ في نفس المعلم السابق  .3

 

 
 التمرين الثاني : 

-I  (𝐶)  مركزها  التي ةثيلثالمالدائرة𝑂  بالمعلم المتعامد والمتجانس المرفقة(𝑂; 𝑖; 𝑗). 

𝐼  1)النقطة ذات الإحداثيات; ;𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗)حيث:   (𝐶)نقطة من  𝐴و (0 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

6
منتصف  𝐵و 

 .[𝐴𝐼]القطعة 

 .𝐴 و 𝐵عيّن الإحداثيات الديكارتية للنقطتين  .1

𝑂𝐵بيّن أنّ:  .2 =
√2+√3

2
. 

;𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗)للزاوية الموجهة  عيّن القيس الرئيسي .3 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ، ثمّ استنتج القيمة المضبوطة         (

cosلـ  
𝜋

12
 (. 𝑂𝐵𝐼)يمكنك استعمال المثلث   
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-II    :ّنفرض الآن أنcos
𝜋

12
=

√2+√3

2
. 

cosالقيمتين المضبوطتين لـ احسب  .1
11𝜋

12
sinو  

7𝜋

12
)لاحظ أنّ:  

7𝜋

12
=

𝜋

12
+

𝜋

2
.) 

;0]حل في المجال   .2 2𝜋[  المعادلة ذات المجهول𝑥 :√3 − 2 sin (𝑥 −
𝜋

4
) = 0. 

 

 
 التمرين الثالث : 

;𝑂)المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖; 𝑗) ولتكن ،(𝐶𝑚)   مجموعة النقط𝑀(𝑥; 𝑦)  

𝑥2من المستوي التي تحقق:  + 𝑦2 − 2𝑚𝑥 − 1 = 0 

 .𝑟𝑚ونصف قطرها   𝑤𝑚دائرة يطُلب تعيين مركزها  (𝐶𝑚)بيّن أنّ   .1

 تشمل نقطتين ثابتتين يطُلب تعيينهما.  (𝐶𝑚)أنّ جميع الدوائر  بيّن  .2

 .ℝيمسح  𝑚لمّا   𝑤𝑚 مجموعة النقطعيّن  .3

 

 
 

 

 

 

  

172



 
 

 

 

 التمرين الأول :

I-  نعرّف الدالةf   علىℝ − 𝑓(𝑥)كما يلي :  {1−} =
𝑥2+2𝑥−3

(𝑥+1)2
منحناها   )fC(، و ليكن  

 البياني.

 . fتغيرات الدالة   ادرس .1

 .)fC(عيّن المستقيمات المقاربة لـ  .2

𝑦ذي المعادلة   (∆)موازيا للمستقيم   )fC(مماسا لـ  (T)ليكن   .3 = 𝑥  عيّن معادلة .

 . (T)المماس 

 . )fC(و (T)أنشئ  .4

-II 1 عيّن العددين الحقيقيين .α   وβ   حتى يكون𝑓(𝑥) = 𝛼 +
𝛽

(𝑥+1)2
 

ℝعلى   𝑔. نعرّف الدالة  2      − 𝑔(𝑥)كما يلي :  {1−} =
−4

𝑥2+2𝑥+1
  )gC(، و ليكن  

 منحناها البياني. 

ℝمن  xحتى يكون من أجل كل  γعيّن  • − {−1} :𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝛾 

 )gC(، ثمّ أنشئ المنحنى  gاستنتج جدول تغيرات الدالة  •

 

 
 

 التمرين الثاني : 

cos2(𝑥)لدينا:  𝑥من أجل كل عدد حقيقي برهن أنّه  .1 =
1+cos (2𝑥)

2
 

cos(2𝑥)المعادلة:   ℝحل في  .2 − 3 cos(𝑥) + 2 = 0. 

;0[عدد حقيقي من المجال   𝑎ليكن  .3
𝜋

2
cos(𝑎)حيث:  ] =

√2+√3

2
. 

sin(𝑎)تحقق من أنّ:  .أ =
√2−√3

2
 .cos (2𝑎)ثمّ احسب  

 .𝑎استنتج قيمة   .ب

sin (4𝑎 القيمة المضبوطة لكل من العددين:  عيّن .ج + 2019𝜋)                                    

cos(4𝑎 + 1440𝜋)  . و 
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 التمرين الثالث : 

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖; 𝑗)   نعتبر النقط𝐴(2; 0) ،𝐵(3; 1)   

𝐶(−1; 3)  ،𝐷(1; ال (∆)والمستقيم   (2 2𝑥معادلة:  ذا  + 𝑦 = ولتكن  0  ،(𝛤)   مجموعة

;𝑀(𝑥النقط  𝑦)  :التي تحقق𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 = 0 . 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب الجداء السلمي  .1 ⃗⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ما طبيعة المثلث .𝐴𝐵𝐶؟ 

 . 𝐷𝐶 ، 𝐷𝐵 ، 𝐷𝐴احسب الأطوال  .2

 . 𝐴𝐵𝐶لمثلث  هي الدائرة المحيطة با  (𝛤)تحقق أنّ  .3

 .(𝛤)بالنسبة للدائرة   (∆)ا هي وضعية . م(∆)و 𝐷احسب المسافة بين   .4

 .1−ونسبته   𝐵الذي مركزه   ℎبالتحاكي  (𝛤)عيّن معادلة لصورة الدائرة   .5

6. 𝐶′و 𝐴′  صورتا𝐶 و 𝐴  بالتحاكيℎ   على الترتيب. استنتج نوع المثلث𝐴′𝐵𝐶′       

𝒮𝐴𝐵𝐶ثمّ بيّن أنّ   = 𝒮𝐴′𝐵𝐶′   (𝒮 .)ترمز للمساحة 
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










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 التمرين الأول :

-I  𝐴𝐵𝐶  مثلث قائم في𝐴   حيث𝐴𝐶 = 𝑎 و 𝐴𝐵 = 2𝑎  ولتكن𝐷   نظيرة𝐶   بالنسبة إلى𝐴  ،

𝐴𝐾⃗⃗المعرّفة بالعلاقة:   𝐾والنقطة  ⃗⃗ ⃗⃗ =
1

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗( .𝑎   .)عدد حقيقي موجب تماما 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗احسب الجداءات السلمية التالية:   .4 ⃗⃗ . 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐷⃗⃗ و ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ، 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 

 متعامدان. (𝐶𝐾)و (𝐵𝐷)بيّن أنّ المستقيمين  .5

 علل.  ؟ 𝐵إلى   𝐾؟ ما هو التحويل الذي يحوّل 𝐾إلى   𝐵ما هو التحويل الذي يحوّل  .6

-II  متعامد ومتجانس   معلمتوي المنسوب إلى المسفي(𝑂; 𝑖; 𝑗)  :نعتبر النقط𝐴(−2; 2)   ،

𝐵(2; ;𝐶(−2و  (2 4). 

 .𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶بيّن أنّ المثلث  .1

 .𝐴𝐵وطول نصف قطرها  𝐴التي مركزها  (𝒞)اكتب معادلة ديكارتية للدائرة  .2

 𝐴الذي مركزه  ℎتحاكي بال (𝒞)صورة الدائرة   (′𝒞)اكتب معادلة ديكارتية للدائرة  .3

ونسبته 
1

4
. 

𝑥الذي معادلته:   (𝐷)تنتمي إلى المستقيم  𝐵بيّن أنّ النقطة   .4 + 𝑦 − 4 = 0         ،

 .ℎبالتحاكي  (𝐷)صورة المستقيم   (′𝐷)ثمّ استنتج معادلة المستقيم 

 

 
 

 التمرين الثاني : 

فة بـ :   (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية العددية  𝑢0المعر  = :   nمن أجل كل عدد طبيعي و  1−
3𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 4 

 .𝑢3 ، 𝑢2 ، 𝑢1أحسب الحدود   .1

n   :𝑣𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 𝑢𝑛 − 2. 

 متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول. (𝑣𝑛)بي ن أن   . أ

 . n بدلالة 𝑢𝑛ثم  استنتج عبارة  nبدلالة  𝑣𝑛أكتب عبارة   .ب

𝑆𝑛المجموع :   nأحسب بدلالة  .ج = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛. 
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 11 التمرين الثالث :

,𝐴(−2,0,1)  ،𝐵(1,0نعتبر النقط  −3)   ،𝐶(2,1,0)  ،𝐷(1,2, −2) 

 متعامدان؟ (𝐶𝐷)و  (𝐴𝐵)هل المستقيمان  .1

 مستوياعيّن ت A  ،B  ،Cالنقط بيّن أنّ   .2

 (𝐴𝐵𝐶)كتب معادلة ديكارتية للمستوي  ا .3

 (𝐴𝐵)أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم  .4

 (𝐴𝐵𝐶)والمستوي  Dالمسافة بين النقطة عيّن  .5

𝑟ونصف قطرها  Dالتي مركزها  (𝑆)كتب معادلة ديكارتية لسطح الكرة ا .6 = √2 
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 التمرين الأول :

;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑖; 𝑗)  النقط𝐴(−1; 1) ،𝐵(−4; 3)  

𝐶(2; 5). 

3𝑥هي :   [𝐵𝐶]محور  (∆)بيّن أنّ معادلة   .1 + 𝑦 − 1 = 0. 

 مماسا لها. (∆)و  𝑂التي مركزها  (𝒞)اكتب معادلة ديكارتية للدائرة  .2

 .  𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث  𝐺عيّن إحداثيات النقطة   .3

4. 𝑇  التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة𝑀(𝑥; 𝑦)   من المستوي النقطة𝑀′(𝑥′; 𝑦′) 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗′𝑀𝑀حيث:  ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 

⃗⃗′𝐺𝑀تحقق أنّ:  .أ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −2𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ مع ذكر عناصره  𝑇، ثمّ استنتج طبيعة التحويل ⃗⃗⃗

 المميزة. 

 .′𝑥 و ′𝑦بدلالة  𝑥 و 𝑦اكتب   .ب

، ثمّ اكتب معادلة 𝑇بالتحويل  (∆)صورة  (′∆)شعاع توجيه   ⃗⃗⃗⃗′𝑢عيّن  .ج

 .(′∆)ديكارتية للمستقيم  

𝑓طبيعة التحويل عيّن  .5 = 𝑇𝑜𝑇 .وحدد عناصره المميزة 

 

 

 التمرين الثاني : 

 موجب تماما.  𝑞  و أساسها 𝑣0متتالية هندسية حد ها الأول  (𝑣𝑛)لتكن 

𝑣0إذا علمت أن  :   𝑞عي ن الأساس   .1 = 𝑣2و   3 + 𝑣4 = 60. 

                       حيث : nبدلالة  𝑆𝑛 ثم  احسب المجموع ، nبدلالة  𝑣𝑛عي ن عبارة   .2

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛. 

𝑃𝑛حيث :   nبدلالة  𝑃𝑛احسب الجداء   .1 = 𝑣0 × 𝑣1 × … × 𝑣𝑛. 

 

   التمرين الثالث :

,𝐴(1لتكن النقطتان  −1,2)   ،𝐵(−1,1, −2) 

 (𝐴𝐵)كتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم  ا .1

2. (𝑝)  و(𝑝′) ن من الفضاء حيث : مستويا(𝑝)  يشملA  وعمودي على المستقيم

(𝐴𝐵)  و(𝑝′)   : معادلته𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 6 = 0 
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 (𝑝)أوجد المعادلة الديكارتية للمستوي  . أ

 (𝑝)ويوازي   Bيشمل  (′𝑝)تحققّ أنّ المستوي  .ب

𝑟ونصف قطرها  Bالتي مركزها  (𝑆)كتب معادلة ديكارتية لسطح الكرة ا .3 = 4 
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 مرين الأول :الت

, 𝑂)المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس   𝑖 , 𝑗)كن ي. لh  ةالنقطالتحاكي الذي مركزه  

𝐴(4 ; 𝑘ونسبته   (2−  =
5

3
 . 

; 𝐵(1صورة النقطة   ′𝐵عي ن إحداثيي النقطة  .1  .hبالتحاكي  (1 

; 𝐶′(9هي النقطة  hالتي صورتها بالتحاكي  𝐶عي ن إحداثيي النقطة  .2  −7) . 

𝑦المستقيم الذي معادلته  ()ليكن  .3 = 𝑥 + صورة  (). عي ن معادلة المستقيم 2

()  بالتحاكيh . 

4. (C )  مجموعة النقط𝑀(𝑥 ; 𝑦)                                 :من المستوي حيث

𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 6𝑦 + 4 = 0. 

 دائرة يطُلب تعيين مركزها و نصف قطرها. ( C)بي ن أن   . أ

 .hبالتحاكي  ( C)صورة   (C ) عي ن معادلة .ب

 . ()مع  ( C)عي ن إحداثيات نقط تقاطع  .ج

 

 
 التمرين الثاني : 

فة في  (𝑢𝑛)لتكن المتتالية العددية   𝑢0بـ :   ℕمعر  = 𝑢𝑛+1و   6 =
1

2
𝑢𝑛 +

3

2
        . 

,𝑂 )المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس   𝑖 , 𝑗) 2. وحدة الطول cm. 

ℎ(𝑥)حيث:  hأنشئ التمثيل البياني للدالة  .1 =
1

2
𝑥 +

3

2
𝑦وَالمستقيم ذا المعادلة    = 𝑥  

 على محور الفواصل.  𝑢4 ، 𝑢3 ، 𝑢2 ، 𝑢1 ، 𝑢0ثم  مث ل الحدود  

 و تقاربها.  (𝑢𝑛)ضع تخمينا حول اتجاه تغير  .2

فة في   (𝑣𝑛)لتكن المتتالية  .3 𝑣𝑛بـ :  ℕالمعر  = 𝛼(𝑢𝑛 − 𝛼حيث :   (3 ∈ ℝ∗. 

متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)أثبت أن  
1

2
. 

ثم  احسب ،   nبدلالة  𝑢𝑛عبارة استنتج و  αو   nبدلالة  𝑣𝑛أكتب عبارة الحد العام   .4
 .(𝑢𝑛) نهاية

 .(𝑢𝑛)أدرس اتجاه تغير المتتالية  .5

𝑆𝑛المجموع :   nأحسب بدلالة  .6 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛  ثم  احسب نهاية ،𝑆𝑛 . 

 

 
 

   التمرين الثالث :

,𝐴(2,4,1)  ،𝐵(0,4نعتبر النقط  −3)   ،𝐶(3,1, −3)  ،𝐷(1,0, −2)   ،𝐸(3,2, −1) . 
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 أجب بصحيح أو خطأ مع التبرير:

2𝑥هي :   (𝐴𝐵𝐶)معادلة المستوي  .1 + 2𝑦 − 𝑧 − 11 = 0 

2. E   هي المسقط العمودي للنقطةD  المستوي على(𝐴𝐵𝐶) 

}معرّف بتمثيله الوسيطي :   (𝐶𝐷)المستقيم   .3
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = 𝑡 − 1

𝑧 = −𝑡 + 1
 ; 𝑡 ∈ ℝ   

 متعامدان (𝐶𝐷)و  (𝐴𝐵)المستقيمان   .4
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 التمرين الأول :

ABI  مثلث في المستوي. ليكنℎ𝐴  التحاكي الذي مركزهA  و    2و نسبتهℎ𝐵   التحاكي الذي
.  ℎ𝐵بالتحاكي  Jصورة  Kو النقطة  ℎ𝐴بالتحاكي  Iصورة  J. النقطة 3بته و نس Bمركزه 
 . AB = 10 cmنضع 
 .Kو   Jأنشئ النقطتين  .1

 .Iو   A  ،Bكمرجح للنقط   Kو    Jعب ر عن كل من النقطتين  .2

 .Kو   A  ،Bهي مرجح النقط  Iاستنتج أن  النقطة  .3

𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  [ حيثABمن القطعة ] Cاستنتج وجود نقطة وحيدة  .4 ⃗⃗ = 6𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗⃗ عي ن النقطة .C  
 في الشكل. 

ℎنضع :   .5 = ℎ𝐵𝑜ℎ𝐴  بي ن أن  التحويل .ℎ لتحاكي الذي مركزه هو اC  6و نسبته. 

ا تتغير   Kما هو المحل الهندسي للنقط  .6 ونصف   Cعلى الدائرة التي مركزها  Iلم 
 ؟  1قطرها 

 
 التمرين الثاني : 

-I    لتكنf    3−[دالة معرفة على المجال; تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس   (𝐶𝑓)و ]6

(𝑂; 𝑖; 𝑗) حيث ، 𝑓(𝑥) =
9

6−𝑥
 

;3−[على المجال   fثم شكل جدول تغيرات الدالة  𝑓′(𝑥)احسب  .1 6[ 

، ثم أنشئ المماس    3عند النقطة ذات الفاصلة   (𝐶𝑓)للمنحنى   ()أكتب معادلة المماس   .2

()   والمنحنى(𝐶𝑓) دقةب . 

𝑥بيّن أنه إذا كان   .3 < 𝑓(𝑥)فإن   3 < 3. 

-II   لتكن(𝑢𝑛)   : متتالية عددية معرفة كما يلي𝑢𝑛+1 =  𝑓(𝑢𝑛) و 𝑢0 = −3.    

;𝑢4أنشئ على محور الفواصل الحدود  .1 𝑢3; 𝑢2; 𝑢1; 𝑢0 . 

𝑛  :𝑢𝑛طبيعي أنه من أجل كل عدد إذا علمت  (𝑢𝑛)حدد اتجاه تغير المتتالية  .2 < 3 . 

-III  لتكن(𝑣𝑛)  : متتالية عددية معرفة كما يلي𝑣𝑛 =
1

𝑢𝑛−3
     

 .حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول (𝑣𝑛)بيّن أن المتتالية   .1

𝑢𝑛بيّن أن :   .2 =
6𝑛−3

2𝑛+1
.   

 
 التمرين الثالث : 

,𝐴(−1,2,1)  ،𝐵(0,5,2)   ،𝐶(3,0نعتبر النقط  −2)  

 مستوياعيّن ت A  ،B  ،Cالنقط بيّن أنّ   .1

 (𝐴𝐵𝐶)اكتب معادلة ديكارتية للمستوي   .2
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                                        المعرّفة بالمعادلة الديكارتية : (𝑆)نعتبر سطح الكرة  .3

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 6𝑧 + 8 = 0 

 rطرها ونصف ق (𝑆)مركز سطح الكرة   𝛺النقطة  عيّن  . أ

 .(𝑆)مماس لسطح الكرة   (𝐴𝐵𝐶)تحققّ من أنّ المستوي  .ب
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 التمرين الأول :

(C )    و(C )    مركزهما الترتيب ′𝑂و   𝑂دائرتان  يساوي    .على  منهما  كل  قطر    2نصف 

نقطة  𝐾.  (C )قطر للدائرة   [𝐽𝐴]و   ( C)قطر للدائرة   𝐵 .[𝐼𝐴]و  𝐴ويتقاطعان في نقطتين 

 . (𝐴𝐵)و  (′𝑂𝑂)المستقيمين   تقاطع
 الجزء الأول :

 . الشكلأنشئ  .1

يطُلب تعيين نسبته  𝐴على الترتيب بتحاك مركزه   ′𝑂و  𝑂هما صورتا  𝐽و 𝐼  ن أن  بي   .2
 .  متوازيان (𝐼𝐽)و   (′𝑂𝑂)ثم  استنتج أن المستقيمين  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗:  ن أن  بي   .3 ⃗⃗ = 2 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  .يةفي استقام  𝐽 ، 𝐵 ، 𝐼مستنتجا أن النقط    ⃗⃗

.𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗⃗أحسب الجداءات السلمية التالية :  .4 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ .𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗⃗؛       ⃗⃗ 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗)وَ       ⃗⃗ + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗⃗). 𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗. 

 : الثاني الجزء 
,𝑂)س  معلم متعامد و متجانالمستوي منسوب إلى  𝑖, 𝑗)  نفرض أن .𝑂′(2 ;  0). 

 . (C )و  ( C)أكتب معادلة لكل من الدائرتين  .1

;𝐴(1يتقاطعان في النقطتين  (C )و  ( C)بي ن أن   .2 ;𝐵(1وَ     (3√ −√3). 

 . 𝐴عند النقطة  ( C)( للدائرة أكتب معادلة المماس ) .3

 .[𝐴𝐵]محور القطعة  (OO)بي ن أن  المستقيم  .4

𝑀حيث :  𝑀لتكن النقطة المتغيرة  .5 (5;
√3

𝑥2)  وx .عدد حقيقي غير معدوم 

 (.المماس ) و 𝑀بين النقطة   f (x)المسافة أحسب  . أ

𝑓(𝑥)تحق ق أن  :   .ب =
𝑥2+3

2𝑥2  من أجل كل عدد حقيقيx .غير معدوم 

و عي ن المستقيمات المقاربة ثم  ارسم المنحى الممثل  fأدرس تغيرات الدالة  .ج
 . fللدالة 

 

 
 التمرين الثاني : 

(𝑢𝑛)   متتالية عددية معرفة بحدها الأول𝑢0 وبعلاقة التراجع الآتية : 

𝑛   :𝑢𝑛+1من أجل كل عدد طبيعي  =
2𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+ 2
 

 ثابتة. (𝑢𝑛)التي من أجلها تكون المتتالية  𝑢0عيّن قيم   .1

𝑢0نفرض أن   .2 = n :0من أجل كل عدد طبيعي و 0 ≤ 𝑢𝑛 < 1. 

 .(𝑢𝑛)ادرس اتجاه تغير المتتالية 

3. (𝑣𝑛)  متتالية عددية معرفة علىN  : بـ𝑣𝑛 =
𝑢𝑛− 1

𝑢𝑛+ 1
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 متتالية هندسية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول. (𝑣𝑛)أثبت أن  . أ

 . (𝑣𝑛)، ثم احسب نهاية المتتالية  𝑛بدلالة   𝑣𝑛  عبر عن .ب

 .(𝑢𝑛)، ثم استنتج نهاية المتتالية  𝑣𝑛بدلالة   𝑢𝑛أكتب   .ج

 

 
   التمرين الثالث :

,𝐴(3,0,3)   ،𝐵(1,4لتكن النقط  −3)  ،𝐶(1,0,3)    ،𝐷(1,0, −3)  

 مساحتهعيّن ، ثمّ   Dقائم في  𝐵𝐶𝐷المثلث بيّن أنّ   .1

  (𝐵𝐶𝐷)عمودي على المستوي   (𝐴𝐶)المستقيم  بيّن أنّ   .2

 𝐴𝐵𝐶𝐷حجم رباعي الوجوه  عيّن  .3
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 التمرين الأول :

,𝑂)س  متجانمعلم متعامد و المستوي منسوب إلى  𝑖, 𝑗)  لتكن .𝐴(2; 1)  ،𝐵(5; −1)  

;𝐶(8و  .[𝐴𝐶]منتصف القطعة   𝐻ثلاث نقط من المستوي ولتكن النقطة  (3

الذي يشمل النقطة   (∆)ثم  اكتب معادلة ديكارتية للمستقيم   𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴 و 𝐻علم النقط  .1
𝐴 و𝑣⃗(3;  شعاع ناظمي له. (2−

;𝑀(𝑥مجموعة النقط    (𝛾)لتكن  .2 𝑦)                           :من المستوي حيث

𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥 + 2𝑦 + 13 = 0. 

 يطُلب حسابه. 𝑟ونصف قطرها   𝐵دائرة مركزها  (𝛾)أثبت أن   . أ

 .(𝛾)والدائرة   (∆)ارسم المستقيم  .ب

𝐴تحقق حسابيا أن   .ج ∈ (𝛾)   ثم  احسب المسافة بين النقطة𝐵  والمستقيم(∆). 

 .(𝛾)والدائرة   (∆)مستقيم استنتج الوضع النسبي لل .د

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗احسب الجداء السلمي   .3 ⃗⃗ . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗   بة بالدرجات لقيس بطريقتين واستنتج قيمة مقر 

 .𝐴𝐵𝐶̂الزاوية  

 بطريقتين مختلفتين.  𝐵𝐻احسب الطول   .4

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗لمستوي حيث: من ا 𝑀حد د طبيعة وعناصر مجموعة النقط  .5 ⃗⃗⃗. 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = واكتب   0
 .معادلة ديكارتية لها

𝑁𝐴2من المستوي حيث:  𝑁عة وعناصر مجموعة النقط حد د طبي .6 + 𝑁𝐶2 = 21. 

−ونسبته  𝑂التحاكي الذي مركزه  ℎليكن  .7
1

2
 (∆)و (𝛾)صورتي  (′∆)و (′𝛾). نسمي 

 .ℎعلى الترتيب بالتحاكي  

على الترتيب   𝐶و 𝐵 ، 𝐴صور النقط  ′𝐶و ′𝐵′ ، 𝐴عي ن إحداثيات النقط   . أ

 .ℎبالتحاكي 

 .(′𝛾)والدائرة   (′∆)دلة ديكارتية لكل من المستقيم  استنتج معا .ب

 .′𝐴′𝐵′𝐶والمثلث  (′𝛾)استنتج محيط ومساحة كل من الدائرة  .ج

 

 
 التمرين الثاني : 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ  بحدها الأول𝑢0 = 𝛼 : والعلاقة التراجعية                

𝑢𝑛+1 =
5

6
𝑢𝑛 +  عدد حقيقي  α، حيث  335

 ثابتة  (𝑢𝑛)المتتالية حيث تكون   αعدد الحقيقي عيّن ال .1

𝛼نضع:  .2 = 𝑛  :𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي   هأنّ ونقبل  2009 ≤ 2010 

 . ℕمتزايدة على  (𝑢𝑛)بيّن أنّ المتتالية 

𝑣𝑛بـ :   ℕعلى المعرّفة  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية   .3 = 𝑢𝑛 − 2010  

186



 
 

 هندسية يطُلب تعيين حدها الأول وأساسها  (𝑣𝑛)تالية أثبت أنّ المت .أ

 . 𝑛بدلالة   𝑢𝑛واستنتج كتابة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب   .ب

limاحسب  .ج
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

𝑆𝑛 المجموعيّن: 𝑛احسب بدلالة  .د = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛 

   𝑆′𝑛 = 𝑣0 + 6𝑣1 + 62𝑣2 + ⋯ + 6𝑛𝑣𝑛 

 

 
   التمرين الثالث :

,𝐴(0,1نعتبر النقط  −2)، 𝐵(−1,0, −1)، 𝐶(0, −5, −5)   ،𝐷(2,0, −2) ،

𝐸(1, −4, −6) 

 ليست على استقامة واحدة A  ،B  ،Cالنقط بيّن أنّ   .1

 𝐴𝐵𝐶حسب مساحة المثلث ا .2

 مستطيل  𝐴𝐵𝐶𝐸الرباعي  بيّن أنّ  .3

 (𝐴𝐵𝐶)كتب المعادلة الديكارتية للمستوي ا .4

 (𝐴𝐵𝐶)والعمودي على   Dالذي يشمل النقطة   (∆)لوسيطي للمستقيم  كتب التمثيل اا .5

 (𝐴𝐵𝐶)على المستوي  Dالمسقط العمودي للنقطة  Hإحداثيات النقطة عيّن  .6

 (𝐴𝐵𝐶)عن المستوي  Dحسب بعُد النقطة ا .7

 .𝐴𝐵𝐶𝐷حسب حجم رباعي الوجوه ا .8
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 التمرين الأول :

;𝑀(𝑥ق بكل نقطة التحويل النقطي الذي يرف ℎليكن  𝑦)   النقطة𝑀′(𝑥′; 𝑦′)   :حيث

{
𝑥′ = −2𝑥 + 3
𝑦′ = −2𝑦 + 6

. 

 .𝑘ونسبته  𝜔تحاكي يطُلب تعيين مركزه  ℎبرهن أنّ   .1

ذا المعادلة               (𝑇)وتمسّ المستقيم  𝜔التي مركزها  (𝒞)اكتب معادلة الدائرة   .2

3𝑥 − 4𝑦 + 1 = 0.  

 .ℎلتحاكي با (𝑇)صورة  (′𝑇)اكتب معادلة  .3

 بطريقتين مختلفتين. ℎبالتحاكي  (𝒞)صورة  (′𝒞)اكتب معادلة  .4

 . (′𝒞)بالنسبة إلى   (𝒞)و (′𝑇)ادرس الوضعية النسبية لكل من   .5

 

 
   :الثاني التمرين

المتتاليتين   :   (𝑣𝑛)و   (𝑢𝑛)نعرّف  𝑢0بـ  = 1   ،𝑣0 = طبيعي   2 عدد  كل  أجل  :   𝑛ومن 

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛+2𝑣𝑛  

3
  ،𝑣𝑛+1 =

𝑢𝑛+4𝑣𝑛  

5
 

طبيعي   .1 عدد  كل  أجل  :   𝑛من  𝑤𝑛نضع  = 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛  .  ّأن  (𝑤𝑛)المتتالية  برهن 

 𝑛بدلالة   𝑤𝑛. عيّن نهايتها ، ثمّ عبّر عن هندسية

عن   .2 𝑢𝑛+1عبّر  − 𝑢𝑛   و𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛   بدلالة𝑤𝑛  اس ثمّ  تغيّر  ،  اتجاه  المتتاليتين  تنتج 

(𝑢𝑛)  و(𝑣𝑛) 

 𝑙لهما نفس النهاية يرُمز لها   (𝑣𝑛)و  (𝑢𝑛)بيّن أنّ المتتاليتين   .3

𝑡𝑛، نضع :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي   .4 = 3𝑢𝑛 + 10𝑣𝑛 . 

 . 𝑙ثابتة ، ثمّ استنتج قيمة  (𝑡𝑛)المتتالية  برهن أنّ 

 

 
   :  الثالثالتمرين 

,𝐴(1,2,0)  ،𝐵(0,3,0)   ،𝐶(−1,0نعتبر النقط  −2)  

:(𝑃)والمستوي  𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 3 = 0 

 أجب بصحيح أو خطأ مع التبرير:

 متطابقان (𝑃)والمستوي  (𝐴𝐵𝐶)المستوي  .1

  Bو Aوالذي يشمل  (𝑃)العمودي على المستوي  (′𝑃)المعادلة الديكارتية للمستوي  .2

𝑥هي :   + 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 
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 ومتساوي الساقين Aقائم في  𝐴𝐵𝐶المثلث  .3

,Ω(0سطح الكرة التي مركزها   .4 𝑟ونصف قطرها   (1,1− = مماسية   3√2

 (𝑃)للمستوي 

𝐸هي النقطة   (𝐴𝐵𝐶)على المستوي  Dالمسقط العمودي للنقطة  .5 (
5

3
,

8

3
,

2

3
) 

يساوي  𝐴𝐵𝐶𝐷حجم رباعي الوجوه  .6
4

3
 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗‖من الفضاء حيث :  Mمجموعة النقط  .7 ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖          

Iهي سطح الكرة التي مركزها  (
1

2
,

5

2
, 𝑟ونصف قطرها   (0 = 2√2. 
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 التمرين الأول :

 حيث: (𝐶1) و (𝐶2) الدائرتين نعتبر

(𝐶2): 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 6𝑦 − 7 = :(𝐶1)  و  0 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 𝑦 − 2 = 0 

 .𝑟1 و 𝑟2على الترتيب وكذا نصفي قطريهما   (𝐶1) و(𝐶2) مركزي 𝜔1 و 𝜔2عيّن  .1

 يطُلب تعيينهما.  𝐴 و 𝐵يتقاطعان في نقطتين   (𝐶1) و(𝐶2)بيّن أنّ  .2

 متعامدان. 𝐴في النقطة  (𝐶1) و(𝐶2)برهن أنّ المماسين لكل من   .3

 .𝐴في النقطة  (𝐶1)للدائرة   (∆)اكتب معادلة المماس  .4

;𝐻(1احسب بعد النقطة  .5  .(∆)عن المماس  (1

يطُلب تعيين نسبتيهما   (𝐶1) إلى  (𝐶2)يحولان   ℎ1 وℎ2بيّن أنّه يوجد تحاكيان  .6

𝑘2و 𝑘1   ومركزيهما𝐼2و 𝐼1 .على الترتيب 

 

 
   التمرين الثاني :

-I f   2−[دالة معرفة على المجال; تمثيلها البياني في المعلم المتعامد والمتجانس  (𝐶𝑓)و  ]4

(𝑂; 𝑖; 𝑗)  حيث: 𝑓(𝑥) =
4

4−𝑥
 

limاحسب  .1
𝑥

<
→4

𝑓(𝑥). 

 .، ثم شكل جدول تغيرات fادرس تغيرات الدالة  .2

𝑥0عند النقطة ذات الفاصلة   (Δ)أكتب معادلة المماس  .3 = 2 . 

0 بيّن أنه إذا كان :   .4 ≤ 𝑥 ≤ 0فإن   2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 2. 

 .(𝐶𝑓)المنحنى  و  (Δ)أنشئ المماس  .5

-II  نعتبر المتتالية(𝑣𝑛)  : المعرفة بـ 𝑣0 = 𝑣𝑛+1 و  1− = 𝑓(𝑣𝑛)   

 (𝑣𝑛)عرف المتتالية   •

,𝑣4  أنشئ الحدود (Δ)والمماس  (𝐶𝑓)باستعمال المنحنى  • 𝑣3, 𝑣2, 𝑣1, 𝑣0 .          

 ؟ ماذا تستنتج

0علما أنّ    متزايدة تماما (𝑣𝑛)ن المتتالية  برهن أ • ≤ 𝑣𝑛 ≤ 2 . 

 

 
 

   التمرين الثالث :

 لكل سؤال من الأسئلة التالية جواب صحيح واحد فقط. 
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 جواب الصحيح معللا اختيارك.العيّن 

  A(1;3;-1)  ،B(4;1;0)  ،C(-2;0;-2)  ،D(3;2;1)نعتبر النقط 

 . x - 3z - 4 = 0      الذي معادلته :   (P)المستوي  و

 هو المستوي :   (P)المستوي   .1

 .  (ABD):  3، ج (ABC):   2، ج (BCD):  1ج

 هو :  (P)شعاع ناظمي للمستوي  .2

;𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗(1:   1ج 2; ;𝑛2⃗⃗⃗⃗⃗(−2:   2، ج (1 0; ;𝑛3⃗⃗⃗⃗⃗(2:    3، ج (6 0; −1) . 

 هي :  (P)و المستوي  Dالنقطة بين المسافة  .3

:   1ج
√10

5
:    2، ج 

√10

10
:   3، ج 

2√10

5
  . 
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 التمرين الأول :

𝐴𝐵𝐶   مثلث متقايس الأضلاع حيث𝐴𝐵 = 𝑎 . 

𝐴𝐷⃗⃗المعرّفة بالعلاقة:   𝐷أنشئ النقطة  .1 ⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗. 

ونسبته  𝐴الذي مركزه  ℎبالتحاكي  𝐷صورة  𝐼أنشئ النقطة  .2
1

2
. 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗⃗بيّن أنّ:  .3 = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  واستنتج طبيعة الرباعي𝐴𝐼𝐵𝐶. 

.𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗احسب  .4 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐷⃗⃗ و ⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  .𝐴𝐵𝐷، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  ⃗⃗

𝐶𝐷بيّن أنّ  .5 = 𝑎√7  ثمّ عيّنcos 𝐶𝐷𝐵̂. 

من المستوي حيث:               𝑀للنقط  (𝐸𝑘)عدد حقيقي. نعتبر المجموعة   𝑘ليكن  .6

𝑀𝐴2 + 2𝑀𝐵2 − 2𝑀𝐶2 = 𝑘𝑎2. 

;𝐴)}لجملة هي مرجح ل 𝐷بيّن أنّ النقطة   .أ 1), (𝐵; 2), (𝐶; −2)}. 

 .(𝐸𝑘)جموعة طبيعة الم 𝑘ناقش حسب قيم   .ب

𝑘نفرض  .ج = 𝐵. تحقق أنّ  1− ∈ (𝐸−1)   ّوبيّن أن(𝐸−1)   دائرة مماسية

 .(𝐴𝐵)للمستقيم  
 

 
 التمرين الثاني : 

(𝑢𝑛)  متتالية هندسية متزايدة تماما حدها الأول𝑢1  وأساسها𝑞   : حيث

{
𝑢1 + 2𝑢2 + 𝑢3 = 32
𝑢1 × 𝑢2 × 𝑢3 = 216

 

 𝑢1لهذه المتتالية واستنتج الحد الأول   𝑞والأساس  𝑢2احسب أ.   .1

 𝑛بدلالة   𝑢𝑛اكتب عبارة الحد العام  .ب

𝑆𝑛حيث:   𝑆𝑛احسب  .ج = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛   بدلالة𝑛 عدد الطبيعي ، ثمّ عيّن ال

𝑛 : بحيث يكون  𝑆𝑛 = 728 

2. (𝑣𝑛)  على  متتالية عددية معرّفةℕ∗  : كما يلي𝑣1 = 𝑣𝑛+1و   2 =
3

2
𝑣𝑛 + 𝑢𝑛  

 𝑣3و   𝑣2احسب  .أ

𝑛  :𝑤𝑛من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  نضع   .ب =
𝑣𝑛

𝑢𝑛
−

2

3
أنّ   (𝑤𝑛). بيّن 

هندسية أساسها   متتالية
1

2
 

 .𝑛بدلالة  𝑣𝑛، ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑤𝑛اكتب   .ج
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   :  الثالثالتمرين 

 . A(1;0;2)  ،B(0;2;1)  ،C(2;1;3)نعتبر النقط 

1. (P)    معادلته  مستو :𝑥 − 𝑧 + 1 = 0  

 .(ABC)المستوي هو    (P)المستوي بيّن أنّ  . أ

 ؟  ABCما طبيعة المثلث  .ب

 .(ABC)لا تنتمي إلى   D(2;3;4)تحقق أن النقطة  .2

 ؟  ABCD الرباعي ةما طبيع .3

 .(ABC)و المستوي  Dالنقطة بين أحسب المسافة  .4

 . ABCD  الرباعيأحسب حجم  .5
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 التمرين الأول :

;𝑂)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖; 𝑗). 

;𝑀(𝑥الذي يرفق بكل نقطة  𝑓𝑚نعرّف التحويل النقطي  𝑚من أجل كل عدد حقيقي   𝑦)   النقطة

𝑀′(𝑥′; 𝑦′)  :حيث{
𝑥′ =

1

3
𝑥 − 𝑚 + 1

𝑦′ =
1

3
𝑦 + 2𝑚 − 2

. 

 .𝑘ونسبته  𝜔𝑚تحاكي يطُلب تعيين مركزه  𝑓𝑚برهن أنّ   .1

 . ℝالمجموعة  𝑚عندما يمسح   𝜔𝑚عيّن مجموعة المراكز   .2

3. (𝒞)  دائرة مركزها𝐴(−2; 𝑟ونصف قطرها   (3 = صورة   (′𝒞)اكتب معادلة  .4

(𝒞) ل بالتحوي𝑓𝑚. 

 

 
   التمرين الثاني :

(𝑢𝑛)   :المتتالية العددية المعرّفة بـ𝑢0 = :                      𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  3

𝑢𝑛+1 = (
2𝑎+1

3
) 𝑢𝑛 −

2𝑎+4

3
 وسيط حقيقي.  𝑎، حيث   

 ثابتة  (𝑢𝑛)التي من أجلها تكون المتتالية   𝑎عيّن قيمة  .1

𝑎نفرض  .2 ≠
5

2
 𝑢𝑛حسابية، ثمّ احسب عندئذ  (𝑢𝑛)حتى تكون المتتالية   𝑎. عيّن قيمة 

 حدا الأولى من المتتالية 𝑛ومجموع  

 𝑢50هندسية، ثمّ عيّن في هذه الحالة كلا من  (𝑢𝑛)ون المتتالية  حتى تك 𝑎عيّن قيمة  .3

 .حدا الأولى منها 50ومجموع  

 

 
   التمرين الثالث :

,𝑂)نسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  الفضاء م 𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗) المستوي  . نعتبر(𝑃)  ذا المعادلة 

14𝑥 + 16𝑦 + 13𝑧 − 47 = ;𝐴(1النقط و 0 −2; 5)  ،𝐵(2; 2; −1)   ،

𝐶(−1; 3; 1)  

 ليست في استقامية 𝐴   ،𝐵  ،𝐶  أنّ النقطأ. تحققّ         .1

 (𝑃)هو  (𝐴𝐵𝐶)المستوي  بيّن أنّ  .ب

 (𝐴𝐵)للمستقيم   ياتمثيلا وسيطجد  .2

 [𝐴𝐵]للقطعة   (𝑄)كتب معادلة ديكارتية للمستوي المحوري اأ.         .3
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𝐷  ةأنّ النقطتحققّ  .ب (−1; −2;
1

4
 (𝑄)تنتمي إلى المستوي  (

 (𝐴𝐵)والمستقيم   𝐷النقطة بين حسب المسافة ا .ج
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 التمرين الأول :

;𝑂) نعتبر في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 𝑖; 𝑗)  النقطتين𝐴(2; 1)   ،

𝐵(0; ;𝑀(𝑥مجموعة النقط   (𝐶𝑚)، ولتكن  (7 𝑦)  :حيث 

𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑚𝑥 − 6𝑚𝑦 + 7𝑚 − 14 = 0 

 .𝑟𝑚ونصف قطرها   𝑤𝑚دائرة يطُلب تعيين مركزها   (𝐶𝑚)أ.  بيّن أنّ          .1

, (𝐶2)أنشئ الدوائر   .ب (𝐶1) , (𝐶0). 

 . ℝفي  𝑚عندما يتغيّر  𝑤𝑚 جموعة النقطمعيّن  .ج

 .𝐴في النقطة   (𝐶1)للدائرة   (∆)اكتب معادلة المماس  .2

 مع حامل محور التراتيب. (𝐶1)عيّن تقاطع الدائرة   .3

𝑥ذا المعادلة   (𝑇)بيّن أنّ المستقيم  .4 + 2𝑦 − 14 =  .(𝐶1)مماس للدائرة   0

𝑘ونسبته  𝐵التحاكي الذي مركزه  ℎليكن  .5 = −2. 

 .ℎاكتب العبارة التحليلية للتحاكي  .أ

 . ماذا تستنتج؟ℎبالتحاكي  (𝑇)صورة المستقيم   (′𝑇)اكتب معادلة المستقيم   .ب

 . ℎبالتحاكي   (𝐶1)صورة الدائرة   (𝐶′1)احسب طول ومساحة الدائرة  .ج

 

 
 التمرين الثاني : 

                                                               المعادلة التالية:  ℝحل  في   .1

15 (
1

𝛼2 + 𝛼2) = 41 (
1

𝛼
+ 𝛼)  : ضع( .𝑥 =

1

𝛼
+ 𝛼) 

 𝑢4 ، 𝑢3 ، 𝑢2 ، 𝑢1 ، 𝑢0باستعمال نتيجة السؤال الأول ، جد الحدود الحقيقية   .2
: متزايدة الموجبة تماما لمتتالية هندسية   علما أن 

𝑢1 + 𝑢3 = 𝑢0   و   20 + 𝑢4 =
164

3
 

 

 
   التمرين الثالث :

,𝑂)الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗).   

;𝐴(2النقط نعتبر  −1; 1)  ،𝐵(−1; 2; 1)   ،𝐶(1; −1; 2)  ،𝐷(1; 1; 1)  

 تعيّن مستويا  𝐶و 𝐴   ،𝐵النقط تحققّ أنّ أ.         .1

;𝑛⃗⃗(1بيّن أنّ   .ب 1;    (𝐴𝐵𝐶) ناظمي للمستويهو شعاع  (1

 (𝐴𝐵𝐶)للمستوي  معادلة ديكارتية اكتب  .ج

196



 
 

;𝐴)}مرجح الجملة   𝐺لتكن النقطة   .2 1), (𝐵; 2), (𝐶; −1)}   

 𝐺احسب إحداثيات  . أ

من الفضاء التي تحققّ :                            𝑀مجموعة النقط (Γ) لتكن  .ب

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 2‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ 

 [𝐺𝐷]للقطعة المستقيمة   المحوريلمستوي هي ا (Γ)بيّن أنّ  

6𝑥هي :   (Γ)اثبت أنّ معادلة   .ج − 4𝑦 + 2𝑧 + 3 = 0 
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 التمرين الأول:

;𝑂)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖; 𝑗) .𝐴(2; ;Ω(−2و  (1− نقطتان      (3

 .2√2ونصف قطرها   Ωدائرة مركزها  (𝛤)من المستوي، 

 .(𝛤)تنتمي إلى الدائرة    [𝐴𝛺]ة منتصف القطع 𝐵بيّن أنّ النقطة   .1

𝑥تحقق أنّ:   .2 − 𝑦 + 1 =   (𝛤)مماس الدائرة  (∆)هي معادلة ديكارتية للمستقيم   0

 .𝐵عند النقطة  

3.   عدد حقيقي. نعتبر(𝒞)  مجموعة النقط𝑀(𝑥; 𝑦)          :من المستوي حيث

𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 2𝑦 +  = 0. 

طلب تعيين مركزها وطول نصف دائرة يُ  (𝒞)حتى تكون   عيّن قيم  .أ

 . قطرها بدلالة 

(𝛤)حيث:   عيّن قيم  .ب ∩ (𝒞) = ∅. 

متماستان خارجيا.  (𝛤)و (𝒞)التي من أجلها تكون الدائرتان   جد قيمة  .ج

 ؟[𝐴𝛺]بالنسبة إلى القطعة  (∆)ماذا يمثل المستقيم  

 .3ونسبته  𝐵مركزه   الذي ℎبالتحاكي  (𝛤)صورة الدائرة  (′𝛤)للدائرة اكتب معادلة  .4

الذي معادلته:   (𝐷)وتوازي المستقيم   (𝛤)جد جميع المستقيمات التي تمسّ الدائرة   .5

𝑥 − 𝑦 − 2 = 0. 

 

 
 

   التمرين الثاني:

 كما يلي : ℕالمعرّفتين على  (𝑣𝑛)و (𝑢𝑛)نعتبر المتتاليتين  

{
𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 =
3

4
𝑢𝑛 + 1

}و       
𝑣0 = 6

𝑣𝑛+1 =
3

4
𝑣𝑛 + 1

 

  𝑣1و 𝑢1  ينالحدّ احسب  .1

𝑢𝑛+2اكتب   .2 − 𝑢𝑛+1   بدلالة𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛.  

𝑤𝑛كما يلي :    ℕالمعرّفة على  (𝑤𝑛)نعتبر المتتالية   .3 = 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛. 

 𝑤𝑛عن  ، ثمّ عبّر 𝑤0هندسية يطُلب تعيين حدهّا الأول  (𝑤𝑛)المتتالية برهن أنّ  

 .𝑛بدلالة 

 
   :لث التمرين الثا

,𝑂)الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  في  𝑖, 𝑗, 𝑘⃗⃗) ،  النقط نعتبر : 
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𝐴(2 ; 4 ; 1)   ،𝐵(0 ; 4 ; −3)  ،𝐶(3 ; 1 ; ; 𝐷(1و  (3− 0 ; −2) . 

 أجب بصحيح أو خطأ مع التعليل في كل حالة من الحالات الآتية :

 ليست في استقامية. 𝐶 و 𝐴   ،𝐵 النقط .1

2. 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 11 =  . (𝐴𝐵𝐶) هي معادلة ديكارتية للمستوي 0

;𝐸(3 ةالنقط .3 2;  .(𝐴𝐵𝐶)لمستوي  على ا 𝐷  ةلنقطهي المسقط العمودي ل (1−

 من نفس المستوي. (𝐶𝐷) و (𝐴𝐵)المستقيان  .4

5.  {
𝑥 = 2𝑡 − 1
𝑦 = 𝑡 − 1

𝑧 = −𝑡 − 1
 ; 𝑡 ∈ ℝ للمستقيم   تمثيل وسيطي(𝐶𝐷). 

𝐼حيث النقطة  𝛽 و 𝛼ددان حقيقيان يوجد ع .6 (
3

5
; 4; −

9

5
مرجح الجملة   (

{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽)}. 
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
       
       
       
       
       
       
       
 
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












fiÏ‹y
paäbjnÇa
›ó–€a
fiÎ˛a

201



 
 

 

 

 

 

 


       
       
       
       
       
       
       
 
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 التمرين الأول :

-I  لتكنf  دالة كثير حدود معرفة علىℝ   :بـ𝒇(𝒙) = 𝒙𝟖 − 𝟏𝟎𝒙𝟒 + 𝟗 

𝒇أنّ  بيان .1 = 𝒈𝒐𝒉  

𝑔𝑜ℎ(𝑥) = 𝑔[ℎ(𝑥)] = [ℎ(𝑥)]2 + 𝑎[ℎ(𝑥)] + 𝑏 

= (𝑥4 − 4)2 + 𝑎(𝑥4 − 4) + 𝑏 = 𝑥8 − 8𝑥4 + 16 + 𝑎𝑥4 − 4𝑎 + 𝑏 

= 𝑥8 + (𝑎 − 8)𝑥4 + 16 − 4𝑎 + 𝑏 ⇒ {
𝑎 − 8 = −10
16 − 4𝑎 + 𝑏 = 9

⇒ {
𝑎 = −2
𝑏 = −15

 

𝒉(𝒙)حل المتراجحة  .2 < 𝟎 

ℎ(𝑥) < 0 ⇒ 𝑥4 − 4 < 0 ⇒ (𝑥2 − 2)(𝑥2 + 2) < 0 ⇒ 𝑥2 − 2 < 0 

⇒ (𝑥 − √2)(𝑥 + √2) < 0 ⇒ 𝑆 = ]−√2; √2[  

-II  :نضع𝒃 = 𝒂 و 𝟏𝟓− = −𝟐 

𝒈(𝒙)لدينا:  𝒙أنّ من أجل كل عدد حقيقي   بيان .1 = (𝒙 − 𝟏)𝟐 − 𝟏𝟔 

𝑔(𝑥) = (𝑥 − 1)2 − 16 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 16 = 𝑥2 − 2𝑥 − 15  

 يطلب تعيينهما   𝒖 و 𝒗على شكل مركّب دالتين   𝒈 كتابة .2

𝑥
𝑢(𝑥)=𝑥−1
→      𝑥 − 1

𝑣(𝑥)=𝑥2−16
→        (𝑥 − 1)2 − 16 ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑣𝑜𝑢(𝑥)  

;∞−[ و ]∞+;𝟏]على كل من المجالين  𝒈اتجاه تغير الدالة  استنتاج .3 𝟏] 

كان   𝑥إذا  ∈ ]−∞; 𝑢(𝑥)فإنّ   [1 ∈ ]−∞; الدالة  [0 تكون  الحالة  هذه  في   :𝑢  متزايدة 

;∞−[على المجال   ;∞−[على المجال    متناقصة 𝑣والدالة   [1 ، ومنه نستنتج أنّ الدالة   [0

𝑔 على المجال   قصةمتنا]−∞; 1]. 

كان   𝑥إذا  ∈ [1; 𝑢(𝑥)فإنّ   ]∞+ ∈ الدالة  ]∞+;0] تكون  الحالة  هذه  في   :𝑢  متزايدة 

;1]على المجال  ;∞−[ على المجال  متزايدة 𝑣والدالة   ]∞+  𝑔، ومنه نستنتج أنّ الدالة  [0

;1]على المجال   متزايدة +∞[. 

 𝒈جدول تغيرات الدالة  .4

 

 واستنتاج إشارتها تآلفيتين  تيندالجداء على شكل  𝒈 كتابة .5

𝑔(𝑥) = (𝑥 − 1)2 − 16 = (𝑥 − 1 − 4)(𝑥 − 1 + 4) = (𝑥 − 5)(𝑥 + 3)  
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𝒙 المستقيم ذا المعادلةأنّ  إثبات .6 =  (𝑪𝒈)محور تناظر للمنحنى   𝟏

 استعمال دساتير تغيير المعلم: طريقة 

{
𝑥 = 𝑋 + 1
𝑦 = 𝑌

 

𝑦 = (𝑥 − 1)2 − 16 ⇒ 𝑌 = (𝑋 + 1 − 1)2 − 16 ⇒ 𝑌 = 𝑋2 − 16  

𝑋2بما أنّ الدالة   − 𝑥  المستقيم ذا المعادلةأنّ زوجية، نستنتج  16 = محور تناظر  1

 .(𝐶𝑔)للمنحنى 

𝒙 محور تناظر : استعمال القاعدة  طريقة  = 𝒂 ⇒ 𝒈(𝟐𝒂 − 𝒙) = 𝒈(𝒙) 

𝑔(2 − 𝑥) = (2 − 𝑥 − 1)2 − 16 = (−𝑥 + 1)2 − 16 = (𝑥 − 1)2 − 16 

𝑔(2 − 𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇒ (𝐶𝑔) محور تناظر  للمنحنى 𝑥 =  المستقيم  ذو المعادلة  1

 المعلمفي نفس  (𝑪𝒈)رسم المنحنى  واستنتاجمنحنى الدالة مربّع  (𝑷)رسم  .7

𝑔(𝑥)بما أنّ  = (𝑥 − 1)2 − صورة المنحنى  (𝐶𝑔)، نستنتج أنّ المنحنى 16

(𝑃)   بالانسحاب الذي شعاعه𝑢⃗ (1;−16). 
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-III 𝑲(𝒙) = |𝒈(𝒙)| و 𝑺(𝒙) = 𝒈(|𝒙|)     

 دون رمز القيمة المطلقة  𝑲 و 𝑺كلا من   كتابة .1

𝑥 ≥ 0: |𝑥| = 𝑥 ⇒ 𝑆(𝑥) = 𝑔(𝑥)  ;  𝑥 ≤ 0: |𝑥| = −𝑥 ⇒ 𝑆(𝑥) = 𝑔(−𝑥)  

𝑥 ∈ ]−∞;−3] ∪ [5;+∞[: 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ |𝑔(𝑥)| = 𝑔(𝑥) ⇒ 𝐾(𝑥) = 𝑔(𝑥)  

𝑥 ∈ [−3; 5]: 𝑔(𝑥) ≤ 0 ⇒ |𝑔(𝑥)| = −𝑔(𝑥) ⇒ 𝐾(𝑥) = −𝑔(𝑥)  

المنحنيين    بيان .2 إنشاء  يمكن  المنحنى   (𝑪𝒌) و (𝑪𝒔)كيف  على  ،  (𝑪𝒈)اعتمادا 

 رسمهما في نفس المعلم و

أنّ   𝑆(−𝑥)بما  = 𝑔(|−𝑥|) = 𝑔(|𝑥|) = 𝑆(𝑥)   و𝐷𝑆   إلى بالنسبة  ، 0متناظر 

𝑥زوجية، وبالتالي فإنّ من أجل   𝑆نستنتج أنّ الدالة   ≥ 𝑆(𝑥)تكون  0 = 𝑔(𝑥)  ومنه

أ(𝐶𝑔)على     (𝐶𝑆)ينطبق  أجل    مّا،  𝑥من  ≤ رسم  0 المحوري    (𝐶𝑆)نتمم  بالتناظر 

 بالنسبة لمحور التراتيب باعتبارها دالة زوجية. 

𝑥فمن أجل   𝐾أمّا بالنسبة للدالة   ∈ ]−∞;−3] ∪  تكون ]∞+;5]

 𝐾(𝑥) = 𝑔(𝑥)  ومنه ينطبق(𝐶𝐾)    على(𝐶𝑔)  أمّا من أجل ،𝑥 ∈ [−3; 5]  

𝐾(𝑥)تكون  = −𝑔(𝑥)  ويكون  (𝐶𝐾)   نظيرا لـ(𝐶𝑔)  .بالنسبة لمحور الفواصل 
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 التمرين الثاني : 

𝑷𝒎(𝒙) = (𝒎
𝟐 − 𝟒)𝒙𝟒 + (𝒎+ 𝟏)𝒙𝟑 − (𝟐 +𝒎)𝒙𝟐 −

𝟓

𝟐
𝒎𝒙 + 𝟐 

 من الدرجة الثالثة 𝑷𝒎(𝒙)حتى يكون   𝒎قيم   تعيين .1

𝑚2 − 4 = 0 ⇒ 𝑚2 = 4 ⇒ 𝑚 ∈ {−2; 2}  

 𝑷𝟐(𝒙)ذر لـ هو ج 2تحقق أنّ العدد ال .2

𝑃2(𝑥) = 3𝑥
3 − 4𝑥2 − 5𝑥 + 2 ; 𝑃2(2) = 26 − 26 = 0 ⇒ 𝑃2(𝑥) 2 جذر  لـ  

𝒙 :𝑷𝟐(𝒙)أنّ من أجل كل عدد حقيقي   بيان .3 = (𝒙 − 𝟐)(𝒂𝒙
𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄) 

 :باستعمال المطابقة 

𝑃2(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑎𝑥
2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 − 2𝑎𝑥2 − 2𝑏𝑥 − 2𝑐 

= 𝑎𝑥3 + (𝑏 − 2𝑎)𝑥2 + (𝑐 − 2𝑏)𝑥 − 2𝑐 

⇒ {

𝑎 = 3
𝑏 − 2𝑎 = −4
𝑐 − 2𝑏 = −5
−2𝑐 = 2

⇒ {
𝑎 = 3
𝑏 = 2
𝑐 = −1

⇒ 𝑃2(𝑥) = (𝑥 − 2)(3𝑥
2 + 2𝑥 − 1)  

 :باستعمال القسمة الإقليدية 

3𝑥3 − 4𝑥2 − 5𝑥 + 2 𝑥 − 2 

−3𝑥3 + 6𝑥2 3𝑥2 + 2𝑥 − 1 

2𝑥2 − 5𝑥 + 2  

−2𝑥2 + 4𝑥  

−𝑥 + 2  

𝑥 − 2  

0  

 

  :باستعمال خوارزمية هورنر 

2 −5 −4 3  

    2 

0 −1⏟
𝑐

 2⏟
𝑏

 3⏟
𝑎

  

𝑃2(𝑥) = (𝑥 − 2)(3𝑥
2 + 2𝑥 − 1)  
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𝑷𝟐(𝒙)المعادلة  ℝحل في المجموعة   .4 = 𝟎 

𝑃2(𝑥) = 0 ⇒ (𝑥 − 2)(3𝑥
2 + 2𝑥 − 1) = 0 

∆= 4 + 12 = 16 ; 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 =
1

3
⇒ 𝑆 = {−1;

1

3
; 2}  

𝑎بملاحظة أنّ  تنبيه:  + 𝑐 = 𝑏   يمكننا استنتاج الحلين𝑥1 = 𝑥2و  1− = −
𝑐

𝑎
 

   𝑷𝟐(𝒙)إشارة  دراسة .5

 

𝟑𝒙𝟑حلول المتراجحة  ℝاستنتاج في   + 𝟐 ≤ 𝟒𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 

3𝑥3 + 2 ≤ 4𝑥2 + 5𝑥 ⇒ 3𝑥3 − 4𝑥2 − 5𝑥 + 2 ≤ 0 ⇒ 𝑃2(𝑥) ≤ 0

⇒ 𝑆 = ]−∞;−1] ∪ [
1

3
; 2]  

𝒙)𝟑: حلول المعادلة  استنتاج .6 −
𝟐

𝟑
)
𝟐

+ 𝟐(𝒙 −
𝟐

𝟑
) = 𝟏 

𝑋نضع:  = 𝑥 −
2

3
 

3 (𝑥 −
2

3
)
2

+ 2(𝑥 −
2

3
) = 1 ⇒ 3𝑋2 + 2𝑋 − 1 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 1− =

1

3

⇒ 𝑥 −
2

3
= 𝑥 أو 1− −

2

3
=
1

3
⇒ 𝑥1 = −

1

3
 ; 𝑥2 = 1  

 

 
 

 التمرين الثالث : 

-I  

,𝑨)}جملة مرجح ال  𝑮النقطة   وإنشاء تعيين .1 𝟐); (𝑩, 𝟏); (𝑪, 𝟏)} 

𝐺{(𝐴, 2); (𝐵, 1); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 [𝑨𝑫]منتصف  𝑮أنّ  بيان .2

𝐷{(𝐵, 1); (𝐶, 1)}⏟          
[𝐵𝐶] منتصف 𝐷

⇒ 𝐺{(𝐴, 2); (𝐷, 2)}⏟          
خاصية التجميع 

⇒ [𝐴𝐷]  منتصف 𝐺  
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3. (𝑬𝟏) ∶ ‖𝟐𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖−𝟐𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ 

a. أنّ النقطة   بيان𝑨  تنتمي إلى(𝑬𝟏) 

‖2𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖−2𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ ⇒ 𝐴 ∈ (𝐸1)  ; (𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ) 

b. أنّ الشعاع   بيان𝒗⃗⃗ = −𝟐𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑴مستقل عن    

𝑣 = −2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝑣 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

c. المجموعة   إنشاءو  تعيين(𝑬𝟏) 

𝑀 ∈ (𝐸1) ⇒ ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖−2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

⇒ ‖4𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⇒ 4‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 2‖𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

2
‖𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖  

𝐴𝐷⃗⃗‖وطول قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (𝐸1)منه نستنتج أنّ المجموعة   ⃗⃗  ⃗‖. 

 

 (𝑬𝟐) إنشاءو  تعيين .4

𝑀 ∈ (𝐸2) ⇒ ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 2‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

⇒ ‖4𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 2‖2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖  

 .[𝐺𝐷]هي محور القطعة   (𝐸2)منه نستنتج أنّ المجموعة  

 

 
 

-II 𝑨(𝟐; 𝟏)   ،𝑩(𝟐; ;𝑪(𝟔و  (𝟒 𝟎) 

 𝑮د إحداثيات النقطة اجإي .1

𝐺{(𝐴, 2); (𝐵, 1); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐺 (
2(2) + 2 + 6

4
;
2(1) + 4 + 0

4
) ⇒ 𝐺 (3;

3

2
)  
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,𝑩)}مرجح الجملة   𝑨بحيث تكون  𝜶 و 𝜷العددين الحقيقيين   تعيين .2 𝜶); (𝑭, 𝜷)} 

𝐹{(𝐴, 2); (𝐵, 1)} ⇒ 2𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 2𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐴{(𝐵, 1); (𝐹, −3)} ⇒ 𝛼 = 1 ;  𝛽 = −3  

 
 :  الرابعالتمرين 

 X  القيم الممكنة للمتغير العشوائي تعيين .1

𝑋 ∈ {0; 1; 2} 
 Xقانون احتمال المتغير  تعيين .2

: "سحب كرة بيضاء" ، "سحب كرة حمراء" و"سحب كرة سوداء"  ادثوالحنرمز إلى 

 على الترتيب، ونستعين بشجرة الامكانيات التالية: 𝑅 ، 𝐵 و𝑁بـ: 
 

 
 

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(𝑅𝑅) + 𝑃(𝑅𝑁) + 𝑃(𝑁𝑅) + 𝑃(𝑁𝑁)

= (
2

7
×
1

6
) + (

2

7
×
2

6
) + (

2

7
×
2

6
) + (

2

7
×
1

6
) =

12

42
=
2

7
 

𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝐵𝑅) + 𝑃(𝐵𝑁) + 𝑃(𝑅𝐵) + 𝑃(𝑁𝐵)

= (
3

7
×
2

6
) + (

3

7
×
2

6
) + (

2

7
×
3

6
) + (

2

7
×
3

6
) =

24

42
=
4

7
 

B

3
7

B

2
6

R
2
6

N

2
6

R
2
7

B

3
6

R
1
6

N

2
6

N

2
7

B

3
6

R
2
6

N

1
6
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𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝐵𝐵) =
3

7
×
2

6
=
1

7
 

 

𝑋𝑖 0 1 2 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
2

7
 

4

7
 

1

7
 

 

 Xالأمل الرياضياتي والتباين للمتغير  حساب .3

𝐸(𝑋) = ∑ 𝑋𝑖. 𝑃𝑖 = 0(
2

7
) + 1 (

4

7
) + 2 (

1

7
) =

6

7
 

𝑉(𝑋) = ∑ 𝑋𝑖
2. 𝑃𝑖 − [𝐸(𝑋)]

2 = 02 (
2

7
) + 12 (

4

7
) + 22 (

1

7
) − (

6

7
)
2

=
20

49
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 الأول :رين التم

 

1. 𝒇(𝒙) = −𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟔 ،  𝒈(𝒙) = √𝒙  ،𝑫𝒈 = [𝟎;+∞[ 

)  حساب .أ
𝒇

𝒈
)  𝒇𝒐𝒈(𝟏) و (𝟑)

𝑓𝑜𝑔(1) = 𝑓[𝑔(1)] = 𝑓(1) = −2  

(
𝑓

𝑔
) (3) =

𝑓(3)

𝑔(3)
=
0

√3
= 0  

 𝑫𝒈𝒐𝒇  تعيين .ب

𝐷𝑔𝑜𝑓 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑓⏟  
الشرط  الأول 

𝑓(𝑥) و  ∈ 𝐷𝑔⏟      
الشرط  الثاني

} 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ… 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔 ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ −𝑥
2 + 5𝑥 − 6 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ [2; 3]… 

 و  ⇒ 𝐷𝑔𝑜𝑓 = ℝ ∩ [2; 3] = [2; 3]  

 𝒈𝒐𝒇(𝒙)عبارة   تعيين

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] = √𝑓(𝑥) = √−𝑥2 + 5𝑥 − 6  

2. 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + ;𝛀(𝟐و  𝟔 𝟐)   

;𝛀)في المعلم  𝒇لدالة ا حنىمن (𝑪𝒇)معادلة  كتابة .أ 𝒊 ; 𝒋 )  ورسمه 

{
𝑥 = 𝑋 + 2
𝑦 = 𝑌 + 2

 

𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 + 6 ⇒ 𝑌 + 2 = (𝑋 + 2)2 − 4(𝑋 + 2) + 6 ⇒ 𝑌 = 𝑋2  
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𝒙أنّ المستقيم ذا المعادلة  بيان .ب =  (𝑪𝒇)محور تناظر للمنحنى   𝟐

;Ω)في المعلم  (𝐶𝑓)بما أنّ معادلة المنحنى   𝑖 ; 𝑗 )   هي𝑌 = 𝑋2  وهي

𝑥 المستقيم ذا المعادلةأنّ ، نستنتج زوجية =  .(𝐶𝑔)محور تناظر للمنحنى  1

3.  (𝑷)   :كثير حدود معرّف بالعبارة𝑷(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝟏 

  𝑷(−𝟏)  حساب .أ

𝑃(−1) = 𝑥)يقبل القسمة على   𝑃(𝑥). نستنتج أنّ 0 + 1) 

,𝒄الأعداد الحقيقية  تعيين .ب 𝒃, 𝒂  

  :باستعمال المطابقة 

𝑃(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = 𝑎𝑥3 + (𝑎 + 𝑏)𝑥2 + (𝑏 + 𝑐)𝑥 + 𝑐 

{

𝑎 = 2
𝑎 + 𝑏 = 1
𝑏 + 𝑐 = 0
𝑐 = 1

⇒ {
𝑎 = 2
𝑏 = −1
𝑐 = 1

⇒ 𝑃(𝑥) = (𝑥 + 1)(2𝑥2 − 𝑥 + 1)  

 

 :باستعمال القسمة الإقليدية 

2𝑥3 + 𝑥2 + 1 𝑥 + 1 

−2𝑥3 − 2𝑥2 2𝑥2 − 𝑥 + 1 

−𝑥2 + 1  

𝑥2 + 𝑥  

𝑥 + 1  

−𝑥 − 1  

0  

  :باستعمال خوارزمية هورنر 

 2 1 0 1 

−1     

 2 −1 1 0 
 

𝑃(𝑥) = (𝑥 + 1)(2𝑥2 − 𝑥 + 1)  

المتراجحة التالية:  ℝحل في  .4
𝒙𝟐+𝟏

𝟏−𝒙
> 𝟏 

𝑥2 + 1

1 − 𝑥
> 1 ⇒

𝑥2 + 1

1 − 𝑥
− 1 > 0 ⇒

𝑥2 + 1 − 1 + 𝑥

1 − 𝑥
> 0 ⇒

𝑥2 + 𝑥

1 − 𝑥
> 0 

𝑥2 + 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥(𝑥 + 1) = 0 ⇒ 𝑥1 = 0 ; 𝑥2 = −1 

1 − 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 
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𝑆 = ]−∞;−1[ ∪ ]0; 1[  

𝒉(𝒙)رسم منحنى الدالتين:   .5 = 𝒇(|𝒙|) و 𝒈(𝒙) = |𝒇(𝒙)|. 

𝑥من أجل   > 1 :𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)ومنه   0 = 𝑓(𝑥)   أي(𝐶𝑔)  منطبق على(𝐶𝑓) 

𝑥من أجل   < 1 :𝑓(𝑥) < 𝑔(𝑥)ومنه   0 = −𝑓(𝑥)   أي(𝐶𝑔)   نظير(𝐶𝑓) 

 محور الفواصل.سبة لبالن

ℎ(−𝑥)زوجية لأنّ  ℎالدالة   = 𝑓(|−𝑥|) = 𝑓(|𝑥|) = ℎ(𝑥) 

𝑥من أجل   > 0 :|𝑥| = 𝑥   ومنه𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)   أي(𝐶𝑔)  منطبق على(𝐶𝑓) 

𝑥من أجل   <  بالتناظر بالنسبة لمحور التراتيب.  (𝐶𝑔): نرسم المنحنى  0
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 التمرين الثاني : 

(𝑬): (𝒎 − 𝟏)𝒙𝟐 − 𝟐(𝒎+ 𝟑)𝒙 + 𝟐𝒎− 𝟓 = 𝟎 

 في كل حالة من الحالات التالية:  𝒎مجموعة قيم  تعيين

 تقبل حلا وحيدا يطُلب تعيينه (𝑬)المعادلة  .1

𝑚 − 1 = 0 ⇒ 𝑚 = 1  ; −8𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = −
3

8
 

 من الدرجة الثانية (𝑬)المعادلة  .2

𝑚 − 1 ≠ 0 ⇒ 𝑚 ∈ ℝ− {1}  

 ي لثانالحل ا تعيين، ثمّ (𝑬)حل للمعادلة  (𝟏−)العدد   .3

(𝑚 − 1)(−1)2 − 2(𝑚 + 3)(−1) + 2𝑚 − 5 = 0 ⇒ 5𝑚 = 0 ⇒ 𝑚 = 0  

(𝐸):−𝑥2 − 6𝑥 − 5 = 0 ; 𝑥1 = −1 ⇒ 𝑥2 = −
𝑐

𝑎
= −5  

 تقبل حلين أحدهما مقلوب الآخر (𝑬)المعادلة  .4

𝑥1 =
1

𝑥2
⇒ 𝑃 = 𝑥1. 𝑥2 = 1 ⇒

𝑐

𝑎
= 1 ⇒

2𝑚 − 5

𝑚 − 1
= 1 ⇒ 2𝑚 − 5 = 𝑚 − 1

⇒ 𝑚 = 4  
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 ن في الإشارةتلفيتقبل حلين مخ (𝑬)المعادلة  .5

𝑥1. 𝑥2 < 0 ⇒
𝑐

𝑎
< 0 ⇒

2𝑚 − 5

𝑚 − 1
< 0 ⇒ 𝑚 ∈ ]1;

5

2
[  

 

 
 الثالث : التمرين 

𝑨(−𝟐;𝟎)   ،𝑩(𝟒;−𝟐) ، 𝑪(𝟐; 𝟑)   ،𝑮𝜶{(𝑨,𝜶); (𝑩, 𝜶
𝟐 + 𝟏); (𝑪, 𝟒𝜶 − 𝟏)} 

   𝑨 و 𝑩هي مرجح النقطتين   𝑯أنّ النقطة   بيان .1

−𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐻{(𝐴, 1); (𝐵, 2)}  

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(  𝑯النقطة   إنشاء، ثمّ 𝑩 ، 𝑨 و 𝑪النقط  م يعلت .2

 𝑨𝑲𝑪مركز ثقل المثلث  𝑯حتى تكون النقطة  𝑲النقطة إحداثيي  تعيين .3

𝐻{(𝐴, 1); (𝐵, 2)} ⇒ 𝐻 (
−2 + 2(4)

3
;
0 + 2(−2)

3
) ⇒ 𝐻 (2;−

4

3
)  

𝐻{(𝐴, 1); (𝐾, 1); (𝐶, 1)}⏟              
𝐴𝐾𝐶  مركز  ثقل المثلث 𝐻

⇒ {
𝑥𝐻 =

𝑥𝐴 + 𝑥𝐾 + 𝑥𝐶
3

𝑦𝐻 =
𝑦𝐴 + 𝑦𝐾 + 𝑦𝐶

3

 

⇒ {
𝑥𝐾 = 3𝑥𝐻 − 𝑥𝐴 − 𝑥𝐶
𝑦𝐾 = 3𝑦𝐻 − 𝑦𝐴 − 𝑦𝐶

⇒ {
𝑥𝐾 = 6 + 2 − 2
𝑦𝐾 = −4 − 0 − 3

⇒ 𝐾(6;−7)  

 𝑮𝟏 إنشاءة، ثمّ جودمو 𝑮𝜶التي من أجلها تكون   𝜶قيم   تعيين .4

𝐺𝛼 موجودة  ⇒ 𝛼 + 𝛼
2 + 1 + 4𝛼 − 1 ≠ 0 ⇒ 𝛼2 + 5𝛼 ≠ 0 ⇒ 𝛼(𝛼 + 5) ≠ 0

⇒ 𝛼 ∈ ℝ− {−5; 0}  

 نستعمل إحدى الطريقتين:  𝐺1لإنشاء النقطة  

𝐺1{(𝐴, 1); (𝐵, 2); (𝐶, 3)} ⇒ 𝐺1 (
−2 + 8 + 6

6
;
0 − 4 + 9

6
) ⇒ 𝐺1 (2;

5

6
)  

𝐺1{(𝐴, 1); (𝐵, 2); (𝐶, 3)} ⇒ 𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
2

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

3

6
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

1

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 على استقامة واحدة  𝑯 ، 𝑪 و 𝑮𝟏أنّ النقط   بيان .5

𝐺1{(𝐴, 1); (𝐵, 2); (𝐶, 3)}⏟              
𝐻{(𝐴,1);(𝐵,2)}

⇒ 𝐺1{(𝐻, 3); (𝐶, 3)}⏟          
[𝐻𝐶] منتصف 𝐺1

⇒ 𝐻 ، 𝐶 و 𝐺1 في استقامية   

  (𝑬𝟏) و (𝑬𝟐)المجموعتين  ءشاإنو تعيين .6

𝑀 ∈ (𝐸1) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟            
6𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

‖ = 3‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟      
𝑀 مستقل  عن

‖ 
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⇒ 6‖𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 3‖−𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⇒ ‖𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ =
1

2
‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⇒ ‖𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = √10  

 . 10√ونصف قطرها  𝐺1هي الدائرة التي مركزها  (𝐸1)منه نستنتج أنّ المجموعة  

𝑀 ∈ (𝐸2) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟            
6𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

‖ = 2‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟      
3𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ 

⇒ 6‖𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 6‖𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⇒ ‖𝑀𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  

 .[𝐺1𝐻]هي محور القطعة   (𝐸2)منه نستنتج أنّ المجموعة  
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 :  الرابعالتمرين 

 نيات شجرة الإمكا تعيين .1

 
 : 𝑫 ، 𝑪 ، 𝑨 و𝑬احتمال الحوادث  حساب .2

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵𝐵) =
3

4
×
2

3
=
1

2
 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝐵𝑅) + 𝑃(𝑅𝐵) =
3

4
×
1

3
+
1

4
=
1

2
 

𝑃(𝐷) = 𝑃(𝐵𝑅) =
3

4
×
1

3
=
1

4
 

𝑃(𝐸) = 𝑃(𝑅𝑅) = 0  

 ما المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب مجموع الرقمين المحصّل عليه Xليكن  .3

 X قيم المتغير العشوائي يينعت . أ

 = { 𝐵𝐵⏟
++

; 𝐵𝑅⏟
+−

; 𝑅𝐵⏟
−+

} ⇒ 𝑋 ∈ {0; 2}  

 X قانون احتمال المتغير العشوائي تعيين .ب

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(𝐵𝑅) + 𝑃(𝑅𝐵) =
1

2
 ; 𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝐵𝐵) =

1

2
 

𝑋𝑖 0 2 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

2
 

1

2
 

 

 Xاين للمتغير العشوائي تبالأمل الرياضياتي وال حساب . ج

𝐸(𝑋) = ∑ 𝑋𝑖. 𝑃𝑖 = 0(
1

2
) + 2 (

1

2
) = 1  

𝑉(𝑋) = ∑ 𝑋𝑖
2. 𝑃𝑖 − [𝐸(𝑋)]

2 = 02 (
1

2
) + 22 (

1

2
) − (1)2 = 1  

 

B

3
4

B

2
3

R

1
3

R

1
4

B1
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 التمرين الأول :

𝒇(𝒙)بـ:   ℝدالة عددية معرفة على   fلتكن  = 𝒙𝟑 − 𝟕𝒙 − 𝟔 

 .𝒇ة الجذر للد (𝟐−)تحقق أنّ العدد   .1

𝑓(−2) = (−2)3 − 7(−2) − 6 = −14 + 14 = 0  

𝒇(𝒙)أنّ:  إثبات .2 = (𝒙 + 𝟐)𝒈(𝒙)  حيث𝒈(𝒙)  .دالة كثير حدود يطلب تعيينها 

𝑓(−2) = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 
 

 1 0 −7 −6 

−2     

 1 −2 −3 0 
 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)(𝑥2 − 2𝑥 − 3) ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 3  
 

𝒈(𝒙)لدينا:  𝒙عدد حقيقي   كل أنّ من أجل بيان .3 = (𝒙 − 𝟏)𝟐 − 𝟒  

𝑔(𝑥) = (𝑥 − 1)2 − 4 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 4 = 𝑥2 − 2𝑥 − 3  
 

  𝒉𝒐𝒌(𝒙)على الشكل  𝒈(𝒙)استنتاج أنّه يمكن كتابة  

𝑔(𝑥) = (𝑥 − 1)2 − 4 ; 𝑥
𝑘(𝑥)=𝑥−1
→      𝑥 − 1

ℎ(𝑥)=𝑥2−4
→       (𝑥 − 1)2 − 4

⇒ 𝑔(𝑥) = ℎ𝑜𝑘(𝑥)  
 

𝒈(𝒙)أنّ:   بيان .4 − 𝒈(𝟏) ≥  .𝒈أصغر قيمة ممكنة للدالة  واستنتاج 𝟎

𝑔(𝑥) − 𝑔(1) = (𝑥 − 1)2 − 4 + 4 = (𝑥 − 1)2 ⇒ 𝑔(𝑥) − 𝑔(1) ≥ 0  

𝑔(𝑥) − 𝑔(1) ≥ 0 ⇒ 𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(1) ⇒ 𝑔(𝑥) ≥ −4  
 

;∞−[ و ]∞+;𝟏]على كل من المجالين  𝒈دراسة اتجاه تغير الدالة  .5 𝟏] 

كان   𝑥إذا  ∈ ]−∞; 𝑘(𝑥)فإنّ   [1 ∈ ]−∞; هذ[0 في  الحال:  الدالة  ه  تكون   𝑘ة 

المجال    متزايدة ;∞−[على  المجال    متناقصة ℎوالدالة   [1 ;∞−[على  ومنه  [0  ،

;∞−[على المجال  متناقصة 𝑔نستنتج أنّ الدالة   1]. 

كان   𝑥إذا  ∈ [1; 𝑘(𝑥)فإنّ   ]∞+ ∈ الدالة  ]∞+;0] تكون  الحالة  هذه  في   :𝑘 

;1]  على المجال  متزايدة ;0]ال  المجعلى    متزايدة ℎوالدالة   ]∞+ ، ومنه نستنتج  ]∞+

;1]على المجال  متزايدة 𝑔أنّ الدالة   +∞[. 
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 :𝒈دول تغيرات الدالة ج

 

 يقطع محور الفواصل في نقطتين مختلفتين يطُلب تعيينهما.  (𝑪𝒈)إثبات أنّ المنحنى  .6

𝑔(𝑥) = 0 ⇒ (𝑥 − 1)2 − 22 = 0 ⇒ (𝑥 − 1 + 2)(𝑥 − 1 − 2) = 0

⇒ (𝑥 + 1)(𝑥 − 3) = 0 ⇒ 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = 3  

;𝐵(3 نقطتيناليقطع محور الفواصل في  (𝐶𝑔)أنّ المنحنى منه نستنتج  0) ، 𝐴(−1; 0) 

  𝒈إشارة الدالة   ةسادر .7

 

[1−;∞−[موجبة على المجال   𝑔الدالة  نستنتج أنّ شارة من جدول الإ ∪ [3;+∞[ 

;1−[على المجال  وسالبة  3[. 

 .𝒇استنتاج إشارة الدالة 

 

[1−;2−]موجبة على المجال   𝑓الدالة    نستنتج أنّ شارة  من جدول الإ ∪ [3;+∞[ 

]2−;∞−[على المجال  وسالبة  ∪ ]−1; 3[. 

 

𝒙√𝒙استنتاج حلول المعادلتين:   .8 − 𝟕√𝒙 − 𝟔 = 𝒙𝟒 و 𝟎 − 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑 = 𝟎       

𝑥  من أجلتنعدم  𝑔الدالة   ∈ {−1; 𝑥2حلول المعادلة  ومنه ، {3 − 2𝑥 − 3 = 0 

𝑆1هي  = {−1; 3} . 
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𝑥4ة  لحل المعادل  − 2𝑥2 − 3 = 𝑋، نضع 0 = 𝑥2   ونحصل على المعادلة الأولى 

𝑋نستنتج أنّ  ومنه = 𝑥2أي   3 = 𝑆2ومنه:  3 = {−√3 ; √3}   

𝑋نّ  مرفوضة لأ 1− ةقيماللاحظ أنّ ) ≥ 0). 

𝑥√𝑥لحل المعادلة   − 7√𝑥 − 6 = 𝑋، نضع 0 = √𝑥   ونحصل على المعادلة

𝑋3 − 7𝑋 − 6 = 𝑓(𝑋)أي   0 = 𝑋نستنتج أنّ   ومنه 0 = 𝑥√أي  3 = 3  

𝑆3ومنه:  = 𝑋نّ  لأ تانمرفوض 2−و  1− تينقيماللاحظ أنّ ) {9} ≥ 0). 

 

𝒇(𝒙)حل المتراجحة:  ≤ 𝟎. 

]2−;∞−[نستنتج أنّ حلول المتراجحة هي   𝑓الدالة  إشارة  من جدول   ∪ ]−1; 3[. 

 

𝒙إثبات أنّ المستقيم ذا المعادلة  .9 =  .(𝑪𝒈)اظر للمنحنى  ر تنمحو 𝟏

 مباستعمال دساتير تغيير المعل: ريقة ط

{
𝑥 = 𝑋 + 1
𝑦 = 𝑌

; 𝑦 = (𝑥 − 1)2 − 4 ⇒ 𝑌 = (𝑋 + 1 − 1)2 − 4 ⇒ 𝑌 = 𝑋2 − 4 

𝑋2بما أنّ الدالة   − 𝑋ياني يقبل محور تناظر معادلته  ، فإنّ منحناها البزوجية 4 = 0 

𝑥أنّ المستقيم ذا المعادلة  ومنه نستنتج  =  . (𝐶𝑔)اظر للمنحنى  ر تنمحو 1

 

 المبرهنة التالية:باستعمال : ريقة ط

𝑥المعادلة   والمستقيم ذ = 𝑎 اظر للمنحنى ر تنمحو(𝐶𝑔) من أجل كل عدد   معناه

𝑥حقيقي   ∈ 𝐷𝑔   :ّ2)فإن𝑎 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑔  و𝑔(2𝑎 − 𝑥) = 𝑔(𝑥). 

𝑥من أجل كل عدد حقيقي  لدينا  ∈ 𝐷𝑔   :ّ2)فإن − 𝑥) ∈ 𝐷𝑔 

𝑔(2 − 𝑥) = (2 − 𝑥 − 1)2 − 4 = (1 − 𝑥)2 − 4 = (𝑥 − 1)2 − 4 = 𝑔(𝑥) 

𝑥أنّ المستقيم ذا المعادلة  نستنتج  منهو =  . (𝐶𝑔)اظر للمنحنى  ر تنمحو 1

 

 .(𝑪𝒈)شرح كيف يمكن استنتاج رسم المنحنى   .10

𝑔(𝑥)لدينا:  = (𝑥 − 1)2 − منحنى هو صورة  (𝐶𝑔)لمنحنى ، ومنه نستنتج أنّ ا 4

 .𝑢⃗ (1;−4)الذي شعاعه   الدالة مربّع بالانسحاب

 

 .(𝑪𝒈)رسم المنحنى 
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 التمرين الثاني : 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝒙𝟑 − 𝟏𝟏𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 + 𝟏𝟖 

 𝒇(𝒙)  تحليل، ثمّ 𝒇(𝟐)و  𝒇(−𝟏) حساب .1

{
𝑓(−1) = 0

𝑓(2) = 0
⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

 :باستعمال المطابقة 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = (𝑥2 − 𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

= 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥2 − 𝑎𝑥3 − 𝑏𝑥2 − 𝑐𝑥 − 2𝑎𝑥2 − 2𝑏𝑥 − 2𝑐 

= 𝑎𝑥4 + (𝑏 − 𝑎)𝑥3 + (𝑐 − 𝑏 − 2𝑎)𝑥2 + (−2𝑏 − 𝑐)𝑥 − 2𝑐 
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⇒

{
 
 

 
 

𝑎 = 1
𝑏 − 𝑎 = −1

𝑐 − 𝑏 − 2𝑎 = −11
−2𝑏 − 𝑐 = 9
−2𝑐 = 18

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = 0
𝑐 = −9

⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)(𝑥2 − 9)  

 :باستعمال خوارزمية هورنر  

 1 −1 −11 9 18 

−1      

 1 −2 −9 18 0 

2      

 1⏟
𝑎

 0⏟
𝑏

 −9⏟
𝑐

 0 0 

 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)(𝑥2 − 9)  

 

𝒇(𝒙)المتراجحة :  ℝفي  حلّ  .2 ≥ 𝟎 

𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ (𝑥2 − 𝑥 − 2)(𝑥2 − 9) ≥ 0 

𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = 2 ; 𝑥2 − 9 = 0 ⇒ 𝑥3 = −3; 𝑥4 = 3 

 

𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]−∞;−3] ∪ [−1; 2] ∪ [3;+∞[  

x  :𝑷(𝒙حيث من أجل كل عدد حقيقي  𝑷(𝒙) تعيين .3 + 𝟏) − 𝑷(𝒙) = 𝒙 

𝑃(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

𝑃(𝑥 + 1) − 𝑃(𝑥) = 𝑥 ⇒ 𝑎(𝑥 + 1)2 + 𝑏(𝑥 + 1) + 𝑐 − 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥 − 𝑐 = 𝑥 

⇒ 2𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑥 ⇒ {
2𝑎 = 1
𝑎 + 𝑏 = 0

 ⇒ {
𝑎 =

1

2

𝑏 = −
1

2

⇒ 𝑃(𝑥) =
1

2
𝑥2 −

1

2
𝑥  

 .0بدلا من  𝑐يمكننا إعطاء أي قيمة للعدد   ملاحظة:

𝑺المجموع : استنتاج .4 = 𝟏 + 𝟐 + 𝟑 + 𝟒 +⋯+ 𝒏 

𝑆 = 1 + 2 + 3 + 4 +⋯+ 𝑛 
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𝑆 = 𝑃(2) − 𝑃(1)⏟        
1

+ 𝑃(3) − 𝑃(2)⏟        
2

+ 𝑃(4) − 𝑃(3)⏟        
3

+⋯+ 𝑃(𝑛 + 1) − 𝑃(𝑛)⏟          
𝑛

 

𝑆 = 𝑃(𝑛 + 1) − 𝑃(1) =
1

2
(𝑛 + 1)2 −

1

2
(𝑛 + 1) =

1

2
(𝑛2 + 𝑛)  

 

 

 
 

 التمرين الثالث : 

𝑨,𝒎)}مرجحا للجملة  𝑮𝒎بحيث تكون  𝒎قيم   تعيين .1 − 𝟏); (𝑩, 𝟐𝒎 − 𝟑)} 

𝑚 − 1 + 2𝑚 − 3 ≠ 0 ⇒ 3𝑚 − 4 ≠ 0 ⇒ 𝑚 ≠
4

3
⇒ 𝑚 ∈ ℝ− {

4

3
}  

𝑨𝑮𝒎⃗⃗ر عن الشعاع يعبالتأ.   .2 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝒎و   𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗بدلالة كلا من   ⃗ 

𝐺𝑚{(𝐴,𝑚 − 1); (𝐵, 2𝑚 − 3)}
𝐺{(𝐴,𝛼);(𝐵,𝛽)}⇒𝐴𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗=

𝛽

𝛼+𝛽
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

⇒                    𝐴𝐺𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
2𝑚 − 3

3𝑚 − 4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 𝑰منطبقة على    𝑮𝒎بحيث تكون النقطة   𝒎قيم   تعيين .ب

𝐺𝑚 = 𝐼 ⇒ 𝐴𝐺𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒

2𝑚 − 3

3𝑚 − 4
=
1

2
⇒ 4𝑚 − 6 = 3𝑚 − 4 ⇒ 𝑚 = 2  

𝐺𝑚 = 𝐼 ⇒ [𝐴𝐵]  منتصف 𝐺𝑚 ⇒𝑚 − 1 = 2𝑚 − 3 ⇒ 𝑚 = 2 … طريقة 

 𝑱منطبقة على    𝑮𝒎بحيث تكون النقطة   𝒎قيم   تعيين . ج

𝐺𝑚 = 𝐽 ⇒ 𝐴𝐺𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
3

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒

2𝑚 − 3

3𝑚 − 4
=
3

2
⇒ 4𝑚 − 6 = 9𝑚 − 12 ⇒ 𝑚 =

6

5
 

 [𝑨𝑩]داخل القطعة  𝑮𝒎بحيث تقع النقطة   𝒎قيم   نتعيي .د

𝐺𝑚 ∈ [𝐴𝐵]  ⇒ 0 <
2𝑚 − 3

3𝑚 − 4
< 1 ⇒ {

2𝑚 − 3

3𝑚 − 4
> 0

2𝑚 − 3

3𝑚 − 4
< 1

⇒ {

2𝑚 − 3

3𝑚 − 4
> 0

−𝑚 + 1

3𝑚 − 4
< 0

 

⇒ {
𝑚 ∈ ]−∞;

4

3
[ ∪ ]

3

2
;+∞[

𝑚 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]
4

3
;+∞[

⇒ 𝑚 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]
3

2
;+∞[  

 (𝜸)مجموعة  ال وإنشاء تعيين .3

,𝐺{(𝐴أي   𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث  𝐺لتكن  1); (𝐵, 1); (𝐶,  𝐽، وبما أنّ  {(1

,𝐵{(𝐼أي   [𝐼𝐽]هي منتصف   𝐵فإنّ   𝐵بالنسبة إلى   𝐼نظيرة   1); (𝐽,  ، ومنه:{(1
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𝑀 ∈ (𝛾) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟          
3𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

‖ =
3

2
‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      

2𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ ⇒ 3‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 3‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖

⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖  

 .[𝐺𝐵]هي محور القطعة   (𝛾)منه نستنتج أنّ المجموعة  

 

 (𝜹)  وعةمجمالطبيعة  ةناقشم .4

,𝐴)}مرجح الجملة   𝐺3لتكن  2); (𝐵,  ، ومنه:{(3

𝑀 ∈ (𝛿) ⇒ ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 5(1 − 𝑘)2 ⇒ 5‖𝑀𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 5(1 − 𝑘)2

⇒ ‖𝑀𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = (1 − 𝑘)2  

• 𝑘 = 1: ‖𝑀𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 0 ⇒ (𝛿) = {𝐺3}  

• 𝑘 ≠ 1: ‖𝑀𝐺3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = (1 − 𝑘)2 

1)قطرها  صف ون 𝐺3هي الدائرة التي مركزها  (𝛿)المجموعة   − 𝑘)2. 

 

 
 :  الرابعالتمرين 

 ل الجدول اكما .1

 
 

 

 

 

 

 

6 5 4 3 2 1 
 المكعبّ 

 الرباعي 

6 5 4 3 2 1 1 

12 10 8 6 4 2 2 

18 15 12 9 6 3 3 

24 20 16 12 8 4 4 
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 أمله الرياضياتي حسابلرقم آحاد جداء الرقمين الناتجين ولاحتمال قانون ا تعريف .2

 

𝑋 ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 8; 9} 

𝑃(𝑋 = 0) =
2

24
=
1

12
 ;  𝑃(𝑋 = 1) =

1

24
 ;  𝑃(𝑋 = 2) =

5

24
 

𝑃(𝑋 = 3) =
2

24
=
1

12
 ;  𝑃(𝑋 = 4) =

4

24
=
1

6
 ;  𝑃(𝑋 = 5) =

2

24
=
1

12
 

𝑃(𝑋 = 6) =
4

24
=
1

6
 ;  𝑃(𝑋 = 8) =

3

24
=
1

8
 ;  𝑃(𝑋 = 9) =

1

24
 

 

𝑋𝑖 0 1 2 3 4 5 6 8 9 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

12
 
1

24
 
5

24
 
1

12
 
1

6
 

1

12
 
1

6
 

1

8
 

1

24
 

 

 

𝐸(𝑋) = ∑ 𝑋𝑖. 𝑃𝑖 = 0(
1

12
) + 1 (

1

24
) + 2 (

5

24
) + 3 (

1

12
) + 4 (

1

6
) 

+ 5 (
1

24
) + 6 (

1

6
) + 8 (

1

8
) + 9 (

1

24
) =

95

24
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 التمرين الأول :

𝒙 :𝒇(𝒙)أنّ من أجل كل عدد حقيقي   بيان .1 = (𝒙 − 𝟐)(𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄). 

𝑓(2) = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 
 

 1 −1 −3 2 

2     

 1 1 −1 0 
 

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑥2 + 𝑥 − 1)  
 

 بالنسبة لحامل محور الفواصل. (𝑪𝒇)وضعية   ةسادر .2

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ (𝑥 − 2)(𝑥2 + 𝑥 − 1) = 0 ⇒ 𝑆 = {2;
−1 − √5

2
;
−1 + √5

2
}  

𝑥من أجل   • ∈ ]−∞;
−1−√5

2
[ ∪ ]

−1+√5

2
; 2[  :𝑓(𝑥) < تحت  (𝐶𝑓)، ومنه يكون 0

 محور الفواصل. 

𝑥من أجل   • ∈ [
−1−√5

2
;
−1+√5

2
] ∪ [2;+∞[  :𝑓(𝑥) ≥ فوق  (𝐶𝑓)، ومنه يكون 0

 محور الفواصل. 

,(𝑪𝟑)ت لمنحنياانشاء ا .3 (𝑪𝟐), (𝑪𝟏)  التمثيلات البيانية للدوال𝒇𝟑, 𝒇𝟐, 𝒇𝟏 : 

𝒇𝟏(𝒙) = |𝒙
𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐|    ;     𝒇𝟐(𝒙) = 𝒙

𝟐|𝒙| − 𝒙𝟐 − 𝟑|𝒙| + 𝟐 

𝒇𝟑(𝒙) = (𝒙 − 𝟏)
𝟑 − (𝒙 − 𝟏)𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟓 

 𝑓1(𝑥) = |𝑓(𝑥)| = {
−𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) < 0
𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) ≥ 0

 

𝑥من أجل   • ∈ ]−∞;
−1−√5

2
[ ∪ ]

−1+√5

2
; 2[  :𝑓(𝑥) < 𝑓1(𝑥)، أي  0 = −𝑓(𝑥) ،

 بالنسبة لمحور الفواصل.  (𝐶𝑓)نظير  (𝐶1)ومنه يكون  

𝑥من أجل   • ∈ [
−1−√5

2
;
−1+√5

2
] ∪ [2;+∞[  :𝑓(𝑥) ≥ 𝑓1(𝑥)، أي  0 = 𝑓(𝑥) ،

 .(𝐶𝑓)  على  (𝐶1)  ينطبقومنه 

محور المرسوم فوق   (𝐶𝑓)، نطابق الجزء من |𝑓(𝑥)|: لرسم منحنى الدالة  باختصار

 محور الفواصل. المرسوم تحت  (𝐶𝑓)الجزء من  ، ونناظر الفواصل

226



 
 

 
 

 𝑓2(𝑥) = 𝑓(|𝑥|) = {
𝑓(−𝑥), 𝑥 < 0
𝑓(𝑥), 𝑥 ≥ 0

 

𝐷𝑓2زوجية لأنّ   𝑓2الدالة   = ℝ   متناظر بالنسبة إلى الصفر( ومن أجل كل(𝑥 ∈ ℝ: 

𝑓2(−𝑥) = (−𝑥)
2|−𝑥| − (−𝑥)2 − 3|−𝑥| + 2 

= 𝑥2|𝑥| − 𝑥2 − 3|𝑥| + 2 = 𝑓2(𝑥) 

𝑥من أجل   • ∈ [0; +∞[  :|𝑥| = 𝑥  أي ،𝑓2(𝑥) = 𝑓(𝑥) ينطبق، ومنه  (𝐶2) 

 .(𝐶𝑓)على  

𝑥من أجل   • ∈ ]−∞;  .بة لمحور التراتيبر بالنس بالتناظ (𝐶2)نرسم  : [0
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 𝑓(𝑥 − 1) = (𝑥 − 1)3 − (𝑥 − 1)2 − 3(𝑥 − 1) + 2 = 𝑓3(𝑥) 

;𝑖 (1بالانسحاب الذي شعاعه   (𝐶1)صورة  (𝐶3)أنّ  منه نستنتج  0). 

 

4. 𝒉(𝒙) = (𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐)𝟐     ;      𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 

𝒙 :𝒉(𝒙)أنّ من أجل كل عدد حقيقي   بيان . أ = 𝒈𝒐𝒇(𝒙). 

𝐷𝑔𝑜𝑓 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 و 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔} = ℝ = 𝐷ℎ 

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] = [𝑓(𝑥)]2 = (𝑥3 − 𝑥2 − 3𝑥 + 2)2 = ℎ(𝑥) 

𝑥  :ℎ(𝑥)أنّ من أجل كل عدد حقيقي  منه نستنتج  = 𝑔𝑜𝑓(𝑥). 

]على كل من المجالين  𝒉اتجاه تغير الدالة  استنتاج .ب
√𝟓−𝟏

𝟐
; 𝟏] ;𝟎] و 

√𝟓−𝟏

𝟐
]. 

𝑥من أجل   ∈ [0;
√5−1

2
] ،𝑓(𝑥) ∈ [0; 2]. 

;0]لمجال  ة على امتناقص 𝑓لدينا 
√5−1

2
;0]متزايدة على المجال   𝑔 و [ 2]  ، 

;0]متناقصة على المجال  ℎمنه نستنتج أنّ 
√5−1

2
]. 

𝑥من أجل   ∈ [
√5−1

2
; 1] ،𝑓(𝑥) ∈ [−1; 0]. 

]مجال  متناقصة على ال 𝑓لدينا 
√5−1

2
; ;1−]متناقصة على المجال   𝑔 و [1 0] ، 

]ى المجال متزايدة عل ℎمنه نستنتج أنّ 
√5−1

2
; 1]. 
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 التمرين الثاني : 
 

 التالية: 𝒙عدد حلول المعادلة ذات المجهول  𝒎حسب قيم الوسيط الحقيقي  مناقشة .1

𝒎𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 +𝒎 = 𝟎… 

 ∶ 𝑚 = 0 ⇒ −2𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 =  (حل وحيد) 0

 ∶ 𝑚 ≠ 0; ∆= 4 − 4𝑚2 = 4(1 − 𝑚2) ; 𝑃 =
𝑐

𝑎
= 1 ; 𝑆 = −

𝑏

𝑎
=
2

𝑚
 

∆≥ 0 ⇒ 1 −𝑚2 ≥ 0 ⇒ 𝑚 ∈ [−1; 0[ ∪ ]0; 1] 

 
 من الجدول نستنتج أنّ: 

𝑚من أجل   • ∈ ]−∞;−1[ ∪ >∆): لا تقبل المعادلة حلولا ]∞+;1[ 0) 

𝑚من أجل   • ∈ {−1; =∆): تقبل المعادلة حلا مضاعفا {1 0) 

𝑚من أجل   • ∈ ]−1; 0[ ∪ ]0; <∆)متمايزين  عادلة حلين : تقبل الم]1 0) 

 تماما  حلين موجبين التي تقبل من أجلها المعادلة  𝒎قيم  تعيين  .2

𝑚تقبل المعادلة حلين موجبين من أجل   ∈ ]0; 1[ .(∆> 0; 𝑃 > 0; 𝑆 > 0) 

 

 
 

 التمرين الثالث : 

𝑨𝑩𝑪  مثلث حيث𝑩𝑪 = 𝟖𝒄𝒎, 𝑨𝑪 = 𝟏𝟐𝒄𝒎,𝑨𝑩 = 𝟏𝟎𝒄𝒎 

𝑰{(𝑨, 𝟏); (𝑩, 𝟑)} ،𝑱{(𝑩, 𝟑); (𝑪,−𝟏)} ،  𝑮{(𝑨, 𝟏); (𝑩, 𝟑); (𝑪,−𝟏)} 

 𝑰 و 𝑱النقطتين   إنشاء .1

𝐼{(𝐴, 1); (𝐵, 3)} ⇒ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
3

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ; 𝐽{(𝐵, 3); (𝐶, −1)} ⇒ 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ = −

1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 في استقامية  𝑪 ،𝑰 و 𝑮أنّ النقط   بيان .2

{
𝐼{(𝐴, 1); (𝐵, 3)}

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 3); (𝐶, −1)}
⇒ 𝐺{(𝐼, 4); (𝐶, −1)} ⇒ 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ = −

1

3
𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ 

⇒ النقط 𝐶 ،𝐼 و 𝐺 في استقامية   

 قامية في است 𝑨 ،𝑱 و 𝑮أنّ النقط   بيان .3
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{
𝐽{(𝐵, 3); (𝐶, −1)}

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 3); (𝐶, −1)}
⇒ 𝐺{(𝐴, 1); (𝐽, 2)} ⇒ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

3
𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ 

⇒ النقط 𝐴 ،𝐽 و 𝐺 في استقامية   

 𝑮النقطة  إنشاء .4

{
𝐺 ∈ (𝐶𝐼)
𝐺 ∈ (𝐴𝐽)

⇒ 𝐺 ∈ (𝐶𝐼) ∩ (𝐴𝐽)  

  (∆)مجموعة  وإنشاء ال تعيين .5

𝑀 ∈ (∆) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟      
4𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ = 2‖3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟      
2𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

‖ ⇒ 4‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 4‖𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

⇒ ‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  

 .[𝐼𝐽]هي محور القطعة   (∆)منه نستنتج أنّ المجموعة   

  (Γ)مجموعة  وإنشاء ال تعيين .6

𝑀 ∈ (Γ)  ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟          
3𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟      
𝑀 مستقل  عن

‖ ⇒ 3‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖−𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

3
‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 4  

 . 4ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (Γ)منه نستنتج أنّ المجموعة   
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 التمرين الرابع : 

 𝑩 ، 𝑨 و𝑪احتمال الحوادث  حساب  .1

𝑋 + 𝑌 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

𝑃(𝐴) =
4

36
=
1

9
 

𝑋. 𝑌 1 2 3 4 5 6 

1 1 2 3 4 5 6 

2 2 4 6 8 10 12 

3 3 6 9 12 15 18 

4 4 8 12 16 20 24 

5 5 10 15 20 25 30 

6 6 12 18 24 30 36 

𝑃(𝐵) =
10

36
=
5

18
 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
4

36
+
10

36
−
2

36
=
4

9
 

 

𝒁كما يلي :  عرفالم يالمتغير العشوائ Zليكن  .2 = |𝑿 − 𝒀| 

 Z  قيم المتغير العشوائي تعيين . أ

|𝑋 − 𝑌| 1 2 3 4 5 6 

1 0 1 2 3 4 5 

2 1 0 1 2 3 4 

3 2 1 0 1 2 3 

4 3 2 1 0 1 2 

5 4 3 2 1 0 1 

6 5 4 3 2 1 0 

𝑍 ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5} 
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 Z  قانون احتمال المتغير العشوائي تعيين .ب

𝑃(𝑍 = 0) =
6

36
=
1

6
 ;  𝑃(𝑍 = 1) =

10

36
=
5

18
 ;  𝑃(𝑍 = 2) =

8

36
=
2

9
  

𝑃(𝑍 = 3) =
6

36
=
1

6
 ;  𝑃(𝑍 = 4) =

4

36
=
1

9
 ;  𝑃(𝑍 = 5) =

2

36
=
1

18
  

𝑍𝑖 0 1 2 3 4 5 

𝑃(𝑍 = 𝑍𝑖) 
1

6
 

5

18
 
2

9
 

1

6
 

1

9
 

1

18
 

 

للمتغير  التباين و الانحراف المعياري الأمل الرياضياتي ، حساب . ج
 Z  العشوائي

𝐸(𝑍) = ∑ 𝑍𝑖 . 𝑃𝑖 = 1(
5

18
) + 2 (

2

9
) + 3 (

1

6
) + 4 (

1

9
) + 5 (

1

18
) =

35

18
 

𝑉(𝑍) = ∑ 𝑍𝑖
2. 𝑃𝑖 − [𝐸(𝑍)]

2 

= 12 (
5

18
) + 22 (

2

9
) + 32 (

1

6
) + 42 (

1

9
) + 52 (

1

18
) − (

35

18
)
2

=
665

324
 

𝜎(𝑍) = √𝑉(𝑍) = √
665

324
=
√665

18
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 التمرين الأول :

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟐     ;      𝒈(𝒙) =
𝒙

𝒙 − 𝟏
 

 .𝒇 و 𝒈مجموعتي تعريف كل من الدالتين  𝑫𝒇 و 𝑫𝒈 تعيين .1

𝐷𝑓 = ℝ ; 𝐷𝑔 = ℝ − {1} 

𝒇(𝒙)بحيث:     𝒂 و 𝒃أ. تعيين العددين الحقيقين         .2 = (𝒙 + 𝒂)𝟐 + 𝒃 . 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 2 = (𝑥 − 1)2 − 1 + 2 = (𝑥 − 1)2 + 1  

 يطُلب تعيينهما.  𝒖 و 𝒗إلى مركب دالتين   𝒇ك الدالة يفكت .ب

𝑥
𝑢(𝑥)=𝑥−1
→      𝑥 − 1

𝑣(𝑥)=𝑥2+1
→       (𝑥 − 1)2 + 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑣𝑜𝑢(𝑥)  

;∞−[ و ]∞+;𝟏]على كل من المجالين  𝒇د اتجاه تغير الدالة يحدت . ج 𝟏]         

𝑥من أجل   ∈ ]−∞; 1] ،𝑢(𝑥) ∈ ]−∞; 0] . 

;∞−[متزايدة على المجال   𝑢الدالة   متناقصة على المجال   𝑣والدالة   [1

]−∞; ;∞−[متناقصة على المجال   𝑓، منه نستنتج أنّ الدالة  [0 1]. 

𝑥من أجل   ∈ [1; +∞[  ،𝑢(𝑥) ∈ [0;+∞[ . 

;1]متزايدة على المجال   𝑢الدالة   جال  متزايدة على الم 𝑣والدالة   ]∞+

[0; ;1]متزايدة على المجال   𝑓، منه نستنتج أنّ الدالة  ]∞+ +∞[. 

 .𝒇الدالة جدول تغيرات 

 

 انطلاقا من التمثيل البياني للدالة مربّع (𝑪𝒇)د طريقة رسم المنحنى  يحدت .د

𝑓(𝑥)أنّ بما  = (𝑥 − 1)2 + هو صورة  (𝐶𝑓)أنّ المنحنى  نستنتج، 1

;𝑢⃗ (1ب الذي شعاعه  منحنى الدالة مربّع بالانسحا 1) . 

 .(𝑪𝒇)المنحنى  إنشاء .ه

𝒙 تحقق أنّه من أجل كل عدد حقيقي الأ.          .3 ≠ 𝒈(𝒙)لدينا:  𝟏 = 𝟏 +
𝟏

𝒙−𝟏
  

1 +
1

𝑥 − 1
=
𝑥 − 1 + 1

𝑥 − 1
=

𝑥

𝑥 − 1
= 𝑔(𝑥) 
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;𝛀)في المعلم  (𝑪𝒈)ة المنحنى  ادلمع كتابة .ب 𝒊 ; 𝒋 )  حيث𝛀(𝟏; 𝟏). 

{
𝑥 = 𝑋 + 1
𝑦 = 𝑌 + 1

; 𝑦 =
𝑥

𝑥 − 1
⇒ 𝑌 + 1 =

𝑋 + 1

𝑋 + 1 − 1
⇒ 𝑌 =

𝑋 + 1

𝑋
− 1 =

1

𝑋
 

 .(𝑪𝒈)رسم المنحنى  . ج

 

𝒉(𝒙)الممثل للدالة  (𝑪𝒉)رسم المنحنى  .4 = |𝒈(𝒙)|   انطلاقا من المنحنى(𝑪𝒈) 

ℎ(𝑥) = |𝑔(𝑥)| = {
−𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥) < 0
𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥) ≥ 0

 

𝑥من أجل   • ∈ ]0; 1[  :𝑔(𝑥) < ℎ(𝑥)، أي  0 = −𝑔(𝑥)  ومنه يكون ،(𝐶ℎ) 

 بالنسبة لمحور الفواصل.  (𝐶𝑔)نظير  

𝑥من أجل   • ∈ ]−∞; 0] ∪ ]1;+∞[  :𝑔(𝑥) ≥ ℎ(𝑥)، أي  0 = 𝑔(𝑥) ،

 .(𝐶𝑔)  على  (𝐶ℎ)  ينطبقومنه 
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𝒇(𝒙)المعادلة   بيانيا حلول تعيين .5 = 𝒈(𝒙) . 

حل  ، منه نستنتج أنّ 2اصلة الف ذات 𝐴عند النقطة   (𝐶𝑓) و(𝐶𝑔)يتقاطع المنحنيان 

𝑓(𝑥)المعادلة   = 𝑔(𝑥)  هو𝑥 = 2. 

6. (𝑬): 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟐 = 𝟎 

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان . أ = 𝒈(𝒙)   تكافئ(𝑬) 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇒ 𝑥2 − 2𝑥 + 2 =
𝑥

𝑥 − 1
⇒ (𝑥2 − 2𝑥 + 2)(𝑥 − 1) = 𝑥

⇒ 𝑥3 − 2𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥 − 2 − 𝑥 = 0

⇒ 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 2 = 0  

,𝒄الأعداد الحقيقية   تعيين .ب 𝒃, 𝒂                                                 :حيث

𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟐 = (𝒙 − 𝟐)(𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄) 

 1 −3 3 −2 

2     

 1 −1 1 0 
 

𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 2 = (𝑥 − 2)(𝑥2 − 𝑥 + 1)  

𝒇(𝒙)حلول المعادلة  استنتاج . ج = 𝒈(𝒙). 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇒ 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 2 = 0 ⇒ (𝑥 − 2)(𝑥2 − 𝑥 + 1) = 0 

𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 2  

𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0 ;  ∆= −3 ⇒  المعادلة  لا تقبل  حلولا

𝑓(𝑥)نستنتج أنّ المعادلة  منه  = 𝑔(𝑥)  تقبل حلا وحيدا(𝑥 = 2) . 
 

 
 التمرين الثاني : 

𝟑𝒙𝟐المعادلة  ℝحل في المجموعة   .1 − 𝟓𝒙 − 𝟐 = 𝟎 

∆= 25 + 24 = 49 ; 𝑥1 = −
1

3
; 𝑥2 = 2 ⇒ 𝑆 = {−

1

3
; 2}  

2. 𝑷(𝒙) = 𝟑𝒙𝟑 − 𝟏𝟏𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟒 

𝒙𝟎تحقق أنّ  ال . أ =  𝑷(𝒙)جذر لكثير الحدود   𝟐

𝑃(2) = 3(2)3 − 11(2)2 + 8(2) + 4 = 44 − 44 = 0  

 𝑷(𝒙)لـ  تحليل  استنتاج .ب

𝑃(2) = 0 ⇒ 𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

  :باستعمال المطابقة  

𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 − 2𝑎𝑥2 − 2𝑏𝑥 − 2𝑐 

= 𝑎𝑥3 + (𝑏 − 2𝑎)𝑥2 + (𝑐 − 2𝑏)𝑥 − 2𝑐 
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⇒ {

𝑎 = 3
𝑏 − 2𝑎 = −11
𝑐 − 2𝑏 = 8
−2𝑐 = 4

⇒ {
𝑎 = 3
𝑏 = −5
𝑐 = −2

⇒ 𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)(3𝑥2 − 5𝑥 − 2)  

 :باستعمال خوارزمية هورنر  

 3 −11 8 4 

2     

 3⏟
𝑎

 −5⏟
𝑏

 −2⏟
𝑐

 0 

 

𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)(3𝑥2 − 5𝑥 − 2)  
 

𝑷(𝒙)المعادلة  ℝحل في المجموعة   .3 = 𝟎 

𝑃(𝑥) = 0 ⇒ (𝑥 − 2)(3𝑥2 − 5𝑥 − 2) = 0  

⇒ 𝑥 − 2 = 3𝑥2 أو 0 − 5𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑆 = {−
1

3
; 2}  

𝑷(𝒙)اجحة لول المتراستنتاج ح ≤ 𝟎 

 : طريقة 

 

𝑃(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑆 = ]−∞;−
1

3
] ∪ {2}  

 : طريقة 

𝑃(𝑥)حل مضاعف للمعادلة   2العدد أنّ بما  =  على الشكل:  𝑃(𝑥)فيمكن كتابة   0

𝑃(𝑥) = (𝑥 − 2)2(3𝑥 + 1) 

𝑃(𝑥) ≤ 0 ⇒ 3𝑥 + 1 ≤ 𝑥 أو 0 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 ≤ −
1

3
𝑥 أو  = 2

⇒ 𝑆 = ]−∞;−
1

3
] ∪ {2}  

𝒚𝟐حلول المعادلة  واستنتاج 𝑷(𝒚𝟐)عبارة   ةباكت .4 =
𝟏𝟏𝒚𝟒−𝟒

𝟑𝒚𝟒+𝟖
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𝑃(𝑦2) = 3(𝑦2)3 − 11(𝑦2)2 + 8(𝑦2) + 4 = 3𝑦6 − 11𝑦4 + 8𝑦2 + 4 

𝑦2 =
11𝑦4 − 4

3𝑦4 + 8
⇒ 3𝑦6 + 8𝑦2 = 11𝑦4 − 4 ⇒ 3𝑦6 − 11𝑦4 + 8𝑦2 + 4 = 0

⇒ 𝑃(𝑦2) = 0
حسب  السؤال  3
⇒       𝑦2 = 2 ⇒ 𝑦 ∈ {−√2; √2}  

−الحل  ملاحظة: 
1

3
𝑦2مرفوض لأنّ    ≥ 0. 

 
 

 
 رين الثالث : تمال

𝑨(−𝟐;𝟏)   ،𝑩(𝟏; 𝟒) ، 𝑪(𝟏;−𝟐) ،  𝑫(𝟒; 𝟏)  ،𝑮{(𝑨, 𝟏); (𝑩, 𝟏); (𝑪, 𝟏)}  

,𝑪 و𝑫م النقط يعلت .1 𝑩, 𝑨 

 𝑮إحداثيتي النقطة   تعيين .2

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐺 (
−2 + 1 + 1

3
;
1 + 4 − 2

3
) ⇒ 𝐺(0; 1)  

+ 𝑫𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗−أنّ  بيان .3 𝑫𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎⃗⃗  

−𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
6
0
) ;  𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

−3
3
) ;  𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

−3
−3
) ⇒ −𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐷{(𝐴,−1); (𝐵, 1); (𝐶, 1)}  

 في استقامية   𝑮 ، 𝑨 و 𝑫أنّ النقط   بيان .4

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⇒ 2𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ −𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟          
𝐺𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

= 0⃗ ⇒ 2𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −2𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇒ النقط 𝐺 ، 𝐴 و 𝐷 في استقامية   

𝑦𝐴 = 𝑦𝐷 = 𝑦𝐺 = 1 ⇒ {𝐴, 𝐷, 𝐺} ∈ (∆): 𝑦 = 1 ⇒ النقط 𝐺 ، 𝐴 و 𝐷 في استقامية   

  (𝑬𝟏) و (𝑬𝟐)المجموعتين  إنشاءو تعيين .5

𝑀 ∈ (𝐸1) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟          
3𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

‖ = 6 ⇒ 3‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 6 ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 2  

 . 2ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (𝐸1)منه نستنتج أنّ المجموعة   

𝑀 ∈ (𝐸2) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟          
𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

‖ = 3‖−𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟            
𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ 

⇒ 3‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 3‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖  

 .[𝐺𝐷]  هي محور القطعة (𝐸2)منه نستنتج أنّ المجموعة   
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 :  الرابعالتمرين 

 

 ملة  عدد عناصر المجموعة الشا تعيين .1

  6خيارات في السحب الأول و 6لدينا 
خيارات في السحب الثاني، فيكون عدد  

6هو:   لمجموعة  عناصر ا × 6 = 36 

الذي يرفق بكل   X  ليكن المتغير العشوائي .2
 ملية سحب لقريصتين مجموع رقميهماع

 ل الجدول اكما . أ

 

  X  قيم المتغير العشوائي استنتاج .ب

𝑋 ∈ {2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12} 
 أمله الرياضياتي. حسابو   X  قانون احتمال المتغير العشوائي تعريف . ج

𝑃(𝑋 = 2) =
1

36
 ;  𝑃(𝑋 = 3) =

2

36
 ;  𝑃(𝑋 = 4) =

3

36
 ;  𝑃(𝑋 = 5) =

4

36
 

𝑃(𝑋 = 6) =
5

36
 ;  𝑃(𝑋 = 7) =

6

36
 ;  𝑃(𝑋 = 8) =

5

36
 ;  𝑃(𝑋 = 9) =

4

36
 

𝑃(𝑋 = 10) =
3

36
 ;  𝑃(𝑋 = 11) =

2

36
 ;  𝑃(𝑋 = 12) =

1

36
  

𝑋𝑖 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

36
 
2

36
 
3

36
 
4

36
 
5

36
 
6

36
 
5

36
 
4

36
 
3

36
 
2

36
 
1

36
 

 

𝐸(𝑋) =
1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 40 + 36 + 30 + 22 + 12

36
=
77

12
 

 

6 5 4 3 2 1 
 1س

 2س

7 6 5 4 3 2 1 

8 7 6 5 4 3 2 

9 8 7 6 5 4 3 

10 9 8 7 6 5 4 

11 10 9 8 7 6 5 

12 11 10 9 8 7 6 
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 التمرين الأول :

-I     𝒇(𝒙) =
−𝒙

𝟏−𝒙
 

 .𝒇الة  مجموعة تعريف الد 𝑫𝒇 تعيين .1

𝐷𝑓 = {𝑥; 1 − 𝑥 ≠ 0} ⇒ 𝐷𝑓 = ℝ − {1}  

𝒙أنّ من أجل كل عدد حقيقي   بيان .2 ∈ 𝑫𝒇 :𝒇(𝟐 − 𝒙) + 𝒇(𝒙) = 𝟐  

𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) =
−(2 − 𝑥)

1 − (2 − 𝑥)
+
−𝑥

1 − 𝑥
=
−(2 − 𝑥)

−(1 − 𝑥)
+
−𝑥

1 − 𝑥
=
2 − 2𝑥

1 − 𝑥
 

=
2(1 − 𝑥)

1 − 𝑥
= 2  

;𝑨)فردية في المعلم  𝒇استنتاج أنّ الدالة   𝒊 ; 𝒋 )  حيث𝑨  .نقطة يطُلب تعيينها 

 𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = ;𝐴(1يعني أنّ النقطة  ، 2  ،  (𝐶𝑓)مركز تناظر للمنحنى   (1

;𝐴)فردية في المعلم   𝒇ومنه نستنتج أنّ الدالة   𝑖 ; 𝑗 ). 

𝒙أنّ من أجل كل عدد حقيقي   بيان .3 ∈ 𝑫𝒇 :𝒇(𝟏 − 𝒙) =
𝟏

𝒇(𝒙)
 

𝑓(1 − 𝑥) =
−(1 − 𝑥)

1 − (1 − 𝑥)
=
−(1 − 𝑥)

−(−𝑥)
=
1 − 𝑥

−𝑥
=

1

𝑓(𝑥)
 

-II 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝟏 − 𝒙). 𝒇(𝒙) 

𝒈(𝟐𝟎𝟐𝟎)أنّ:   بيان .1 = 𝒈(𝟐𝟎𝟏𝟗) = 𝒈(𝟐) = 𝒈(𝒙)   

𝑔(𝑥) = 𝑓(1 − 𝑥). 𝑓(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
. 𝑓(𝑥) = 1 ⇒ الدالة  𝑔 ثابتة   

;𝑨)في المعلم  (𝑪𝒇) و(𝑪𝒈)سم المنحنيين ر .2 𝒊 ; 𝒋 ). 
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 رين الثاني : تمال

𝒙𝟐 +𝒎𝒙+𝒎+ 𝟑 = 𝟎… 

=∆أنّ  بيان .1 (𝒎 − 𝟔)(𝒎+  إشارته  ودراسة (𝟐

∆= 𝑚2 − 4(𝑚 + 3) = 𝑚2 − 4𝑚 − 12 ; ∆𝑚= 16 + 48 = 64 ; 

𝑚1 = 6 ;𝑚2 = −2 ; ∆= (𝑚 − 6)(𝑚 + 2)  

• 𝑚 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]6;+∞[ ∶ ∆> 0 

• 𝑚 ∈ ]−2; 6[ ∶ ∆< 0 

• 𝑚 ∈ {−2; 6} ∶ ∆= 0 

 مختلفين في الإشارةحلين  عادلة التي تقبل من أجلها الم 𝒎قيم   تعيين .2

𝑥1. 𝑥2 < 0 ⇒
𝑐

𝑎
< 0 ⇒ 𝑚 + 3 < 0 ⇒ 𝑚 < −3 ⇒ 𝑚 ∈ ]−∞;−3[  

 حلين سالبين تماما  التي تقبل من أجلها المعادلة  𝒎قيم   تعيين .3

{
𝑥1 < 0
𝑥2 < 0

⇒ {
∆> 0
𝑃 > 0
𝑆 < 0

⇒ {
(𝑚 − 6)(𝑚 + 2) > 0

𝑚 + 3 > 0
−𝑚 < 0

⇒ {
𝑚 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]6;+∞[

𝑚 ∈ ]−3;+∞[

𝑚 ∈ ]0;+∞[
⇒ 𝑚 ∈ ]6;+∞[  
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 التمرين الثالث : 

𝑮{(𝑨, 𝟏); (𝑩, 𝟐); (𝑪, 𝟑); (𝑫, 𝟔)} 

,𝑨)}مرجح الجملة   𝑰 إنشاء .1 𝟏); (𝑪, ,𝑩)}مرجح الجملة   𝑱و  {(𝟑 𝟐); (𝑫, 𝟔)} 

𝐼{(𝐴, 1); (𝐶, 3)} ⇒ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
3

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  ; 𝐽{(𝐵, 2); (𝐷, 6)} ⇒ 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ =

3

4
𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 وإنشائها 𝑰 و 𝑱تين  هي مرجح النقط 𝑮أنّ النقطة   بيان .2

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 2); (𝐶, 3); (𝐷, 6)} ⇒ 𝐺{(𝐴, 1); (𝐶, 3); (𝐵, 2); (𝐷, 6)}

⇒ 𝐺{(𝐼, 4); (𝐽, 8)} ⇒ 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ =
2

3
𝐼𝐽⃗⃗⃗   

   (𝐄)المجموعة   وإنشاء تعيين .3

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 6𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟                  
12𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

‖ = 6‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟      
2𝑀𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ 

⇒ 12‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 12‖𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖  

 .[𝑂𝐺]هي محور القطعة   (𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة   

;𝑨)توي منسوب إلى المعلم مسال .4 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

 في هذا المعلم 𝑮إحداثيي النقطة  حساب . أ

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 2); (𝐶, 3); (𝐷, 6)} ⇒ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

12
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

3

12
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

6

12
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) +

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

5

12
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

3

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐺 (

5

12
;
3

4
)  

,𝑨)مرجح الجملة  ′𝑮إحداثيي النقطة  بحسا .ب 𝟑); (𝑩, 𝟔); (𝑪, 𝟏); (𝑫, 𝟐)} 

𝐺′{(𝐴, 3); (𝐵, 6); (𝐶, 1); (𝐷, 2)} ⇒ 𝐴𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
6

12
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

12
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

12
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

12
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) +

1

6
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

7

12
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐺′ (

7

12
;
1

4
)  

 في استقامية   𝑮 ، 𝑶 و ′𝑮النقط استنتج أنّ  . ج

𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑂 (

1

2
;
1

2
)  

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−
1

12
;
1

4
) ;  𝑂𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

1

12
; −
1

4
) ;  𝑂𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑂𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ النقط 𝐺 ، 𝑂 و ′𝐺 في استقامية   

241



 
 

 
 

 
 

 التمرين الرابع : 

 

 مجموعة الإمكانيات  تعيين .1

Ω = {𝑅𝑅; 𝑉𝑉; 𝐵𝐵; 𝑅𝑉; 𝑉𝑅; 𝑅𝐵; 𝐵𝑅; 𝑉𝐵; 𝐵𝑉} 
كرة خضراء يعطي ربح نقطتين   سحبنفرض سحب كرة حمراء يعطي ربح نقطة و .2

 خسارة ثلاث نقاط سحب كرة زرقاء يعطي و

 لهذه التجربة  المتغير العشوائيقيم  تعيين . أ

Ω = {𝑅𝑅⏟
2

; 𝑉𝑉⏟
4

; 𝐵𝐵⏟
−6

; 𝑅𝑉; 𝑉𝑅⏟    
3

; 𝑅𝐵; 𝐵𝑅⏟    
−2

; 𝑉𝐵; 𝐵𝑉⏟    
−1

}

⇒ 𝑋 ∈ {−1;−2;−6; 2; 3; 4}  

 حساب احتمال أن يخسر اللاعب  .ب

𝑃(𝑋 < 0) = 𝑃(𝑋 = −1) + 𝑃(𝑋 = −2) + 𝑃(𝑋 = −6) =
2

9
+
2

9
+
1

9
=
5

9
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 التمرين الأول :

 𝒇(𝒙) = −𝟐 + √𝒙 − 𝟏   ،𝑫𝒇 = [𝟏;+∞[. 

 يطُلب تعيينهما.  𝒖 و 𝒗هي مركب دالتين  𝒇تحقق أنّ الدالة ال .1

𝑥
𝑢(𝑥)=√𝑥−1
→        √𝑥 − 1

𝑣(𝑥)=−2+𝑥
→       − 2 + √𝑥 − 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑣𝑜𝑢(𝑥)  

 .𝒖 و 𝒗اعتمادا على اتجاه تغير الدالتين  𝒇اتجاه تغير الدالة  استنتاج .2

𝑥من أجل   ∈ [1; +∞[ ،𝑢(𝑥) ∈ [0;+∞[. 

;1]جال على الم متزايدة 𝑢لدينا  ;0]متزايدة على المجال   𝑣 و ]∞+ +∞[ ، 

;1]لمجال متزايدة على ا 𝑓منه نستنتج أنّ  +∞[. 

𝒇(𝒙)حل المعادلة:   .3 =  .]∞+;𝟏]في المجال  𝟎

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ −2 + √𝑥 − 1 = 0 ⇒ √𝑥 − 1 = 2 ⇒ 𝑥 − 1 = 22 ⇒ 𝑥 = 5  

 ة جذر تربيعي انطلاقا من التمثيل البياني للدال (𝑪𝒇)شرح كيف يمكن رسم المنحنى   .4

𝑓(𝑥)أنّ بما  = −2 + √𝑥 − للدالة   التمثيل البيانيصورة  (𝐶𝑓)فإنّ المنحنى ، 1

 .𝑢⃗ (1;−2)بالانسحاب الذي شعاعه   يعيجذر ترب

 مع الشرح.  (𝑪𝒇)انطلاقا من   (𝑪𝒈)رسم المنحنى  استنتاج .5

𝑔(𝑥) = |𝑓(𝑥)| = {
−𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) < 0
𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) ≥ 0

 

𝑥أجل   نم • ∈ ]−1; 5[  :𝑓(𝑥) < 𝑔(𝑥)، أي  0 = −𝑓(𝑥)  ومنه يكون ،(𝐶𝑔) 

 بة لمحور الفواصل. لنسبا (𝐶𝑓)نظير  

𝑥من أجل   • ∈ [5; +∞[  :𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)، أي  0 = 𝑓(𝑥) ينطبق، ومنه  (𝐶𝑔) 

 .(𝐶𝑓)  على
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6. 𝒉(𝒙) = −𝟐 + √|𝒙| − 𝟏   ،𝑫𝒉 = ]−∞;−𝟏] ∪ [𝟏;+∞[  

 .(𝑪𝒇)انطلاقا من  (𝑪𝒉)نحنى شرح كيفية رسم الم

𝑥الصفر ومن أجل كل  متناظر بالنسبة إلى  𝐷ℎزوجية لأنّ   ℎالدالة   ∈ 𝐷ℎ: 

ℎ(−𝑥) = −2 + √|−𝑥| − 1 = −2 + √|𝑥| − 1 = ℎ(𝑥) 

𝑥من أجل   • ∈ [1; +∞[  :|𝑥| = 𝑥  أي ،ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) ينطبق، ومنه  (𝐶ℎ) 

 .(𝐶𝑓)على  

𝑥من أجل   • ∈  .بالنسبة لمحور التراتيببالتناظر  (𝐶ℎ)نرسم  : [1−;∞−[

 

 
 

 
 

 التمرين الثاني : 

-I 𝟓يحة: ة التالية صح أنّ المساوا بيان + 𝟐√𝟔 = (√𝟐 + √𝟑)
𝟐

 

(√2 + √3)
2
= (√2)

2
+ (√3)

2
+ 2(√2)(√3) = 5 + 2√6  

-II 𝑨𝒎(𝒙) = 𝒙
𝟐 + (−√𝟐 + √𝟑)𝒎𝒙 − √𝟔𝒎𝟐 

𝑨𝒎(𝒙)المعادلة يز مم دراسة .1 =  𝒎بدلالة   𝟎

∆= (−√2 + √3)
2
𝑚2 + 4√6𝑚2 = (5 − 2√6)𝑚2 + 4√6𝑚2 

∆= (5 + 2√6)𝑚2 = (√2 + √3)
2
𝑚2 = [(√2 + √3)𝑚]

2
 

𝑨𝒎(𝒙)عدد حلول المعادلة  𝒎حسب قيم  دراسة .2 = 𝟎 

𝑚من أجل   = 𝐴𝑚(𝑥): تقبل المعادلة   0 =  حلا مضاعفا  0

𝑚من أجل   ≠ 𝐴𝑚(𝑥): تقبل المعادلة   0 =  حلين متمايزين  0

𝑨𝒎(𝒙)التي تقبل من أجلها المعادلة  𝒎قيم  البحث عن  .3 =  حلين سالبين تماما 𝟎

بما أنّ 
𝑐

𝑎
= −√6𝑚2   ّفإن𝑃 < التي تقبل من أجلها  𝑚ومنه لا توجد قيم  0

𝐴𝑚(𝑥)المعادلة   =  تماما.حلين سالبين  0

𝑨𝒎(𝒙)تعيين حلول المتراجحة  .4 ≤ 𝟎 

𝑚 = 0: ∆= 0; 𝑥1 = 𝑥2 = 0 ⇒ 𝑆 = {0}  
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𝑚 ≠ 0: ∆> 0; 𝑥1 =
(√2 − √3)𝑚 − (√2 + √3)𝑚

2
= −√3 𝑚 

  𝑥2 =
(√2 − √3)𝑚 + (√2 + √3)𝑚

2
= √2 𝑚 

𝑚 < 0: 𝑆 = [√2 𝑚;−√3 𝑚]  ;  𝑚 > 0: 𝑆 = [−√3 𝑚; √2 𝑚]  

 

 
 

 لثالث : التمرين ا

𝑩𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝟐𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ،𝑨𝑱⃗⃗⃗⃗ =
𝟐

𝟓
𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗  ،𝑨𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −

𝟏

𝟐
𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

  𝑲و  𝑰   ،𝑱  النقطل يمثت .1

 بمعاملين يطُلب تعيينهما  𝑩 و 𝑪هي مرجح النقطتين   𝑰أنّ النقطة   بيان .2

𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ = 2𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 2𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ ⇒ −𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 2𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐼{(𝐵,−1); (𝐶, 2)}  

  𝑨𝑩𝑪هما مرجحين لرأسين للمثلث   𝑱  و 𝑲نقطتين  أنّ كلا من ال بيان .3

𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ =
2

5
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

5
𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ +

2

5
𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ ⇒

3

5
𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ +

2

5
𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒

1

5
(3𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ + 2𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ ) = 0⃗ 

⇒ 3𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ + 2𝐽𝐶⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐽{(𝐴, 3); (𝐶, 2)}  

𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −

1

2
𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒

3

2
𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

1

2
𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  

⇒
1

2
(3𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 0⃗ ⇒ 3𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐾{(𝐴, 3); (𝐵,−1)}  

 اطع في نقطة واحدة تتق (𝑨𝑰) ، (𝑩𝑱) و (𝑪𝑲)ستقيمات أنّ الم بيان .4

{
𝐺{(𝐴, 3); (𝐵,−1); (𝐶, 2)}

𝐼{(𝐵,−1); (𝐶, 2)}
⇒ 𝐺{(𝐴, 3); (𝐼, 1)} ⇒ 𝐺 ∈ (𝐴𝐼)  

{
𝐺{(𝐴, 3); (𝐵,−1); (𝐶, 2)}

𝐽{(𝐴, 3); (𝐶, 2)}
⇒ 𝐺{(𝐵,−1); (𝐽, 5)} ⇒ 𝐺 ∈ (𝐵𝐽)  

{
𝐺{(𝐴, 3); (𝐵,−1); (𝐶, 2)}

𝐾{(𝐴, 3); (𝐵,−1)}
⇒ 𝐺{(𝐾, 2); (𝐶, 2)} ⇒ 𝐺 ∈ (𝐶𝐾)  

 .𝐺تتقاطع في النقطة   (𝐴𝐼) ، (𝐵𝐽) و (𝐶𝐾)أنّ المستقيمات  نستنتج  منه

  (∆)مجموعة  وإنشاء ال تعيين .5

𝑀 ∈ (∆) ⇒ ‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟      
2𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ = 2‖−𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟        
𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ ⇒ 2‖𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 2‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

⇒ ‖𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  

 .[𝐼𝐾]هي محور القطعة   (∆)المجموعة  منه نستنتج أنّ  
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  (𝚪)مجموعة  وإنشاء ال تعيين .6

𝑀 ∈ (Γ) ⇒ ‖−𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟        
𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ = ‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟      
𝑀 مستقل  عن

‖ ⇒ ‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  

 .𝐵𝐶وطول نصف قطرها   𝐼هي الدائرة التي مركزها  (Γ)وعة  منه نستنتج أنّ المجم 

 

 
 

 التمرين الرابع : 

 ها يوتعيين إحداثي Gوجود النقطة  ةناقشم .1

1 + 𝛽 + 𝛿 ≠ 0 ⇒ 𝛽 + 𝛿 ≠ −1  ;  𝐺 (
𝛽 − 𝛿

1 + 𝛽 + 𝛿
;

1

1 + 𝛽 + 𝛿
)  

. نسمي 3،    2،    1،    - 1،    -2،    - 3  نرمي زهرة نرد مرتين وجوهها مرقّمة كما يلي : .2

     عليه في الرمية الأولى ، و  المحصّل  العدد  المحصّل عليه في الرمية الثانية   العدد 

 1( نقطة ترتيبها 1مرجح الجملة ) ى يكونمال حتالاحت حساب . أ

𝑦𝐺 = 1 ⇒
1

1 + 𝛽 + 𝛿
= 1 ⇒ 𝛽 + 𝛿 = 0 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝛽 + 𝛿 = 0) =
6

36
=
1

6
 

𝛽 

𝛿 
-3 -2 -1 1 2 3 

-3 -6 -5 -4 -2 -1 0 

-2 -5 -4 -3 -1 0 1 

-1 -4 -3 -2 0 1 2 

1 -2 -1 0 2 3 4 

2 -1 0 1 3 4 5 

3 0 1 2 4 5 6 
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 0( نقطة فاصلتها 1مرجح الجملة ) ى يكونالاحتمال حت حساب .ب

𝑥𝐺 = 0 ⇒ 𝛽 − 𝛿 = 0 ⇒ 𝛽 = 𝛿 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝛽 = 𝛿) =
6

36
=
1

6
 

𝛽 

𝛿 
-3 -2 -1 1 2 3 

-3       

-2       

-1       

1       

2       

3       

 

 ( ينتمي إلى المنصّف الأول 1ملة )الاحتمال حتى يكون مرجح الج حساب . ج

𝑥𝐺 = 𝑦𝐺 ⇒ 𝛽 − 𝛿 = 1 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝛽 − 𝛿 = 1) =
4

36
=
1

9
 

 

𝛽 

𝛿 
-3 -2 -1 1 2 3 

-3 0 1 2 4 5 6 

-2 -1 0 1 3 4 5 

-1 -2 -1 0 2 3 4 

1 -4 -3 -2 0 1 2 

2 -5 -4 -3 -1 0 1 

3 -6 -5 -4 -2 -1 0 
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 التمرين الأول :

-I بصحيح أو خطأ مع التبرير:  ةباجالإ 

𝒇(𝒙)تقبل المعادلة  .1 = ;𝟑−]على المجال  𝜶 و 𝜷ن  ليح 𝟎  صحيح  .[𝟓

𝑓(𝑥)تقبل المعادلة  = 𝛼حيث  𝛼 و 𝛽حلين  0 ∈ [−1; 1]⏟      
𝑓(1)<0و 𝑓(−1)>0

𝛽 و   ∈ [1; 5]⏟      
𝑓(5)>0و 𝑓(1)<0

. 

 
2. 𝒇(𝟎) < 𝒇(𝟏).  خطأ 

0لدينا:  < ;0]متناقصة على المجال  𝑓والدالة   1 𝑓(0)، منه [1 > 𝑓(1) 

;𝟑−]من المجال  𝒙من أجل كل  .3 𝟓] :𝒇(𝒙) >  خطأ  .𝟎

𝑥من أجل   ∈ [𝛼; 𝛽] :𝑓(𝑥) ≤ 0. 

-II 𝒈(𝒙) = |𝒇(𝒙)|  ،𝑫𝒈 = [−𝟑; 𝟓] . 

;𝟑−]على المجال   𝒇د إشارة الدالة  يحدت .1 𝟓]. 

𝑥من أجل   ∈ [𝛼; 𝛽] :𝑓(𝑥) ≤ 𝑥من أجل ، و0 ∈ ]−3; 𝛼[ ∪ ]𝛽; 5[  :𝑓(𝑥) > 0. 

;𝟑−]على المجال   𝒈جدول تغيرات الدالة   اءعطا .2 𝟓]. 

 

-III 𝒉(𝒙) =
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑  ،𝑫𝒉 = ℝ  

 .𝑨(−𝟑;𝟓)يمر بالنقطة  𝟒عند النقطة ذات الفاصلة  (𝑪𝒉)المماس للمنحنى   .1

 هي: 4عند النقطة ذات الفاصلة   (𝐶ℎ)المماس للمنحنى  معادلة 

𝑦 = ℎ′(4)(𝑥 − 4) + ℎ(4) 

ℎ′(𝑥) = 𝑥 − 2 ⇒ ℎ′(4) = 2 ⇒ 𝑦 = 2(𝑥 − 4) − 3 = 2𝑥 − 11 

𝑦نجد  (3−)بـ  𝑥بتعويض   =  خاطئة.  (1)، ومنه نستنتج أنّ العبارة 17−
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 .𝟏يكون معامل توجيه المماس عندها يساوي   (𝑪𝒉)توجد نقطة وحيدة من المنحنى   .2

ℎ′(𝑥) = 1 ⇒ 𝑥 − 2 = 1 ⇒ 𝑥 = 3  

 صحيحة. (2)العبارة  منه نستنتج أنّ 

 

 
 

 التمرين الثاني: 

𝑷(𝒙) = 𝒙𝟑 + (√𝟐 − 𝟏)𝒙𝟐 + (𝟐 − √𝟐)𝒙 + 𝟐√𝟐 

 𝑷(−√𝟐) حساب .1

𝑃(−√2) = (−√2)
3
+ (√2 − 1)(−√2)

2
+ (2 − √2)(−√2) + 2√2 

= −2√2 + 2√2 − 2 − 2√2 + 2 + 2√2 = 0  

𝑷(𝒙)حيث:  𝜶 و 𝜷العددين الحقيقين   تعيين .2 = (𝒙 + √𝟐)(𝒙𝟐 + 𝜶𝒙 + 𝜷) 

 :باستعمال المطابقة 

𝑃(𝑥) = (𝑥 + √2)(𝑥2 + 𝛼𝑥 + 𝛽) 

= 𝑥3 + 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 + √2𝑥2 + √2𝛼𝑥 + √2𝛽 

= 𝑥3 + (𝛼 + √2)𝑥2 + (√2𝛼 + 𝛽)𝑥 + √2𝛽 

⇒ {

𝛼 + √2 = √2 − 1

√2𝛼 + 𝛽 = 2 − √2

√2𝛽 = 2√2

⇒ {
𝛼 = −1
𝛽 = 2

 

 ة هورنر:باستعمال خوارزمي 

 

 1 √2 − 1 2 − √2 2√2 

−√2     

 1 −1 2 0 
 

𝑃(𝑥) = (𝑥 + √2)(𝑥2 − 𝑥 + 2) 

 

 𝑷(𝒙)إشارة  𝒙حسب قيم   تعيين .3

𝑥2 − 𝑥 + 2 = 0 ;  ∆= −7 ⇒ 𝑥2 − 𝑥 + 2 > 0 

𝑥)من إشارة   𝑃(𝑥)منه نستنتج أنّ إشارة    + √2) 

𝑥 ∈ ]−∞;−√2[: 𝑃(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ [−√2;+∞[: 𝑃(𝑥) ≥ 0  
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𝒙𝑷(𝒙)المتراجحة :  ℝي حلّ ف  .4 < 𝟎 

 

 

𝑆 = ]−√2; 0[  

 

 
 التمرين الثالث: 

𝑩𝑪 = 𝟔𝒄𝒎, 𝑨𝑪 = 𝟏𝟎𝒄𝒎,𝑨𝑩 = 𝟖𝒄𝒎. 

,𝑨)}مرجح الجملة  𝑮والنقطة  𝑨𝑩𝑪المثلث  إنشاء .1 𝟏); (𝑩, 𝟐); (𝑪, 𝟏)} 

  (𝑬𝟏)مجموعة  ال وإنشاء تعيين .2

𝑀 ∈ (𝐸1) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 𝐴𝐶 ⇒ 4‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 10 ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
5

2
 

رها ف قط ونص 𝐺هي الدائرة التي مركزها  (𝐸1)منه نستنتج أنّ المجموعة  
5

2
 . 

  (𝑬𝟐)مجموعة  ال وإنشاء تعيين .3

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗المعرّفة بالعلاقة   𝐷لتكن النقطة    ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗    أي إنّ الرباعي ،𝐴𝐵𝐶𝐷 

𝐵𝐷متقايسان ومنه [𝐴𝐶] و [𝐵𝐷]مستطيل، وبالتالي فإنّ القطرين   = 𝐴𝐶 = 10. 

𝑀 ∈ (𝐸2) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⇒ 4‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

⇒ 4‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 10 ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
5

2
⇒ (𝐸2) = (𝐸1)  

  (𝑬𝟑)مجموعة  ال وإنشاء تعيين .4

,𝐴)}  مرجح الجملة ′𝐺لتكن النقطة   1); (𝐶, 3)} . 

𝑀 ∈ (𝐸3) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ ⇒ 4‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 4‖𝑀𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖

⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ ⇒ ‖𝑀𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖  

 .[′𝐺𝐺]هي محور القطعة   (𝐸3)موعة  منه نستنتج أنّ المج

  (𝑬𝟒)مجموعة  ال وإنشاء تعيين .5

𝑀 ∈ (𝐸4) ⇒ (3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ∥ (𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⇒ 4𝑀𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∥ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝑀𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∥ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 .  𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ويوازي  ′𝐺هي المستقيم الذي يشمل النقطة   (𝐸4)منه نستنتج أنّ المجموعة  
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 التمرين الرابع: 

 𝑴كل الإحداثيات الممكنة للنقطة  تعيين .1

(𝑥; 𝑦) ∈ {(0; 0); (0; 1); (1; 0); (0; 2); (2; 0); (1; 1); (1; 2); (2; 1); (2; 2)} 

, 𝑪احتمال الحوادث  حساب .2 𝑩 , 𝑨  : 

𝑃(𝐴) = 𝑃(0; 0) + 𝑃(1; 0) + 𝑃(2; 0) =
1

9
+
1

9
+
1

9
=
1

3
 

𝑃(𝐵) = 𝑃(0; 0) =
1

9
 

𝑃(𝐶) = 𝑃(0; 1) + 𝑃(1; 0) =
1

9
+
1

9
=
2

9
 ; (𝑀 ∈ (𝒞) ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 1) 

𝒙𝟐المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب العدد   𝑿ليكن   .3 + 𝒚𝟐 

 𝑿قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي  تعيين .أ

(𝑥; 𝑦) ∈ {(0; 0); (0; 1); (1; 0); (0; 2); (2; 0); (1; 1); (1; 2); (2; 1); (2; 2)}

⇒ 𝑋 ∈ {0; 1; 2; 4; 5; 8}  

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(0; 0) =
1

9
 ;  𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(0; 1) + 𝑃(1; 0) =

2

9
 

𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(1; 1) =
1

9
 ;  𝑃(𝑋 = 4) = 𝑃(0; 2) + 𝑃(2; 0) =

2

9
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𝑃(𝑋 = 5) = 𝑃(1; 2) + 𝑃(2; 1) =
2

9
 ;  𝑃(𝑋 = 8) = 𝑃(2; 2) =

1

9
 

 

𝑋𝑖 0 1 2 4 5 8 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

9
 

2

9
 

1

9
 

2

9
 

2

9
 

1

9
 

 

 𝑿وائي الأمل الرياضياتي للمتغيرّ العش حساب .ب

𝐸(𝑋) = ∑ 𝑋𝑖. 𝑃𝑖 = 1(
2

9
) + 2 (

1

9
) + 4 (

2

9
) + 5 (

2

9
) + 8 (

1

9
) =

10

3
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 التمرين الأول :

 .𝒖إشارة الدالة  تعيين .1

𝑥من أجل   ∈ [−2; 0] ∪ [2; 3] :𝑢(𝑥) ≥ 𝑥أجل ، ومن 0 ∈ ]0; 2[  :𝑢(𝑥) < 0. 

2. 𝒌 = √𝒖 , 𝒉 =
𝟏

𝒖
 , 𝒈 = 𝒖𝟑 , 𝒇 = 𝒖𝟐 

,𝒌ف لكل دالة من الدوال ة تعريمجموع تعيين .أ 𝒉, 𝒈, 𝒇. 

𝐷𝑓 = 𝐷𝑔 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑢} = [−2; 3] 

𝐷ℎ = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑢و 𝑢(𝑥) ≠ 0} = [−2; 0[ ∪ ]0; 2[ ∪ ]2; 3] 

𝐷𝑘 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑢و 𝑢(𝑥) ≥ 0} = [−2; 0] ∪ [2; 3] 

,𝒌′(𝒙)ر عن  يعبالت .ب 𝒉′(𝒙), 𝒈′(𝒙), 𝒇′(𝒙)  بدلالة𝒖′(𝒙) و 𝒖(𝒙). 

𝑓′(𝑥) = 2𝑢(𝑥). 𝑢′(𝑥)  ;   𝑔′(𝑥) = 3𝑢2(𝑥). 𝑢′(𝑥)   ;   ℎ′(𝑥) = −
𝑢′(𝑥)

𝑢2(𝑥)
  

𝑘′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)

2√𝑢(𝑥)
 

,𝒌جدول تغيرات لكل دالة من الدوال  استنتاج .ج 𝒉, 𝒈, 𝒇. 

𝑓′(𝑥)بما أنّ  = 2𝑢(𝑥). 𝑢′(𝑥)  فإنّ إشارة ،𝑓′  من إشارة𝑢′و 𝑢. 

𝑓(−2) = 22 = 4 ; 𝑓(−1) = 32 = 9 ; 𝑓(1) = (−1)2 = 1  

𝑓(3) = 22 = 4 ; 𝑓(0) = 𝑓(2) = 0. 

 
 

𝑔′(𝑥)بما أنّ  = 3𝑢2(𝑥). 𝑢′(𝑥)  فإنّ إشارة ،𝑔′  من إشارة𝑢′. 

𝑔(−2) = 23 = 8 ; 𝑔(−1) = 33 = 27 ; 𝑔(1) = (−1)3 = −1  

𝑔(3) = 23 = 8 ; 𝑔(0) = 𝑔(2) = 0. 

253



 
 

 

ℎ′(𝑥)بما أنّ  = −
𝑢′(𝑥)

𝑢2(𝑥)
 .′𝑢عكس إشارة  ′ℎ، فإنّ إشارة  

ℎ(−2) =
1

2
 ; ℎ(−1) =

1

3
 ; ℎ(1) = −1 ; ℎ(3) =

1

2
. 

 

𝑘′(𝑥)بما أنّ  =
𝑢′(𝑥)

2√𝑢(𝑥)
 .′𝑢من إشارة  ′𝑘، فإنّ إشارة   

𝑘(−2) = √2 ; 𝑘(−1) = √3 ; 𝑘(3) = √2 ; 𝑘(0) = 𝑘(2) = 0. 

 

 
 

 ثاني : ين الالتمر

1. 𝑷(𝒙) = 𝟑𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 − 𝟒𝟐𝒙 − 𝟒𝟎 

 𝑷(𝒙)تحليل لـ  واستنتاج 𝑷(−𝟐) حساب . أ

𝑃(−2) = 3(−2)3 − 5(−2)2 − 42(−2) − 40 = 0  

𝑃(𝑥) = (𝑥 + 2)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 
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 3 −5 −42 −40 

−2     

 3 −11 −20 0 
 

𝑃(𝑥) = (𝑥 + 2)(3𝑥2 − 11𝑥 − 20)  

 𝑷(𝒙)إشارة  دراسة .ب

3𝑥2 − 11𝑥 − 20 = 0 ;  ∆= 121 + 240 = 361 = 192; 𝑥1 = −
4

3
 ; 𝑥2 = 5 

 

𝑥 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]−
4

3
; 5[ : 𝑃(𝑥) < 0 

𝑥 ∈ [−2;−
4

3
] ∪ [5;+∞[: 𝑃(𝑥) ≥ 0 

𝒙√المتراجحة :  ℝحلّ في  .2 − 𝟏 − 𝟐𝒙 − 𝟏 < 𝟎 

√𝑥 − 1 − 2𝑥 − 1 < 0 ⇒ √𝑥 − 1 < 2𝑥 + 1 ⇒ {
𝑥 − 1 < (2𝑥 + 1)2

𝑥 − 1 ≥ 0
2𝑥 + 1 ≥ 0

⇒ {

4𝑥2 + 3𝑥 + 2⏟        
𝑎>0⇒𝑥∈ℝ و 0>∆

> 0

𝑥 − 1 ≥ 0
2𝑥 + 1 ≥ 0

⇒ {

𝑥 ∈ ℝ
𝑥 ≥ 1

𝑥 ≥ −
1

2

⇒ 𝑆 = [1;+∞[  

3. (𝑬) ∶ 𝒙𝟐 +𝒎𝒙 +𝒎 = 𝟎 

 ℝحلا في  (𝑬)التي من أجلها لا تقبل المعادلة  𝒎قيم   تعيين

∆= 𝑚2 − 4𝑚 = 𝑚(𝑚 − 4) 

𝑆 = ∅ ⇒ ∆< 0 ⇒ 𝑚(𝑚 − 4) < 0 ⇒ 𝑚 ∈ ]0; 4[  
 

 
 

 التمرين الثالث : 

,𝑪)}للجملة  𝑭المرجح  إنشاء .1 𝟏); (𝑫, 𝟑)} 

𝐹{(𝐶, 1); (𝐷, 3)} ⇒ 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

4
𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗  

255



 
 

,𝑨)}[ هي مرجح الجملة 𝑮𝑫منتصف ] 𝑴أنّ  بيان .2 𝟏); (𝑩, 𝟏); (𝑪, 𝟏); (𝑫, 𝟑)} 

{
𝑀{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, 1); (𝐷, 3)}

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, 1)}
⇒ 𝑀{(𝐺, 3); (𝐷, 3)} ⇒ [𝐺𝐷]  منتصف 𝑀  

 (𝑰𝑭)  تنتمي إلى المستقيم 𝑴أنّ النقطة   بيان .3

𝑀 {(𝐴, 1); (𝐵, 1)⏟        
(𝐼,2)

; (𝐶, 1); (𝐷, 3)⏟        
(𝐹,4)

} ⇒ 𝑀{(𝐼, 2); (𝐹, 4)} ⇒ 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗    

⇒ 𝑀 ∈ (𝐼𝐹)  

+ 𝑵𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖من المستوي التي تحقق :   𝑵مجموعة النقط  تعيين .4 𝑵𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑵𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 𝟔 

‖𝑁𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = 6 ⇒ 3‖𝑁𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 6 ⇒ ‖𝑁𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 2  

 . 2ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  𝑁  النقط مجموعةمنه نستنتج أنّ 

 

 
 التمرين الرابع : 

   المخطط إنشاء .1

, 𝑪  احتمال الحوادث حساب .2 𝑩 , 𝑨 : 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵; 𝐵) + 𝑃(𝑉; 𝑉) = (
2

5
×
1

4
) + (

2

5
×
1

4
) =

1

5
 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴) =
4

5
 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝑉; 𝑉) + 𝑃(𝑉; 𝐵) + 𝑃(𝑉;𝑁) = (
2

5
×
1

4
) + (

2

5
×
2

4
) + (

2

5
×
1

4
) 

𝑃(𝐶) =
2

5
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عند سحب   𝟏−عند سحب كرية بيضاء و  𝒙عند سحب كرية سوداء و 𝟐𝒙عب  يربح اللا .3

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق   𝒀عدد طبيعي غير معدوم، وليكن   𝒙كرية خضراء حيث  

 اء الربح المحصل عليه بكل عملية سحب جد

 𝒙بدلالة  𝑮للربح  م الممكنة جميع القي تعيين .أ

𝛺 = {𝐵𝐵⏟
𝑥2

; 𝐵𝑉; 𝑉𝐵⏟    
−𝑥

; 𝐵𝑁;𝑁𝐵⏟    
2𝑥2

; 𝑉𝑉⏟
1

; 𝑉𝑁;𝑁𝑉⏟    
−2𝑥

} ⇒ 𝐺 ∈ {1;−𝑥;−2𝑥; 𝑥2; 2𝑥2}  

 

 𝒀شوائي ل للمتغيرّ الع قانون الاحتما تعيين .ب

𝑃(𝑌 = 1) = 𝑃(𝑉; 𝑉) =
2

5
×
1

4
=
1

10
 

𝑃(𝑌 = 𝑥2) = 𝑃(𝐵; 𝐵) =
2

5
×
1

4
=
1

10
 

𝑃(𝑌 = −𝑥) = 𝑃(𝐵; 𝑉) + 𝑃(𝑉; 𝐵) = 2 (
2

5
×
2

4
) =

2

5
 

𝑃(𝑌 = −2𝑥) = 𝑃(𝑉;𝑁) + 𝑃(𝑁; 𝑉) = (
2

5
×
1

4
) + (

1

5
×
2

4
) =

1

5
 

𝑃(𝑌 = 2𝑥2) = 𝑃(𝐵;𝑁) + 𝑃(𝑁; 𝐵) = (
2

5
×
1

4
) + (

1

5
×
2

4
) =

1

5
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𝑌𝑖 1 −𝑥 −2𝑥 𝑥2 2𝑥2 

𝑃(𝑌 = 𝑌𝑖) 
1

10
 
2

5
 

1

5
 

1

10
 
1

5
 

 حتى تكون اللعبة مربحة 𝒙قيم   تعيين .ج

𝐸(𝑌) > 0 ⇒
1

10
−
2𝑥

5
−
2𝑥

5
+
𝑥2

10
+
2𝑥2

5
> 0 ⇒ 5𝑥2 − 8𝑥 + 1 > 0 

⇒ 𝑥 >
4 + √11

5
⇒ 𝑥 ≥ 2  
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 التمرين الأول :

1.  

 .𝒇الدالة  جدول التغيرات .أ

 

𝒇(𝒙)حل المعادلة   .ب =  ر النتيجة بيانيا. يفسوت 𝟎

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 ∈ {−2; 0; 2} 

;2−يقطع محور الفواصل عند الفواصل   (𝐶𝑓)نستنتج أنّ المنحنى    0; 2. 

 .𝑰على المجال   𝒇(𝒙)إشارة   استنتاج .ج

• 𝑥 ∈ [−3;−2[ ∪ ]0; 2[: 𝑓(𝑥) < 0 

• 𝑥 ∈ [−2; 0] ∪ [2; 3]: 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 واصل.يقبل مماسين موازيين لحامل محور الف 𝒇أنّ منحنى الدالة   إثبات .د

𝑓′(−1)بما أنّ  = 𝑓′(1) = يقبل مماسين  𝑓منحنى الدالة  ، فإنّ 0

;1−)أحدهما عند النقطة  موازيين لحامل محور الفواصل  معادلته: (2

𝑦 = 𝑦معادلته:  (3−;1)والآخر عند النقطة  2 = −3. 

2. 𝒈(𝒙) = [𝒇(𝒙)]𝟐. 

 .𝒇(𝒙) و 𝒇′(𝒙)بدلالة  𝒈′(𝒙) كتابة .أ

𝑔′(𝑥) = 2𝑓(𝑥). 𝑓′(𝑥) 

 .𝒈جدول تغيرات الدالة  .ب
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 𝑰على   𝒈القيم الحدّية المحلية للدالة  تعيين .ج

كبرى  حديّة محلية ةقيمو 0صغرى تساوي  حديّة محلية ةقيم 𝑔لدالة  تقبل ا

 .25تساوي 

 .𝑰على   𝒈لدالة  حصرا ل تعيين 

0 ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 25  

 

 
 التمرين الثاني : 

𝑷(𝒙) = 𝒙𝟒 + 𝟐𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏 

 𝑷(𝟎) حساب .1

𝑃(0) = 1 ⇒ 𝑃(𝑥) 0 ليس جذرا  ل ـ 

𝑷(𝒙)أنّ المعادلة  برهان .2 = تكافئ المعادلة:                                         𝟎

(𝒙 +
𝟏

𝒙
)
𝟐

+ 𝟐(𝒙 +
𝟏

𝒙
) − 𝟑 = 𝟎… 

(𝑥 +
1

𝑥
)
2

+ 2(𝑥 +
1

𝑥
) − 3 = 0 ⇒ 𝑥2 + 2 +

1

𝑥2
+ 2𝑥 +

2

𝑥
− 3 = 0 

⇒
𝑥4 + 2𝑥2 + 1 + 2𝑥3 + 2𝑥 − 3𝑥2

𝑥2
= 0 ⇒

𝑃(𝑥)

𝑥2
= 0 ⇒ 𝑃(𝑥) = 0  

𝒖𝟐المعادلة :  ℝحلّ في  .3 + 𝟐𝒖 = 𝟑… 

𝑢2 + 2𝑢 = 3 ⇒ 𝑢2 + 2𝑢 − 3 = 0
𝑎+𝑏+𝑐=0⇒𝑢1=1;𝑢2=

𝑐

𝑎

⇒                𝑆 = {1 ; −3}  

 حلول المعادلة  استنتاج .4

𝑋 = 𝑥 +
1

𝑥
; ⇒ 𝑋2 + 2𝑋 − 3 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 1 = −3 

⇒ 𝑥 +
1

𝑥
= 𝑥 أو 1 +

1

𝑥
= −3 ⇒

𝑥2−𝑥+1

𝑥
= أو 0

𝑥2+3𝑥+1

𝑥
= 0 (𝑥 ≠ 0) 

⇒ 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0 ⏟          
∆<0⇒𝑆=∅

𝑥2 أو + 3𝑥 + 1 = 0⏟          

∆=5⇒𝑆={
−3−√5

2
;
−3+√5

2
}

 

⇒ 𝑆 = {
−3 − √5

2
;
−3 + √5

2
}  

𝑷(𝒙)حلول المتراجحة :   استنتاج .5 ≤ 𝟎 

𝑥2بما أنّ  − 𝑥 + 1 > 𝑥2من إشارة   𝑃(𝑥)شارة  فإنّ إ 0 + 3𝑥 + 1 

𝑃(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑥2 + 3𝑥 + 1 ≤ 0 ⇒ 𝑥 ∈ [
−3 − √5

2
;
−3 + √5

2
]  
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𝑷(𝟐𝟎𝟐𝟎)إشارة   تعيين .6 × 𝑷(𝟏𝟒𝟒𝟏) × 𝑷(−𝝅) دون حساب 

{
 
 

 
 −3 − √5

2
≈ −2,618

−3 + √5

2
≈ −0,382

𝑃(𝑥) سالب  على المجال  [0,382−;2,618−]
⇒                        {

𝑃(2020) > 0
𝑃(1441) > 0
𝑃(−𝜋) > 0

 

⇒ 𝑃(2020) × 𝑃(1441) × 𝑃(−𝜋) > 0  
 

 

 
 

 التمرين الثالث : 
𝑮𝒎{(𝑨, 𝟐𝒎); (𝑩, 𝟏 −𝒎); (𝑪, 𝟐 −𝒎)} 

 𝑮𝟏النقطة  إنشاء .1

𝐺1{(𝐴, 2); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐴𝐺1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

𝑨𝑮𝒎⃗⃗ة كتاب .2 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ m   ،𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗    ،𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗بدلالة  ⃗   ⃗ 

𝐺𝑚{(𝐴, 2𝑚); (𝐵, 1 − 𝑚); (𝐶, 2 − 𝑚)} ⇒ 𝐴𝐺𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1 − 𝑚

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2 − 𝑚

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

𝑮𝟏𝑮𝒎⃗⃗استنتج أنّ :   .3 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝟏−𝒎

𝟑
 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐺1𝐺𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐺𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −
1

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1 − 𝑚

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2 − 𝑚

3
𝐴𝐶⃗⃗ ⃗⃗   

 =
1 − 𝑚

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1 − 𝑚

3
𝐴𝐶⃗⃗ ⃗⃗  =

1 − 𝑚

3
 (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶) =

1 −𝑚

3
 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 ℝمجموعة الأعداد الحقيقية   𝒎لمّا يمسح  𝑮𝒎نقط مجموعة ال تعيين .4

𝐺1𝐺𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1 −𝑚

3
 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐺1𝐺𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∥ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

        ℝلحقيقية مجموعة الأعداد ا 𝑚لمّا يمسح  𝐺𝑚مجموعة النقط منه نستنتج أنّ 

𝐴𝐷⃗⃗ويوازي  𝐺1هي المستقيم الذي يشمل النقطة  ⃗⃗  ⃗. 
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 لرابع : التمرين ا

 .𝑿قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي  تعيين .1

𝑋 = {10; 20; 30} 

𝒜𝐵 و𝒜𝑉مساحة القرص و   𝒜نسمي    ، 𝒜𝑅  مساحة الدوائر الحمراء، البيضاء

 والخضراء على الترتيب.

𝒜 = 𝜋 × 302 = 900𝜋 𝑐𝑚2 ;  𝒜𝑅 = 𝜋 × 10
2 = 100𝜋 𝑐𝑚2 ; 

𝒜𝐵 = 𝜋(20
2 − 102) = 300𝜋 𝑐𝑚2 ;  𝒜𝑉 = 𝜋(30

2 − 202) = 500𝜋 𝑐𝑚2  

𝑃(𝑋 = 10) =
𝒜𝑅
𝒜
=
1

9
; 𝑃(𝑋 = 20) =

𝒜𝐵
𝒜
=
3

9
; 𝑃(𝑋 = 30) =

𝒜𝑉
𝒜
=
5

9
 

𝑋𝑖 10 20 30 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

9
 

3

9
 

5

9
 

 

 .𝑽(𝑿) والتباين 𝑬(𝑿)الأمل الرياضياتي   حساب .2

𝐸(𝑋) = 10 (
1

9
) + 20 (

3

9
) + 30 (

5

9
) =

220

9
 

𝑉(𝑋) = 102 (
1

9
) + 202 (

3

9
) + 302 (

5

9
) − (

220

9
)
2

=
3800

81
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 التمرين الأول :

 .𝒇جدول تغيرات الدالة  .1

 

 .𝒇إشارة الدالة  ينتعي .2

𝑥من أجل   ∈ ]−∞; 2[ ∪ ]0; 2[ :𝑓(𝑥) < 0 

𝑥من أجل   ∈ ]−2; 0[ ∪ ]2;+∞[ :𝑓(𝑥) > 0 

𝑥من أجل   ∈ {−2; 0; 2} :𝑓(𝑥) = 0 

; 𝒍لدوال منحنيات اإنشاء  يةشرح كيف .3 𝒌 ; 𝒉 ; 𝒈   انطلاقا من المنحنى(𝑪𝒇). 

𝒈(𝒙) .أ = 𝒇(𝒙 + 𝟏). 

;𝑢⃗ (−1سحاب الذي شعاعه لانبا  (𝐶𝑓)هو صورة المنحنى   (𝐶𝑔)المنحنى  0) 

𝒉(𝒙) .ب = 𝒇(𝒙) − 𝟏. 

 𝑣 (0;−1)بالانسحاب الذي شعاعه  (𝐶𝑓)هو صورة المنحنى   (𝐶ℎ)المنحنى 

𝒌(𝒙) .ج = 𝒇(|𝒙|). 

𝑘(−𝑥)]زوجية  𝑘الدالة   = 𝑓(|−𝑥|) = 𝑓(|𝑥|) = 𝑘(𝑥)]  ومن أجل

𝑥 ≥ 𝑘(𝑥)لدينا:  0 = 𝑓(𝑥)  ّالمنحنى ، ومنه نستنتج أن(𝐶𝑘)   ينطبق على

;∞−[على المجال   (𝐶𝑓)المنحنى  ;𝑢⃗ (−1بالانسحاب الذي شعاعه  و [0 0) 

𝒍(𝒙) .د = |𝒇(𝒙)|. 

𝑥من أجل   ∈ ]−∞; 2[ ∪ ]0; 2[ :𝑓(𝑥) < 𝑙(𝑥)، أي 0 = −𝑓(𝑥)  ومنه

 بالنسبة لمحور الفواصل.  (𝐶𝑓)المنحنى يناظر  (𝐶𝑙)المنحنى نستنتج أنّ 

𝑥من أجل   ∈ [−2; 0] ∪ [2;+∞[ :𝑓(𝑥) ≥ 𝑙(𝑥)، أي 0 = 𝑓(𝑥)  ومنه

 .(𝐶𝑓)المنحنى  ينطبق على  (𝐶𝑙)المنحنى نستنتج أنّ 
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 التمرين الثاني : 

(𝒎 + 𝟏)𝒙𝟐 − (𝟐𝒎+ 𝟑)𝒙 +𝒎− 𝟏 = 𝟎… (𝑬𝒎) 

 (𝑬𝒎)حلا للمعادلة  𝟎حتى يكون  𝒎الوسيط الحقيقي  قيم  تعيين .1

(𝐸𝑚)  0 حل للمعادلة ⇒ 𝑚 − 1 = 0 ⇒ 𝑚 = 1  

 الثانيةمعادلة من الدرجة  (𝑬𝒎)حتى تكون  𝒎الوسيط الحقيقي  قيم  تعيين .2

⇒ المعادلة  (𝐸𝑚) من الدرجة  الثانية 𝑚 + 1 ≠ 0 ⇒ 𝑚 ≠ −1 ⇒ 𝑚 ∈ ℝ − {−1}  

 (𝑬𝒎)عدد وإشارة حلول المعادلة  𝒎حسب قيم الوسيط الحقيقي  مناقشة .3

 𝑚 = −1: (𝐸−1) ⇒ −𝑥− 2 = 0 ⇒ 𝑥 = −2  
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 𝑚 ≠ −1: 

∆= (2𝑚 + 3)2 − 4(𝑚 + 1)(𝑚 − 1) = 12𝑚 + 13  

𝑃 =
𝑐

𝑎
=
𝑚 − 1

𝑚 + 1
 ; 𝑆 = −

𝑏

𝑎
=
2𝑚 + 3

𝑚 + 1
 

∆> 0 ⇒ 𝑚 > −
13

12
; 𝑃 > 0 ⇒ 𝑚 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]1;+∞[ 

𝑆 > 0 ⇒ 𝑚 ∈ ]−∞;−
3

2
[ ∪ ]−1;+∞[ 

 
 خلاصة:

𝑚من أجل   ∈ ]−∞;−
13

12
>∆): ليس للمعادلة حل  ] 0) 

𝑚من أجل   = −
13

12
𝑆)با  حلا مضاعفا سال : تقبل المعادلة < =∆ و 0 0) 

𝑚من أجل   ∈ ]−
13

12
; 𝑆): تقبل المعادلة حلين سالبين ]1− < 𝑃 و 0 > 0 ، ∆> 0) 

𝑚من أجل   = 𝑥): تقبل المعادلة حلا وحيدا سالبا  1− = −2) 

𝑚من أجل   ∈ ]−1; 𝑃): تقبل المعادلة حلين مختلفين في الإشارة ]1 < 0) 

𝑚من أجل   = 𝑆)معدوم والآخر موجب : تقبل المعادلة حلين أحدهما 1 > 𝑃 و 0 = 0 ، ∆> 0) 

𝑚من أجل   ∈ 𝑆): تقبل المعادلة حلين موجبين ]∞+;1[ > 𝑃 و 0 > 0 ، ∆> 0) 

𝟐𝟎𝟐𝟎𝒙𝟐إشارة حلول المعادلة   استنتاج .4 − 𝟒𝟎𝟒𝟏𝒙 + 𝟐𝟎𝟏𝟖 = 𝟎 

𝑚)وبالتالي فهي تقبل حلين موجبين  (𝐸2019)هذه المعادلة هي   ∈ ]1;+∞[) 

𝒙𝟏حتى يكون  𝒎لحقيقي  الوسيط ا قيم  تعيين .5 = −𝒙𝟐 + 𝟏  

𝑥1 = −𝑥2 + 1 ⇒ 𝑥1 + 𝑥2 = 1 ⇒ {
∆> 0
𝑆 = 1

⇒ {
∆> 0

2𝑚 + 3

𝑚 + 1
= 1

⇒ {
∆> 0

2𝑚 + 3 = 𝑚 + 1
⇒ {𝑚 ∈ ]−

13

12
;−1[ ∪ ]−1;+∞[

𝑚 = −2

 

2−بما أنّ  < −
13

12
𝑥1حتى يكون   𝑚لـ  ، نستنتج أنّه لا توجد قيم   = −𝑥2 + 1 . 
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 الث : التمرين الث

𝑮{(𝑨, 𝟑); (𝑩,−𝟐); (𝑪, 𝟏)} .𝑰  [ منتصف𝑨𝑪 ،]𝑱 [ منتصف𝑩𝑪] 
,𝑨)}مرجح الجملة المثقلة  𝑲قطة  لنا إنشاءو تعيين .1 𝟑); (𝑪, 𝟏)}   

𝐾{(𝐴, 3); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 𝑮إنشاء النقطة 

𝐺{(𝐴, 3); (𝐵,−2); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐺{(𝐾, 4); (𝐵, −2)} ⇒ 𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

,𝑰)}مرجح الجملة المثقلة   𝑮 أنّ  بيان .2 𝟑); (𝑱, −𝟐)} . 

𝐺{(𝐴, 3); (𝐵,−2); (𝐶, 1)} ⇒ 3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 

⇒ 3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 

⇒ 3(𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) − 2(𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0⃗ ⇒ 6𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗ − 4𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

⇒ 3𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗ − 2𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐺{(𝐼, 3); (𝐽, −2)}  

𝐺{(𝐴, 3); (𝐵,−2); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐺{(𝐴, 3); (𝐶, 3); (𝐵,−2); (𝐶, −2)}

⇒ 𝐺{(𝐼, 6); (𝐽, −4)} ⇒ 𝐺{(𝐼, 3); (𝐽, −2)}  

 (𝑩𝑲)و  (𝑰𝑱)هي نقطة تقاطع المستقيمين  𝑮ج أنّ  اتاستن

{
𝐺{(𝐾, 4); (𝐵,−2)}

𝐺{(𝐼, 3); (𝐽, −2)}
⇒ {
𝐺 ∈ (𝐵𝐾)

𝐺 ∈ (𝐼𝐽)
⇒ 𝐺 ∈ (𝐵𝐾) ∩ (𝐼𝐽)  

  𝑨𝑩𝑰𝑮طبيعة الرباعي  تعيين 
(𝐼𝐽)[، إذن  𝐵𝐶منتصف ] 𝐽[ و𝐴𝐶منتصف ] 𝐼لدينا  ∥ (𝐴𝐵)   أي(𝐼𝐺) ∥ (𝐴𝐵) 

  𝐴𝐵𝐼𝐺، نستنتج أنّ الرباعي 𝐾[ يتناصفان في النقطة  𝐵𝐽[ و ]𝐴𝐼ين ] وبما أنّ القطر
 متوازي أضلاع.

3. 𝑴 نقطة كيفية من المستوي 

= 𝑽⃗⃗أنّ الشعاع   بيان . أ 𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝟐𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  هو شعاع ثابت   

1)ع المعاملات معدوم  مجموبما أنّ  − 2 + 1 =   𝑉⃗نستنتج أنّ الشعاع  (0
 عاع ثابت.وبالتالي فهو ش 𝑀مستقل عن 

= 𝑽⃗⃗بيان أنّ  𝟐 𝑩𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑉⃗ = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ − 2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗  

= 2𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗ ⏟    
0⃗⃗ 

= 2𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  

 ()مجموعة  ال إنشاءو  تعيين .ب

𝑀 ∈ () ⇒ ‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

⇒ 2‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 2‖𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖ ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖  

 .‖ 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗‖وطول نصف قطرها   𝐺هي الدائرة التي مركزها  ()مجموعة  منه نستنتج أنّ ال

 ( مجموعة )تعيين ال . ج

;(𝐴,−2)}مرجح الجملة   ′𝐺لتكن النقطة   (𝐵,−1); (𝐶, 1)} 
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𝑀 ∈ (∆) ⇒ ‖3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖−2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖

⇒ 2‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 2‖𝑀𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐺′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ 

 .[′𝐺𝐺]هي محور القطعة   (∆)منه نستنتج أنّ المجموعة  
 

 
 

 
 

 الرابع : التمرين 

 حتمال الاشجرة إنشاء  .1

 

هو  خضراوينتحقق أنّ احتمال الحصول على كرتين ال 
𝟕

𝟐𝟎
. 

𝑃(𝑉1𝑉2) =
1

2
×
7

10
=
7

20
 

267



 
 

 ب احتمال الحصول على كرتين من نفس اللون.احس .2

𝑃(𝑉1𝑉2) + 𝑃(𝑅1𝑅2) =
7

20
+
4

20
=
11

20
 

3. 𝑽(+𝜶)  ،𝑹(−𝜶). 

العشوائي    تعيين .أ للمتغيرّ  الاحتمال  الرياضياتي  احسو 𝑿قانون  أمله  ب 

𝑬(𝑿). 

𝑋 = {−2𝛼; 0; 2𝛼} 

𝑃(𝑋 = −2𝛼) = 𝑃(𝑅1𝑅2) =
4

20
 

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(𝑉1𝑅2) + 𝑃(𝑅1𝑉2) =
3

20
+
6

20
=
9

20
 

𝑃(𝑋 = 2𝛼) = 𝑃(𝑉1𝑉2) =
7

20
 

𝑋𝑖 −2𝛼 0 2𝛼 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
4

20
 

9

20
 

7

20
 

 

𝐸(𝑋) = −2𝛼 (
4

20
) + 2𝛼 (

7

20
) =

3𝛼

10
 

𝑬(𝑿)كون حتى ي 𝜶قيم العدد الحقيقي   تعيين .ب = 𝟏. 

𝐸(𝑋) = 1 ⇒
3𝛼

10
= 1 ⇒ 3𝛼 = 10 ⇒ 𝛼 =

10

3
 

𝒏 (𝑩)نضيف إلى الصندوق   .4 −  اء ونعيد عملية السحب المبينة أعلاه.حمر رةك 𝟑

 اوين. رضخب احتمال الحصول على كرتين احس . أ

𝑃(𝑉1𝑉2) =
1

2
×

6

𝑛 + 6
=

3

𝑛 + 6
 

حتى  (𝑩)صندوق اء التي ينبغي إضافتها إلى الحمرعدد الكرات ال  تعيين .ب

,𝟎اوين هو ر ضخيكون احتمال سحب كرتين  𝟐𝟓 . 

𝑃(𝑉1𝑉2) = 0,25 ⇒
3

𝑛 + 6
= 0,25 ⇒ 𝑛 + 6 = 12 ⇒ 𝑛 = 6  
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 التمرين الأول :

 بقراءة بيانية:  .1

 .𝒉𝒐𝒇(𝟐) ،𝒈𝒐𝒈(𝟏) ،𝒈𝒐𝒉(𝟕) ،𝒇𝒐𝒉(𝟎):  تعيين .أ

𝑓𝑜ℎ(0) = 𝑓[ℎ(0)] = 𝑓(2) = 3  

𝑔𝑜ℎ(7) = 𝑔[ℎ(7)] = 𝑔(5) = 3  

𝑔𝑜𝑔(1) = 𝑔[𝑔(1)] = 𝑔(1) = 1  

ℎ𝑜𝑓(2) = ℎ[𝑓(2)] = ℎ(3) = 1  

 

 حل المتراجحات التالية:  .ب

𝑓(𝑥) ≤ 3 ⇒ 𝑥 ∈ [−2; 2]  

𝑔(𝑥) > ℎ(𝑥) ⇒ 𝑥 ∈ [
1

2
; 5[   

ℎ(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑥 ∈ ]−∞;+∞[   

 متناقصة تماما. 𝒇المجال التي تكون فيه الدالة  تعيين .ج

𝑥من أجل  متناقصة تماما 𝑓تكون الدالة   ∈ ]−∞; 0[. 

2. 𝒘(𝒙) = 𝒙 − 𝟐 ;  𝒗(𝒙) = √𝟐𝒙 − 𝟏 ;  𝒖(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟏 

  .𝑫𝒗𝒐𝒘 و 𝑫𝒗𝒐𝒖  تعيين .أ

𝐷𝑣𝑜𝑤 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑤و 𝑤(𝑥) ∈ 𝐷𝑣} 

𝑥 ∈ 𝐷𝑤 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ 

𝑤(𝑥) ∈ 𝐷𝑣 ⇒ 𝑤(𝑥) ≥
1

2
⇒ 𝑥 − 2 ≥

1

2
⇒ 𝑥 ≥

5

2
⇒ 𝐷𝑣𝑜𝑤 = [

5

2
;+∞[  

𝐷𝑣𝑜𝑢 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑢و 𝑢(𝑥) ∈ 𝐷𝑣} 

𝑥 ∈ 𝐷𝑢 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ 

𝑢(𝑥) ∈ 𝐷𝑣 ⇒ 𝑢(𝑥) ≥
1

2
⇒ 𝑥2 − 1 ≥

1

2
⇒ 𝑥2 −

3

2
≥ 0

⇒ (𝑥 −
√6

2
)(𝑥 +

√6

2
) ≥ 0

⇒ 𝐷𝑣𝑜𝑢 = ]−∞;−
√6

2
] ∪ [

√6

2
;+∞[  
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 .𝒗𝒐𝒖 و 𝒗𝒐𝒘عبارتي تعيين 

𝑣𝑜𝑢(𝑥) = 𝑣[𝑢(𝑥)] = √2[𝑢(𝑥)] − 1 = √2(𝑥2 − 1) − 1 = √2𝑥2 − 3  

𝑣𝑜𝑤(𝑥) = 𝑣[𝑤(𝑥)] = √2[𝑤(𝑥)] − 1 = √2(𝑥 − 2) − 1 = √2𝑥 − 5  

𝑻(𝒙)المعرفة بـ:  𝑻دالة مجموعة تعريف التعيين  .ب =
𝒗(𝒙)

𝒘(𝒙)
. 

𝐷𝑇 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑣و 𝑥 ∈ 𝐷𝑤و 𝑤(𝑥) ≠ 0} 

{
𝑥 ∈ 𝐷𝑣 ⇒ 𝑥 ∈ [

1

2
;+∞[

𝑥 ∈ 𝐷𝑤 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ

𝑤(𝑥) ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 2

⇒ 𝐷𝑇 = [
1

2
;+∞[ − {2} = [

1

2
; 2[ ∪ ]2;+∞[  

 
 

 التمرين الثاني : 

𝟑√) حساب .1 − 𝟏)
𝟐
𝟑√) و  − √𝟐)

𝟐
 

(√3 − √2)
2
= 5 − 2√6   ;  (√3 − 1)

2
= 4 − 2√3  

 المعادلتين:  ℝحلّ في  .2

𝒙𝟐 − (√𝟐 + √𝟑)𝒙 = 𝟒𝒙𝟐 و 𝟔√− − 𝟐(𝟏 + √𝟑)𝒙 + √𝟑 = 𝟎 

: 𝑥2 − (√2 + √3)𝑥 = −√6 ⇒ 𝑥2 − (√2 + √3)𝑥 + √6 = 0 

∆= (√2 + √3)
2
− 4√6 = 5 − 2√6 = (√3 − √2)

2
⇒ √∆= √3 − √2 

𝑥1 =
(√2 + √3) − (√3 − √2)

2
= √2; 𝑥2 =

(√2 + √3) + (√3 − √2)

2
= √3 

𝑆

= {√2; √3}  

: 4𝑥2 − 2(1 + √3)𝑥 + √3 = 0 

∆= 4(1 + √3)
2
− 16√3 = 16 − 8√3 = 4(4 − 2√3) = [2(√3 − 1)]

2
 

𝑥1 =
2(1 + √3) − 2(√3 − 1)

8
=
1

2
; 𝑥2 =

2(1 + √3) + 2(√3 − 1)

8
=
√3

2
 

𝑆 = {
1

2
;
√3

2
}  

 حلول المعادلتين التاليتين: استنتاج .3

𝒙 − (√𝟐 + √𝟑)√𝒙 + √𝟔 =  و 𝟎
𝟏𝟎𝟎

𝒙𝟐
−
𝟏𝟎(𝟏+√𝟑)

𝒙
+ √𝟑 = 𝟎 
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: 𝑥 − (√2 + √3)√𝑥 + √6 = 0 

𝑋 = √𝑥: ⇒ 𝑋2 − (√2 + √3)𝑋 + √6 = 0
𝑋∈𝑆
⇒   𝑋 = 𝑋 أو 2√ = √3 

⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 2 = 3 ⇒ 𝑆 = {2; 3}  

:
100

𝑥2
−
10(1 + √3)

𝑥
+ √3 = 0 ⇒ 4(

5

𝑥
)
2

− 2(1 + √3) (
5

𝑥
) + √3 = 0 

𝑋 =
5

𝑥
: ⇒ 4𝑋2 − 2(1 + √3)𝑋 + √3 = 0

𝑋∈𝑆
⇒   𝑋 =

1

2
𝑋 أو  =

√3

2
 

⇒
5

𝑥
=
1

2
أو 
5

𝑥
=
√3

2
⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 10 =

10

√3
⇒ 𝑆 = {10;

10√3

3
}  

}حلول الجملة التالية:   تنتاجسا .4
𝜶 + 𝜷 =

𝟏+√𝟑

𝟐

𝜶𝜷 =
√𝟑

𝟒

𝜶حيث   < 𝜷 

{
 
 

 
 
𝛼 + 𝛽 =

1 + √3

2
= 𝑆

𝛼𝛽 =
√3

4
= 𝑃

𝑥2−𝑆𝑥+𝑃=0
⇒        𝑥2 − (

1 + √3

2
)𝑥 +

√3

4
= 0

⇒
4𝑥2 − 2(1 + √3)𝑥 + √3

4
= 0

⇒ 4𝑥2 − 2(1 + √3)𝑥 + √3 = 0
𝑥∈𝑆
⇒   𝛼 =

1

2
; 𝛽 =

√3

2
 

 
 

 
 

 التمرين الثالث : 

  𝜷 ، 𝜶 و 𝜸الأعداد الحقيقية  تعيين .1

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 

⇒ 𝐺{(𝐴, 3); (𝐵,−3); (𝐶, 1)} ⇒ 𝛼 = 3; 𝛽 = −3; 𝛾 = 1  

2. 𝑨𝑩𝑪  مثلث قائم في𝑨  ومتساوي الساقين حيث𝑨𝑩 = 𝟒𝒄𝒎 

,𝑨)}مرجح الجملة   𝑮النقطة   إنشاء .أ 𝟑); (𝑩,−𝟑); (𝑪, 𝟏)} 

𝐺{(𝐴, 3); (𝐵,−3); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  
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𝟑𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗:  بيان أنّ  .ب  ⃗ − 𝟑𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑴𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

3𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟          
0⃗⃗ 

= 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 ( Fمجموعة )ن التعيي .ج

𝑀 ∈ (𝐹) ⇒ ‖3𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗− 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑀𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = 4 ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = 4  

 . 4ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (F)مجموعة  منه نستنتج أنّ ال

 
 

 
 التمرين الرابع : 

(I   ليكن𝑿  ّئي الذي يرفق بكل رمية العدد  ر العشواالمتغي𝐬𝐢𝐧(𝜶 + 𝜷) 

 𝑿 عشوائيلاالقيم الممكنة للمتغيرّ تعيين  .1
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𝑋 ∈ {−1;−
√3

2
;−
1

2
; 0;
1

2
;
√3

2
; 1}  

 𝑿 العشوائيقانون احتمال المتغيرّ  تعيين .2

1 
√3

2
 

1

2
 0 −

1

2
 −

√3

2
 −1 𝑋𝑖 

2

9
 

1

9
 

2

9
 

1

9
 

1

9
 

1

9
 

1

9
 

𝑃(𝑋
= 𝑋𝑖) 

 

 𝑿 العشوائيللمتغيرّ  𝝈(𝑿)والانحراف المعياري   𝑬(𝑿)ب الأمل الرياضي احس .3

𝐸(𝑋) = −1(
1

9
) −

√3

2
(
1

9
) −

1

2
(
1

9
) +

1

2
(
2

9
) +

√3

2
(
1

9
) + 1 (

2

9
) =

1

6
 

𝑉(𝑋) = 1 (
1

9
) +

3

4
(
1

9
) +

1

4
(
1

9
) +

1

4
(
2

9
) +

3

4
(
1

9
) + 1 (

2

9
) − (

1

6
)
2

=
5

4
 

𝜎(𝑋) =
√5

2
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𝒙𝟐 الثانيةحل معادلة من الدرجة  .1 + 𝟑𝒙 − 𝟒 = 𝟎 

w5(EQN)3(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0) 1=(𝑎)3=(𝑏) 
p4=(𝑐)= (1)= (−4) 

𝒙𝟑  حل معادلة من الدرجة الثالثة .2 + 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

w5(EQN)4(𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0) =(𝑎)p6=(𝑏) 
11=(𝑐)p6=(𝑑)=(1)=(2)=(3) 

}  حل جملة معادلتين .3
𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟖
𝟕𝒙 − 𝟒𝒚 = −𝟏

 

w5(EQN)1(𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑦 = 𝑐𝑛) 
2=3=8=7=p4=p1= =(1)= (2) 

𝒇(𝒙)  تعيين نقاط مساعدة لرسم منحنى بياني .4 =
𝒙

𝒙−𝟏
;𝟓−]على المجال    𝟓] 

w7(TABLE)Q) (X) aQ)p1=p5= 
( Start ?بداية المجال)5=( End ? المجالنهاية  )1=( Step ? الخطوة) 

 حساب العدد المشتق  .5

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 2 ; 𝑥0 = 2 : 

qy(
𝑑

𝑑𝑥
)Q)dp2Q)+2$2(𝑥0)=(2) 

 حساب حدود متتالية عددية .6

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

√𝑢𝑛
2+1

; 𝑢0 = 1 : 

aQ)RsQ)d+1r1=(𝑢1 =
√2

2
) 

rM=(𝑢2 =
√3

3
)rM=(𝑢3 =

1

2
) … 

بة لكسر أو جذر .7  لإيجاد القيم المقر 
2

5
+
3

4
=
23

20
= 1,15 : 

a2R5$+a3R4=(
23

20
)n(1,15) 

√2 + √8 = 3√2 : s2$+s8= 
√2 + √8 ≈ 4,24 : s2$+s8q= 
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












  

fiÏ‹y
paäbjnÇa
›ó–€a
Ô„br€a
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10=+

12=❑+❑×

=×◆−❑×

?=◆?=❑?=

1 ⨁ 4 = 5

2 ⨁ 5 = 12

3 ⨁ 6 = 21

8 ⨁ 11 = ?

 ستراحة ا
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 التمرين الأول :

𝒇(𝒙) = 𝟔𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟓 

 ℝالكيفية من   𝒙𝟎القيمة   ندع 𝒇قابلية اشتقاق الدالة   دراسة .1

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ

= lim
ℎ→0

6(𝑥0 + ℎ)
2 + 3(𝑥0 + ℎ) − 5 − 6𝑥0

2 − 3𝑥0 + 5

ℎ

= lim
ℎ→0

6𝑥0
2 + 12𝑥0ℎ + 6ℎ

2 + 3𝑥0 + 3ℎ − 5 − 6𝑥0
2 − 3𝑥0 + 5

ℎ

= lim
ℎ→0

12𝑥0ℎ + 6ℎ
2 + 3ℎ

ℎ
= lim
ℎ→0

12𝑥0 + 6ℎ + 3 = 12𝑥0 + 3  

 .ℝالكيفية من  𝑥0قابلة للاشتقاق عند القيمة   𝑓منه نستنتج أنّ الدالة  

 𝒇′(𝒙)عبارة   استنتاج .2

𝑓′(𝑥0) لدينا = 12𝑥0 + 𝑓′(𝑥)ومنه نستنتج أنّ   3 = 12𝑥 + 3 

,𝒇(𝟏حساب قيمة مقرّبة للعدد   .3 𝟎𝟎𝟏) 

 1الفاصلة  عند (𝐶𝑓)لـ  هي معادلة المماس   1ند ي عماسالتقريب التآلفي الم

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) ≈ 15(𝑥 − 1) + 4 ≈ 15𝑥 − 11 

𝑓(1,001) ≈ 15(1,001) − 11 ≈ 4,015  

 

 
 

 التمرين الثاني : 

𝐬𝐢𝐧 حساب .1 𝒙  و𝐜𝐨𝐬 𝒙  : ّ3علما أن 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 4 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 5 

3 sin 𝑥 + 4 cos 𝑥 = 5 ⇒ sin 𝑥 =
5 − 4 cos 𝑥

3
 

⇒ sin2 𝑥 =
1

9
(16 cos2 𝑥 − 40 cos 𝑥 + 25) 

⇒ 1 − cos2 𝑥 =
1

9
(16 cos2 𝑥 − 40 cos 𝑥 + 25)

⇒ 9 − 9 cos2 𝑥 = 16 cos2 𝑥 − 40 cos 𝑥 + 25 
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⇒ 25 cos2 𝑥 − 40 cos 𝑥 + 16 = 0 ⇒ cos 𝑥 =
4

5
  

sin 𝑥 =
5 − 4 (

4

5
)

3
=
9

15
⇒ sin 𝑥 =

3

5
 

   𝑨 و𝑩العبارتين   تبسيط .2

𝐴 = cos (𝑥 +
𝜋

4
) + cos (𝑥 +

7𝜋

4
) − √2 cos 𝑥 

=
√2

2
cos 𝑥 −

√2

2
sin 𝑥 +

√2

2
cos 𝑥 +

√2

2
sin 𝑥 − √2 cos 𝑥 

= √2 cos 𝑥 − √2 cos 𝑥 ⇒ 𝐴 = 0  

𝐵 = sin (𝑥 +
𝜋

4
) + sin (𝑥 +

7𝜋

4
) − √2 sin 𝑥

=
√2

2
sin 𝑥 +

√2

2
cos 𝑥 +

√2

2
sin 𝑥 −

√2

2
cos 𝑥 − √2 sin 𝑥

= √2 sin 𝑥 − √2 sin 𝑥 ⇒ 𝐵 = 0  

x  :𝐜𝐨𝐬المعادلة ذات المجهول  ℝحلّ في  .3 𝟐𝒙 + √𝟑 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒙 = −𝟏 

cos 2𝑥 + √3 sin 2𝑥 = −1 ⇒ 2(
1

2
cos 2𝑥 +

√3

2
sin 2𝑥) = −1 

⇒
1

2
cos 2𝑥 +

√3

2
sin 2𝑥 = −

1

2
⇒ cos 2𝑥 . cos

𝜋

3
+ sin 2𝑥 . sin

𝜋

3
= −

1

2
 

⇒ cos (2𝑥 −
𝜋

3
) = cos (

2𝜋

3
) ⇒ {

2𝑥 −
𝜋

3
=
2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

2𝑥 −
𝜋

3
= −

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

 

⇒ {
𝑥 =

𝜋

2
+ 𝑘𝜋

𝑥 = −
𝜋

6
+ 𝑘𝜋

⇒ 𝑆 = {
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ; −

𝜋

6
+ 𝑘𝜋}  

𝟐راجحة حلّ المت .4 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 + √𝟑 ≥ [ وتمثيل صور الحلول 2 ; 0في المجال [ 𝟎
 ثلثيةالدائرة المعلى 

2 sin 3𝑥 + √3 ≥ 0 ⇒ sin 3𝑥 ≥ −
√3

2
⇒ −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ≤ 3𝑥 ≤

4𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

⇒ −
𝜋

9
+
2𝑘𝜋

3
≤ 𝑥 ≤

4𝜋

9
+
2𝑘𝜋

3
 

• 𝑘 = 0 ⇒ −
𝜋

9
≤ 𝑥 ≤

4𝜋

9
⇒ 𝑥 ∈ [0;

4𝜋

9
] ∪ [

17𝜋

9
; 2𝜋[ 

• 𝑘 = 1 ⇒
5𝜋

9
≤ 𝑥 ≤

10𝜋

9
⇒ 𝑥 ∈ [

5𝜋

9
;
10𝜋

9
] 
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• 𝑘 = 2 ⇒
11𝜋

9
≤ 𝑥 ≤

16𝜋

9
⇒ 𝑥 ∈ [

11𝜋

9
;
16𝜋

9
] 

⇒ 𝑆 = [0;
4𝜋

9
] ∪ [

5𝜋

9
;
10𝜋

9
] ∪ [

11𝜋

9
;
16𝜋

9
] ∪ [

17𝜋

9
; 2𝜋[  

 
 

 
 :   لثالتمرين الثا

𝑨(𝟐; 𝟐)   ،𝑩(𝟑; 𝟎)  ،(𝑻): 𝒚 = 𝒙 − 𝟐  

 .[𝑶𝑨]محور القطعة  (∆)معادلة ديكارتية للمستقيم   كتابة .1

[𝑂𝐴]  منتصف 𝐼 ⇒ 𝐼(1; 1) ;𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆) ⇒ 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
𝑥 − 1
𝑦 − 1

) ; 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  (
2
2
) ; 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 2(𝑥 − 1) + 2(𝑦 − 1) = 0

⇒ (∆): 𝑥 + 𝑦 − 2 = 0  

 .[𝑶𝑨]التي قطرها   (𝑪)معادلة ديكارتية للدائرة   كتابة .2

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐶) ⇒ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⊥ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
𝑥
𝑦) ; 𝐴𝑀

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (
𝑥 − 2
𝑦 − 2

) ; 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ 𝑥(𝑥 − 2) + 𝑦(𝑦 − 2) = 0

⇒ (𝐶): 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 = 0  

 يطُلب تعيينها.  𝑬في نقطة  (𝑪)مماس للدائرة  (𝑻)أنّ المستقيم  بيان .3

𝑑[𝐼; (𝑇)] =
|1(1) − 1(1) − 2|

√12 + (−1)2
= √2;𝑂𝐴 = √22 + 22 = 2√2 ⇒ 𝑟 = √2 

;𝑑[𝐼بما أنّ  (𝑇)] = 𝑟  ّالمستقيم نستنتج أن(𝑇) مماس للدائرة  (𝐶)   في النقطة𝐸 :حيث 
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𝐸 = (𝐶) ∩ (𝑇) ⇒ {
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 = 0

𝑦 = 𝑥 − 2
 

⇒ 𝑥2 + (𝑥 − 2)2 − 2𝑥 − 2(𝑥 − 2) = 0 ⇒ 2𝑥2 − 8𝑥 + 8 = 0 

⇒ 𝑥2 − 4𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥 = 2 ⇒ 𝐸(2; 0)  

 .(𝑪)خارج الدائرة  قعت 𝑩أنّ النقطة   بيان .4

𝐼𝐵 = √22 + (−1)2 = √5 ; 𝐼𝐵 > 𝑟 ⇒ (𝐶)  تقع  خارج الدائرة 𝐵 النقطة  

. 𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗أنّ  بيان .5 𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 𝟔  

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
2
2
) ; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

3
0
) ⇒ 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2 × 3 = 6  

 . 𝑨𝑶𝑩̂قيس للزاوية   استنتاج

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟    
6

= ‖𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖⏟  
2√2

. ‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖⏟  
3

. cos 𝐴𝑂𝐵̂ ⇒ cos𝐴𝑂𝐵̂ =
𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

‖𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖
=

6

6√2
 

cos 𝐴𝑂𝐵̂ =
√2

2
⇒ 𝐴𝑂𝐵̂ =

𝜋

4
 

 .𝑨𝑶𝑩مساحة المثلث  حساب .6

𝑆 =
1

2
𝑂𝐴. 𝑂𝐵. sin 𝐴𝑂𝐵̂ =

6√2

2
×
√2

2
= 3 𝑐𝑚2  

𝑴𝑶𝟐من المستوي التي تحقق:  𝑴مجموعة النقط  تعيين .7 +𝑴𝑨𝟐 = 𝟖. 

𝑀𝑂2 +𝑀𝐴2 = 8 ⇒ 2𝑀𝐼2 +
1

2
𝑂𝐴2 = 8 ⇒ 2𝑀𝐼2 +

1

2
(2√2)

2
= 8

⇒ 𝑀𝐼2 = 2  

𝑀𝑂2من المستوي التي تحقق:   𝑀منه نستنتج أنّ مجموعة النقط   +𝑀𝐴2 = 8 

 .(𝐶)أي إنهّا الدائرة  2√ونصف قطرها   𝐼هي الدائرة التي مركزها 
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 ل :ن الأوالتمري

𝒇(𝒙) = 𝒂𝒙𝟑 + 𝒃𝒙 + 𝒄 

الحقيقية    تعيين ,𝒄الأعداد  𝒃, 𝒂 المنحن يشمل  عند  𝑨(𝟏;−𝟑)النقطة   (𝑪𝒇)ى  بحيث  ويقبل 

;𝑩(𝟎النقطة  𝒚ذي المعادلة:   (𝑫)مماسا موازيا للمستقيم  (𝟏 = −𝟔𝒙 

 ملاحظة: 

;𝐴(𝑥0النقطة  (𝐶𝑓)يشمل  .1 𝑦0)  :معناه𝑓(𝑥0) = 𝑦0 

;𝐴(𝑥0عند النقطة   (𝐶𝑓)يقبل   .2 𝑦0)  مماسا ميله𝑎 م ذا المعادلة)أو يوازي المستقي    

𝑦 = 𝑎𝑥  :معناه )𝑓(𝑥0) = 𝑦0  و𝑓′(𝑥0) = 𝑎 

;𝐴(𝑥0عند النقطة   (𝐶𝑓)يقبل   .3 𝑦0)  :مماسا يوازي محور الفواصل معناه   

𝑓(𝑥0) = 𝑦0  و𝑓′(𝑥0) = 0 

 

 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ⇒ 𝑓′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 𝑏 

{

𝑓(1) = −3

𝑓(0) = 1

𝑓′(0) = −6

⇒ {
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = −3

𝑐 = 1
𝑏 = −6

⇒ {
𝑎 = 2
𝑏 = −6
𝑐 = 1

⇒ 𝑓(𝑥) = 2𝑥3 − 6𝑥 + 1  

 

 

 
 

 

 :  نيالتمرين الثا

 إنشاء الشكل  .1
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; 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗)حساب أقياس الزوايا الموجهة:  𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )   ،(𝑨𝑭⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )  ،(𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (−𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝜋 = −
𝜋

2
+ 𝜋 =

𝜋

2
 

(𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) − (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜋 − (
𝜋

2
+
𝜋

3
) =

𝜋

6
 

(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

3
−
𝜋

2
= −

5𝜋

6
 

 

; 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗)حيث :  𝒙  العدد الحقيقي تعيين .2 𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝒙  

(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
⇒ 𝑥 =

𝜋

3
 

𝐜𝐨𝐬 حساب : (𝒙 −
𝟑𝟗𝝅

𝟐
)  ، 𝐜𝐨𝐬(𝝅 + 𝒙)  ، 𝐬𝐢𝐧 𝒙  ، 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

cos
𝜋

3
=
1

2
 ;  sin

𝜋

3
=
√3

2
 

cos (
𝜋

3
−
39𝜋

2
) = cos (

𝜋

3
+
𝜋

2
) = −sin (

𝜋

3
) = −

√3

2
  

 cos (𝜋 +
𝜋

3
) = − cos (

𝜋

3
) = −

1

2
 

 

 لتكن العبارتين التاليتين :  .3

𝑨(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 (
𝟓𝝅

𝟐
+ 𝒙) − 𝟐𝐜𝐨𝐬 (

𝟒𝟓𝝅

𝟐
− 𝒙) − 𝟑𝐬𝐢𝐧(𝒙 − 𝟕𝝅) + 𝐬𝐢𝐧 (

𝟕𝝅

𝟐
+ 𝒙) 

𝑩(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬 (
𝟏𝟕𝝅

𝟐
) − 𝐬𝐢𝐧 (

𝟐𝟎𝟏𝟐𝝅

𝟐
+ 𝒙) − 𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟏𝝅 + 𝒙) − 𝐜𝐨𝐬 (𝒙 +

𝟏𝟒𝟑𝟑𝝅

𝟐
) 

 

𝑨(𝒙)أنّ :  بيان . أ = 𝑩(𝒙) 

𝐴(𝑥) = sin (
𝜋

2
+ 𝑥) − 2 cos (

𝜋

2
− 𝑥) − 3 sin(𝑥 − 𝜋) + sin (−

𝜋

2
+ 𝑥) 

= sin (
𝜋

2
+ 𝑥) − 2 cos (

𝜋

2
− 𝑥) + 3 sin(𝜋 − 𝑥) − sin (

𝜋

2
− 𝑥) 

= cos 𝑥 − 2 sin 𝑥 + 3 sin 𝑥 − cos 𝑥 ⇒ 𝐴(𝑥) = sin 𝑥  

𝐵(𝑥) = cos (
𝜋

2
) − sin(𝑥) − sin(𝜋 + 𝑥) − cos (𝑥 +

𝜋

2
) 

= −sin 𝑥 + sin 𝑥 + sin 𝑥 ⇒ 𝐵(𝑥) = sin 𝑥  
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;𝟎]حل في المجال   .ب 𝟐𝝅]  : المعادلة𝑨(𝟐𝒙 −
𝝅

𝟑
) = 𝑩(𝒙 +

𝝅

𝟔
) 

 

𝑠𝑖𝑛 (2𝑥 −
𝜋

3
) = 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 +

𝜋

6
) ⇒ {

2𝑥 −
𝜋

3
= 𝑥 +

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋

2𝑥 −
𝜋

3
= 𝜋 − 𝑥 −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋

 

⇒ {
𝑥 =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

3𝑥 =
7𝜋

6
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑥 =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

𝑥 =
7𝜋

18
+
2𝑘𝜋

3

⇒ 𝑆 = {
𝜋

2
;
7𝜋

18
;
19𝜋

18
;
31𝜋

18
}  

 

 
 التمرين الثالث : 

-I  

 

. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  حساب .1 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  و 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 (𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 لأنّ  المثلث 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. cos 𝐴𝐵𝐶̂⏟    
‖𝐵𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖

‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

= −‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖.
‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
2
= −(2√2)

2
= −8  

𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ت أنّ اثبا .2  ⃗. 𝑩𝜴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 𝟏𝟒  

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝛺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗). 𝐵𝛺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝛺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝛺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    
−8

+ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝛺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟    
‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖.‖𝐵𝛺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝛺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −
8

2
+ 6 × 3 = −4 + 18 = 14  

. 𝜴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗استنتاج أنّ  𝜴𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝟓 
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𝛺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝛺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝛺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)(𝛺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝛺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗2 + 𝛺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝛺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝛺𝐵2 − ‖𝛺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ −
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝛺𝐵2 − ‖𝛺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ +
1

2
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 9 − 18 + 4 = −5  

-II (𝑬): 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟒𝒚 − 𝟓 = 𝟎 

 دائرة يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها.  (𝑬)أنّ  بيان .1

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 5 = 0 ⇒ (𝑥 − 1)2 − 1 + (𝑦 − 2)2 − 4 − 5 = 0

⇒ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 10  

;𝑤(1دائرة مركزها  (𝐸)أنّ  منه نستنتج  𝑟  ونصف قطرها (2 = √10 

2. (𝑫)  مستقيم شعاع ناظمه𝒏⃗⃗ (
𝟏
𝟏
;𝑨(𝟒ويشمل النقطة  ( 𝟑). 

 .(𝑫)معادلة المستقيم  تعيين . أ

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐷) ⇒ 𝑛⃗ . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ 𝑥 − 4 + 𝑦 − 3 = 0 ⇒ 𝑦 = −𝑥 + 7  

 في نقطتين يطُلب تعيينهما.   (𝑬)يقطع الدائرة   (𝑫)المستقيم  نّ أ بيان .ب

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐷) ∩ (𝐸) ⇒ {
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 5 = 0

𝑦 = −𝑥 + 7

⇒ 𝑥2 + (−𝑥 + 7)2 − 2𝑥 − 4(−𝑥 + 7) − 5 = 0

⇒ 2𝑥2 − 12𝑥 + 16 = 0 ⇒ {
𝑥1 = 2
𝑦1 = 5

 ;  {
𝑥2 = 4
𝑦2 = 3

⇒ (𝐷) ∩ (𝐸) = {𝐴(4; 3); 𝐵(2; 5)}  
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 التمرين الأول :

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟗 

 𝒇مشتقة الدالة   ′𝒇 تعيين .1

𝑥لأنهّا دالة كثير حدود، ومن أجل كل   ℝقابلة للاشتقاق على   𝑓لة  داال ∈ ℝ : 

𝑓′(𝑥) = 6𝑥2 + 10𝑥 + 6  

  𝒇اتجاه تغيرّ الدالة  دراسة .2

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 6𝑥2 + 10𝑥 + 6 = 0 ;  ∆= −44 

>∆بما أنّ   𝑎و 0 = 𝑓′(𝑥)فإنّ   6 >  . ℝمتزايدة تماما على  𝑓ومنه الدالة   0

 

 𝒇 الدالة جدول تغيرات

 

𝒚موازية للمستقيم ذي المعادلة:   (𝑪𝒇)مماسات للمنحنى   تعيين .3 = 𝟔𝒙 − 𝟑   

موازي للمستقيم ذي المعادلة:   𝑥0عند الفاصلة   (𝐶𝑓)مماس للمنحنى   (𝑇)نفرض 

𝑦 = 6𝑥 −  ، أي: 6هو  (𝑇)ميل المماس   عني أنّ ، هذا ي3

𝑓′(𝑥0) = 6 ⇒ 6𝑥0
2 + 10𝑥0 + 6 = 6 ⇒ 6𝑥0

2 + 10𝑥0 = 0

⇒ 2𝑥0(3𝑥0 + 5) = 0 ⇒ 𝑥0 = 𝑥0 أو 0 = −
5

3
 

 0عند الفاصلة   (𝑇)، الأول  6يقبل مماسين ميلهما   (𝐶𝑓)لمنحنى امنه نستنتج أنّ 

−عند الفاصلة   (′𝑇)والثاني 
5

3
 . 

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) = 6𝑥 + 9  

(𝑇′): 𝑦 = 𝑓′ (−
5

3
) (𝑥 +

5

3
) + 𝑓 (−

5

3
) = 6 (𝑥 +

5

3
) +

98

27
= 6𝑥 +

368

27
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 التمرين الثاني : 

  Aالنقطة  تمثيل .1

 

 
 

 𝑩(−√𝟐;𝟏)الإحداثيات القطبية للنقطة  تعيين .2

𝑟 = 2 ; cos 𝜃 =
𝑥

𝑟
= −

√3

2
 ; sin 𝜃 =

𝑦

𝑟
=
1

2
 ;  𝜃 =

5𝜋

6
 ; 𝐵 (2;

5𝜋

6
)  

 

𝐬𝐢𝐧المعادلة :  ℝحلّ في  .3 𝒙 − √𝟑𝐜𝐨𝐬 𝒙 = √𝟐. 

 طريقة 

sin 𝑥 − √3 cos 𝑥 = √2 ⇒
1

2
sin 𝑥 −

√3

2
cos 𝑥 =

√2

2
 

⇒ cos
𝜋

6
cos 𝑥 − sin

𝜋

6
sin 𝑥 = −

√2

2
⇒ cos (𝑥 +

𝜋

6
) = cos

3𝜋

4
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⇒ {
𝑥 +

𝜋

6
=
3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

𝑥 +
𝜋

6
= −

3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑥 =

7𝜋

12
+ 2𝑘𝜋

𝑥 = −
11𝜋

12
+ 2𝑘𝜋

 

 طريقة 

sin 𝑥 − √3 cos 𝑥 = √2 ⇒
1

2
sin 𝑥 −

√3

2
cos 𝑥 =

√2

2
 

⇒ sin 𝑥 cos
𝜋

3
− cos 𝑥 sin

𝜋

3
=
√2

2
⇒ sin (𝑥 −

𝜋

3
) = sin

𝜋

4
 

⇒ {
𝑥 −

𝜋

3
=
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

𝑥 −
𝜋

3
= 𝜋 −

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑥 =

7𝜋

12
+ 2𝑘𝜋

𝑥 =
13𝜋

12
+ 2𝑘𝜋

 (
13𝜋

12
= −

11𝜋

12
) 

𝐬𝐢𝐧[ المتراجحة : 2 ; 0حل في المجال [ .4 𝒙 − √𝟑𝐜𝐨𝐬 𝒙 > صور  وتمثيل 𝟐√
 .المثلثيةحلولها على الدائرة 

sin 𝑥 − √3 cos 𝑥 > √2 ⇒ sin (𝑥 −
𝜋

3
) >

√2

2
 

⇒
𝜋

4
< 𝑥 −

𝜋

3
<
3𝜋

4
⇒
7𝜋

12
< 𝑥 <

13𝜋

12
⇒ 𝑆 = ]

7𝜋

12
;
13𝜋

12
[  

 
 

 
 التمرين الثالث : 
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+ 𝑬𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗)أنّ:   بيانأ.     .1 𝑫𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). (𝑬𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝑬𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑬𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑫𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

(𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). (𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    
=0(𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)

+ 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    
=0(𝐷𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)

+ 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

= 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 

𝑬𝑨⃗⃗قيمة  استنتاجب.   ⃗⃗  ⃗. 𝑬𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). (𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −‖𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ + ‖𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = −3 + 12 = 9  

 

𝐜𝐨𝐬(𝑬𝑨⃗⃗ استنتاج، ثمّ  𝑬𝑨 و𝑬𝑩  حسابجـ.   ⃗⃗  ⃗; 𝑬𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

𝐸𝐴2 = 𝐸𝐷2 + 𝐷𝐴2 = 1 + 9 = 10 ⇒ 𝐸𝐴 = √10  

𝐸𝐵2 = 𝐸𝐶2 + 𝐶𝐵2 = 9 + 16 = 25 ⇒ 𝐸𝐵 = 5  

𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. cos(𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

cos(𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
=

9

5√10
=
9√10

50
 

 

 [𝑩𝑪]على   𝑨لنقطة  المسقط العمودي ل 𝑯لتكن   .2

𝑨𝑩أنّ   بيان .أ = √𝟏𝟕 

𝐴𝐵2 = 𝐴𝐻2 + 𝐻𝐵2 = 16 + 1 = 17 ⇒ 𝐴𝐵 = √17  

 

𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  حساب .ب  ⃗. 𝑪𝑬⃗⃗⃗⃗ 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗. 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 3 × 4 = 12  

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 4 × 3 = 12  

 

 (𝑩𝑬)عمودي على   (𝑪𝑨)استنتاج أنّ 

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0

⇒ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ (𝐶𝐴) ⊥ (𝐵𝐸)  
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 التمرين الأول :

 𝒇′(𝟏) ، 𝒇(𝟏) و 𝒇′(𝟐) حساب .1

𝑓(1) = 0 ; 𝑓′(1) = −2 (𝐴 ميل المماس عند النقطة)  ; 𝑓′(2) =   (مماس  أفقي) 0

,𝒄الأعداد الحقيقية   تعيين .2 𝒃, 𝒂 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ⇒ 𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑏 

{

𝑓(1) = 0 

𝑓′(1) = −2

𝑓′(2) = 0

⇒ {
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0… 
2𝑎 + 𝑏 = −2…
4𝑎 + 𝑏 = 0…

;  − ∶ 2𝑎 = 2 ⇒ 𝑎 = 1 

 ∶ 𝑏 = −2𝑎 − 2 = −4; ∶ 𝑐 = −𝑎 − 𝑏 = 3 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 + 3  

 

 
 

 ني : التمرين الثا

 
𝐬𝐢𝐧نعتبر المعادلة :   𝟑𝒙 = −𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙… 

 

 المثلثيةصور الحلول على الدائرة  تمثيلو حل المعادلة  .1

sin 3𝑥 = −sin 2𝑥 ⇒ sin 3𝑥 = sin(−2𝑥) ⇒ {
3𝑥 = −2𝑥 + 2𝑘𝜋
3𝑥 = 𝜋 + 2𝑥 + 2𝑘𝜋

 

⇒ {
5𝑥 = 2𝑘𝜋

𝑥 = (2𝑘 + 1)𝜋
⇒ {

𝑥 =
2𝑘𝜋

5
𝑥 = (2𝑘 + 1)𝜋

⇒ 𝑆 = {
2𝑘𝜋

5
; (2𝑘 + 1)𝜋}  

−𝜋 ≤
2𝑘𝜋

5
≤ 𝜋 ⇒ −1 ≤

2𝑘

5
≤ 1 ⇒ −

5

2
≤ 𝑘 ≤

5

2
 

⇒ 𝑘 ∈ {−2;−1; 0; 1; 2} ⇒ 𝑆 = {−
4𝜋

5
;−
2𝜋

5
; 0;
2𝜋

5
;
4𝜋

5
;−𝜋; 𝜋}  
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𝒙   :𝟒تحقق أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 = 𝟑𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟑𝒙 

sin 3𝑥 = sin(2𝑥 + 𝑥) = sin 2𝑥 cos 𝑥 + cos 2𝑥 sin 𝑥 

= 2 sin 𝑥 cos 𝑥 cos 𝑥 + (1 − 2 sin2 𝑥) sin 𝑥 

= 2 sin 𝑥 cos2 𝑥 + sin 𝑥 − 2 sin3 𝑥 

= 2 sin 𝑥 (1 − sin2 𝑥) + sin 𝑥 − 2 sin3 𝑥 

= −4 sin3 𝑥 + 3 sin 𝑥 

⇒ 4sin3 𝑥 = 3 sin 𝑥 − sin 3𝑥  

𝒙   :𝐬𝐢𝐧كل عدد حقيقي أنّه من أجل  اثبات .3 𝟑𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏) 

4 sin3 𝑥 = 3 sin 𝑥 − sin 3𝑥 

sin 3𝑥 = 3 sin 𝑥 − 4 sin3 𝑥 = sin 𝑥 (3 − 4 sin2 𝑥) 

= sin 𝑥 [3 − 4(1 − cos2 𝑥)] = sin 𝑥 (4 cos2 𝑥 − 1)  

المعادلة:                         هي حلول  المعادلة أنّ حلول  استنتاج .4

𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙) = 𝟎 
sin 3𝑥 = −sin 2𝑥 ⇒ sin 3𝑥 + sin 2𝑥 = 0 

⇒ sin 𝑥 (4 cos2 𝑥 − 1) + 2 sin 𝑥 cos 𝑥 = 0 

⇒ sin 𝑥 (4 cos2 𝑥 − 1 + 2 cos 𝑥) = 0  

المعادلة:                 تحقق تلك التي   تعيين،  المعادلة  من بين حلول  .5

𝟒𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

4 cos2 𝑥 + 2 cos 𝑥 − 1 = 0 ⇒ {
sin 3𝑥 = − sin 2𝑥

sin 𝑥 ≠ 0

⇒ 𝑥 ∈ {−
4𝜋

5
;−
2𝜋

5
;
2𝜋

5
;
4𝜋

5
}  
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𝑿: ع نض .6 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙. 

𝟒𝑿𝟐المعادلة :   ℝحل في  . أ + 𝟐𝑿 − 𝟏 = 𝟎 

4𝑋2 + 2𝑋 − 1 = 0 ⇒ 𝑋1 =
−1 + √5

4
 ;  𝑋2 =

−1 − √5

4
 

𝐜𝐨𝐬قيمة العددين :  استنتاج .ب (
𝟒𝝅

𝟓
) 𝐜𝐨𝐬 و  (

𝟐𝝅

𝟓
). 

{

2𝜋

5
∈ [0;

𝜋

2
]

4𝜋

5
∈ [
𝜋

2
; 𝜋]

⇒ {
cos (

2𝜋

5
) > 0

cos (
4𝜋

5
) < 0

⇒

{
 
 

 
 
cos (

2𝜋

5
) =

−1 + √5

4

cos (
4𝜋

5
) =

−1 − √5

4

 

 

 
 

 ن الثالث : مريالت

 [𝑨𝑩]القطعة منتصف  𝑰إحداثيي النقطة  حساب .1

𝐼 (
−2 + 2

2
;
2 + 2

2
) ⇒ 𝐼(0; 2)  

 

𝑴𝑨𝟐من المستوي:  𝑴أنّ من أجل كل نقطة  بيان .2 +𝑴𝑩𝟐 = 𝟐𝑴𝑰𝟐 +
𝑨𝑩𝟐

𝟐
 

𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 +𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  2 = (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ )
2
+ (𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ )

2

= 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ 2 + 2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ 2 + 2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ 

= 2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ 2 + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ 2 + 2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ (𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ )⏟      
0⃗⃗ 

= 2𝑀𝐼2 + (
1

2
𝐴𝐵)

2

+ (
1

2
𝐴𝐵)

2

= 2𝑀𝐼2 +
𝐴𝐵2

2
 

 

𝑴𝑨𝟐من المستوي حيث:   𝑴أنّ مجموعة النقط  بيان .3 +𝑴𝑩𝟐 = هي دائرة  𝟒𝟎

(𝑪)  يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها 

𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 = 40 ⇒ 2𝑀𝐼2 +
𝐴𝐵2

2
= 40 ⇒ 2𝑀𝐼2 = 40 −

𝐴𝐵2

2

= 40 −
42

2
= 32 ⇒ 𝑀𝐼2 = 16 ⇒ 𝑀𝐼 = 4  

𝑀𝐴2من المستوي حيث:  𝑀أنّ مجموعة النقط  تنتج منه نس +𝑀𝐵2 = هي دائرة   40

(𝐶) ها مركز𝐼 ونصف قطرها  𝑟 = 4 

291



 
 

 الدائرة مع محور الفواصلاطع هذه نقاط تق  تعيين .4

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐶) ∩ (𝑥𝑥′) ⇒ {
𝑥2 + (𝑦 − 2)2 = 16

𝑦 = 0
⇒ {
𝑥2 = 12
𝑦 = 0

⇒ (𝐶) ∩ (𝑥𝑥′) = {𝐷(−2√3; 0); 𝐸(2√3; 0)}  

 (𝑪)تنتمي إلى الدائرة   𝒁(√𝟕;)التي تكون من أجلها النقطة  قيمة  تعيين .5

𝑍(√7; ) ∈ (𝐶) ⇒ √7
2
+ (− 2)2 = 16 ⇒ (− 2)2 = 9 

⇒ − 2 =  سالب)3− ⇒ − سالب 2) ⇒  = −1  

 𝒁في النقطة  (𝑪)للدائرة  (𝑫)معادلة المماس   كتابة .6

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐷) ⇒ 𝑍𝐼⃗⃗⃗⃗ (−√7
3
) . 𝑍𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑥 − √7

𝑦 + 1
) = 0 

⇒ −√7(𝑥 − √7) + 3(𝑦 + 1) = 0 ⇒ −√7𝑥 + 3𝑦 + 10 = 0  
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 ل :ن الأوالتمري

 𝒇جدول تغيرات الدالة  .1

 

−]على المجال  𝒇إشارة الدالة  تعيين .2
𝟏

𝟐
; 𝟒] 

𝑥 ∈ [−
1

2
; 𝛼[ : 𝑓(𝑥) < 0 ; 𝑥 ∈ [𝛼; 4]: 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 𝒇′(𝟐) ، 𝒇(𝟐) و 𝒇′′(𝟐) تعيين .3

𝑓(2) =
5

3
 ; 𝑓′(2) = −1 (𝐵 ميل المماس عند النقطة); 𝑓′′(2) =   (نقطة انعطاف) 0

 𝑨 و 𝑪والمماسين عند النقطتين  (𝑻)  المماس معادلة كتابة .4

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) = −(𝑥 − 2) +
5

3
= −𝑥 +

11

3
… ط 

(𝑇): 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 = −𝑥 +
11

3
 

(𝑎 = 𝐵 ميل المماس عند النقطة ; 𝑏 =  ط …(التقاطع مع محور التراتيب 

(𝑇𝐴): 𝑦 = 𝑓(1) =
7

3
 ; (𝑇𝐶): 𝑦 = 𝑓(3) = 1 (𝑓

′(1) = 𝑓′(3) = 0) 

 

 (𝑪𝒈)رسم و، (𝑪𝒇)انطلاقا من   (𝑪𝒈)شرح كيف يمكن إنشاء   .5

𝑥 ∈ [−
1

2
; 𝛼[ : 𝑓(𝑥) < 0 ⇒ |𝑓(𝑥)| = −𝑓(𝑥) ⇒ 𝑔(𝑥) = −𝑓(𝑥) 

−]على المجال  
1

2
; 𝛼[  يكون(𝐶𝑔) ـ نظيرا ل(𝐶𝑓)  بالنسبة لمحور الفواصل 

𝑥 ∈ [𝛼; 4]: 𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ |𝑓(𝑥)| = 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

;𝛼]على المجال     .(𝐶𝑓)على   (𝐶𝑔)  ينطبق [4
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 التمرين الثاني : 

 تعيين إحداثياتها ، ثمّ 𝑴𝟓 ، 𝑴𝟒 ، 𝑴𝟑 ، 𝑴𝟐 ، 𝑴𝟏النقط تعليم  .1
5𝜋

2
=
4𝜋 + 𝜋

2
= 2𝜋 +

𝜋

2
=
𝜋

2
⇒ 𝑀1(0; 1)  

5𝜋

4
=
4𝜋 + 𝜋

4
= 𝜋 +

𝜋

4
⇒ 𝑀2 (−

√2

2
;−
√2

2
)  

4𝜋

3
=
3𝜋 + 𝜋

3
= 𝜋 +

𝜋

3
⇒ 𝑀3 (−

1

2
;−
√3

2
)  

1437𝜋

6
=
1440𝜋 − 3𝜋

6
= 240𝜋 −

3𝜋

6
= −

𝜋

2
⇒ 𝑀4(0;−1)  

2016𝜋

3
= 672𝜋 = 0 ⇒ 𝑀5(1; 0)  

 

𝑀1 

𝑀2 

𝑀3 
𝑀4 

𝑀5 
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 : 𝑨(𝒙) و 𝑩(𝒙)  العبارتين طسيتب .2

𝐴(𝑥) = cos (
3𝜋

2
+ 𝑥) + cos (

27𝜋

2
− 𝑥) + sin(𝑥 + 3𝜋) − cos(𝑥 − 7𝜋) 

= cos (−
𝜋

2
+ 𝑥) + cos (−

𝜋

2
− 𝑥) + sin(𝑥 + 𝜋) − cos(𝑥 + 𝜋) 

= cos (
𝜋

2
− 𝑥) + cos (

𝜋

2
+ 𝑥) + sin(𝑥 + 𝜋) − cos(𝑥 + 𝜋) 

= sin(𝑥) − sin(𝑥) − sin(𝑥) + cos(𝑥) = cos(𝑥) − sin(𝑥)  

𝐵(𝑥) = cos 𝑥 + cos (
𝜋

2
− 𝑥) + cos (

𝜋

2
+ 𝑥) + cos(𝜋 + 𝑥) 

= cos 𝑥 + sin(𝑥) − sin(𝑥) − cos(𝑥) = 0  

 المعادلتين:   ℝحل في  .3

sin (3𝑥 +
𝜋

3
) = cos (𝑥 +

𝜋

6
) = sin (

𝜋

2
− 𝑥 −

𝜋

6
) = sin (

𝜋

3
− 𝑥)  

3𝑥 +
𝜋

3
=
𝜋

3
− 𝑥 + 2𝑘𝜋 3 أو𝑥 +

𝜋

3
=
2𝜋

3
+ 𝑥 + 2𝑘𝜋 

4𝑥 = 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑥 =

𝑘𝜋

2
𝑥 أو  =

𝜋

6
+ 𝑘𝜋 

𝑆 = {
𝑘𝜋

2
;
𝜋

6
+ 𝑘𝜋}  

cos (𝑥 −
𝜋

3
) = sin 2𝑥 = cos (

𝜋

2
− 2𝑥) 

𝑥 −
𝜋

3
=
𝜋

2
− 2𝑥 + 2𝑘𝜋 أو 𝑥 −

𝜋

3
= −

𝜋

2
+ 2𝑥 + 2𝑘𝜋 

3𝑥 =
5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 أو− 𝑥 = −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

𝑥 =
5𝜋

18
+
2𝑘𝜋

3
𝑥 أو  =

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

𝑆 = {
5𝜋

18
+
2𝑘𝜋

3
;
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋}  

 

 
 التمرين الثالث : 

1. 𝑨(𝟏; √𝟑)   ،𝑪(−√𝟑;𝟏) 

2. 𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑶𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

. 𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗الجداء السلمي   حساب .أ 𝑶𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
1

√3
) . 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−√3

1
) = −√3 + √3 = 0  
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 𝑶𝑨𝑩𝑪طبيعة الرباعي   استنتاج

{

𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

⇒ الرباعي  𝑂𝐴𝐵𝐶 مربع   

 

 𝑩الإحداثيات الديكارتية والقطبية للنقطة   حساب .ب

𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
1

√3
) + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−√3

1
) ⇒ 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (1 − √3

√3 + 1
) ⇒ 𝐵(1 − √3; √3 + 1)  

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 = √(1 − √3)
2
+ (√3 + 1)

2
= √8 = 2√2 

(𝑖 ; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝑖 ; 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝑖 ; 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)⏟    
𝜋

3

+
1

2
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)⏟      

𝜋

2

=
𝜋

3
+
𝜋

4
=
7𝜋

12
 

𝐵 (2√2;
7𝜋

12
)  

 عدد حقيقي موجب تماما 𝜶ليكن   .3

 𝜶ونصف قطرها   𝑶التي مركزها  (𝓒)معادلة الدائرة   𝜶لة بدلا كتابة .أ

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞) ⇒ 𝑂𝑀2 = 𝛼2 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 𝛼2  

 

 (𝓒)مماسا للدائرة   (𝑨𝑪)حتى يكون المستقيم  𝜶العدد الحقيقي   تعيين .ب

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐴𝐶) ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
𝑥 − 1

𝑦 − √3
) ∥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−√3 − 1

1 − √3
)

⇒ (1 − √3)(𝑥 − 1) − (−√3 − 1)(𝑦 − √3) = 0

⇒ (1 − √3)𝑥 + (1 + √3)𝑦 − 4 = 0  

(𝒞) مماس  ل ـ (𝐴𝐶) ⇒ 𝛼 = 𝑑[𝑂; (𝐴𝐶)] =
4

2√2
= √2  

 

 (𝑨𝑪)والمماس  (𝓒)رسم الدائرة   .4

 [𝑩𝑪]منتصف القطعة  𝑫حيث   𝑶𝑨𝑫مساحة المثلث  حساب .5

 . لدينا:(𝑂𝐴)على   𝐷المسقط العمودي للنقطة  𝐻لتكن النقطة 

𝑆𝑂𝐴𝐷 =
𝑂𝐴 × 𝐷𝐻

2
=
𝑂𝐴 × 𝐴𝐵

2
= 2 𝑢𝑎  
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 التمرين الأول :

 التالي:  جدولل الااكم .1

5 3 1 𝑥 

−2 0 2 𝑓′(𝑥) 
2 4 2 𝑓(𝑥) 

 

 

 𝑪عند النقطة  (𝑪𝒇)معادلة المماس للمنحنى  استنتاج .2

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(5)(𝑥 − 5) + 𝑓(5) = −2(𝑥 − 5) + 2 ⇒ 𝑦 = −2𝑥 + 12  

 𝒇جدول تغيرّات الدالة  استنتاجثمّ  𝒇′(𝒙)إشارة  دراسة .3

;∞−[متزايدة على المجال   𝑓بما أنّ الدالة   ;3]ومتناقصة على المجال   [3 +∞[ ،

;∞−[موجبة على المجال   𝑓′(𝑥)فإنّ   ;3]وسالبة على المجال   [3 +∞[  . 

 
𝒇′(𝒙)مجموعة حلول المتراجحة:  استنتاج .4 ≤ 𝟎 

𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑥 ∈ [3;+∞[ ⇒ 𝑆 = [3;+∞[  

𝒇′(𝒙)حل بيانيا المعادلة:   .5 = 𝟐 

𝑓′(𝑥)المعادلة:   ولحل = مماسا  (𝐶𝑓)ل عندها المنحنى نقط التي يقبهي فواصل ال 2

النقطة 2ميله   المماس عند  أنّ  له    2ميله   𝐵، وبما  ولا توجد مماسات أخرى موازية 

 نستنتج أنّ:  

𝑓′(𝑥) = 2 ⇒ 𝑥 = 1 ⇒ 𝑆 = {1}  

 

 
 ي : التمرين الثان

𝐬𝐢𝐧المعادلة:  ℝحل في  .1 (
𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒙) =

𝟏

𝟐
 

sin (
𝜋

4
+ 2𝑥) =

1

2
⇒ sin (

𝜋

4
+ 2𝑥) = sin

𝜋

6
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𝜋

4
+ 2𝑥 =

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 أو 

𝜋

4
+ 2𝑥 =

5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

2𝑥 =
𝜋

6
−
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 =

5𝜋

6
−
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

𝑥 = −
𝜋

24
+ 𝑘𝜋 أو 𝑥 =

7𝜋

24
+ 𝑘𝜋 

𝑆 = {−
𝜋

24
+ 𝑘𝜋;

7𝜋

24
+ 𝑘𝜋}  

𝑨(𝒙)نعتبر العبارة:   .2 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟓𝐬𝐢𝐧 𝒙 . 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟑 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

)𝑨  حساب .أ
𝝅

𝟐
) 

𝐴 (
𝜋

2
) = 2 cos2 (

𝜋

2
) + 5 sin (

𝜋

2
)

⏟    
1

. cos (
𝜋

2
)

⏟    
0

− 3 sin2 (
𝜋

2
) = −3  

أنّ:    بيان .ب
𝟏

𝟐
(𝟓 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 − 𝟏) = 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟑𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

1

2
(5 cos 2𝑥 − 1) =

1

2
[5(cos2 𝑥 − sin2 𝑥) − (cos2 𝑥 + sin2 𝑥)]

=
1

2
(4 cos2 𝑥 − 6 sin2 𝑥) = 2 cos2 𝑥 − 3 sin2 𝑥  

𝑨(𝒙)أنّ:  استنتاج .ج =
𝟏

𝟐
(𝟓 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝟓𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 − 𝟏) 

𝐴(𝑥) = 2 cos2 𝑥 + 5 sin 𝑥 . cos 𝑥 − 3 sin2 𝑥

= (2 cos2 𝑥 − 3 sin2 𝑥) +
5

2
(2 sin 𝑥 . cos 𝑥)

=
1

2
(5 cos 2𝑥 − 1) +

5

2
sin 2𝑥

=
1

2
(5 cos 2𝑥 + 5 sin 2𝑥 − 1)  

𝑨(𝒙)أنّ:   بيانأ.     .3 =
√𝟐

𝟐
[𝟓 𝐬𝐢𝐧 (𝟐𝒙 +

𝝅

𝟒
) −

√𝟐

𝟐
] 

𝐴(𝑥) =
1

2
(5 cos 2𝑥 + 5 sin 2𝑥 − 1) 

=
√2

2
(5
√2

2
cos 2𝑥 + 5

√2

2
sin 2𝑥 −

√2

2
) 

=
√2

2
(5 sin

𝜋

4
cos 2𝑥 + 5 cos

𝜋

4
sin 2𝑥 −

√2

2
) 
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=
√2

2
[5 (sin

𝜋

4
cos 2𝑥 + cos

𝜋

4
sin 2𝑥) −

√2

2
] 

=
√2

2
[5 sin (2𝑥 +

𝜋

4
) −

√2

2
] 

𝟐𝑨(𝒙)للمعادلة:   استنتاج حلب.  + 𝟏 =
𝟓√𝟐

𝟐
;𝟎[في المجال  

𝝅

𝟐
[ 

2𝐴(𝑥) + 1 =
5√2

2
⇒ √2 [5 sin (2𝑥 +

𝜋

4
) −

√2

2
] + 1 =

5√2

2
 

⇒ 5√2sin (2𝑥 +
𝜋

4
) =

5√2

2
⇒ sin (2𝑥 +

𝜋

4
) =

1

2
 

⇒ sin (2𝑥 +
𝜋

4
) = sin

𝜋

6
 

⇒ 2𝑥 +
𝜋

4
=
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 +

𝜋

4
=
5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

⇒ 𝑥 = −
𝜋

24
+ 𝑘𝜋 أو 𝑥 =

7𝜋

24
+ 𝑘𝜋 ⇒ 𝑆 = {

7𝜋

24
}  

 

 
 التمرين الثالث : 

. 𝒖⃗⃗أنّ:   بيان .1 𝒗⃗⃗ =
𝟏

𝟐
(‖𝒖⃗⃗ + 𝒗⃗⃗ ‖𝟐 − ‖𝒖⃗⃗ ‖𝟐 − ‖𝒗⃗⃗ ‖𝟐) 

‖𝑢⃗ + 𝑣 ‖2 = ‖𝑢⃗ ‖2 + ‖𝑣 ‖2 + 2𝑢⃗ . 𝑣 ⇒ 2𝑢⃗ . 𝑣 = ‖𝑢⃗ + 𝑣 ‖2 − ‖𝑢⃗ ‖2 − ‖𝑣 ‖2

⇒ 𝑢⃗ . 𝑣 =
1

2
(‖𝑢⃗ + 𝑣 ‖2 − ‖𝑢⃗ ‖2 − ‖𝑣 ‖2)  

2. 𝑨(𝟑; 𝟐)   ،𝑩(𝟎; 𝟓)  ،𝑪(−𝟐;−𝟏) 

𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗ و  𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗طويلة كل من الأشعة:   حساب .أ  ⃗ ، 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √(−3)2 + 32 = 3√2 

‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √(−5)2 + (−3)2 = √34 

‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √(−2)2 + (−6)2 = 2√10 

 الجداءات السلمية التالية: حساب .ب

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−3
3
) . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

−5
−3
) = 15 − 9 = 6   

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
5
3
) . 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

2
6
) = 10 + 18 = 28   
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𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−2
−6
) . 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

3
−3
) = −6 + 18 = 12   

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗). 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 6 − 28

= −22  

+ 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ استنتاج .ج 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
2
= ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
+ ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
+ 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 18 + 34 + 12 = 64

⇒ ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 8  

 بالتدوير إلى الدرجة 𝑨𝑪𝑩̂ و 𝑩𝑨𝑪̂لزاويتين:  ا حساب قيس .د

𝐴𝐵2 = 𝐴𝐶2 + 𝐵𝐶2 − 2𝐴𝐶. 𝐵𝐶. cos 𝐴𝐶𝐵̂ 

cos 𝐴𝐶𝐵̂ =
𝐴𝐶2 + 𝐵𝐶2 − 𝐴𝐵2

2𝐴𝐶. 𝐵𝐶
=
34 + 40 − 18

2√34 × √40
≈ 0,76 ⇒ 𝐴𝐶𝐵̂ ≈ 41°  

𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 2𝐴𝐵. 𝐴𝐶. cos 𝐵𝐴𝐶̂ 

cos 𝐵𝐴𝐶̂ =
𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 𝐵𝐶2

2𝐴𝐵. 𝐴𝐶
=
18 + 34 − 40

6√2 × √34
≈ 0,24 ⇒ 𝐵𝐴𝐶̂ ≈ 76°  
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 تمرين الأول :ال

  (T)معامل توجيه المماس  تعيين .1

;𝐴(0هما  (𝑇)نقطتين من   نأخذ (𝑇)تعيين معامل توجيه المماس  ل ;𝐵(1و  (3 0) 

𝑓′(0) =
𝑦𝐵 − 𝑦𝐴
𝑥𝐵 − 𝑥𝐴

= −
3

1
= −3  

2. 𝒈(𝒙) = 𝒂𝒙 + 𝒃 +
𝒄

𝒙+𝟏
 

   a ،b ،cالأعداد الحقيقية  تعيين .أ

𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥 + 1
⇒ 𝑔′(𝑥) = 𝑎 −

𝑐

(𝑥 + 1)2
 

{

𝑔(0) = 3

𝑔′(0) = −3

𝑔′(1) = 0

⇒ {

𝑏 + 𝑐 = 3
𝑎 − 𝑐 = −3

𝑎 −
𝑐

4
= 0

⇒ {
𝑏 = 3 − 𝑐
𝑎 = −3 + 𝑐
𝑐 = 4𝑎

⇒ {
𝑏 = 3 − 𝑐
𝑎 = −3 + 4𝑎
𝑐 = 4𝑎

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = −1
𝑐 = 4

⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 1 +
4

𝑥 + 1
 

  )g C(  معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى  تعيين .ب

𝑥 =  تقيم مقارب يوازي محور التراتيب مس 1−

 (T)معادلة المماس  كتابة .ج

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = −3𝑥 + 3  

𝒇(𝒙)عدد وإشارة حلول المعادلة  ل mحسب قيم  ةبيانيال ةناقشالم .3 = −𝟐𝒎 

2𝑚−من أجل   • < 𝑚أي  2 >  : لا تقبل المعادلة حلولا 1−

2𝑚−من أجل   • = 𝑚أي  2 =  موجبا مضاعفا  : تقبل المعادلة حلا1−

2من أجل   • < −2𝑚 < −أي  3
3

2
< 𝑚 <  ين موجبين : تقبل المعادلة حل1−

2𝑚−من أجل   • = 𝑚 أي 3 = −
3

2
 معدوما وآخر موجبا  : تقبل المعادلة حلا

2𝑚−من أجل   • > 𝑚أي  3 < −
3

2
 سالبا وآخر موجبا.  : تقبل المعادلة حلا

 

 
 التمرين الثاني : 

; 𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗)لزوايا الموجهة: لالقيس الرئيسي  تعيين .1 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗), (𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑱𝑲⃗⃗⃗⃗  ⃗), (𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗) 
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(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (−𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝜋 = −
𝜋

3
+ 𝜋 =

2𝜋

3
 

(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋  (شعاعان مرتبطان  خطيا متعاكسان في الاتجاه ) 

(𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ; −𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝜋 =
𝜋

6
+ 𝜋 =

7𝜋

6
 

; 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗)أنّ  لاحظ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗)منصف الزاوية   (𝐴𝐼)لأنّ  (⃗   ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝑯𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗)القيس الرئيسي لكل من الزاويتين الموجهتين:   تعيين .2  ; 𝑬𝑭⃗⃗⃗⃗  ⃗), (𝑬𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ; 𝑭𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

 

(𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + (𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + (𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

=
𝜋

4
+
1

2
(𝜋 −

𝜋

6
) =

𝜋

4
+
5𝜋

12
=
8𝜋

12
=
2𝜋

3
 

(𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −(𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −(𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗; −𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜋 − (𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

= 𝜋 − [(𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) − (𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)] = 𝜋 − (
5𝜋

12
−
𝜋

4
) =

5𝜋

6
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 التمرين الثالث : 

𝑨𝑩𝑪  مثلث حيث𝑨𝑪 = 𝟓 ، 𝑨𝑩 =
𝟓√𝟑

𝟐
; 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗)و   𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

𝟓𝝅

𝟔
 

. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗أنّ:   بيان .1 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝟕𝟓

𝟒
 

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; −𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝜋 = −
5𝜋

6
+ 𝜋 =

𝜋

6
 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. cos(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
5√3

2
× 5 ×

√3

2
=
75

4
 

 باستعمال مبرهنة الكاشي 𝑩𝑪الطول   حساب .2

𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
75

4
+ 25 −

75

2
=
25

4
⇒ 𝐵𝐶 =

5

2
 

 وحساب مساحته 𝑨𝑩𝑪عة المثلث  د طبييحدت .3

𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 =
75

4
+
25

4
= 25 = 𝐴𝐶2 ⇒ 𝐵 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
𝐴𝐵 × 𝐵𝐶

2
=
25√3

8
 𝑢𝑎  
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 التمرين الأول :

 : 𝒇(𝒙)إشارة   تعيين .1

• 𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]0; 3[ ∶ 𝑓(𝑥) < 0 

• 𝑥 ∈ ]−1; 0[ ∪ ]3;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) > 0 

• 𝑓(0) = 𝑓(3) = 0 

2. 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+𝑑
  

,𝒅بدلالة  𝒇′(𝒙)حساب   .أ 𝒄, 𝒃, 𝒂 

𝑓′(𝑥) = 𝑎 −
𝑐

(𝑥 + 𝑑)2
 

𝒅إثبات أن:  .ب = 𝟏 , 𝒄 = 𝟒 , 𝒃 = −𝟒 , 𝒂 = 𝟏 

𝐷𝑓 = ℝ − {−1} ⇒ −1 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 1  

{

𝑓′(1) = 0

𝑓(0) = 0

𝑓(1) = −1

⇒

{
 
 

 
 𝑎 −

𝑐

4
= 0

𝑏 + 𝑐 = 0

𝑎 + 𝑏 +
𝑐

2
= −1

⇒

{
 
 

 
 𝑎 =

𝑐

4
𝑏 = −𝑐

−
𝑐

4
= −1

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = −4
𝑐 = 4

 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 4 +
4

𝑥 + 1
 

 - 3التي معامل توجيهها يساوي  )f C(إيجاد المماسات للمنحنى  .ج

𝑓′(𝑥) = −3 ⇒ 1 −
4

(𝑥 + 1)2
= −3 ⇒ −

4

(𝑥 + 1)2
= −4 

⇒ (𝑥 + 1)2 = 1 ⇒ 𝑥 + 1 = 𝑥 أو 1 + 1 = −1 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 0 = −2 

(𝑇0): 𝑦 = 𝑓
′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = −3𝑥  

(𝑇−2): 𝑦 = 𝑓
′(−2)(𝑥 + 2) + 𝑓(−2) ⇒ 𝑦 = −3𝑥 − 16  

 

 

 
 

 التمرين الثاني : 

−القيس الرئيسي لزاوية موجهة قيسها   تعيين .1
𝟏𝟐𝟕𝝅

𝟒
 

−𝜋 < −
127𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 ≤ 𝜋 ⇒ −1 < −

127

4
+ 2𝑘 ≤ 1 ⇒

123

8
< 𝑘 ≤

131

8

⇒ 𝑘 = 16 ⇒ 𝛼 = −
127𝜋

4
+ 32𝜋 =

𝜋

4
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−صور الأعداد:  المثلثيةعلم على الدائرة  .2
𝟓𝝅

𝟑
,
𝟐𝟎𝟏𝟗𝝅

𝟒
,
𝟐𝝅

𝟑
 

2019𝜋

4
=
2016𝜋 + 3𝜋

4
= 504𝜋 +

3𝜋

4
=
3𝜋

4
 

−
5𝜋

3
=
−6𝜋 + 𝜋

3
= −2𝜋 +

𝜋

3
=
𝜋

3
 

 

𝐜𝐨𝐬:  تعيين .3 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) , 𝐜𝐨𝐬(𝝅 − 𝒙) , 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

cos2 𝑥 = 1 − sin2 𝑥 = 1 − (
3

8
)
2

=
55

64
⇒ cos 𝑥 = −

√55

8
 

cos(𝜋 − 𝑥) = − cos 𝑥 =
√55

8
 ; cos (

𝜋

2
− 𝑥) = sin 𝑥 =

3

8
 

𝐬𝐢𝐧المعادلة:  ℝحل في  .4 (𝟐𝒙 +
𝟐𝝅

𝟑
) = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

sin (2𝑥 +
2𝜋

3
) = cos 𝑥 ⇒ sin (2𝑥 +

2𝜋

3
) = sin (

𝜋

2
+ 𝑥) 

2𝑥 +
2𝜋

3
=
𝜋

2
+ 𝑥 + 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 +

2𝜋

3
=
𝜋

2
− 𝑥 + 2𝑘𝜋 

𝑥 = −
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 = −

𝜋

18
+
2𝑘𝜋

3
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𝑆 = {−
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 ; −

𝜋

18
+
2𝑘𝜋

3
}  

;𝝅−[حل في المجال   .5 𝟐𝝅]  :المتراجحة𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 >
√𝟑

𝟐
 

sin 2𝑥 >
√3

2
⇒
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 < 2𝑥 <

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒

𝜋

6
+ 𝑘𝜋 < 𝑥 <

𝜋

3
+ 𝑘𝜋 

𝑘 = −1 ⇒ −
5𝜋

6
< 𝑥 < −

2𝜋

3
 ;  𝑘 = 0 ⇒

𝜋

6
< 𝑥 <

𝜋

3
 

𝑘 = 1 ⇒
7𝜋

6
< 𝑥 <

4𝜋

3
 ; 𝑆 = ]−

5𝜋

6
;−
2𝜋

3
[ ∪ ]

𝜋

6
;
𝜋

3
[ ∪ ]

7𝜋

6
;
4𝜋

3
[  

أنّ:  اثبات .6
𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟖
− 𝐬𝐢𝐧

𝟑𝝅

𝟖
+ 𝐬𝐢𝐧

𝟓𝝅

𝟖
− 𝐬𝐢𝐧

𝟕𝝅

𝟖
= 𝟎…

𝐬𝐢𝐧𝟐
𝝅

𝟖
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐

𝟑𝝅

𝟖
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐

𝟓𝝅

𝟖
+ 𝐬𝐢𝐧𝟐

𝟕𝝅

𝟖
= 𝟐…

 

sin 𝑎 − sin 𝑏 = 2 sin (
𝑎 − 𝑏

2
) cos (

𝑎 + 𝑏

2
) ; 2 sin2 𝑥 = 1 − cos 2𝑥 ∶ تذكير   

 sin
𝜋

8
− sin

3𝜋

8
+ sin

5𝜋

8
− sin

7𝜋

8
= sin

𝜋

8
− sin

7𝜋

8
+ sin

5𝜋

8
− sin

3𝜋

8
 

= 2 sin(

𝜋

8
−
7𝜋

8

2
)cos(

𝜋

8
+
7𝜋

8

2
) + 2 sin (

5𝜋

8
−
3𝜋

8

2
)cos(

5𝜋

8
+
3𝜋

8

2
) 

= 2 sin (−
3𝜋

8
) cos (

𝜋

2
) + 2 sin (

𝜋

8
) cos (

𝜋

2
) = 0  

 sin2
𝜋

8
+ sin2

3𝜋

8
+ sin2

5𝜋

8
+ sin2

7𝜋

8
 

=
1

2
(2 sin2

𝜋

8
+ 2 sin2

3𝜋

8
+ 2 sin2

5𝜋

8
+ 2 sin2

7𝜋

8
) 

=
1

2
(1 − cos

𝜋

4
+ 1 − cos

3𝜋

4
+ 1 − cos

5𝜋

4
+ 1 − cos

7𝜋

4
) 

=
1

2
(1 −

√2

2
+ 1 +

√2

2
+ 1 +

√2

2
+ 1 −

√2

2
) =

4

2
= 2  

 لكل زاوية من الزوايا الموجهة التالية:   تعيين قيس .7

(𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑭𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;  (𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;  (𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑫𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;  (𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;  (𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ;  (𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝑫𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (−𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝜋 + (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝜋 +
𝜋

2
+
𝜋

3
=
11𝜋

6
 

(𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0  
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(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (−𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜋 + (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜋 +
𝜋

2
=
3𝜋

2
 

(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (−𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝜋 + (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝜋 +
𝜋

2
+
𝜋

3
+
𝜋

3
=
13𝜋

6
=
𝜋

6
 

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

𝜋

4
 

(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; −𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝜋 + (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝜋 +
𝜋

6
=
7𝜋

6
… ط 

(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐹𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
+
𝜋

3
+
𝜋

3
=
7𝜋

6
… ط 

 

 
 التمرين الثالث : 

. 𝑪𝑰⃗⃗⃗⃗تحقق أنّ:  ال .1 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗𝟐  

⊥ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗بما أنّ  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ومنه: (𝐴𝐶)على   𝐼هي المسقط العمودي للنقطة  𝐴فالنقطة  ⃗ 

𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗2  

 𝑨𝑪𝑰̂استنتاج قيس الزاوية  

𝐶𝐼2 = 𝐶𝐴2 + 𝐴𝐼2 = 20 ⇒ 𝐶𝐼 = 2√5 

𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. cos 𝐴𝐶𝐼̂ ⇒ cos𝐴𝐶𝐼̂ =
𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
=

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗2

‖𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖. ‖𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
 

cos 𝐴𝐶𝐼̂ =
16

8√5
≈ 0,89 ⇒ 𝐴𝐶𝐼̂ ≈ 26,57°  

𝑱𝑲⃗⃗⃗⃗  حساب .2  ⃗. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و 𝑱𝑲⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑱𝑨⃗⃗⃗⃗  

𝐶𝐽

𝐶𝐴
=
𝐶𝐾

𝐶𝐼
=
1

2  نظرية طاليس  العكسية 
⇒          𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ ∥ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ . 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ = 0  

{
𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ =

1

2
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗
⇒ 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ =

1

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2 ⇒ 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4  

 متعامدان  (𝑨𝑲)و (𝑱𝑩)أنّ المستقيمين   بيان .3

𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)(𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ ⏟  
−4

+ 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ . 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ ⏟  
0

+ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ ⏟  
0

+ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ ⏟  
4

 

𝐽𝐵⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ (𝐽𝐵) ⊥ (𝐴𝐾)  
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 𝑨𝑯  حساب .4

𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 = 32 ⇒ 𝐵𝐶 = 4√2 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
𝐴𝐵 × 𝐴𝐶

2
=
𝐵𝐶 × 𝐴𝐻

2
⇒ 𝐴𝐻 =

𝐴𝐵 × 𝐴𝐶

𝐵𝐶
=
16

4√2
= 2√2  
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 التمرين الأول :

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑  

𝒙𝟎قابلة للاشتقاق عند   𝒇ت أنّ الدالة اثبا .1 =  .𝒇′(𝟐)ج اواستنت 𝟐

lim
ℎ→0

𝑓(2 + ℎ) − 𝑓(2)

ℎ
= lim
ℎ→0

(2 + ℎ)2 − 2(2 + ℎ) + 3 − 3

ℎ
 

= lim
ℎ→0

ℎ2 + 4ℎ + 4 − 4 − 2ℎ

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ2 + 2ℎ

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ + 2 = 2  

𝑥0قابلة للاشتقاق عند  𝑓أنّ الدالة  نستنتج منه  = 𝑓′(2) و 2 = 2. 

 

 . 2النقطة التي فاصلتها  عند (𝑪𝒇)للمنحنى   (𝑻)معادلة المماس  ةباكت .2

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) = 2(𝑥 − 2) + 3 ⇒ (𝑇): 𝑦 = 2𝑥 − 1  

 

;∞−[ و ]∞+;𝟏]على المجالين   𝒇اتجاه تغيرّ الدالة  ةسادر .3 𝟏] ، 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 2 ;  𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 2𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 1  

𝑥من أجل   • ∈ ]−∞; 1] ،𝑓′(𝑥) ≤ ;∞−[متناقصة على المجال   𝑓ومنه الدالة   0 1] 

𝑥من أجل   • ∈ [1; +∞[ ،𝑓′(𝑥) ≥ ;1]ة على المجال  يدازمت 𝑓ومنه الدالة   0 +∞[. 

 

 .𝒇الدالة  دول تغيراتج

 
𝒙ذا المعادلة   (∆)أنّ المستقيم ت اثبا .4 =  .(𝑪𝒇)محور تناظر للمنحنى   𝟏

{
𝑥 = 𝑋 + 1
𝑦 = 𝑌

 

𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 + 3 ⇒ 𝑌 = (𝑋 + 1)2 − 2(𝑋 + 1) + 3 ⇒ 𝑌 = 𝑋2 + 2 

𝑋2بما أنّ الدالة   + 𝑋ياني يقبل محور تناظر معادلته  ، فإنّ منحناها البزوجية 2 = 0 

𝑥أنّ المستقيم ذا المعادلة  ومنه نستنتج  =  . (𝐶𝑓)اظر للمنحنى  ر تنمحو 1

310



 
 

 .(𝑪𝒇)والمنحنى   (𝑻)ماس رسم الم .5

 
 

 
 التمرين الثاني : 

𝑷(𝒙)نعتبر العبارة:   = 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟏𝟎 𝐬𝐢𝐧𝒙 . 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

𝒙  :𝟐أنّ من أجل كل   بيان .1 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝟏𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 = 𝟕 + 𝟓 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙 

7 + 5 cos 2𝑥 = 7(cos2 𝑥 + sin2 𝑥) + 5(cos2 𝑥 − sin2 𝑥)

= 12 cos2 𝑥 + 2 sin2 𝑥  

𝑷(𝒙)أنّ:  جاستنتا .2 = 𝟕 + 𝟓√𝟐𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝒙 +
𝝅

𝟒
) 

𝑃(𝑥) = 2 sin2 𝑥 − 10 sin 𝑥 . cos 𝑥 + 12 cos2 𝑥

= (2 sin2 𝑥 + 12 cos2 𝑥) − 5(2 sin 𝑥 . cos 𝑥)

= 7 + 5 cos 2𝑥 − 5 sin 2𝑥 = 7 + 5(cos 2𝑥 − sin 2𝑥)

= 7 + 5√2(
√2

2
cos 2𝑥 −

√2

2
sin 2𝑥)

= 7 + 5√2 (cos
𝜋

4
cos 2𝑥 − sin

𝜋

4
sin 2𝑥)

= 7 + 5√2 cos (2𝑥 +
𝜋

4
)  
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𝑷(𝒙)المعادلة:   [𝝅;𝝅−[حل في المجال   .3 =  صور الحلول على الدائرة  تمثيلو 𝟕

𝑃(𝑥) = 7 ⇒ 5√2 cos (2𝑥 +
𝜋

4
) = 0 ⇒ cos (2𝑥 +

𝜋

4
) = cos

𝜋

2
 

2𝑥 +
𝜋

4
=
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 +

𝜋

4
= −

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

2𝑥 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 = −

3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋  

𝑥 =
𝜋

8
+ 𝑘𝜋 أو 𝑥 = −

3𝜋

8
+ 𝑘𝜋 

 

𝑘 = −1: 𝑥 = −
7𝜋

8
 ;  𝑘 = 0: 𝑥 ∈ {−

3𝜋

8
;
𝜋

8
} ;  𝑘 = 1: 𝑥 =

5𝜋

8
 

𝑆 = {−
7𝜋

8
;−
3𝜋

8
;
𝜋

8
;
5𝜋

8
}  

 

 
 

−[حل في المجال   .4
𝟓𝝅

𝟖
;
𝟑𝝅

𝟖
𝑷(𝒙)المعادلة:   [ < 𝟕 

𝑥 ∈ ]−
5𝜋

8
;
3𝜋

8
] ⇒ (2𝑥 +

𝜋

4
) ∈ ]−𝜋; 𝜋]; 𝑃(𝑥) < 7 ⇒ cos (2𝑥 +

𝜋

4
) < 0 

⇒ (2𝑥 +
𝜋

4
) ∈ ]−𝜋;−

𝜋

2
] ∪ ]

𝜋

2
; 𝜋] ⇒ (2𝑥) ∈ ]−

5𝜋

4
;−
3𝜋

4
] ∪ ]

𝜋

4
;
3𝜋

4
]

⇒ 𝑥 ∈ ]−
5𝜋

8
;−
3𝜋

8
] ∪ ]

𝜋

8
;
3𝜋

8
]  
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 التمرين الثالث : 

. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  حساب .1 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  𝑩𝑪 واستنتاج ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. cos 𝐵𝐴𝐶̂ = 24 ×
1

2
= 12  

𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 2𝐴𝐵. 𝐴𝐶. cos 𝐵𝐴𝐶̂ = 28 ⇒ 𝐵𝐶 = 2√7  

 

 𝑨𝑩𝑪مساحة المثلث  حساب .2

𝑆 =
𝐴𝐵. 𝐴𝐶. sin𝐵𝐴𝐶̂

2
=
24√3

4
= 6√3  

 

,𝟎قيمة مقرّبة إلى  استنتاجو 𝐬𝐢𝐧𝑨𝑩𝑪̂  حساب .3  𝑨𝑩𝑪̂درجات للزاوية بال  𝟏

𝐵𝐶

sin𝐵𝐴𝐶̂
=

𝐴𝐶

sin𝐴𝐵𝐶̂
⇒ sin𝐴𝐵𝐶̂ =

𝐴𝐶. sin𝐵𝐴𝐶̂

𝐵𝐶
=
6√3

4√7
=
3√3

2√7

⇒ 𝐴𝐵𝐶̂ ≈ 79°  

 

. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗أنّ   بيان .4 𝑨𝑯⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵. 𝐴𝐻 = 4 × 3 = 12 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 

 متعامدان (𝑨𝑩) و (𝑪𝑯)اج أن المستقيمين استنت

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ (𝐴𝐵) ⊥ (𝐶𝐻)  

 

𝑴𝑨𝟐من المستوي التي تحقق:   𝑴النقط  مجموعة  تعيين .5 +𝑴𝑩𝟐 = 𝟏𝟔 

𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 = 16 ⇒ 2𝑀𝐼2 +
1

2
𝐴𝐵2 = 16 ⇒ 𝑀𝐼2 = 8 −

1

4
𝐴𝐵2

= 8 −
16

4
= 4 ⇒ 𝑀𝐼 = 2  

𝑀𝐴2من المستوي التي تحقق:  𝑀منه نستنتج أنّ مجموعة النقط  +𝑀𝐵2 = 16 

 .[𝐴𝐵]الدائرة التي قطرها  أي 2رها ونصف قط 𝐼هي الدائرة التي مركزها  
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 التمرين الأول :

𝒇(𝒙) =
𝟑𝒙+𝟐

(𝒙+𝟏)𝟐
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {−𝟏}  

   fحساب النهايات للدالة  .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

3

𝑥
= 0 

lim
𝑥
<
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−1

3𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
→ −1
→ 0+

= −∞ 

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

3𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
→ −1
→ 0+

= −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

3

𝑥
= 0 

 تفسير النتائج هندسيا : 

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب  أفقي 0

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ 𝑥 =  مستقيم مقارب  عمودي 1−

  fدراسة اتجاه تغيرّ الدالة  .2

𝑓′(𝑥) =
3(𝑥 + 1)2 − 2(𝑥 + 1)(3𝑥 + 2)

(𝑥 + 1)4
 

𝑓′(𝑥) =
(𝑥 + 1)[3(𝑥 + 1) − 2(3𝑥 + 2)]

(𝑥 + 1)4
=
−3𝑥 − 1

(𝑥 + 1)3
 

 

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]−
1

3
;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ ]−1;−
1

3
] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة 

 𝒇جدول تغيرّات الدالة 
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 ع حاملي المحورينم ( Cf)تعيين تقاطع  .3

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 3𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥 = −
2

3
 ;  𝑓(0) = 2  

−)يقطع محور الفواصل عند النقطة    ( Cf)المنحنى  
2

3
; يقطع محور التراتيب ، و (0

;0)عند النقطة  2) 

,𝑨(−𝟏ذي يشمل النقطة و ال ( Cf)بة معادلة المماس لـ اكت .4 𝟑) 

;𝑀(𝑥0لتكن  𝑓(𝑥0)) المنحنى  النقطة التي يقبل عندها(Cf ) يشمل النقطة    امماس𝐴 

𝒚 = 𝑓′(𝑥0)(𝒙 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) ⇒ 𝟑 =
−3𝑥0 − 1

(𝑥0 + 1)3
(−𝟏 − 𝑥0) +

3𝑥0 + 2

(𝑥0 + 1)2
 

⇒ 3 =
6𝑥0 + 3

(𝑥0 + 1)2
⇒ 3(𝑥0 + 1)

2 = 6𝑥0 + 3 ⇒ 𝑥0
2 = 0 ⇒ 𝑥0 = 0 

⇒ 𝑀(0; 2) ⇒ 𝑦 = −𝑥 + 2  

 ( Cf)رسم المنحنى  .5

 

𝒎𝒙𝟐عدد حلول المعادلة :  دراسة  .6 + (𝟐𝒎− 𝟑)𝒙 +𝒎− 𝟐 = 𝟎 

𝑚𝑥2 + (2𝑚 − 3)𝑥 + 𝑚 − 2 = 0 ⇒ 𝑚𝑥2 + 2𝑚𝑥 − 3𝑥 +𝑚 − 2 = 0 

⇒ 𝑚(𝑥2 + 2𝑥 + 1) = 3𝑥 + 2 ⇒ 𝑚 =
3𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
⇒ 𝑚 = 𝑓(𝑥) 

𝑦المستقيم ذي المعادلة  ندرس تقاطع = 𝑚  مع المنحنى(Cf ) 

• 𝑚 ∈ ]−∞;  متمايزين  : المعادلة تقبل حلين ]0
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• 𝑚 =  : المعادلة تقبل حلا وحيدا 0

• 𝑚 ∈ ]0;
9

4
 : المعادلة تقبل حلين متمايزين  ]

• 𝑚 =
9

4
 : المعادلة تقبل حلا مضاعفا 

• 𝑚 ∈ ]
9

4
;  : المعادلة لا تقبل حلولا ]∞+

 

 
 التمرين الثاني : 

  ( 𝟐𝒖⃗⃗ ;−𝟑𝒗⃗⃗)للزاوية الموجهة    يين قيستع .1

(𝑢⃗ ; 𝑣 ) = −
𝜋

4
⇒ (2𝑢⃗ ; −3𝑣 ) = 𝜋 −

𝜋

4
=
3𝜋

4
 

𝐜𝐨𝐬المعادلة:  ℝحل في  .2 (𝟐𝒙 +
𝝅

𝟐
) =

𝟏

𝟐
 

cos (2𝑥 +
𝜋

2
) =

1

2
⇒ cos (2𝑥 +

𝜋

2
) = cos

𝜋

3
 

2𝑥 +
𝜋

2
=
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 +

𝜋

2
= −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

2𝑥 = −
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 2 أو𝑥 = −

5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

𝑥 = −
𝜋

12
+ 𝑘𝜋 أو 𝑥 = −

5𝜋

12
+ 𝑘𝜋 

𝑆 = {−
𝜋

12
+ 𝑘𝜋;−

5𝜋

12
+ 𝑘𝜋}  

;𝟎]حل في المجال   .3 𝝅[  :المتراجحة𝐬𝐢𝐧 𝒙 <
√𝟑

𝟐
 

sin 𝑥 <
√3

2
⇒ 𝑥 ∈ [0;

𝜋

3
[ ∪ ]

2𝜋

3
; 𝜋[  

𝐬𝐢𝐧𝜶  حساب، ثمّ  𝜶القيس الرئيسي للزاوية  تعيين .4 و 𝐜𝐨𝐬𝜶 

𝛼 =
2019𝜋

6
=
2016𝜋 + 3𝜋

6
= 336𝜋 +

3𝜋

6
=
𝜋

2
⇒ {

cos 𝛼 = 0
sin 𝛼 = 1

 

 𝑨العبارة   تبسيط .5

𝐴 = sin
𝜋

5
+ sin

6𝜋

5
+ cos

𝜋

5
+ cos

4𝜋

5
 

= sin
𝜋

5
+ sin (𝜋 +

𝜋

5
) + cos

𝜋

5
+ cos (𝜋 −

𝜋

5
) 

= sin
𝜋

5
− sin

𝜋

5
+ cos

𝜋

5
− cos

𝜋

5
= 0  
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 التمرين الثالث : 

𝑨(𝟏; 𝟎)   ،𝑩(−𝟑;𝟒) ، 𝑪(𝟑; 𝟐)   ،(∆): 𝒙 + 𝒚 + 𝟏 = 𝟎 ، 

 (𝜞) ∶ 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟔𝒚 − 𝟏 = 𝟎. 

. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗الجداء السلمي   حساب .1 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث وتعيين  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−4
4
) . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

2
2
) = 0 ⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

 𝑨𝑩𝑪لمثلث  هي الدائرة المحيطة با (𝜞)تحقق أنّ  ال .2

 :طريقة 

{

𝑥𝐴
2 + 𝑦𝐴

2 − 6𝑦𝐴 − 1 = 0 ⇒ 𝐴 ∈ (𝛤)

𝑥𝐵
2 + 𝑦𝐵

2 − 6𝑦𝐵 − 1 = 0 ⇒ 𝐵 ∈ (𝛤)

𝑥𝐶
2 + 𝑦𝐶

2 − 6𝑦𝐶 − 1 = 0 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)

⇒ 𝐴𝐵𝐶  هي الدائرة  المحيطة بالمثلث (𝛤)  

 :طريقة 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛤) ⇒ 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (
𝑥 + 3
𝑦 − 4

) . 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
𝑥 − 3
𝑦 − 2

) = 0

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑦 − 1 = 0  

 .𝟐√ونصف قطرها   𝑩التي مركزها  (𝓒)معادلة ديكارتية للدائرة   كتابة .3

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐶) ⇒ 𝐵𝑀2 = √2
2
⇒ (𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 4)2 = 2

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 − 8𝑦 + 23 = 0  

 . (∆)و 𝑩المسافة بين  حساب .4

𝑑[𝐵; (∆)] =
|−3 + 4 + 1|

√12 + 12
=
2

√2
= √2  

 . (𝓒)لنسبة للدائرة  با (∆)وضعية تعيين  .5

;𝑑[𝐵بما أنّ  (∆)] =  𝐵عند النقطة   (𝐶)مماس للدائرة  (∆)نستنتج أنّ المستقيم   2√

 في نقطتين متمايزتين يطُلب تعيينهما. (𝜞)يقطع الدائرة   (∆)أنّ المستقيم  بيان .6

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆) ∩ () ⇒ {
𝑥 + 𝑦 + 1 = 0

𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑦 − 1 = 0

⇒ {
𝑦 = −𝑥 − 1

𝑥2 + (−𝑥 − 1)2 − 6(−𝑥 − 1) − 1 = 0

⇒ {
𝑦 = −𝑥 − 1

2𝑥2 + 8𝑥 + 6 = 0
⇒ {
𝑥1 = −1
𝑦1 = 0

; {
𝑥2 = −3
𝑦2 = 2

⇒ (∆) ∩ (𝛤) = {(−1; 0); (−3; 2)}  

 يين مركزه ونسبته.يطُلب تع 𝒉بتحاك   (𝜞)هي صورة الدائرة  (𝓒)أنّ الدائرة   بيان .7

.  (𝒞)مركز الدائرة  𝐼على الترتيب و (𝛤)و (𝒞)نصفي قطر الدائرتين  𝑅 و𝑟ليكن 

 :لدينا. 𝑘ونسبته  𝑊الذي مركزه  ℎوليكن التحاكي 
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𝑅 =
𝐵𝐶

2
= √10 ; 𝑟 = √2 ; (𝒞) = ℎ(𝛤) ⇒ 𝑅 = 𝑘 × 𝑟 ⇒ 𝑘 =

𝑅

𝑟
= √5  

(𝒞) = ℎ(𝛤) ⇒ 𝑊𝐼⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑘𝑊𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ {
−𝑥𝑊 = √5(−3 − 𝑥𝑊)

3 − 𝑦𝑊 = √5(4 − 𝑦𝑊)
 

⇒ {
(√5 − 1)𝑥𝑊 = −3√5

(√5 − 1)𝑦𝑊 = 4√5 − 3
⇒

{
 
 

 
 𝑥𝑊 = −

3√5

√5 − 1
=
−15 − 3√5

4

𝑦𝑊 =
4√5 − 3

√5 − 1
=
17 + √5

4

 

⇒ 𝑊(
−15 − 3√5

4
;
17 + √5

4
)  
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 التمرين الأول :

𝒇(𝒙) =
𝜶𝒙𝟐+𝜷𝒙−𝟏

𝟐𝒙−𝟑
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {

𝟑

𝟐
}  

I-  تعيينα  وβ   حتى يكون(𝑻): 𝒚 = −𝟑𝒙 +  1عند النقطة ذات الفاصلة  )fC( مماسا لـ 𝟑

𝑓′(𝑥) =
(2𝛼𝑥 + 𝛽)(2𝑥 − 3) − 2(𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 − 1)

(2𝑥 − 3)2
=
2𝛼𝑥2 − 6𝛼𝑥 − 3𝛽 + 2

(2𝑥 − 3)2
 

𝑓′(1) = −4𝛼 − 3𝛽 + 2 

(𝑇): 𝑦 = −3(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = −3𝑥 + 3 + 𝑓(1) 

{
𝑓′(1) = −3

𝑓(1) = 0
 ⇒  {

−4𝛼 − 3𝛽 = −5
−𝛼 − 𝛽 = −1

⇒ {
−4𝛼 − 3𝛽 = −5
3𝛼 + 3𝛽 = 3

⇒ {
𝛼 = 2
𝛽 = −1

 

⇒ 𝑓(𝑥) =
2𝑥2 − 𝑥 − 1

2𝑥 − 3
  

 

-II  : 2 = نضعα 1- =و β 

𝒇(𝒙)حيث :   a  ،b  ،cتعيين  .1 = 𝒂𝒙 + 𝒃 +
𝒄

𝟐𝒙−𝟑
 

 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
 

 fدراسة تغيرات الدالة 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
= +∞   

 lim
𝑥
<
→
3

2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→
3

2

𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
→ 2
0−

= −∞   

 lim
𝑥
>
→
3

2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→
3

2

𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
→ 2
0+

= +∞   

𝑓′(𝑥) = 1 −
4

(2𝑥 − 3)2
=
(2𝑥 − 3)2 − 4

(2𝑥 − 3)2
=
(2𝑥 − 1)(2𝑥 − 5)

(2𝑥 − 3)2
 

𝑥 ∈ ]−∞;
1

2
] ∪ [

5

2
;+∞[ : 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة

2𝑥2 − 𝑥 − 1 2𝑥 − 3 

−2𝑥2 + 3𝑥 𝑥 + 1 
2𝑥 − 1  
−2𝑥 + 3  
2  
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𝑥 ∈ ]
1

2
;
3

2
[ ∪ ]

3

2
;
5

2
[ : 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة 

 : 𝒇جدول تغيّرات الدالة  

 
𝒚معادلته  (∆)مقاربا مائلا   يقبل مستقيما )fC(إثبات أنّ  .2 = 𝒙 + 𝟏 

lim
|𝑥|→+∞

2

2𝑥 − 3
= 0 ⟹ (∆): 𝑦 = 𝑥 +   مستقيم  مقارب  مائل 1

 (∆)بالنسبة لـ  )fC(دراسة وضعية  .3

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) =
2

2𝑥 − 3
 ; 𝑥 ∈ ]−∞;

3

2
[ ∶  2𝑥 − 3 < 0 ⟹   (𝐶𝑓) تحت  (∆)

       𝑥 ∈ ]
3

2
;+∞[ ∶  2𝑥 − 3 > 0 ⟹  (𝐶𝑓) فوق  (∆)

 قبل كمركز تناظر له نقطة تقاطع المستقيمين المقاربين  ي )fC(إثبات أنّ  .4

(∆) ∩ (𝐷) = 𝑤(𝑥; 𝑦) ⇒  {
𝑥 =

3

2
𝑦 = 𝑥 + 1

⟹ {
𝑥 =

3

2

𝑦 =
5

2

⟹ 𝑤(
3

2
;
5

2
)  

(𝐶𝑓) مركز تناظر لـ 𝑤 (
3

2
;
5

2
) ⇒ {

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 3 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(3 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 5
 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ≠
3

2
 ⇒ −𝑥 ≠ −

3

2
 ⇒ 3 − 𝑥 ≠

3

2
 ⇒ 3 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

𝑓(3 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 3 − 𝑥 + 1 +
2

2(3 − 𝑥) − 3
+ 𝑥 + 1 +

2

2𝑥 − 3

= 5 +
2

2𝑥 − 3
−

2

2𝑥 − 3
= 5 

𝑤منه النقطة  (
3

2
;
5

2
 )fC(مركز تناظر لـ  (

 ( 3-معامل توجيه كل منهما هو ) )fC(إثبات وجود مماسين لـ  .5

𝑓′(𝑥) = −3 ⇒ 1 −
4

(2𝑥 − 3)2
= −3 ⇒

1

(2𝑥 − 3)2
= 1 ⇒ (2𝑥 − 3)2 = 1  

⇒ (2𝑥 − 2)(2𝑥 − 4) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1 = 2 

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = −3(𝑥 − 1) ⇒ 𝑦 = −3𝑥 + 3   

 (𝑇′): 𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) = −3(𝑥 − 2) + 5 ⇒ 𝑦 = −3𝑥 + 11    
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 والمماسين  )fC( المنحنىانشاء  .6

 
 

𝒚ذي المعادلة    (𝒎∆)مع المستقيم    )fC(دد نقط تقاطع  مناقشة ع  .7 = −𝟑𝒙 +𝒎 

• 𝑚 ∈ ]−∞;3[ ∪ ]11;+∞[   :(∆𝑚)    يقطع)fC(   في نقطتين 

• 𝑚 ∈ {3; 11}   :(∆𝑚)   ّيمس  )fC(   في نقطة 

• 𝑚 ∈ ]3; 11[   :(∆𝑚)    يقطع  لا)fC(   

-III 𝒈(𝒙) =
𝟐𝒙𝟐−|𝒙|−𝟏

𝟐|𝒙|−𝟑
  

 دالة زوجية 𝒈إثبات أنّ  .1

2|𝑥| − 3 = 0 ⇒ |𝑥| =
3

2
⇒ 𝑥 =

3

2
𝑥 أو  = −

3

2
  

⇒ 𝐷𝑔 = ]−∞;−
3

2
[ ∪ ]−

3

2
;
3

2
[ ∪ ]

3

2
;+∞[  

  :             𝐷𝑔من   𝑥من أجل كل عدد حقيقي  متناظر بالنسبة إلى الصفر و 𝐷𝑔لدينا 

𝑔(−𝑥) =
2𝑥2−|−𝑥|−1

2|−𝑥|−3
=
2𝑥2−|𝑥|−1

2|𝑥|−3
= 𝑔(𝑥)  ،  منه الدالة𝑔  زوجية 

 )fC(انطلاقا من  )gC(بيان كيفية انشاء  .2

𝑥 ∈ ]0;
3

2
[ ∪ ]

3

2
;+∞[ ∶  |𝑥| = 𝑥 ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)  
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;0[على المجال  
3

2
[ ∪ ]

3

2
; متطابقين ، أمّا على المجال  )fC(و )gC(يكون المنحنيان   ]∞+

]−∞;−
3

2
[ ∪ ]−

3

2
;  ( زوجية 𝑔الدالة  بالتناظر المحوري )لأنّ  )gC(نرسم  ]0

 )gC(نحنى انشاء الم .3

 
 

 
 التمرين الثاني : 

-I  

 
 

𝐴 

𝐼 

𝑂 

𝐵 
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 𝑨 و 𝑩للنقطتين   الإحداثيات الديكارتية تعيين .1

𝐴 (cos
𝜋

6
; sin

𝜋

6
) ⇒ 𝐴(

√3

2
;
1

2
)  

[𝐴𝐼]  منتصف 𝐵 ⇒ 𝐵 (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐼
2

;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐼
2

) ⇒ 𝐵(

√3

2
+ 1

2
;

1

2

2
)

⇒ 𝐵 (
2 + √3

4
;
1

4
)  

𝑶𝑩أنّ:   بيان .2 =
√𝟐+√𝟑

𝟐
 

𝑂𝐵 = √(
2 + √3

4
)

2

+ (
1

4
)
2

= √
8 + 4√3

16
= √

2 + √3

4
=
√2 + √3

2
 

𝑶𝑰⃗⃗⃗⃗)القيس الرئيسي للزاوية الموجهة  تعيين .3  ⃗; 𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  )  

 (𝑂𝐵)فإنّ المستقيم   [𝐴𝐼]منتصف  𝐵متساوي الساقين والنقطة  𝑂𝐴𝐼بما أنّ المثلث 

; 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗)للزاوية الموجهة  منصّف  𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ومنه:  (⃗ 

(𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
1

2
(𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

𝜋

12
 

𝐜𝐨𝐬لـ القيمة المضبوطة  استنتاج
𝝅

𝟏𝟐
  

cos
𝜋

12
= 𝑥𝐵 =

√2 + √3

2
 

-II    :ّنفرض الآن أن𝐜𝐨𝐬
𝝅

𝟏𝟐
=
√𝟐+√𝟑

𝟐
 

𝐜𝐨𝐬القيمتين المضبوطتين لـ   حساب .1
𝟏𝟏𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و  

𝟕𝝅

𝟏𝟐
  

cos
11𝜋

12
= cos (𝜋 −

𝜋

12
) = −cos

𝜋

12
= −

√2 + √3

2
 

sin
7𝜋

12
= sin (

𝜋

2
+
𝜋

12
) = cos

𝜋

12
=
√2 + √3

2
 

;𝟎]حل في المجال   .2 𝟐𝝅[   المعادلة ذات المجهول𝒙 :√𝟑 − 𝟐𝐬𝐢𝐧 (𝒙 −
𝝅

𝟒
) = 𝟎 

√3 − 2 sin (𝑥 −
𝜋

4
) = 0 ⇒ sin (𝑥 −

𝜋

4
) =

√3

2
⇒ sin (𝑥 −

𝜋

4
) = sin

𝜋

3
 

324



 
 

𝑥 −
𝜋

4
=
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 −

𝜋

4
=
2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

𝑥 =
7𝜋

12
+ 2𝑘𝜋 أو 𝑥 =

11𝜋

12
+ 2𝑘𝜋 

𝑆 = {
7𝜋

12
 ;
11𝜋

12
}  

 
 

 
 التمرين الثالث : 

(𝑪𝒎): 𝒙
𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒎𝒙− 𝟏 = 𝟎 

 𝒓𝒎ونصف قطرها  𝒘𝒎دائرة يطُلب تعيين مركزها  (𝑪𝒎)أنّ  بيان .1

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑚𝑥 − 1 = 0 ⇒ (𝑥 −𝑚)2 −𝑚2 + 𝑦2 − 1 = 0

⇒ (𝑥 −𝑚)2 + 𝑦2 = 𝑚2 + 1 

;𝑤𝑚(𝑚دائرة مركزها  (𝐶𝑚)منه نستنتج أنّ   𝑟𝑚ونصف قطرها   (0 = √𝑚2 + 1 

 ل نقطتين ثابتتين يطُلب تعيينهما تشم (𝑪𝒎)جميع الدوائر  أنّ  بيان .2

∀𝑚 ∈ ℝ: 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑚𝑥 − 1 = 0 ⇒ −2𝑥𝑚 + 𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0

⇒ {
−2𝑥 = 0

𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0
⇒ {

𝑥 = 0
𝑦2 = 1

⇒ 𝐴(0;−1); 𝐵(0; 1)  

 ℝيمسح   𝒎لمّا   𝒘𝒎  مجموعة النقط تعيين .3

 هي ℝيمسح  𝑚لمّا  𝑤𝑚 مجموعة النقطنستنتج أنّ   ثابت، 𝑤𝑚بما أنّ ترتيب النقطة 

𝑦ذو المعادلة  المستقيم =  . )محور الفواصل( 0

 

 

 

  

325



 
 

 

 

 التمرين الأول :

-I 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐+𝟐𝒙−𝟑

(𝒙+𝟏)𝟐
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {−𝟏}  

 fدراسة تغيرات الدالة  .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2 + 2𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 1
= lim
𝑥→−∞

𝑥2

𝑥2
= 1   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 2𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥2
= 1   

 lim
<

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
<

𝑥→−1

𝑥2 + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)2
→ −4
→ 0+

= −∞   

lim
>

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
>

𝑥→−1

𝑥2 + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)2
→ −4
→ 0+

= −∞   

𝑓′(𝑥) =
(2𝑥 + 2)(𝑥 + 1)2 − 2(𝑥 + 1)(𝑥2 + 2𝑥 − 3)

(𝑥 + 1)4
 

𝑓′(𝑥) =
2(𝑥 + 1)[(𝑥 + 1)2 − (𝑥2 + 2𝑥 − 3)]

(𝑥 + 1)4
=

8

(𝑥 + 1)3
 

𝑥 < −1 ⇒ 𝑥 + 1 < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة

𝑥 > −1 ⇒ 𝑥 + 1 > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة 
 : 𝒇جدول تغيّرات الدالة  

 

 )fC(ربة لـ تعيين المستقيمات المقا .2

𝑥يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلته  )fC(المنحنى  = 𝑦وآخر أفقيا معادلته   1− = 1 

 (T)تعيين معادلة المماس  .3

 ، لدينا : )fC(مماسا لـ  (T)الفاصلة التي يكون عندها  𝑥0لتكن 

𝑓′(𝑥0) = 1 ⇒
8

(𝑥0 + 1)3
= 1 ⇒ (𝑥0 + 1)

3 = 8 ⇒ 𝑥0 + 1 = 2 ⇒ 𝑥0 = 1 

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑥 − 1  
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 )انظر الشكل أسفله( : )fC(و (T)انشاء  .4
 

-II 1  تعيين العددين الحقيقيين .α  وβ   حتى يكون𝒇(𝒙) = 𝜶 +
𝜷

(𝒙+𝟏)𝟐
  

𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)2
=
𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 4

(𝑥 + 1)2
=
(𝑥 + 1)2 − 4

(𝑥 + 1)2
 

𝑓(𝑥) = 1 −
4

(𝑥 + 1)2
 ⇒ 𝛼 = 1 ;  𝛽 = −4  

     2 .𝒈(𝒙) =
−𝟒

𝒙𝟐+𝟐𝒙+𝟏
 ; 𝑫𝒈 = ℝ− {−𝟏}   

ℝمن  xحتى يكون من أجل كل   γتعيين  • − {−𝟏} :𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) + 𝜸 

𝑔(𝑥) = −
4

(𝑥 + 1)2
⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 1 ⇒ 𝛾 = −1  

 )gC(، ثمّ أنشئ المنحنى  gاستنتاج جدول تغيرات الدالة  •

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 1 ⇒ 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) 

 )fC(المنحنى هو صورة  )gC(المنحنى ، و 𝑓لها نفس اتجاه تغيّر الدالة   𝑔منه الدالة  
 𝑣 (0;−1)بالانسحاب الذي شعاعه  

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
   )gC(انشاء المنحنى 

 

 
 

327



 
 

 ن الثاني : التمري

𝐜𝐨𝐬𝟐(𝒙)لدينا:   𝒙برهن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .1 =
𝟏+𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝒙)

𝟐
 

1 + cos (2𝑥)

2
=
1 + 2 cos2(𝑥) − 1

2
=
2 cos2(𝑥)

2
= cos2(𝑥)  

𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒙)المعادلة:  ℝحل في  .2 − 𝟑𝐜𝐨𝐬(𝒙) + 𝟐 = 𝟎 

cos(2𝑥) − 3 cos(𝑥) + 2 = 0 ⇒ 2 cos2(𝑥) − 3 cos(𝑥) + 1 = 0 

𝑋 = cos(𝑥) ; 2𝑋2 − 3𝑋 + 1 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو1 =
1

2
⇒ cos 𝑥 = أو1 cos 𝑥 =

1

2
 

cos 𝑥 = cos 2𝑘𝜋⏟           أو                    cos 𝑥 = cos
𝜋

3⏟        
 

         𝑥 = 2𝑘𝜋 أو 𝑥 =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋     أو      𝑥 = −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

𝑆 = {2𝑘𝜋;
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋;−

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋}  

;𝟎[عدد حقيقي من المجال   𝒂ليكن   .3
𝝅

𝟐
𝐜𝐨𝐬(𝒂)حيث:  ] =

√𝟐+√𝟑

𝟐
 

𝐬𝐢𝐧(𝒂)تحقق من أنّ:  ال .أ =
√𝟐−√𝟑

𝟐
 𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝒂)  حسابثمّ  

sin2(𝑎) = 1 − cos2(𝑎) = 1 − (
√2 + √3

2
)

2

= 1 −
2 + √3

4
=
2 − √3

4

⇒ sin(𝑎) =
√2 − √3

2
 

cos(2𝑎) = 2 cos2(𝑎) − 1 = 2(
√2 + √3

2
)

2

− 1 = 2(
2 + √3

4
) − 1

=
2 + √3

2
− 1 =

√3

2
 

 𝒂قيمة  استنتاج .ب

cos(2𝑎) =
√3

2
⇒ 2𝑎 =

𝜋

6
⇒ 𝑎 =

𝜋

12
 ; (𝑎 ∈ ]0;

𝜋

2
[ ⇒ 2𝑎 ∈ ]0; 𝜋[) 

𝐬𝐢𝐧 (𝟒𝒂 القيمة المضبوطة لكل من العددين:   تعيين .ج + 𝟐𝟎𝟏𝟗𝝅)                                    

𝐜𝐨𝐬(𝟒𝒂 + 𝟏𝟒𝟒𝟎𝝅)   و 

sin(4𝑎 + 2019𝜋) = sin (
𝜋

3
+ 𝜋) = −sin (

𝜋

3
) = −

√3

2
 

328



 
 

cos(4𝑎 + 1440𝜋) = cos (
𝜋

3
) =

1

2
 

 

 
 التمرين الثالث : 

𝑨(𝟐; 𝟎)   ،𝑩(𝟑; 𝟏) ، 𝑪(−𝟏; 𝟑)   ،𝑫(𝟏; 𝟐)  ،(∆): 𝟐𝒙 + 𝒚 = 𝟎. 

(𝜞): 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟒𝒚 = 𝟎 

. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗الجداء السلمي   حساب .1 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  .𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث وتعيين  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
1
1
) . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

−3
3
) = −3 + 3 = 0 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

 . 𝑫𝑪 ، 𝑫𝑩 ، 𝑫𝑨الأطوال  حساب .2

𝐷𝐴 = √12 + 22 = √5 ;  𝐷𝐵 = √22 + (−1)2 = √5 ;  

𝐷𝐶 = √(−2)2 + 12 = √5 

 .𝑨𝑩𝑪لمثلث  حيطة باهي الدائرة الم (𝜞)تحقق أنّ  ال .3

 : طريقة 

{

𝑥𝐴
2 + 𝑦𝐴

2 − 2𝑥𝐴 − 4𝑦𝐴 = 0 ⇒ 𝐴 ∈ (𝛤)

𝑥𝐵
2 + 𝑦𝐵

2 − 2𝑥𝐵 − 4𝑦𝐵 = 0 ⇒ 𝐵 ∈ (𝛤)

𝑥𝐶
2 + 𝑦𝐶

2 − 2𝑥𝐶 − 4𝑦𝐶 = 0 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)

⇒ 𝐴𝐵𝐶  هي الدائرة  المحيطة بالمثلث (𝛤)  

 : طريقة 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛤) ⇒ 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (
𝑥 − 3
𝑦 − 1

) . 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
𝑥 + 1
𝑦 − 3

) = 0

⇒ (𝑥 − 3)(𝑥 + 1) + (𝑦 − 1)(𝑦 − 3) = 0

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 = 0  

 : طريقة 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛤) ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 = 0 ⇒ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 5  

;𝐷(1لدائرة التي مركزها هي ا (𝛤)منه نستنتج أنّ  𝑟ونصف قطرها  (2 = وبما أنّ:  5√

𝐷𝐴 = 𝐷𝐵 = 𝐷𝐶 =  .𝐴𝐵𝐶هي الدائرة المحيطة بالمثلث  (𝛤)فإنّ   5√

 

 .(𝜞)بالنسبة للدائرة  (∆)وضعية وتعيين  (∆)و 𝑫المسافة بين  حساب .4

𝑑[𝐷; (∆)] =
|2(1) + 1(2)|

√22 + 12
=
4

√5
=
4√5

5
 

𝑑[𝐷; (∆)] < √5 ⇒ المستقيم  (∆) يقطع  الدائرة  (𝛤) في نقطتين   
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 . 𝟏−ونسبته  𝑩الذي مركزه   𝒉بالتحاكي  (𝜞)ئرة  معادلة لصورة الدا تعيين .5

 ′𝐷 االتي مركزه (′𝛤)الدائرة هي  𝐵الذي مركزه  ℎبالتحاكي  (𝛤)صورة الدائرة  

′𝐷حيث:   ′𝑟ونصف قطرها   = ℎ(𝐷)   و𝑟′ = 𝑟. 

𝐷′ = ℎ(𝐷) ⇒ 𝐵𝐷′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ {
𝑥𝐷′ − 3 = 2
𝑦𝐷′ − 1 = −1

⇒ {
𝑥𝐷′ = 5
𝑦𝐷′ = 0

 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛤′) ⇒ (𝑥 − 5)2 + 𝑦2 = 5 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥 + 20 = 0  

       ′𝑨′𝑩𝑪نوع المثلث  استنتاج .6

{

ℎ(𝐴) = 𝐴′

ℎ(𝐵) = 𝐵

ℎ(𝐶) = 𝐶′

⇒ ℎ(𝐴𝐵𝐶) = 𝐴′𝐵𝐶′ ⇒ 𝐴′ قائم في 𝐴′𝐵𝐶′ المثلث  

𝓢𝑨𝑩𝑪أنّ  بيان = 𝓢𝑨′𝑩𝑪′  . 

ℎ(𝐴𝐵𝐶) = 𝐴′𝐵𝐶′ ⇒ 𝒮𝐴𝐵𝐶 = |−1| × 𝒮𝐴′𝐵𝐶′ ⇒ 𝒮𝐴𝐵𝐶 = 𝒮𝐴′𝐵𝐶′  
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










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 التمرين الأول :

-I 𝑨𝑪 = 𝒂 ، 𝑨𝑩 = 𝟐𝒂 ، 𝑨𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝟏

𝟒
𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  . 

. 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗الجداءات السلمية التالية:  حساب .1 𝑨𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗  ⃗ ، 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝐵2 = −4𝑎2  

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴2 = 𝑎2   

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. (
1

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

1

4
𝐴𝐵2 = −𝑎2  

 متعامدان. (𝑪𝑲)و (𝑩𝑫)ستقيمين  أنّ الم بيان .2

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐶𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

= 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    
0

+ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗⏟    
0

= −𝑎2 + 𝑎2 = 0 

⇒ (𝐵𝐷) ⊥ (𝐶𝐾)  

 𝑲إلى   𝑩التحويل الذي يحوّل  تعيين  .3

𝐴𝐾⃗⃗بما أنّ  ⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ونسبته   𝐴بالتحاكي الذي مركزه  𝐵هي صورة  𝐾، فإنّ  ⃗ 

1

4
 

 𝑩إلى   𝑲تعيين التحويل الذي يحوّل  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بما أنّ   ⃗ = 4𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  4ونسبته   𝐴بالتحاكي الذي مركزه  𝐾هي صورة  𝐵، فإنّ  ⃗ 

-II 𝑨(−𝟐;𝟐)  ،𝑩(𝟐; ;𝑪(−𝟐و   (𝟐 𝟒). 

 .𝑨قائم في   𝑨𝑩𝑪أنّ المثلث   بيان .1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
4
0
) ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

0
2
) ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

 .𝑨𝑩وطول نصف قطرها  𝑨التي مركزها  (𝓒)معادلة ديكارتية للدائرة   كتابة .2

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
4
0
) ⇒ 𝐴𝐵 = 4 ;  𝑀 ∈ (𝒞) ⇒ 𝐴𝑀2 = 42 ⇒ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 2)2 = 42

⇒ (𝒞): 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 4𝑦 − 8 = 0  

  𝒉بالتحاكي  (𝓒)صورة الدائرة   (′𝓒)يكارتية للدائرة  معادلة د كتابة .3

ونسبته  𝐴الذي مركزه  ℎبالتحاكي  (𝒞)صورة الدائرة   (′𝒞)لدائرة  بما أنّ ا
1

4
 ،

4ونصف قطرها   𝐴مركزها  (′𝒞)لدائرة أنّ انستنتج  ×
1

4
=  ، ومنه:1

𝑀 ∈ (𝒞′) ⇒ 𝐴𝑀2 = 12 ⇒ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 2)2 = 1

⇒ (𝒞′): 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 4𝑦 + 7 = 0  
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𝒙الذي معادلته:  (𝑫)تنتمي إلى المستقيم   𝑩أنّ النقطة   بيان .4 + 𝒚 − 𝟒 = 𝟎 

𝑥𝐵 + 𝑦𝐵 − 4 = 2 + 2 − 4 = 0 ⇒ 𝐵 ∈ (𝐷)  

 .𝒉التحاكي  ب (𝑫)صورة المستقيم   (′𝑫)استنتاج معادلة المستقيم      

  (′𝐷)فإنّ ه ومن ،التحاكينفس ب 𝐵صورة  𝐾و ℎبالتحاكي  (𝐷)صورة  (′𝐷)لدينا  

 .𝐾ويشمل النقطة  (𝐷)هو المستقيم الموازي للمستقيم 

𝑀 ∈ (𝐷′) ⇒ {
(𝐷′) ∥ (𝐷)

𝐾 ∈ (𝐷′)
⇒ {
(𝐷′): 𝑦 = −𝑥 + 𝑏

2 = −(−1) + 𝑏
⇒ (𝐷′): 𝑦 = −𝑥 + 1  

 
 

 
 

 :  التمرين الثاني

𝒖𝟎 = −𝟏   ،𝟑𝒖𝒏+𝟏 = 𝒖𝒏 + 𝟒 

 𝒖𝟑 ، 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏الحدود  حساب .1

𝑢1 =
𝑢0 + 4

3
= 1  ;  𝑢2 =

𝑢1 + 4

3
=
5

3
 ;  𝑢3 =

𝑢2 + 4

3
=
17

9
 

2. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟐 

 حدها الأول متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها و (𝒗𝒏)أنّ  بيان . أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 2 =
1

3
(𝑢𝑛 + 4) − 2 =

1

3
𝑢𝑛 −

2

3
=
1

3
(𝑢𝑛 − 2) =

1

3
𝑣𝑛 

متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)أنّ منه نستنتج 
1

3
𝑣0  حدها الأولو  = 𝑢0 − 2 = −3 

 nبدلالة  𝒖𝒏ج عبارة  ا ثمّ استنت nبدلالة  𝒗𝒏عبارة   كتابة .ب
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𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −3(

1

3
)
𝑛

; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 2 = −3(
1

3
)
𝑛

+ 2  

𝑺𝒏ع :  المجمو nبدلالة  حساب . ج = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 + 2 + 𝑣1 + 2 +⋯+ 𝑣𝑛 + 2 

𝑆𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) + 2(𝑛 + 1) = −3(

1 − (
1

3
)
𝑛+1

1 −
1

3

) + 2(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 = −
9

2
[1 − (

1

3
)
𝑛+1

] + 2𝑛 + 2 =
9

2
(
1

3
)
𝑛+1

+ 2𝑛 −
5

2
 

 
 

 

 
 التمرين الثالث : 

,𝑨(−𝟐نعتبر النقط  𝟎, 𝟏)  ،𝑩(𝟏, 𝟎, −𝟑)   ،𝑪(𝟐, 𝟏, 𝟎)  ،𝑫(𝟏, 𝟐, −𝟐) 

  (𝑪𝑫)و  (𝑨𝑩)ن  يالمستقيم دراسة تعامد .1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (3; 0; −4) ; 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−1; 1; −2) ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 3 + 8 = 5

⇒ (𝐶𝐷)  لا يعامد (𝐴𝐵) 

 مستويا تعين A  ،B  ،Cأنّ النقط  بيان .2

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  (
3
0
−4
) ;  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (

4
1
−1
) ;
3

4
≠
0

1
⇒ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيا 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗

⇒  (𝐴𝐵𝐶) مستوي 

 (𝑨𝑩𝑪)معادلة ديكارتية للمستوي   كتابة .3

;𝑛⃗ (𝑎ليكن  𝑏; 𝑐)   شعاعا ناظميا للمستوي(𝐴𝐵𝐶). : لدينا 

{𝑛⃗ . 𝐴𝐵
⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0
⇒ {

3𝑎 − 4𝑐 = 0
4𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0

⇒ {
𝑎 =

4

3
𝑐

𝑏 = −
13

3
𝑐

 

𝑐نفرض  = 𝑎، منه :   3 = 4  ،𝑏 = −13   ،𝑛⃗ (4;−13; 3) 

(𝐴𝐵𝐶): 4𝑥 − 13𝑦 + 3𝑧 + 𝑑 = 0 ; 𝐴 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 4(−2) + 3(1) + 𝑑

= 0       ⇒ 𝑑 = 5 ⇒ (𝐴𝐵𝐶): 4𝑥 − 13𝑦 + 3𝑧 + 5 = 0  

 (𝑨𝑩)للمستقيم   تمثيل وسيطي اءعطإ .4

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝐴𝐵) ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ (𝐴𝐵) ∶ {
𝑥 = −2 + 3𝑡
𝑦 = 0

𝑧 = 1 − 4𝑡
; 𝑡 ∈ ℝ  
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 (𝑨𝑩𝑪)والمستوي  D بين النقطةالمسافة  تعيين .5

𝑑[𝐷 ; (𝐴𝐵𝐶)] =
|4(1) − 13(2) + 3(−2) + 5|

√42 + (−13)2 + 32
=

23

√194
=
23√194

194
 

𝒓ونصف قطرها  Dالتي مركزها  (𝑺)ة لسطح الكرة معادلة ديكارتي كتابة .6 = √𝟐 

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝑆) ⇒ 𝐷𝑀2 = 𝑟2 ⇒ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 + 2)2 = 2

⇒ (𝑆) ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 4𝑦 + 4𝑧 + 7 = 0  
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 التمرين الأول :

𝑨(−𝟏;𝟏) ،𝑩(−𝟒; 𝟑)   𝑪(𝟐; 𝟓). 

𝟑𝒙هي :   [𝑩𝑪]محور  (∆)أنّ معادلة  بيان .1 + 𝒚 − 𝟏 = 𝟎. 

[𝐵𝐶]  منتصف 𝐼 ⇒ 𝐼 (
−4 + 2

2
;
3 + 5

2
) ⇒ 𝐼(−1; 4) ;  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

6
2
) ; 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

𝑥 + 1
𝑦 − 4

) 

𝑀 ∈ (∆) ⇒ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 6(𝑥 + 1) + 2(𝑦 − 4) = 0 ⇒ 6𝑥 + 2𝑦 − 2 = 0

⇒ (∆): 3𝑥 + 𝑦 − 1 = 0  

 مماسا لها  (∆)و  𝑶التي مركزها  (𝓒)معادلة ديكارتية للدائرة   كتابة .2

𝑟 = 𝑑[𝑂; (∆)] =
|−1|

√32 + 12
=
√10

10
 

𝑀 ∈ (𝒞) ⇒ 𝑂𝑀2 = 𝑟2 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 =
1

10
⇒ (𝒞): 𝑥2 + 𝑦2 −

1

10
= 0  

 .𝑨𝑩𝑪مركز ثقل المثلث  𝑮إحداثيات النقطة  تعيين .3

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, 1)} ⇒ 𝐺 (
−1−4+2

3
;
1+3+5

3
) ⇒ 𝐺(−1; 3)  

4. 𝑻(𝑴) = 𝑴′ ⇒ 𝑴𝑴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

⃗⃗′𝑮𝑴تحقق أنّ:  ال .أ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −𝟐𝑮𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  

𝑀𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟          
3𝑀𝐺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

⇒ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⇒ 𝐺𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −2𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 مع ذكر عناصره المميزة. 𝑻طبيعة التحويل   استنتاج

𝑇(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝐺𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −2𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 .(2−)ونسبته  𝐺تحاكي مركزه  𝑇منه نستنتج أنّ التحويل 

 .′𝒙 و ′𝒚بدلالة  𝒙 و 𝒚 كتابة .ب

𝐺𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
𝑥′ + 1
𝑦′ − 3

) ;  𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (
𝑥 + 1
𝑦 − 3

) ;  𝐺𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −2𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ {
𝑥′ + 1 = −2𝑥 − 2
𝑦′ − 3 = −2𝑦 + 6

⇒ {
𝑥 = −

1

2
𝑥′ −

3

2

𝑦 = −
1

2
𝑦′ +

9

2
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⃗⃗′𝒖  تعيين .ج   𝑻بالتحويل   (∆)صورة   (′∆)شعاع توجيه  ⃗ 

 متوازيان فلهما نفس شعاع التوجيه، ومنه:  (∆)و  (′∆)المستقيمين بما أنّ 

𝑢′⃗⃗  ⃗ (
−3
1
) 

 (′∆)معادلة ديكارتية للمستقيم   كتابة

𝑦 = −3𝑥 + 1 ⇒ −
1

2
𝑦′ +

9

2
= −3(−

1

2
𝑥′ −

3

2
) + 1 

⇒ −
1

2
𝑦′ +

9

2
=
3

2
𝑥′ +

9

2
+ 1 ⇒ −

1

2
𝑦′ =

3

2
𝑥′ + 1 ⇒ 𝑦′ = −3𝑥′ − 2 

⇒ (∆′): 𝑦 = −3𝑥 − 2  

𝒇طبيعة التحويل   تعيين .5 = 𝑻𝒐𝑻 د عناصره المميزة يحدتو 

𝑓، نستنتج أنّ التحويل (2−)ونسبته   𝐺تحاكي مركزه   𝑇بما أنّ التحويل  = 𝑇𝑜𝑇 

2(2−)ونسبته  𝐺تحاكي مركزه   = 4. 

 
 

 
 التمرين الثاني : 

𝒗𝟎إذا علمت أنّ :   𝒒الأساس  تعيين .1 = 𝒗𝟐و  𝟑 + 𝒗𝟒 = 𝟔𝟎 

𝑣2 + 𝑣4 = 60 ⇒ 𝑣0𝑞
2 + 𝑣0𝑞

4 = 60 ⇒ 3𝑞4 + 3𝑞2 − 60 = 0 
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𝑥 = 𝑞2 ⇒ 𝑥2 + 𝑥 − 20 = 0 ⇒ 𝑥 = 4 ⇒ 𝑞2 = 4 ⇒ 𝑞 = 2  

𝑥الحل   = 𝑥مرفوض لأنّ   5− = 𝑞2   كما أنّ الحل𝑞 = 𝑞مرفوض لأنّ  2− > 0 

  𝑺𝒏  المجموع حسابثمّ  ، nبدلالة  𝒗𝒏عبارة  تعيين .2

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 3 × 2𝑛  

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 3(2𝑛+1 − 1)  

   nبدلالة  𝑷𝒏الجداء  حساب .3

𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × …× 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑣0. 𝑞 × …× 𝑣0. 𝑞
𝑛 = 𝑣0

𝑛+1 × 𝑞1+2+⋯+𝑛 

𝑃𝑛 = 3
𝑛+1 × 2

𝑛(𝑛+1)

2  

 
 التمرين الثالث : 

,𝑨(𝟏,−𝟏لتكن النقطتان   𝟐)  ،𝑩(−𝟏, 𝟏,−𝟐) 

 (𝑨𝑩)للمستقيم   تمثيل وسيطي بةكتا .1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−2
2
−4
) ;𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝐴𝐵) ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

⇒ (𝐴𝐵): {
𝑥 = 1 − 2𝑡
𝑦 = −1 + 2𝑡
𝑧 = 2 − 4𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ  

2. (𝒑)  يشملA  وعمودي على المستقيم(𝑨𝑩)   ،(𝒑′): 𝒙 − 𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝟔 = 𝟎 

 (𝒑)المعادلة الديكارتية للمستوي  حساب . أ

(𝑃) ⊥ (𝐴𝐵) ⇒ (𝑃) ∶ −2𝑥 + 2𝑦 − 4𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐴 ∈ (𝑃) ⇒ −2(1) + 2(−1) − 4(2) + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 12

⇒ (𝑃) ∶ −2𝑥 + 2𝑦 − 4𝑧 + 12 = 0  

 (𝒑)ويوازي    Bيشمل  (′𝒑)تحققّ أنّ المستوي  ال .ب

−1 − 1 + 2(−2) + 6 = 0 ⇒ 𝐵 ∈ (𝑃′)  

⃗⃗′𝑛ليكن          . لدينا :(′𝑃)ع الناظمي للمستوي الشعا ⃗ 

𝑛′⃗⃗  ⃗(1; −1; 2); 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −2𝑛′⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝑛′⃗⃗  ⃗ ⇒ (𝑃) ∥ (𝑃)  

𝒓ونصف قطرها  Bالتي مركزها  (𝑺)معادلة ديكارتية لسطح الكرة  كتابة .3 = 𝟒 

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝑆) ⇒ 𝐵𝑀2 = 𝑟2 ⇒ (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 + 2)2 = 42

⇒ (𝑆) ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 2𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 − 10 = 0  
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 التمرين الأول :

; 𝑩(𝟏صورة النقطة  ′𝑩إحداثيي النقطة   تعيين .1  hبالتحاكي  (𝟏 

𝐵′ = ℎ(𝐵) ⇒ 𝐴𝐵′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
5

3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ {

𝑥′ − 4 =
5

3
(1 − 4)

𝑦′ + 2 =
5

3
(1 + 2)

⇒ {
𝑥′ = −1
𝑦′ = 3

⇒ 𝐵′(−1; 3)  

; 𝑪′(𝟗هي النقطة   hرتها بالتحاكي التي صو  𝑪إحداثيي النقطة   تعيين .2  −𝟕) 

𝐶′ = ℎ(𝐶) ⇒ 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
5

3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ {

9 − 4 =
5

3
(𝑥 − 4)

−7 + 2 =
5

3
(𝑦 + 2)

⇒ {
𝑥 = 7
𝑦 = −5

⇒ 𝐶(7;−5)  

 hبالتحاكي  ()صورة  ()معادلة المستقيم  تعيين .3

;𝐷(−1لتكن   .ℎصورتها بالتحاكي  ′𝐷و (∆)نقطة من  (1

𝐷′ = ℎ(𝐷) ⇒ 𝐴𝐷′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
5

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ {

𝑥′ − 4 =
5

3
(−1 − 4)

𝑦′ + 2 =
5

3
(1 + 2)

⇒ {
𝑥′ = −

13

3
𝑦′ = 3

⇒ 𝐷′ (−
13

3
; 3)  

(∆′) = ℎ(∆) ⇒ (∆′): 𝑦 = 𝑥 + 𝑏 ; 𝐷′ ∈ (∆′) ⇒ 3 = −
13

3
+ 𝑏 ⇒ 𝑏 =

22

3

⇒ (∆′): 𝑦 = 𝑥 +
22

3
 

4. 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟔𝒚 + 𝟒 = 𝟎(C ): 

 ب تعيين مركزها و نصف قطرها دائرة يطُل ( C)أنّ  بيان •

𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 6𝑦 + 4 = 0 ⇒ (𝑥 + 2)2 − 4 + (𝑦 − 3)2 − 9 + 4 = 0

⇒ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 3)2 = 9  

;𝜔(−2دائرة مركزها  ( C)منه نستنتج أنّ  𝑟ونصف قطرها   (3 = 3 

 hبالتحاكي  ( C)صورة  (C )معادلة  تعيين •

(C ')  هي الدائرة التي مركزها𝜔′ = ℎ(𝜔) رها  ونصف قط𝑟′ =
5

3
× 3 = 5 
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𝜔′ = ℎ(𝜔) ⇒ 𝐴𝜔′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
5

3
𝐴𝜔⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ {

𝑥′ − 4 =
5

3
(−2 − 4)

𝑦′ + 2 =
5

3
(3 + 2)

⇒ {
𝑥′ = −6

𝑦′ =
19

3

⇒ 𝜔′ (−6;
19

3
)  

𝑀 ∈ (𝒞′) ⇒ 𝜔′𝑀2 = 𝑟′2 ⇒ (𝑥 + 6)2 + (𝑦 −
19

3
)
2

= 25

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 + 12𝑥 −
38

3
𝑦 +

460

9
= 0  

 ()مع  ( C)اثيات نقط تقاطع إحد تعيين •

𝑀 ∈ (𝒞) ∩ (∆) ⇒ {
𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 6𝑦 + 4 = 0

𝑦 = 𝑥 + 2
 

⇒ {
𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 6𝑦 + 4 = 0

𝑦 = 𝑥 + 2
 

⇒ {
𝑥2 + (𝑥 + 2)2 + 4𝑥 − 6(𝑥 + 2) + 4 = 0

𝑦 = 𝑥 + 2
⇒ {
2𝑥2 + 2𝑥 − 4 = 0

𝑦 = 𝑥 + 2
 

⇒ {
𝑥1 = 1
𝑦1 = 3

; {
𝑥2 = −2
𝑦2 = 0

⇒ (𝒞) ∩ (∆) = {(1; 3), (−2; 0)}  

 

 
 التمرين الثاني : 

𝒖𝟎 = 𝒖𝒏+𝟏و    𝟔 =
𝟏

𝟐
𝒖𝒏 +

𝟑

𝟐
        . 

 على محور الفواصل 𝒖𝟒 ، 𝒖𝟑 ، 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 ، 𝒖𝟎الحدود  تمثيل  .1
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 و تقاربها  (𝒖𝒏)ضع تخمين حول اتجاه تغير و .2

 اقصة ومتقاربة متن (𝑢𝑛)من التمثيل البياني تبدو المتتالية 

متتالية هندسية أساسها  (𝒗𝒏)ت أنّ اثبا .3
𝟏

𝟐
 

𝑣𝑛+1 = 𝛼(𝑢𝑛+1 − 3) = 𝛼 (
1

2
𝑢𝑛 +

3

2
− 3) = 𝛼 (

1

2
𝑢𝑛 −

3

2
) =

1

2
𝑣𝑛 

هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ المتتالية  
1

2
 

 (𝒖𝒏) نهاية حسابثمّ  𝒖𝒏عبارة   تاجاستنو  αو  nبدلالة  𝒗𝒏عبارة الحد العام   كتابة .4

𝑣0 = 𝛼(𝑢0 − 3) = 2𝛼 ; 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 2𝛼 (

1

2
)
𝑛

 

𝑣𝑛 = 𝛼(𝑢𝑛 − 3) ⇒ 𝑢𝑛 =
𝑣𝑛
𝛼
+ 3 = 2(

1

2
)
𝑛

+ 3  

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

2 (
1

2
)
𝑛

+ 3 = 3  

 (𝒖𝒏)اتجاه تغير المتتالية   دراسة .5

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 2(
1

2
)
𝑛+1

+ 3 − 2(
1

2
)
𝑛

− 3 = 2(
1

2
)
𝑛

(
1

2
− 1) = −(

1

2
)
𝑛

 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

𝑺𝒏المجموع :   nبدلالة  حساب .6 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 ّنهاية  حساب، ثم𝑺𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑣0
𝛼
+ 3 +

𝑣1
𝛼
+ 3 +⋯+

𝑣𝑛
𝛼
+ 3 

=
1

𝛼
(𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛) + 3(𝑛 + 1) =

𝑣0
𝛼
(
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) + 3(𝑛 + 1) 

=
2𝛼

𝛼
(
1 − (

1

2
)
𝑛+1

1 −
1

2

) + 3(𝑛 + 1) = 4 [1 − (
1

2
)
𝑛+1

] + 3(𝑛 + 1) 

= −4(
1

2
)
𝑛+1

+ 3𝑛 + 7  

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

−4(
1

2
)
𝑛+1

+ 3𝑛 + 7 = +∞  

 

 
 

 التمرين الثالث : 

,𝑨(𝟐نعتبر النقط  𝟒, 𝟏)  ،𝑩(𝟎, 𝟒, −𝟑)   ،𝑪(𝟑, 𝟏, −𝟑)  ،𝑫(𝟏, 𝟎, −𝟐)   ،

𝑬(𝟑, 𝟐, −𝟏) 
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 أجب بصحيح أو خطأ مع التبرير:

𝟐𝒙  هي (𝑨𝑩𝑪)معادلة المستوي  .1 + 𝟐𝒚 − 𝒛 − 𝟏𝟏 =  : صحيح  𝟎

,𝐶نعوّض إحداثيات النقط   𝐵, 𝐴 : في المعادلة الديكارتية للمستوي 

{

2(2) + 2(4) − 1 − 11 = 0

2(0) + 2(4) + 3 − 11 = 0
2(3) + 2(1) + 3 − 11 = 0

⇒ (𝐴𝐵𝐶) ∶  2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 11 = 0 

2. E  هي المسقط العمودي للنقطةD   على المستوي(𝑨𝑩𝑪)  : خطأ 

 . لدينا : (𝐴𝐵𝐶)الشعاع الناظمي للمستوي   𝑛⃗ليكن 

𝑛⃗ (2; 2;−1) ;  𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(2; 2; 1) ;
2

2
≠ −

1

1
⇒ 𝑛⃗ ∦ 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐷𝐸⃗⃗و   𝑛⃗بما أنّ الشعاعين   ⃗⃗ ، منه   (𝐴𝐵𝐶)لا يعامد   (𝐷𝐸)فإنّ   غير مرتبطين خطّيا ، ⃗ 

 (𝐴𝐵𝐶)على المستوي  Dليست المسقط العمودي للنقطة   Eنستنتج أنّ النقطة 

}معرّف بتمثيله الوسيطي :  (𝑪𝑫)المستقيم  .3
𝒙 = 𝟐𝒕 − 𝟏
𝒚 = 𝒕 − 𝟏
𝒛 = −𝒕 + 𝟏

 ; 𝒕 ∈ ℝ   : خطأ 

 في التمثيل الوسيطي المُعطى : 𝐶نعوّض إحداثيات النقطة 

{
3 = 2𝑡 − 1
1 = 𝑡 − 1
−3 = −𝑡 + 1

 ⇒ {
𝑡 = 2
𝑡 = 2
𝑡 = 4

 ⇒  النقطة 𝐶 لا تنتمي لهذا المستقيم 

 : صحيح متعامدان (𝑪𝑫)و  (𝑨𝑩)المستقيمان  .4

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2; 0;−4) ; 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2;−1; 1) ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4 − 4 = 0 ⇒ (𝐴𝐵) ⊥ (𝐶𝐷) 
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 التمرين الأول :

 Kو   Jالنقطتين  شاءنإ .1

 Iو   A  ،Bكمرجح للنقط   Kو    Jتين ر عن كل من النقطيعبالت .2

𝐽 = ℎ𝐴(𝐼) ⇒ 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 2𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ + 2𝐽𝐼⃗⃗⃗  ⇒ 𝐽𝐴⃗⃗⃗⃗ − 2𝐽𝐼⃗⃗⃗  = 0⃗ 

⇒ 𝐽{(𝐴; 1), (𝐼; −2)}  

𝐾 = ℎ𝐵(𝐽) ⇒ 𝐵𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐵𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝐵𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝐾𝐽⃗⃗⃗⃗ ⇒ 2𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 3𝐾𝐽⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

⇒ 𝐾{(𝐵; 2), (𝐽; −3)} ⇒ 𝐾{(𝐵; 2), (𝐴; 3), (𝐼; −6)}  

 Kو   A  ،Bهي مرجح النقط  I النقطة أنّ  استنتاج .3

𝐾{(𝐵; 2), (𝐴; 3), (𝐼; −6)} ⇒ 2𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 3𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 6𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

⇒ 2𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ + 2𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 3𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ + 3𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ − 6𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

⇒ 3𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 2𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐼{(𝐴; 3), (𝐵; 2), (𝐾; 1)}  

= 𝑪𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗[ حيث  ABمن القطعة ] Cاستنتاج وجود نقطة وحيدة  .4 𝟔𝑪𝑰⃗⃗⃗⃗    

;𝐵)}مرجح الجملة   𝐶لنقطة  لتكن ا 2), (𝐴; 3)} 

𝐾{(𝐵; 2), (𝐴; 3), (𝐼; −6)} ⇒ 𝐾{(𝐶; 5), (𝐼; −6)} ⇒ 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 6𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗  

𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗حيث  [𝐴𝐵]من القطعة   𝐶وجد نقطة وحيدة أنّه تستنتج منه ن   ⃗ = 6𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗  

 6و نسبته  Cهو التحاكي الذي مركزه  hلتحويل أنّ ا بيان .5

{
𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 6𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐾 = ℎ(𝐶;6)(𝐼)

𝐾 = ℎ𝐵(𝐽) = ℎ𝐵𝑜ℎ𝐴(𝐼)
⇒ ℎ𝐵𝑜ℎ𝐴 = ℎ(𝐶;6)  

  Kالمحل الهندسي للنقط تعيين  .6

𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 6𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐶𝐾 = 6𝐶𝐼 

𝐼 ∈ (𝒞(𝐶;1)) ⇒ 𝐶𝐼 = 1 ⇒ 𝐶𝐾 = 6 ⇒ 𝐾 ∈ (𝒞(𝐶;6)
′ )  

 𝐶على الدائرة التي مركزها  𝐼لمّا تتغير  𝐾نتج أنّ المحل الهندسي للنقط منه نست
 . 6ونصف قطرها  𝐶هو الدائرة التي مركزها  1ف قطرها ونص
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 التمرين الثاني : 

-I 𝑓(𝑥) =
9

6−𝑥
  ،𝐷𝑓 = ]−3; 6[ 

;𝟑−[على المجال  fوتشكيل جدول تغيرات الدالة  𝒇′(𝒙)حساب  .1 𝟔[ 

𝑓′(𝑥) =
9

(6 − 𝑥)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒     الدالة  𝑓 متزايدة 

lim
𝑥
>
→−3

𝑓(𝑥) = 1 ;  lim
𝑥
<
→6

𝑓(𝑥) = +∞  

 

 

  3عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(للمنحنى  )(كتابة معادلة المماس  .2

(∆): 𝑦 = 𝑓′(3)(𝑥 − 3) + 𝑓(3) ⇒ 𝑦 = 𝑥 

 بدقة   )fC(و المنحنى  )(انشاء المماس 

 f(x) < 3فإن  x < 3إذا كان  بيان أنه .3

;3−[متزايدة تماما على المجال   𝑓بما أنّ الدالة   𝑥، فإنّه من أجل   ]6 < 3 : 

𝑓(𝑥)لدينا  < 𝑓(3)  منه𝑓(𝑥) < 3 

-II  لتكن(𝒖𝒏)  : متتالية عددية معرفة كما يلي𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)    ;   𝒖𝟎 = −𝟑    

 𝒖𝟎   ،𝒖𝟏   ،𝒖𝟐  ،𝒖𝟑   ،𝒖𝟒انشاء الحدود   .1
 

 
 

  (𝒖𝒏)تحديد اتجاه تغير المتتالية  .2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
9

6 − 𝑢𝑛
− 𝑢𝑛 =

𝑢𝑛
2 − 6𝑢𝑛 + 9

6 − 𝑢𝑛
=
(𝑢𝑛 − 3)

2

6 − 𝑢𝑛
 

𝑢𝑛 < 3 ⇒ 6 − 𝑢𝑛 > 3 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة   

 

344



 
 

-III لتكن (𝒗𝒏)   : متتالية عددية معرفة كما يلي𝒗𝒏 =
𝟏

𝒖𝒏−𝟑
    

 حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول n(V(المتتالية  بيان أن •

𝑣𝑛+1 =
1

𝑢𝑛+1 − 3
=

1
9

6−𝑢𝑛
− 3

=
1

3𝑢𝑛−9

6−𝑢𝑛

=
6 − 𝑢𝑛
3(𝑢𝑛 − 3)

 

=
3 − 𝑢𝑛
3(𝑢𝑛 − 3)

+
3

3(𝑢𝑛 − 3)
= −

1

3
+ 𝑣𝑛 

−حسابية أساسها  (𝑣𝑛)نستنتج أنّ المتتالية  
1

3
𝑣0وحدّها الأول    =

1

𝑢0−3
= −

1

6
 

𝒖𝒏بيان أن :  • =
𝟔𝒏−𝟑

𝟐𝒏+𝟏
  

𝑣𝑛 = 𝑣0 + 𝑛𝑟 = −
1

6
−
1

3
𝑛 =

−2𝑛 − 1

6
 

1

𝑢𝑛 − 3
= 𝑣𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 − 3 =

1

𝑣𝑛
⇒ 𝑢𝑛 =

1

𝑣𝑛
+ 3 =

−6

2𝑛 + 1
+ 3 =

6𝑛 − 3

2𝑛 + 1
 

 

 
 التمرين الثالث : 

,𝑨(−𝟏نعتبر النقط  𝟐, 𝟏)  ،𝑩(𝟎, 𝟓, 𝟐)   ،𝑪(𝟑, 𝟎, −𝟐)  

 مستويا تعين A  ،B  ،Cأنّ النقط  بيان .1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  (
1
3
1
) ;  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (

4
−2
−3
) ;
1

4
≠
3

−2
⇒ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيا 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗

⇒  (𝐴𝐵𝐶) مستوي 

 (𝑨𝑩𝑪)معادلة ديكارتية للمستوي   كتابة .2

;𝑛⃗ (𝑎ليكن  𝑏; 𝑐) مستوي  شعاعا ناظميا لل(𝐴𝐵𝐶): لدينا . 

{𝑛⃗ . 𝐴𝐵
⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0
⇒ {

𝑎 + 3𝑏 + 𝑐 = 0
4𝑎 − 2𝑏 − 3𝑐 = 0

⇒ {
3𝑎 + 9𝑏 + 3𝑐 = 0…
4𝑎 − 2𝑏 − 3𝑐 = 0…

 

+⇒ 7𝑎 + 7𝑏 = 0 ⇒ 𝑎 = −𝑏 

⇒ −3𝑏 + 9𝑏 + 3𝑐 = 0 ⇒ 3𝑐 = −6𝑏 ⇒ 𝑐 = −2𝑏 

𝑏 نفرض = 𝑎، منه :   1− = 1  ،𝑐 = 2   ،𝑛⃗ (1;−1; 2) 

(𝐴𝐵𝐶): 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0 ; 𝐵 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ −5 + 4 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑

= 1 ⇒ (𝐴𝐵𝐶): 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0  

3. (𝑺) ∶ 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟒𝒚 − 𝟔𝒛 + 𝟖 = 𝟎 

 rونصف قطرها  (𝑺)مركز سطح الكرة  𝜴النقطة   تعيين . أ
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𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 6𝑧 + 8 = 0

⇒ (𝑥 − 1)2 − 1 + (𝑦 − 2)2 − 4 + (𝑧 − 3)2 − 9 + 8 = 0

⇒ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 3)2 = 6

⇒ 𝛺(1; 2; 3); 𝑟 = √6  

 (𝑺)مماس لسطح الكرة   (𝑨𝑩𝑪)تحققّ من أنّ المستوي ال .ب

، نبرهن أنّ   (𝑆)مماس لسطح الكرة  (𝐴𝐵𝐶)لبيان أنّ المستوي 

𝑑[𝛺; (𝐴𝐵𝐶)] = 𝑟 

𝑑[𝛺; (𝐴𝐵𝐶)] =
|1 − 2 + 2(3) + 1|

√12 + (−1)2 + 22
=
6

√6
= √6 ⇒ 𝑑[𝛺; (𝐴𝐵𝐶)] = 𝑟  

والعمودي على   𝜴المار من   (∆)للمستقيم   وسيطي تمثيل حساب . ج

(𝑨𝑩𝑪) 

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (∆) ⇒ 𝛺𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑡. 𝑛⃗ ⇒ (∆) ∶ {
𝑥 = 1 + 𝑡
𝑦 = 2 − 𝑡
𝑧 = 3 + 2𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ  

 (𝑺)و  (𝑨𝑩𝑪)نقطة تماس  𝝎إحداثيات  استنتاج .د

، ونحصل على   (𝐴𝐵𝐶)والمستوي  (∆)هي تقاطع المستقيم 𝜔 النقطة 

في المعادلة الديكارتية  (∆)لمستقيم مثيل الوسيطي لإحداثياتها بتعويض الت

 (𝐴𝐵𝐶)لمستوي ل

𝜔 = (∆) ∩ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 1 + 𝑡 − (2 − 𝑡) + 2(3 + 2𝑡) + 1 = 0 ⇒ 𝑡 = −1

⇒ 𝜔(0; 3; 1)  
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 التمرين الأول :

 الجزء الأول :
 الشكل. انشاء .1

 
 يطُلب تعيين نسبته   𝑨على الترتيب بتحاك مركزه   ′𝑶و 𝑶صورتا   𝑱و 𝑰أنّ  نبيا .2

= 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ينا:  لد 2𝐴𝑂′⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ و ⃗  2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ نستنتج   ⃗  منه         ′𝑂و  𝑂صورتا  هما   𝐽و  𝐼أنّ  ، 

 .2 نسبتهو 𝐴مركزه  ي الذيتحاكالعلى الترتيب ب

 متوازيان.  (𝑰𝑱)و  (′𝑶𝑶)استنتاج أن المستقيمين  

 :طريقة  

𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = 2𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝑂′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2 (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑂′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 2𝑂𝑂′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ (𝐼𝐽) ∥ (𝑂𝑂′)  

 :طريقة 
𝐴𝑂

𝐴𝐼
=
𝐴𝑂′

𝐴𝐽
=
1

2
⇒ (𝑂𝑂′) ∥ (𝐼𝐽)  (نظرية طاليس العكسية) 

 :طريقة 
م المنتصفين  هو مستقي (′𝑂𝑂)، فإنّ   [𝐴𝐽]منتصف  ′𝑂و [𝐴𝐼]منتصف  𝑂بما أنّ 

(′𝑂𝑂)، ومنه نستنتج أنّ   𝐴𝐼𝐽في المثلث   ∥ (𝐼𝐽) 

= 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗:  أنّ  بيان .3 𝟐 𝑨𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

 : طريقة  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑂𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2(𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

 : طريقة 
(𝑂𝐾)و [𝐴𝐼]منتصف  𝐴𝐵𝐼 :𝑂لدينا في المثلث   ∥ (𝐼𝐵)   ّمنه نستنتج أن ،𝐾 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗، أي   [𝐴𝐵]صف  منت  ⃗ = 2 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  (نظرية مستقيم المنتصفين  العكسية)  ⃗ 
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 في استقامية.   𝑱 ، 𝑩 ، 𝑰أن النقط   استنتاج

مركزه   ي الذيتحاكالعلى الترتيب ب ′𝑂و 𝑂   ،𝐾 النقط  صورهي   𝐽و 𝐼  ،𝐵لدينا النقط 
𝐴 وبما  2  نسبتهو نستنتج   ′𝑂و  𝑂  ،𝐾  النقط  أنّ ،  استقامية،  النقطفي        𝐽و  𝐼  ،𝐵  أنّ 

 ط.في استقامية، لأنّ التحاكي يحافظ على استقامية النق

𝑰𝑩⃗⃗⃗⃗الجداءات السلمية:  حساب .4  ⃗. 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗       ؛𝑶𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗        َو(𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑱⃗⃗⃗⃗ ). 𝑰𝑱⃗⃗  ⃗ . 

𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0  (𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ ⊥  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) ;  𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝐼𝑂⃗⃗⃗⃗ . 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑂𝐴2 = −4  

(𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ ). 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝐽⃗⃗⃗  + 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝐽⃗⃗⃗  + 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ . 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = (𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ )⏟      
0⃗⃗ 

. 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 0  

 الجزء الثاني : 

 . (C )و  ( C)معادلة لكل من الدائرتين  كتابة .1

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞) ⇒ 𝑂𝑀2 = 22 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 4  

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞′) ⇒ 𝑂′𝑀2 = 22 ⇒ (𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 4 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 = 0  

;𝑨(𝟏النقطتين  يتقاطعان في  (C )و  ( C)أنّ  بيان .2  .𝑩(𝟏;−√𝟑)وَ     (𝟑√

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞) ∩ (𝒞′) ⇒ {
𝑥2 + 𝑦2 = 4

𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 = 0
⇒ {𝑦

2 = −𝑥2 + 4
4 − 4𝑥 = 0

 

{
𝑥 = 1
𝑦2 = 3

⇒ {
𝑥1 = 1 ;  𝑦1 = −√3

𝑥2 = 1 ;  𝑦2 = −√3
⇒ (𝒞) ∩ (𝒞′) = {(1,−√3); (1; √3)}  

 . 𝑨عند النقطة  ( C)( للدائرة لمماس )معادلة ا كتابة .3

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆) ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐴𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ −(𝑥 − 1) − √3(𝑦 − √3) = 0

⇒ 𝑥 + √3𝑦 − 4 = 0  

 .[𝑨𝑩]محور القطعة   (OO)أنّ المستقيم  بيان .4

;𝐾(1لتكن النقطة    . لدينا: [′𝑂𝑂]طعة منتصف الق (0

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
0

−2√3
) . 𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

2
0
) = 0 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ … 

𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
0

−√3
) ; 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ [𝐴𝐵] منتصف  القطعة 𝐾 … 

 .[𝐴𝐵]محور القطعة   (′𝑂𝑂)المستقيم  نستنتج أنّ  و  من 

5. 𝑴(𝟓;
√𝟑

𝒙𝟐
). 

 (. المماس )و  𝑴بين النقطة   f (x)المسافة  حساب . أ

𝑓(𝑥) =
|5 +

3

𝑥2
− 4|

√4
=
1

2
+
3

2𝑥2
 

𝒇(𝒙)أنّ :   تحققّال .ب =
𝒙𝟐+𝟑

𝟐𝒙𝟐
 غير معدوم. xمن أجل كل عدد حقيقي  

𝑓(𝑥) =
1

2
+
3

2𝑥2
=
𝑥2 + 3

2𝑥2
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 المستقيمات المقاربة  تعيينو fتغيرات الدالة  ةسادر . ج

𝑓′(𝑥) =
2𝑥(2𝑥2) − 4𝑥(𝑥2 + 3)

(2𝑥2)2
=
−12𝑥

4𝑥4
= −

3

𝑥3
 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[: 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة 

𝑥 ∈ ]0; +∞[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1

2
+
3

2𝑥2
=
1

2
 ;  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

2
+
3

2𝑥2
=
1

2
 

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

1

2
+
3

2𝑥2
= +∞ ; lim

𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1

2
+
3

2𝑥2
= +∞ 

𝑦يقبل مستقيمين مقاربين أحدهما أفقي معادلته   (𝐶𝑓)منه نستنتج أنّ المنحنى  =
1

2
 

𝑥الآخر عمودي معادلته  و = 0. 

 
 .fم المنحى الممثل للدالة رس

 
 

 
 التمرين الثاني : 

 

𝒖𝒏+𝟏 =
𝟐𝒖𝒏 + 𝟏

𝒖𝒏 +  𝟐
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 ثابتة  )nu(التي من أجلها تكون المتتالية  0uتعيين قيم  .1

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ثابتة  𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 = 𝑢0 ⇒ 𝑢0 =
2𝑢0 + 1

𝑢0 +  2
 

⇒ 𝑢0
2 + 2𝑢0 = 2𝑢0 + 1 ⇒ 𝑢0

2 = 1 ⇒ 𝑢0 = 𝑢0 أو 1− = 1  

𝒖𝟎نفرض أن  .2 = 𝟎و  𝟎 ≤ 𝒖𝒏 < 𝟏 

 )nu(تغير المتتالية دراسة اتجاه  •

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 +  2
− 𝑢𝑛 =

−𝑢𝑛
2 + 1

𝑢𝑛 +  2
=
(1 − 𝑢𝑛)(1 + 𝑢𝑛)

𝑢𝑛 +  2
 

0بما أنّ  ≤ 𝑢𝑛 < 𝑢𝑛+1، فإنّ   1 − 𝑢𝑛 >  متزايدة (𝑢𝑛)منه المتتالية ،  0

3. 𝒗𝒏 =
𝒖𝒏− 𝟏

𝒖𝒏+ 𝟏
 

 هندسية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأولمتتالية  )nv(اثبات أن  •

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 −  1

𝑢𝑛+1 +  1
=

2𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+ 2
− 1

2𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+ 2
+ 1

=
𝑢𝑛 − 1

3𝑢𝑛 + 3
=
1

3
(
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 1
) =

1

3
𝑣𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه المتتالية  =
1

3
𝑣0وحدّها الأول    =

𝑢0− 1

𝑢0+ 1
= −1 

 )nv(ثم حساب نهاية المتتالية  ، nبدلالة  nvكتابة  •

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = −(

1

3
)
𝑛

⇒ 𝑣𝑛 = −
1

3𝑛
  ;  lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛 = lim

𝑛→+∞
−
1

3𝑛
= 0  

 )nu(ة ، ثم استنتاج نهاية المتتالي nvبدلالة  nuكتابة  •

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 −  1

𝑢𝑛 +  1
⇒ 𝑣𝑛(𝑢𝑛 +  1) = 𝑢𝑛 −  1 ⇒ 𝑢𝑛(𝑣𝑛 − 1) = −𝑣𝑛 − 1

⇒ 𝑢𝑛 =
−𝑣𝑛 − 1

𝑣𝑛 − 1
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

−𝑣𝑛 − 1

𝑣𝑛 − 1
= 1  

 

 
 التمرين الثالث : 

,𝑨(𝟑لتكن النقط  𝟎, 𝟑)  ،𝑩(𝟏, 𝟒, −𝟑)   ،𝑪(𝟏, 𝟎, 𝟑)   ،𝑫(𝟏, 𝟎, −𝟑)   

   Dقائم في  𝑩𝑪𝑫أنّ المثلث  بيان .1

𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (0; 4; 0) ; 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0; 0; 6) ;  𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝐷 قائم في 𝐵𝐶𝐷 المثلث  
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 𝑩𝑪𝑫المثلث تعيين مساحة  .2

‖𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √42 = 4 ; ‖𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √62 = 6 ; 𝑆𝐵𝐶𝐷 =
𝐷𝐵 × 𝐷𝐶

2
=
24

2
= 12 𝑢. 𝑎  

  (𝑩𝑪𝑫)عمودي على المستوي  (𝑨𝑪)أنّ المستقيم  يانب .3

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗، نبرهن أنّ الشعاع  (𝐵𝐶𝐷)عمودي على المستوي  (𝐴𝐶)لبيان أنّ المستقيم    ⃗ 

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗و  𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  غير المرتبطين خطّيا  عمودي على الشعاعين  ⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2; 0; 0) ;  {𝐴𝐶
⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0
⇒ {𝐴𝐶
⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
⇒ (𝐴𝐶) ⊥ (𝐵𝐶𝐷) 

 𝑨𝑩𝑪𝑫حجم رباعي الوجوه   تعيين .4

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

3
𝑆𝐵𝐶𝐷 × ℎ =

1

3
𝑆𝐵𝐶𝐷 × ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =

12 × 2

3
= 8 𝑢. 𝑣  
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 التمرين الأول :

  𝑪 ، 𝑩 ، 𝑨 و 𝑯م النقط يعلت .1

 .(∆)كتابة معادلة ديكارتية للمستقيم  

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆) ⇒ 𝑣 (
3
−2
) . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (

𝑥 − 2
𝑦 − 1

) = 0 ⇒ 3(𝑥 − 2) − 2(𝑦 − 1) = 0

⇒ 3𝑥 − 2𝑦 − 4 = 0  

2. (𝜸): 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟏𝟑 = 𝟎. 

 يطُلب حسابه. 𝒓ونصف قطرها   𝑩دائرة مركزها  (𝜸)ت أنّ اثبا . أ

𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥 + 2𝑦 + 13 = 0 ⇒ (𝑥 − 5)2 − 25 + (𝑦 + 1)2 − 1 + 13 = 0

⇒ (𝑥 − 5)2 + (𝑦 + 1)2 = 13  

𝑟ونصف قطرها   𝐵(5;−1)دائرة مركزها  (𝛾)  أنّ منه نستنتج  = √13. 

 .(𝜸)والدائرة  (∆)رسم المستقيم  .ب

𝑨تحقق حسابيا أنّ  ال . ج ∈ (𝜸)  

(𝑥𝐴 − 5)
2 + (𝑦𝐴 + 1)

2 = (−3)2 + 22 = 13 ⇒ 𝐴 ∈ (𝛾)  

 .(∆)والمستقيم  𝑩بين النقطة   حساب المسافة

𝑑[𝐵; (∆)] =
|3(5) − 2(−1) − 4|

√32 + (−2)2
=
13

√13
= √13  

 .(𝜸)والدائرة  (∆)الوضع النسبي للمستقيم  استنتاج .د

𝑑[𝐵; (∆)] = 𝑟 ⇒ (𝛾)  المستقيم  (∆) مماس  للدائرة  

. 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗الجداء السلمي  حساب .3 𝑩𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗   بطريقتين 

 : طريقة  

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−3
2
) . 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

3
4
) = −9 + 8 = −1  

 : طريقة 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟      

2𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

‖

2

− ‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
2
− ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
) =

4𝐵𝐻2 − 𝐵𝐴2 − 𝐵𝐶2

2

=
4(9) − (9 + 4) − (9 + 16)

2
= −

2

2
= −1  

 .𝑨𝑩𝑪̂استنتاج قيمة مقرّبة بالدرجات لقيس الزاوية 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. cos𝐴𝐵𝐶̂ ⇒ cos 𝐴𝐵𝐶̂ =
𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
=
−1

5√13

⇒ 𝐴𝐵𝐶̂ ≈ 93°  
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 بطريقتين   𝑩𝑯الطول   حساب .4

 باستعمال الإحداثيات  :طريقة  

𝐵(5;−1); 𝐻(5; 2) ⇒ 𝐵𝐻 = √32 = 3  

 باستعمال مبرهنة المتوسط :طريقة 

𝐵𝐴2 + 𝐵𝐶2 = 2𝐵𝐻2 +
1

2
𝐴𝐶2 ⇒ 𝐵𝐻2 =

𝐵𝐴2 + 𝐵𝐶2 −
1

2
𝐴𝐶2

2

=
13 + 25 − 20

2
= 9 ⇒ 𝐵𝐻 = 3  

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗من المستوي حيث:   𝑴د طبيعة وعناصر مجموعة النقط  يحدت .5  ⃗. 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝟎  
 .معادلة ديكارتية لها كتابةو

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0 ⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ 𝑀 قائم في 𝐴𝑀𝐶 المثلث 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗من المستوي حيث:  𝑀ط  مجموعة النقمنه نستنتج أنّ  ⃗⃗ . 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = هي الدائرة   0

 .[𝐴𝐶]التي قطرها  

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
2 − 𝑥
1 − 𝑦

) .𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
8 − 𝑥
3 − 𝑦

) = 0 ⇒ (2 − 𝑥)(8 − 𝑥) + (1 − 𝑦)(3 − 𝑦) = 0

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥 − 4𝑦 + 19 = 0  

𝑵𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝟐حيث:  𝑵د طبيعة وعناصر مجموعة النقط  يحدت .6 +𝑵𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝟐 = 𝟐𝟏. 

𝑁𝐴2 + 𝑁𝐶2 = 21 ⇒ 2𝑁𝐻2 +
1

2
𝐴𝐶2 = 21 

⇒ 2𝑁𝐻2 = 21 −
1

2
𝐴𝐶2 = 21 −

62 + 22

2
= 1 ⇒ 𝑁𝐻2 =

1

2
 

𝑁𝐴2من المستوي حيث:  𝑁مجموعة النقط منه نستنتج أنّ   + 𝑁𝐶2 = هي الدائرة  21

  ونصف قطرها 𝐻التي مركزها 
√2

2
. 

−ونسبته   𝑶التحاكي الذي مركزه   𝒉ليكن   .7
𝟏

𝟐
.  

 . ′𝑪و ′𝑩′ ، 𝑨إحداثيات النقط   تعيين . أ

ℎ(𝐴) = 𝐴′ ⇒ 𝑂𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
𝑥𝐴′
𝑦𝐴′
) = −

1

2
𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

2
1
) ⇒ 𝐴′ (−1;−

1

2
)  

ℎ(𝐵) = 𝐵′ ⇒ 𝑂𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
𝑥𝐵′
𝑦𝐵′
) = −

1

2
𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

5
−1
) ⇒ 𝐵′ (−

5

2
;
1

2
)  

ℎ(𝐶) = 𝐶′ ⇒ 𝑂𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
𝑥𝐶′
𝑦𝐶′
) = −

1

2
𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

8
3
) ⇒ 𝐶′ (−4;−

3

2
)  

 .(′𝜸)والدائرة  (′∆)لكل من المستقيم معادلة ديكارتية  استنتاج .ب

والذي   (∆)الموازي لـ   (′∆)هو المستقيم  ℎبالتحاكي   (∆)صورة المستقيم 
 .′𝐴يشمل النقطة 
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𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆′) ⇒ 𝑣 (
3
−2
) . 𝐴′𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

𝑥 + 1

𝑦 +
1

2

) = 0 

⇒ 3(𝑥 + 1) − 2 (𝑦 +
1

2
) = 0 ⇒ 3𝑥 − 2𝑦 + 2 = 0  

ونصف   ′𝐵التي مركزها  (′𝛾)رة هي الدائ ℎبالتحاكي  (𝛾)صورة الدائرة  

′𝑟قطرها  =
1

2
𝑟 =

√13

2
 . 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛾′) ⇒ 𝐵′𝑀2 = 𝑟′2 ⇒ (𝑥 +
5

2
)
2

+ (𝑦 −
1

2
)
2

=
13

4

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 + 5𝑥 − 𝑦 −
13

4
= 0  

 .′𝑨′𝑩′𝑪والمثلث  (′𝜸)يط ومساحة كل من الدائرة  مح استنتاج . ج

𝒫(𝛾′):  (′𝛾)محيط الدائرة  = 2𝜋𝑟
′ = √13𝜋 𝑐𝑚 

𝒮(𝛾′):  (′𝛾)مساحة الدائرة   = 𝜋𝑟
′2 =

13

4
𝜋 𝑐𝑚2 

 :′𝐴′𝐵′𝐶محيط المثلث  

𝒫𝐴′𝐵′𝐶′ =
1

2
𝒫𝐴𝐵𝐶 =

𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶

2
=
√13 + 2√10 + 5

2
≈ 7,47 𝑐𝑚  

 ′𝐴′𝐵′𝐶مساحة المثلث 

𝒮𝐴′𝐵′𝐶′ =
1

4
𝒮𝐴𝐵𝐶 =

1

2
𝐵𝐴 × 𝐵𝐶 × sin𝐴𝐵𝐶̂

4
=
5√13 ×

8
≈ 2,25 𝑐𝑚2  
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 التمرين الثاني : 

𝒖𝟎 = 𝜶  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟓

𝟔
𝒖𝒏 + 𝟑𝟑𝟓  

 ثابتة (𝒖𝒏)المتتالية  حيث تكون  αعدد الحقيقي تعيين ال .1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 = 𝑢0 = 𝛼 ⇒ 𝛼 =
5

6
𝛼 + 335 ⇒ 𝛼 = 335 × 6 = 2010  

 ℕمتزايدة على   (𝒖𝒏)نّ المتتالية بيان أ .2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
5

6
𝑢𝑛 + 335 − 𝑢𝑛 = 335 −

1

6
𝑢𝑛 =

2010 − 𝑢𝑛
6

 

𝑢𝑛بما أنّ  ≤ 2010، فإنّ   2010 − 𝑢𝑛 ≥  متزايدة  (𝑢𝑛)، منه المتتالية   0

3. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟐𝟎𝟏𝟎  

 طلب تعيين حدها الأول وأساسها هندسية ي   (𝒗𝒏)اثبات أنّ المتتالية   .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 2010 =
5

6
𝑢𝑛 + 335 − 2010 =

5

6
𝑢𝑛 − 1675 

𝑣𝑛+1 =
5

6
(𝑢𝑛 − 2010) =

5

6
𝑣𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه المتتالية   =
5

6
𝑣0وحدها الأول   = −1 

𝒏 :  𝑣𝑛بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .ب = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = −(

5

6
)
𝑛

 

𝒏 :  𝑢𝑛بدلالة  𝒖𝒏استنتاج كتابة  = 𝑣𝑛 + 2010 = 2010 − (
5

6
)
𝑛

 

𝐥𝐢𝐦حساب   .ج
𝒏→+∞

𝒖𝒏 : 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

2010 − (
5

6
)
𝑛

 = 2010  

 𝑺′𝒏و   𝑺𝒏المجموعين :  𝒏حساب بدلالة   .د

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1−𝑞𝑛+1

1−𝑞
) = −(

1−(
5

6
)
𝑛+1

1−
5

6

) = −6(1 − (
5

6
)
𝑛+1
)   

𝑆′𝑛 = 𝑣0 + 6𝑣1 + 6
2𝑣2 +⋯+ 6

𝑛𝑣𝑛 

= 𝑣0 + 6𝑣0. 𝑞 + 6
2𝑣0. 𝑞

2 +⋯+ 6𝑛𝑣0. 𝑞
𝑛 

= 𝑣0 (1 + 6𝑞 + 6
2𝑞2 +⋯+ 6𝑛𝑞𝑛)⏟                  

6𝑞  حدود  متتابعة  لمتتالية هندسية حدها الأول  1  وأساسها

= 𝑣0 (
1 − (6𝑞)𝑛+1

1 − 6𝑞
) 

= −(
1 − (5)𝑛+1

1 − 5
) =

1 − (5)𝑛+1

4
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 التمرين الثالث : 

𝑨(𝟎, 𝟏, −𝟐) ،𝑩(−𝟏, 𝟎,−𝟏)  ،𝑪(𝟎,−𝟓,−𝟓)  ،𝑫(𝟐, 𝟎, −𝟐)  ،𝑬(𝟏,−𝟒,−𝟔) 

 استقامة واحدة  ليست على A  ،B  ،Cأنّ النقط  بيان .1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  (
−1
−1
1
) ;  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (

0
−6
−3
) ;

0

−1
≠
−6

−1
⇒ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيا 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗ 

 . ليست على استقامة واحدة A  ،B   ،Cالنقط منه ، 

 

 𝑨𝑩𝑪مساحة المثلث  حساب .2

{
𝐴𝐵 = √3

𝐴𝐶 = √45

𝐵𝐶 = √42

⇒ 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 ⇒ 𝐵 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
𝐴𝐵 × 𝐵𝐶

2
=
√126

2
=
3√14

2
 𝑢. 𝑎  

 

 مستطيل 𝑨𝑩𝑪𝑬أنّ الرباعي   بيان .3

𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗لدينا :   ⃗ (−1;−1; 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗، أي   (1  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ متوازي  ABCE، منه الرباعي  ⃗ 

 مستطيل 𝐴𝐵𝐶𝐸، نستنتج أنّ الرباعي   𝐵قائم في  𝐴𝐵𝐶نّ المثلث  أضلاع ، وبما أ

 (𝑨𝑩𝑪)ادلة الديكارتية للمستوي المع كتابة .4

;𝑛⃗ (𝑎ليكن  𝑏; 𝑐)   شعاعا ناظميا للمستوي(𝐴𝐵𝐶): لدينا . 

{𝑛⃗ . 𝐴𝐵
⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0
⇒ {
−𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0
−6𝑏 − 3𝑐 = 0

⇒ {
𝑎 = −3𝑏
𝑐 = −2𝑏

 

𝑏نفرض  = 𝑎، منه :   1− = 3  ،𝑐 = 2   ،𝑛⃗ (3;−1; 2) 

(𝐴𝐵𝐶): 3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 𝑑 = 0 ; 𝐵 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ −3 − 2 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑

= 5 ⇒ (𝐴𝐵𝐶) ∶ 3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 5 = 0  

والعمودي على   Dالذي يشمل النقطة  (∆)التمثيل الوسيطي للمستقيم  كتابة .5

(𝑨𝑩𝑪) 

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (∆) ⇒ 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑡. 𝑛⃗ ⇒ (∆) ∶ {
𝑥 = 2 + 3𝑡
𝑦 = −𝑡

𝑧 = −2 + 2𝑡
; 𝑡 ∈ ℝ  

 (𝑨𝑩𝑪)على المستوي   Dالمسقط العمودي للنقطة  Hإحداثيات النقطة  تعيين .6

𝐻 = (∆) ∩ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 3(2 + 3𝑡) − (−𝑡) + 2(−2 + 2𝑡) + 5 = 0 ⇒ 𝑡

= −
1

2
⇒ 𝐻 (

1

2
;
1

2
;−3)  
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 (𝑨𝑩𝑪)عن المستوي  Dبعُد النقطة  حساب .7

𝑑[𝐷; (𝐴𝐵𝐶)] =
|3(2) + 2(−2) + 5|

√32 + (−1)2 + 22
=

7

√14
=
√14

2
 

 𝑨𝑩𝑪𝑫حجم رباعي الوجوه   حساب .8

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶 × ℎ =

1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶 × 𝑑[𝐷; (𝐴𝐵𝐶)] =

1

3
×
3√14

2
×
√14

2

=
7

2
 𝑢. 𝑣  

 
 

 

  

(∆) 
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 التمرين الأول :

𝒉(𝑴) = 𝑴′ ⇒ {
𝒙′ = −𝟐𝒙 + 𝟑
𝒚′ = −𝟐𝒚 + 𝟔

 

 .𝒌ونسبته   𝝎يين مركزه  تحاكي يطُلب تع 𝒉أنّ  برهان .1

ℎ(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝜔𝑀′ = 𝑘𝜔𝑀 ⇒ {
𝑥′ − 𝑥𝜔 = 𝑘(𝑥 − 𝑥𝜔)

𝑦′ − 𝑦𝜔 = 𝑘(𝑦 − 𝑦𝜔)
 

⇒ {
𝑥′ = 𝑘𝑥 + (1 − 𝑘)𝑥𝜔
𝑦′ = 𝑘𝑦 + (1 − 𝑘)𝑦𝜔

⇒ 𝑘 = −2 ⇒ {
3𝑥𝜔 = 3
3𝑦𝜔 = 6

⇒ 𝜔(1; 2) 

;𝜔(1تحاكي مركزه   ℎأنّ  منه نستنتج  𝑘ه  ونسبت (2 = −2 . 

 . (𝑻)وتمسّ المستقيم   𝝎التي مركزها  (𝓒)معادلة الدائرة   كتابة .2

𝑟 = 𝑑[𝜔; (𝑇)] =
|3(1) − 4(2) + 1|

√32 + (−4)2
=
4

5
 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞) ⇒ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 =
16

25

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 +
109

25
= 0  

 .𝒉بالتحاكي   (𝑻)صورة  (′𝑻)معادلة  كتابة .3

{
𝑥′ = −2𝑥 + 3
𝑦′ = −2𝑦 + 6

⇒ {
𝑥 = −

1

2
𝑥′ +

3

2

𝑦 = −
1

2
𝑦′ + 3

 

(𝑇′) = ℎ(𝑇) ⇒ 3(−
1

2
𝑥′ +

3

2
) − 4 (−

1

2
𝑦′ + 3) + 1 = 0

⇒ −
3

2
𝑥′ + 2𝑦′ −

13

2
= 0 ⇒ (𝑇′):−3𝑥 + 4𝑦 − 13 = 0  

 بطريقتين مختلفتين.  𝒉بالتحاكي   (𝓒)صورة  (′𝓒)معادلة  كتابة .4

 : طريقة 

(𝒞′) الدائرة التي مركزها   هي𝜔   ونصف قطرها𝑟′ = 2𝑟 =
8

5
 ، ومنه: 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝒞′) ⇒ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 =
64

25

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 +
61

25
= 0  
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 :طريقة 

(𝒞′) = ℎ(𝒞) ⇒⏟
(𝒞) في 𝑦و 𝑥 نعوض

(−
1

2
𝑥′ +

3

2
− 1)

2

+ (−
1

2
𝑦′ + 3 − 2)

2

=
16

25

⇒ (−
1

2
𝑥′ +

1

2
)
2

+ (−
1

2
𝑦′ + 1)

2

=
16

25

⇒
1

4
𝑥′2 +

1

4
𝑦′2 −

1

2
𝑥′ − 𝑦′ +

61

100
= 0 

⇒⏟
×4

𝑥′2 + 𝑦′2 − 2𝑥′ − 4𝑦′ +
61

25
= 0  

 . (′𝓒)بالنسبة إلى  (𝓒)و (′𝑻)الوضعية النسبية لكل من  ةسادر .5

(′𝑇) بما أنّ  = ℎ(𝑇) و(𝒞′) = ℎ(𝒞)  يم والمستق(𝑇)  مماس للدائرة(𝒞) نستنتج ،

 .(′𝒞)مماس للدائرة  (′𝑇)أنّ المستقيم 

′𝑟نفس المركز و (′𝒞)و (𝒞)للدائرتين   ا أنّ بم = 2𝑟  الدائرة أنّ  داخل   (𝒞)، نستنتج 

 .(′𝒞)الدائرة  

 
 

 
 الثاني:  التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒗𝟎 = 𝟐  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝒖𝒏+𝟐𝒗𝒏  

𝟑
  ،𝒗𝒏+𝟏 =

𝒖𝒏+𝟒𝒗𝒏  

𝟓
  ،𝒘𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝒗𝒏 

 هندسية (𝒘𝒏)تتالية المبرهان أنّ  .1

𝑤𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛  

3
−
𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛  

5
 

=
5𝑢𝑛 + 10𝑣𝑛 − 3𝑢𝑛 − 12𝑣𝑛  

15
=
2

15
(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) =

2

15
𝑤𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑤𝑛)نّ المتتالية منه نستنتج أ =
2

15
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   تعيين نهايتها

0بما أنّ  < 𝑞 < lim، فإنّ   1
𝑛→+∞

(𝑤𝑛) = 0 

 𝒏بدلالة  𝒘𝒏كتابة 

𝑤0 = 𝑢0 − 𝑣0 = −1 ; 𝑤𝑛 = 𝑤0. 𝑞
𝑛 = −(

2

15
)
𝑛

 

𝒖𝒏+𝟏كتابة  .2 − 𝒖𝒏   و𝒗𝒏+𝟏 − 𝒗𝒏  بدلالة𝒘𝒏  

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛  

3
− 𝑢𝑛 =

−2𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛  

3
= −

2

3
(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) = −

2

3
𝑤𝑛  

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛  

5
− 𝑣𝑛 =

𝑢𝑛 − 𝑣𝑛  

5
=
1

5
(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) =

1

5
𝑤𝑛  

 (𝒗𝒏)و  (𝒖𝒏)المتتاليتين  تجاه تغيّر استنتاج ا

𝑤𝑛 < 0 ⇒ {
−
2

3
𝑤𝑛 > 0

1

5
𝑤𝑛 < 0

⇒ {
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0
𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 < 0

⇒ {
المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة 

المتتالية (𝑣𝑛) متناقصة
 

 𝒍ي رمز لها  لهما نفس النهاية  (𝒗𝒏)و  (𝒖𝒏)بيان أنّ المتتاليتين   .3

lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) = 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

(𝑢𝑛) = lim
𝑛→+∞

(𝑣𝑛) = 𝑙  

4. 𝒕𝒏 = 𝟑𝒖𝒏 + 𝟏𝟎𝒗𝒏 ّالمتتالية . برهان أن(𝒕𝒏)  ثابتة ، ثمّ استنتاج قيمة𝒍  

𝑡𝑛+1 = 3𝑢𝑛+1 + 10𝑣𝑛+1 = 3(
𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛  

3
) + 10 (

𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛  

5
) 

= 𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛 + 2𝑢𝑛 + 8𝑣𝑛 = 3𝑢𝑛 + 10𝑣𝑛 = 𝑡𝑛 ⇒ المتتالية (𝑡𝑛) ثابتة   

limثابتة ، فإنّ   (𝑡𝑛)بما أنّ المتتالية 
𝑛→+∞

𝑡𝑛 = 𝑡0 = 3𝑢0 + 10𝑣0 = 23 

lim
𝑛→+∞

𝑡𝑛 = 23 ⇒ lim
𝑛→+∞

(3𝑢𝑛 + 10𝑣𝑛) = 23 ⇒ 3𝑙 + 10𝑙 = 23 

⇒ 13𝑙 = 23 ⇒ 𝑙 =
23

13
 

 

 
 التمرين الثالث : 

𝑨(𝟏, 𝟐, 𝟎)   ،𝑩(𝟎, 𝟑, 𝟎)  ،𝑪(−𝟏, 𝟎,−𝟐)   ،𝑫(𝟏, 𝟐, 𝟐) ، (𝑷): 𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛 −

𝟑 = 𝟎 

 أجب بصحيح أو خطأ مع التبرير:

  : صحيح متطابقان  (𝑷)والمستوي  (𝑨𝑩𝑪)المستوي  .1
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{

1 + 2 − 3 = 0 ⇒ 𝐴 ∈ (𝑃)

3 − 3 = 0 ⇒ 𝐵 ∈ (𝑃)
−1 + 4 − 3 = 0 ⇒ 𝐶 ∈ (𝑃)

⇒ (𝐴𝐵𝐶) = (𝑃)  

 

  Aوالذي يشمل  (𝑷)العمودي على المستوي   (′𝑷)دلة الديكارتية للمستوي  المعا .2

𝒙:  هي Bو + 𝒚 + 𝒛 − 𝟑 =  : صحيح  𝟎

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗، فإنّ   Bو Aويشمل  (𝑃)عمودي على   (′𝑃)لمستوي ابما أنّ  شعاعي   𝑛⃗و  ⃗ 

 توجيه له. 

⃗⃗′𝑛ليكن   ⃗(𝑎; 𝑏; 𝑐) لمستوي  شعاع ناظمي ل(𝑃′): لدينا . 

𝑛⃗ (
1
1
−2
) ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

−1
1
0
) ;   {𝑛′

⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0

𝑛′⃗⃗  ⃗. 𝑛⃗ = 0
⇒ {

−𝑎 + 𝑏 = 0
𝑎 + 𝑏 − 2𝑐 = 0

⇒ {
𝑎 = 𝑏
𝑐 = 𝑏

 

𝑏نفرض  = 𝑎، منه :   1 = 1  ،𝑐 = 1   ،𝑛′⃗⃗  ⃗(1; 1; 1) 

(𝑃′): 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 ; 𝐵 ∈ (𝑃′) ⇒ 3 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −3

⇒ (𝑃′) ∶ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0  
 

 : خطأ  ومتساوي الساقين Aقائم في  𝑨𝑩𝑪المثلث  .3

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−1
1
0
) ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

−2
−2
−2
) ; {

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √2

‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 2√3

 

 لكنه غير متساوي الساقين  Aقائم في  𝐴𝐵𝐶المثلث 
 

,𝛀(𝟎,−𝟏سطح الكرة التي مركزها  .4 𝒓ونصف قطرها   (𝟏 = مماسية   𝟑√𝟐

 : خطأ  (𝑷)للمستوي  

𝑑[𝛺; (𝑃)] =
|−1 − 2 − 3|

√12 + 12 + (−2)2
=
6

√6
= √6 ⇒ 𝑑[𝛺; (𝑃)] ≠ 𝑟  

 

)𝑬هي النقطة   (𝑨𝑩𝑪)على المستوي  Dالمسقط العمودي للنقطة  .5
𝟓

𝟑
,
𝟖

𝟑
,
𝟐

𝟑
)  :

 صحيح 

تنتمي إلى   𝐸، نبيّن أنّ   (𝐴𝐵𝐶)على   Dهي المسقط العمودي للنقطة  𝐸لبيان أنّ  

(𝐴𝐵𝐶)   ّوأن𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗ 𝐷𝐸⃗⃗)مرتبطين خطّيا    𝑛⃗و  ⃗  ⃗⃗  ⃗ ⊥ (𝐴𝐵𝐶)) 

5

3
+
8

3
−
4

3
− 3 = 3 − 3 = 0 ⇒ 𝐸 ∈ (𝐴𝐵𝐶) 

𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
2

3
;
2

3
;−
4

3
) ⇒ 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

2

3
𝑛⃗ ⇒ 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∥ 𝑛⃗ ⇒ 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ (𝐴𝐵𝐶) 
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يساوي  𝑨𝑩𝑪𝑫حجم رباعي الوجوه   .6
𝟒

𝟑
 : صحيح  

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶 × ℎ =

1

3
×
𝐴𝐵 × 𝐴𝐶

2
× 𝐷𝐸 ; 𝐷𝐸 =

2√6

3
  

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
√2 × 2√3 × 2√6

18
=
24

18
⇒ 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =

4

3
 

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖من الفضاء حيث :  Mمجموعة النقط  .7  ⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ هي   ‖⃗ 

𝐈سطح الكرة التي مركزها  (
𝟏

𝟐
,
𝟓

𝟐
, 𝒓ونصف قطرها   (𝟎 =  : خطأ  𝟐√𝟐

𝐺 . لدينا :[𝐴𝐵]منتصف القطعة  𝐺لتكن النقطة   (
1

2
;
5

2
; 0) ⇒ 𝐺 = 𝐼 

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ ⇒ ‖2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

⇒ 2‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⇒ ‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =
1

2
‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⇒ ‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =

√2

2
 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗‖من الفضاء حيث :  Mمجموعة النقط  ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ هي  ‖ 

Iسطح الكرة التي مركزها   (
1

2
,
5

2
, 𝑟ونصف قطرها   (0 =

√2

2
. 
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 التمرين الأول :

(𝑪𝟐): 𝒙
𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟔𝒙 − 𝟔𝒚 − 𝟕 = :(𝑪𝟏)  و  𝟎 𝒙

𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝒚 − 𝟐 = 𝟎 

 .𝒓𝟐 ، 𝒓𝟏و  𝝎𝟐 ، 𝝎𝟏  تعيين .1

𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 𝑦 − 2 = 0 ⇒ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 −
1

2
)
2

=
25

4

⇒ 𝜔1 (−2;
1

2
) ; 𝑟1 =

5

2
 

𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 6𝑦 − 7 = 0 ⇒ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 3)2 = 25

⇒ 𝜔2(3; 3); 𝑟2 = 5  

 ي طلب تعيينهما.  𝑨 و 𝑩يتقاطعان في نقطتين   (𝑪𝟏) و(𝑪𝟐)أنّ   بيان .2

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐶1) ∩ (𝐶2) ⇒ {
𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 𝑦 − 2 = 0…

𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 6𝑦 − 7 = 0…
  

− ⇒ 10𝑥 + 5𝑦 + 5 = 0 ⇒ 𝑦 = −2𝑥 − 1 

 :(𝐶1)في معادلة   𝑦نعوّض  

𝑥2 + (−2𝑥 − 1)2 + 4𝑥 − (−2𝑥 − 1) − 2 = 0 ⇒ 5𝑥2 + 10𝑥 = 0 

⇒ {
𝑥1 = 0
𝑦1 = −1

; {
𝑥2 = −2
𝑦2 = 3

⇒ (𝐶1) ∩ (𝐶2) = {𝐴(0;−1); 𝐵(−2; 3)}  

 متعامدان.  𝑨في النقطة   (𝑪𝟏) و(𝑪𝟐)مماسين لكل من  أنّ ال برهان .3

إذا تعامد شعاعاهما الناظميان  𝐴في النقطة  (𝐶1) و(𝐶2)كل من المماسان ليتعامد 

𝐴𝜔2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝜔1⃗⃗ و ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 

𝐴𝜔1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
−2
3

2

) . 𝐴𝜔2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
3
4
) = −6 + 6 = 0 ⇒ 𝐴𝜔1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐴𝜔2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 .𝑨في النقطة  (𝑪𝟏)للدائرة   (∆)س معادلة المما كتابة .4

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆) ⇒ 𝐴𝜔1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
−2
3

2

) . 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
𝑥

𝑦 + 1) = 0 ⇒ −2𝑥 +
3

2
𝑦 +

3

2

⇒ −4𝑥 + 3𝑦 + 3 = 0  

;𝑯(𝟏بعد النقطة   حساب .5  .(∆)عن المماس   (𝟏

𝑑[𝐻; (∆)] =
|−4 + 3 + 3|

√(−4)2 + (3)2
=
2

5
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ي طلب تعيين نسبتيهما   (𝑪𝟏) إلى  (𝑪𝟐)يحولان  𝒉𝟏 و𝒉𝟐أنّه يوجد تحاكيان   بيان .6

𝒌𝟐و 𝒌𝟏 ركزيهما وم𝑰𝟐و 𝑰𝟏  .على الترتيب 

ℎ(𝐶1) = (𝐶2) ⇒ 𝑟2 = |𝑘|𝑟1 ⇒ |𝑘| =
𝑟2
𝑟1
= 2 ⇒ {

𝑘1 = −2
𝑘2 = 2

 

ℎ1(𝐶1) = (𝐶2) ⇒ 𝐼1𝜔2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −2 𝐼1𝜔1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⇒ {
3 − 𝑥1 = −2(−2 − 𝑥1)

3 − 𝑦1 = −2(
1

2
− 𝑦1)

⇒ {
3𝑥1 = −1
3𝑦1 = 4

⇒ 𝐼1 (−
1

3
;
4

3
)  

ℎ2(𝐶1) = (𝐶2) ⇒ 𝐼2𝜔2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2 𝐼2𝜔1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⇒ {
3 − 𝑥2 = 2(−2 − 𝑥2)

3 − 𝑦2 = 2(
1

2
− 𝑦2)

⇒ {
𝑥2 = −7
𝑦2 = −2

⇒ 𝐼2(−7;−2)  

 

 
 الثاني :  التمرين

-I 𝑓(𝑥) =
4

4−𝑥
  ،𝐷𝑓 = [−2; 4[ 

𝐥𝐢𝐦حساب  .1
𝒙
<
→𝟒

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
<
→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→4

4

4 − 𝑥
= +∞  

   fدراسة تغيرات الدالة  .2

𝑓′(𝑥) =
4

(4 − 𝑥)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة  𝑓 متزايدة   
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 fجدول تغيرات الدالة 

 

𝒙𝟎عند النقطة ذات الفاصلة  (Δ) كتابة معادلة المماس .3 = 𝟐 

𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) ⇒ (∆) ∶ 𝑦 = 𝑥  

𝟎 بيان أنه إذا كان :  .4 ≤ 𝒙 ≤ 𝟎فإن  𝟐 ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟐 

;0]متزايدة تماما على المجال   𝑓بما أنّ الدالة    ، فإنّ :  [2

 0 ≤ 𝑥 ≤ 2 ⇒ 𝑓(0) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(2) ⇒ 1 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 2 ⇒ 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 2 

 )fC(حنى المنو  )Δ(انشاء المماس  .5

 الشكل التالي( )انظر 

-II 𝒗𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒗𝒏)     و𝒗𝟎 = −𝟏 

 (𝒗𝒏)يف المتتالية تعر •

𝑣𝑛+1 =
4

4 − 𝑣𝑛
 ;  𝑣0 = −1 

,𝒗𝟒انشاء الحدود  • 𝒗𝟑, 𝒗𝟐, 𝒗𝟏, 𝒗𝟎  
 

 
 

 2ومتقاربة نحو العدد  متزايدة (𝑣𝑛)المتتالية  أنّ نستنتج 
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 متزايدة تماما (𝒗𝒏)أن المتتالية  برهان •

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
4

4 − 𝑣𝑛
− 𝑣𝑛 =

𝑣𝑛
2 − 4𝑣𝑛 + 4

4 − 𝑣𝑛
=
(𝑣𝑛 − 2)

2

4 − 𝑣𝑛
 

𝑣𝑛 ≤ 2 ⇒ 4 − 𝑣𝑛 ≥ 2 ⇒ 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 ≥ 0 ⇒  المتتالية (𝑣𝑛) متزايدة 

 

 
 

 التمرين الثالث : 

A(1;3;-1)  ،B(4;1;0)  ،C(-2;0;-2)  ،D(3;2;1)  ،(𝑃): 𝑥 − 3𝑧 − 4 = 0 

 (2... )ج (ABC)  هو المستوي :   (P)المستوي   .1

{
 

 
1 − 3(−1) − 4 = 0 ⇒ 𝐴 ∈ (𝑃)

4 − 3(0) − 4 = 0 ⇒ 𝐵 ∈ (𝑃)

−2 − 3(−2) − 4 = 0 ⇒ 𝐶 ∈ (𝑃)

3 − 3(1) − 4 ≠ 0 ⇒ 𝐷 ∉ (𝑃)

⇒ (𝑃) = (𝐴𝐵𝐶)  

𝒏𝟐⃗⃗هو :  (P)شعاع ناظمي للمستوي  .2 ⃗⃗ (−𝟐; 𝟎;  ( 2... )ج (𝟔

 لدينا :  .(𝑃)ناظمي للمستوي الشعاع ال  𝑛⃗ليكن 

𝑛⃗ (1; 0;−3) ;  𝑛2⃗⃗⃗⃗ (−2; 0; 6);−
1

2
=
3

6
⇒ 𝑛⃗ ∥ 𝑛2⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝑛⃗ ⊥ (𝑃)  

 هي : (P)و المستوي  Dالمسافة بينّ  النقطة  .3
𝟐√𝟏𝟎

𝟓
 (3... )ج 

𝑑[𝐷 ; (𝑃)] =
|3 − 3(1) − 4|

√12 + (−3)2
=

4

√10
=
4√10

10
=
2√10

5
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 التمرين الأول :

= 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗المعرّفة بالعلاقة:   𝑫النقطة   إنشاء .1 𝟐𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

ونسبته   𝑨الذي مركزه   𝒉بالتحاكي   𝑫صورة  𝑰النقطة   ءإنشا .2
𝟏

𝟐
. 

ℎ(𝐷) = 𝐼 ⇒ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

= 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗أنّ:   بيان .3 𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗  طبيعة الرباعي  استنتاجو𝑨𝑰𝑩𝑪. 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

1

2
(2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⇒ 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  

= 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗بما أنّ   𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗ 𝐶𝐴و ⃗  = 𝐶𝐵الرباعي  أنّ ستنتج ، ن𝐴𝐼𝐵𝐶 معيّن. 

𝑩𝑫⃗⃗⃗⃗  حساب .4 ⃗⃗ . 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ‖𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. cos𝐷𝐴𝐵̂ = 2𝑎 × 𝑎 ×
1

2
= 𝑎2  ; (𝐷𝐴𝐵̂ =

𝜋

3
) 

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗2⏟
𝑎2

− 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⏟    
𝑎2

= 0  

 .𝑨𝑩𝑫طبيعة المثلث   استنتاج

𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐵 قائم في 𝐴𝐵𝐷 المثلث  

𝑪𝑫أنّ   بيان .5 = 𝒂√𝟕 وتعيين 𝐜𝐨𝐬 𝑪𝑫𝑩̂. 

𝐶𝐴2 + 𝐶𝐷2 = 2𝐶𝐼2 +
1

2
𝐴𝐷2 ⇒ 𝐶𝐷2 = 2𝐶𝐼2 +

1

2
𝐴𝐷2 − 𝐶𝐴2 

𝐶𝐷2 = 2(𝑎√3)
2
+
1

2
(4𝑎2) − 𝑎2 = 7𝑎2 ⇒ 𝐶𝐷 = 𝑎√7  

6. (𝑬𝒌):𝑴𝑨
𝟐 + 𝟐𝑴𝑩𝟐 − 𝟐𝑴𝑪𝟐 = 𝒌𝒂𝟐 

;𝑨)}هي مرجح للجملة  𝑫أنّ النقطة  بيان .أ 𝟏), (𝑩; 𝟐), (𝑪;−𝟐)}. 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 

⇒ 𝐷{(𝐴; 1), (𝐵; 2), (𝐶;−2)}  

 .(𝑬𝒌)طبيعة المجموعة   ةناقشم .ب

𝑀𝐴2 + 2𝑀𝐵2 − 2𝑀𝐶2 = 𝑘𝑎2 ⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  2 − 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 𝑘𝑎2 

⇒ (𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)
2
+ 2(𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

2
− 2(𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)

2
= 𝑘𝑎2 
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⇒ 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  2 + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗2 + 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 − 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)⏟            
0⃗⃗ 

= 𝑘𝑎2 

⇒ 𝑀𝐷2 = 𝑘𝑎2 − 𝐷𝐴2 − 2𝐷𝐵2 + 2𝐷𝐶2 = 𝑘𝑎2 − 4𝑎2 − 6𝑎2 + 14𝑎2

= (𝑘 + 4)𝑎2  

• 𝑘 < −4: (𝑘 + 4)𝑎2 < 0 ⇒ 𝑀𝐷2 < 0 ⇒ (𝐸𝑘) = ∅ 

• 𝑘 = −4: (𝑘 + 4)𝑎2 = 0 ⇒ 𝑀𝐷2 = 0 ⇒ (𝐸𝑘) = {𝐷} 

• 𝑘 > −4: (𝑘 + 4)𝑎2 > 0 ⇒ 𝑀𝐷 = 𝑎√𝑘 + 4 ⇒ (𝐸𝑘) = (𝒞) 

𝑟 ونصف قطرها 𝐷 التي مركزها هي الدائرة (𝒞)  حيث = 𝑎√𝑘 + 4 

𝑩تحقق أنّ  ال .ج ∈ (𝑬−𝟏) أنّ   بيانو(𝑬−𝟏)   دائرة مماسية للمستقيم(𝑨𝑩). 

(𝐸−1) هي الدائرة التي مركزها  𝐷 ونصف قطرها 𝑟 = 𝑎√3 ، ّوبما أن 

𝐵𝐷 = 𝑎√3 ، ّنستنتج أن 𝐵 ∈ (𝐸−1)  

𝐵بما أنّ  ∈ (𝐸−1) و 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ دائرة مماسية  (𝐸−1)أنّ ، نستنتج ⃗ 

 .(𝐴𝐵)للمستقيم  

 
 

 
 

التمرين الثاني :

(𝒖𝒏)  متتالية هندسية متزايدة تماما حدها الأول𝒖𝟏   وأساسها𝒒  : حيث

{
𝒖𝟏 + 𝟐𝒖𝟐 + 𝒖𝟑 = 𝟑𝟐
𝒖𝟏 × 𝒖𝟐 × 𝒖𝟑 = 𝟐𝟏𝟔

 

 𝒖𝟏الحد الأول  استنتاجلهذه المتتالية و 𝒒والأساس  𝒖𝟐 حسابأ.         .1

𝑢1 × 𝑢2 × 𝑢3 = 216 ⇒ 𝑢2
3 = 216 ⇒ 𝑢2 = √216

3
= 6  
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𝑢1 + 2𝑢2 + 𝑢3 = 32 ⇒ 𝑢1 + 𝑢3 = 20 ⇒
𝑢2
𝑞
+ 𝑢2. 𝑞 = 20 ⇒

6

𝑞
+ 6𝑞 = 20

⇒ 6𝑞2 − 20𝑞 + 6 = 0 ⇒ 3𝑞2 − 10𝑞 + 3 = 0  

 ∆′= 16 ; 𝑞′ =
5 − 4

3
=
1

3
 ;  𝑞′′ =

5 + 4

3
= 3 

𝑞متزايدة تماما ، نستنتج أنّ  (𝑢𝑛)متتالية بما أنّ ال = 𝑢1، منه  3 =
𝑢2

𝑞
=
6

3
= 2 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة الحد العام   كتابة .ب

𝑢𝑛 = 𝑢1. 𝑞
𝑛−1 ⇒ 𝑢𝑛 = 2 × 3

𝑛−1  

𝑺𝒏بحيث يكون   𝒏عي  عدد الطبيال تعيين، ثمّ  𝒏بدلالة  𝑺𝒏  حساب .ج = 𝟕𝟐𝟖 

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢1 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 2 (

3𝑛 − 1

3 − 1
) ⇒ 𝑆𝑛 = 3

𝑛 − 1  

𝑆𝑛 = 728 ⇒ 3
𝑛 − 1 = 728 ⇒ 3𝑛 = 729 ⇒ 𝑛 = 6  

2. 𝒗𝟏 = 𝒗𝒏+𝟏 و  𝟐 =
𝟑

𝟐
𝒗𝒏 + 𝒖𝒏  

 𝒗𝟑و   𝒗𝟐  حساب .أ

𝑣2 =
3

2
𝑣1 + 𝑢1 = 3 + 2 = 5  ;  𝑣3 =

3

2
𝑣2 + 𝑢2 =

15

2
+ 6 =

27

2
 

𝒘𝒏 .ب =
𝒗𝒏

𝒖𝒏
−
𝟐

𝟑
هندسية أساسها   متتالية (𝒘𝒏)بيان أنّ  . 

𝟏

𝟐
    

𝑤𝑛+1 =
𝑣𝑛+1
𝑢𝑛+1

−
2

3
=

3

2
𝑣𝑛 + 𝑢𝑛

3𝑢𝑛
−
2

3
=
1

2

𝑣𝑛
𝑢𝑛
+
1

3
−
2

3
=
1

2

𝑣𝑛
𝑢𝑛
−
1

3

=
1

2
(
𝑣𝑛
𝑢𝑛
−
2

3
) =

1

2
𝑤𝑛  

هندسية أساسها  (𝑤𝑛) منه نستنتج أنّ المتتالية
1

2
 

 .𝒏بدلالة  𝒗𝒏  استنتاج، ثمّ  𝒏بدلالة  𝒘𝒏 كتابة .ج

𝑤1 =
𝑣1
𝑢1
−
2

3
= 1 −

2

3
=
1

3
⇒ 𝑤𝑛 = 𝑤1. 𝑞

𝑛−1 =
1

3
(
1

2
)
𝑛−1

=
1

3 × 2𝑛−1
 

𝑤𝑛 =
𝑣𝑛
𝑢𝑛
−
2

3
⇒
𝑣𝑛
𝑢𝑛
= 𝑤𝑛 +

2

3
⇒ 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 (𝑤𝑛 +

2

3
) 

𝑣𝑛 = 2 × 3
𝑛−1 (

1

3 × 2𝑛−1
+
2

3
) = (

2 × 3𝑛−1

3 × 2𝑛−1
+
2 × 2 × 3𝑛−1

3
) 

 

 
 

369



 
 

  :  الثالثالتمرين 

A(1;0;2)  ،B(0;2;1)  ،C(2;1;3) . 

1. (𝑷): 𝒙 − 𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

 (ABC)المستوي هو    (P)ن أنّ المستوي ابي . أ

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  (
−1
2
−1
) ;  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (

1
1
1
) ;
−1

1
≠
2

1
⇒ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيا 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗

⇒ (𝐴𝐵𝐶) مستوي   

{

1 − 2 + 1 = 0 ⇒ 𝐴 ∈ (𝑃)
0 − 1 + 1 = 0 ⇒ 𝐵 ∈ (𝑃)

2 − 3 + 1 = 0 ⇒ 𝐶 ∈ (𝑃)
⇒ (𝑃) = (𝐴𝐵𝐶)  

  ABCالمثلث  طبيعة تعيين .ب

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −1 + 2 − 1 = 0 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ⊥  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

 

 (ABC)لا تنتمي إلى   D(2;3;4)التحقق أن النقطة .2

2 − 4 + 1 = −1 ≠ 0 ⇒ 𝐷 ∉ (𝐴𝐵𝐶)  

 

   ABCDطبيعة  تعيين .3

𝐷أنّ بما  ∉ (𝐴𝐵𝐶)   ّفإن ،𝐴𝐵𝐶𝐷   رباعي وجوه قاعدته المثلث القائم𝐴𝐵𝐶. 

 

 (ABC)والمستوي  Dسافة بين النقطة ب الماحس .4

𝑑[𝐷 ; (𝐴𝐵𝐶)] =
|2 − 4 + 1|

√12 + (−1)2
=
1

√2
⇒ 𝑑[𝐷 ; (𝐴𝐵𝐶)] =

√2

2
 

 

 ABCDب حجم احس .5

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶 × ℎ =

1

3
×
𝐴𝐵 × 𝐴𝐶

2
× 𝑑[𝐷 ; (𝐴𝐵𝐶)] 

{𝐴𝐵 = √6

𝐴𝐶 = √3
⇒ 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =

√6 × √3

6
×
√2

2
=
√36

12
=
6

12
⇒ 𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

2
 𝑢. 𝑣  
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 التمرين الأول :

𝒇(𝑴) = 𝑴′ ⇒ {
𝒙′ =

𝟏

𝟑
𝒙 −𝒎+ 𝟏

𝒚′ =
𝟏

𝟑
𝒚 + 𝟐𝒎− 𝟐

 

 𝒌ونسبته   𝝎𝒎تحاكي يطُلب تعيين مركزه   𝒇𝒎أنّ  برهان .1

𝑓(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝜔𝑚𝑀
′ = 𝑘𝜔𝑚𝑀 ⇒ {

𝑥′ − 𝑥𝜔𝑚 = 𝑘(𝑥 − 𝑥𝜔𝑚)

𝑦′ − 𝑦𝜔𝑚 = 𝑘(𝑦 − 𝑦𝜔𝑚)
 

⇒ {
𝑥′ = 𝑘𝑥 + (1 − 𝑘)𝑥𝜔𝑚
𝑦′ = 𝑘𝑦 + (1 − 𝑘)𝑦𝜔𝑚

⇒ 𝑘 =
1

3
⇒ {

2

3
𝑥𝜔𝑚 = −𝑚 + 1

2

3
𝑦𝜔𝑚 = 2𝑚 − 2

 

⇒ {
𝑥𝜔𝑚 = −

3

2
𝑚 +

3

2
𝑦𝜔𝑚 = 3𝑚 − 3

 

𝜔𝑚تحاكي مركزه   𝑓𝑚أنّ   منه نستنتج (−
3

2
𝑚 +

3

2
; 3𝑚 − 𝑘ونسبته   (3 =

1

3
 . 

 ℝالمجموعة   𝒎عندما يمسح   𝝎𝒎مجموعة المراكز   تعيين .2

{
𝑥𝜔𝑚 = −

3

2
𝑚 +

3

2
𝑦𝜔𝑚 = 3𝑚 − 3

⇒ {
−2𝑥𝜔𝑚 = 3𝑚 − 3

𝑦𝜔𝑚 = 3𝑚 − 3
⇒ 𝑦𝜔𝑚 = −2𝑥𝜔𝑚  

هي المستقيم       ℝالمجموعة  𝑚عندما يمسح  𝜔𝑚مجموعة المراكز  ستنتج أنّ منه ن

:(∆)ذا المعادلة   𝑦 = −2𝑥 . 

 𝒇𝒎بالتحويل   (𝓒)صورة  (′𝓒)معادلة  كتابة .3

(𝒞′)  مركزها  هي الدائرة التي𝐴′ = 𝑓𝑚(𝐴)   ونصف قطرها𝑟′ =
1

3
× 4 =

4

3
 

𝐴′ = 𝑓𝑚(𝐴) ⇒ {
𝑥′ =

1

3
(−2) − 𝑚 + 1

𝑦′ =
1

3
(3) + 2𝑚 − 2

⇒ 𝐴′ (−𝑚 +
1

3
; 2𝑚 − 1)  

𝑀 ∈ (𝒞′) ⇒ 𝐴′𝑀2 = 𝑟′2 ⇒ (𝑥 +𝑚 −
1

3
)
2

+ (𝑦 − 2𝑚 + 1)2 =
16

9
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⇒ 𝑥2 + 𝑦2 + 2(𝑚 −
1

3
)𝑥 + 2(−2𝑚+ 1)𝑦 + (𝑚 −

1

3
)
2

+ (−2𝑚 + 1)2 =
16

9
 

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 + (2𝑚 −
2

3
) 𝑥 + (−4𝑚 + 2)𝑦 + 5𝑚2 −

14

3
𝑚 −

6

9
= 0  

 

 
   التمرين الثاني :

𝒖𝟎 = 𝟑  ،𝒖𝒏+𝟏 = (
𝟐𝒂+𝟏

𝟑
)𝒖𝒏 −

𝟐𝒂+𝟒

𝟑
  

 ثابتة  (𝒖𝒏)التي من أجلها تكون المتتالية  𝒂قيمة  تعيين .1

(𝑢𝑛) ثابتة  ⇒ 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 = 𝑢0 ⇒ 3 = 3(
2𝑎 + 1

3
) −

2𝑎 + 4

3
 

⇒ 3 =
4𝑎 − 1

3
⇒ 4𝑎 = 10 ⇒ 𝑎 =

5

2
 

 حسابية  (𝒖𝒏)حتى تكون المتتالية  𝒂قيمة  تعيين .2

(𝑢𝑛) حسابية ⇒
2𝑎 + 1

3
= 1 ⇒ 2𝑎 + 1 = 3 ⇒ 2𝑎 = 2 ⇒ 𝑎 = 1  

 حدا الأولى من المتتالية 𝒏ومجموع   𝒖𝒏حساب عندئذ  

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 − 2 ⇒ 𝑟 = −2 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛−1 =
𝑛

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛−1) =

𝑛

2
(𝑢0 + 𝑢0 + (𝑛 − 1)𝑟) 

𝑆𝑛 =
𝑛

2
[3 + 3 − 2(𝑛 − 1)] = 𝑛(−𝑛 + 4) = −𝑛2 + 4𝑛  

 هندسية  (𝒖𝒏)حتى تكون المتتالية  𝒂قيمة  تعيين .3

(𝑢𝑛) هندسية ⇒
2𝑎 + 4

3
= 0 ⇒ 2𝑎 + 4 = 0 ⇒ 2𝑎 = −4 ⇒ 𝑎 = −2  

 حدا الأولى منها  𝟓𝟎ومجموع  𝒖𝟓𝟎لا من تعيين ك

𝑢𝑛+1 = −𝑢𝑛 ⇒ 𝑞 = −1 ; 𝑢50 = 𝑢0 × 𝑞
50 = 3(−1)50 = 3  

𝑆′ = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢49 = 𝑢0 (
1 − 𝑞50

1 − 𝑞
) =

3

2
[1 − (−1)50] = 0  

 

 
 

التمرين الثالث :

(𝑷): 𝟏𝟒𝒙 + 𝟏𝟔𝒚 + 𝟏𝟑𝒛 − 𝟒𝟕 = 𝟎 ،  𝑨(𝟏;−𝟐; 𝟓)  ،𝑩(𝟐; 𝟐;−𝟏)   ،

𝑪(−𝟏; 𝟑; 𝟏)  
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 ليست في استقامية  𝑨   ،𝑩  ،𝑪   أنّ النقطتحققّ الأ.  .1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  (
1
4
−6
) ;  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (

−2
5
−4
) ;

1

−2
≠
4

5
⇒ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيا 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗ 

 .ليست في استقامية 𝐴   ،𝐵  ،𝐶  النقطنستنتج أنّ  منه ، 

 (𝑷)هو  (𝑨𝑩𝑪)المستوي  ن أنّ ابي .ب

{

14(1) + 16(−2) + 13(5) − 47 = 0 ⇒ 𝐴 ∈ (𝑃)

14(2) + 16(2) + 13(−1) − 47 = 0 ⇒ 𝐵 ∈ (𝑃)

14(−1) + 16(3) + 13(1) − 47 = 0 ⇒ 𝐶 ∈ (𝑃)
⇒ (𝑃) = (𝐴𝐵𝐶)  

 (𝑨𝑩)للمستقيم  تمثيل وسيطيد اجإي .2

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝐴𝐵) ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ (𝐴𝐵): {
𝑥 = 1 + 𝑡
𝑦 = −2 + 4𝑡
𝑧 = 5 − 6𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ  

 [𝑨𝑩]للقطعة   (𝑸)معادلة ديكارتية للمستوي المحوري   ةباأ. كت .3

 : طريقة أولى 

𝐼، إذن   [𝐴𝐵]منتصف  𝐼لتكن  (
3

2
; 0;  ، ومنه : (2

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝑄) ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ (𝑥 −
3

2
) + 4𝑦 − 6(𝑧 − 2) = 0 

⇒ 𝑥 + 4𝑦 − 6𝑧 +
21

2
= 0 ⇒ (𝑄): 2𝑥 + 8𝑦 − 12𝑧 + 21 = 0  

 طريقة ثانية : 

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝑄) ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 ⇒ 𝐴𝑀2 = 𝐵𝑀2 

⇒ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 + (𝑧 − 5)2 = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 + 1)2 

⇒ (𝑄): 2𝑥 + 8𝑦 − 12𝑧 + 21 = 0  

;𝑫(−𝟏;−𝟐 ةأنّ النقطتحققّ ال .ب
𝟏

𝟒
 (𝑸)تنتمي إلى المستوي  (

2(−1) + 8(−2) − 12 (
1

4
) + 21 = −21 + 21 = 0 ⇒ 𝐷 ∈ (𝑄)  

 (𝑨𝑩)والمستقيم  𝑫طة  ب المسافة بين النقاحس . ج

𝑑[𝐷 ; (𝐴𝐵)] = 𝐷𝐼 = √(
3

2
+ 1)

2

+ (2)2 + (2 −
1

4
)
2

⇒ 𝑑[𝐷 ; (𝐴𝐵)] =
√213

4
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 التمرين الأول:

𝑨(𝟐; 𝟏)   ،𝑩(𝟎; 𝟕)  ،(𝑪𝒎): 𝒙
𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒎𝒙 − 𝟔𝒎𝒚+ 𝟕𝒎− 𝟏𝟒 = 𝟎 

 .𝒓𝒎ونصف قطرها  𝒘𝒎كزها دائرة يطُلب تعيين مر (𝑪𝒎)أنّ   بيانأ.          .1

𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑚𝑥 − 6𝑚𝑦 + 7𝑚 − 14 = 0 

⇒ (𝑥 + 2𝑚)2 − 4𝑚2 + (𝑦 − 3𝑚)2 − 9𝑚2 + 7𝑚 − 14 = 0 

⇒ (𝑥 + 2𝑚)2 + (𝑦 − 3𝑚)2 = 13𝑚2 − 7𝑚 + 14 

13𝑚2 − 7𝑚 + 14 > 0 ⇒
𝑤𝑚(−2𝑚; 3𝑚)

𝑟𝑚 = √13𝑚2 − 7𝑚 + 14
 

, (𝑪𝟐)الدوائر  إنشاء .أ (𝑪𝟏) , (𝑪𝟎). 

(𝐶0):𝑤𝑜(0; 0) ; 𝑟0 = √14 , (𝐶1):𝑤1(−2; 3) ; 𝑟1 = √20 = 2√5 , 

(𝐶2):𝑤2(−4; 6) ; 𝑟2 = √38 

 
 . ℝفي   𝒎عندما يتغيرّ  𝒘𝒎  مجموعة النقط تعيين .ب

𝑤𝑚(−2𝑚; 3𝑚) ⇒ {
𝑥 = −2𝑚
𝑦 = 3𝑚

⇒ {
𝑚 = −

1

2
𝑥

𝑦 = 3𝑚
⇒ 𝑦 = −

3

2
𝑥  

:(𝑑) المستقيم هي ℝفي  𝑚عندما يتغيّر   𝑤𝑚 مجموعة النقطمنه نستنتج أنّ  𝑦 = −
3

2
𝑥 

 .𝑨في النقطة  (𝑪𝟏)للدائرة  (∆)معادلة المماس   كتابة .2

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
𝑥 − 2
𝑦 − 1

)𝐴𝑤1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
−4
2
) ; 
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 𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆) ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐴𝑤1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 0 ⇒ −4(𝑥 − 2) + 2(𝑦 − 1) = 0

⇒ (∆): 𝑦 = 2𝑥 − 3  

 مع حامل محور التراتيب.  (𝑪𝟏)تقاطع الدائرة   تعيين .3

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐶1) ∩ (𝑦𝑦
′) ⇒ {

𝑥 = 0
𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 6𝑦 − 7 = 0

 

⇒ {
𝑥 = 0

𝑦2 − 6𝑦 − 7 = 0
⇒ {

𝑥 = 0
𝑦 = −1

} أو 
𝑥 = 0
𝑦 = 7

 

⇒ (𝐶1) ∩ (𝑦𝑦
′) = {𝐵(0; 7) ; 𝐷(0;−1)}  

𝒙ذا المعادلة  (𝑻)أنّ المستقيم  بيان .4 + 𝟐𝒚 − 𝟏𝟒 =  (𝑪𝟏)مماس للدائرة   𝟎

𝑑[𝑤1; (𝑇)] =
|1(−2) + 2(3) − 14|

√12 + 22
=
10

√5
= 2√5 = 𝑟1 

;𝑑[𝑤1بما أنّ  (𝑇)] = 𝑟1  ّالمستقيم نستنتج أن(𝑇)   مماس للدائرة(𝐶1) 

𝒌ونسبته   𝑩التحاكي الذي مركزه   𝒉ليكن   .5 = −𝟐. 

 . 𝒉للتحاكي   العبارة التحليلية كتابة .أ

𝑀′ = ℎ(𝑀) ⇒ 𝐵𝑀′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −2𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⇒ {
𝑥′ = −2𝑥

𝑦′ − 7 = −2(𝑦 − 7)

⇒ {
𝑥′ = −2𝑥

𝑦′ = −2𝑦 + 21
 

 . 𝒉بالتحاكي  (𝑻)صورة المستقيم  (′𝑻)معادلة المستقيم  كتابة .ب

{
𝑥′ = −2𝑥

𝑦′ = −2𝑦 + 21
⇒ {

𝑥 = −
1

2
𝑥′

𝑦 = −
1

2
𝑦′ +

21

2

 

(𝑇′) = ℎ(𝑇) ⇒ −
1

2
𝑥′ + 2(−

1

2
𝑦′ +

21

2
) − 14 = 0 ⇒ −

1

2
𝑥′ − 𝑦′ + 7 = 0 

⇒ 𝑥′ + 2𝑦′ − 14 = 0 ⇒ (𝑇′) = (𝑇)  

 نفسه  (𝑇)هو المستقيم  ℎبالتحاكي  (𝑇)نستنتج أنّ صورة المستقيم  

 .𝒉بالتحاكي  (𝑪𝟏)صورة الدائرة   (𝑪′𝟏)طول ومساحة الدائرة   حساب .ج

(𝐶′1) = ℎ(𝐶1) ⇒ 𝑟1
′ = |−2|𝑟1 ⇒ 𝑟1

′ = 4√5 

𝒫(𝐶′1) = 2𝜋 × 𝑟1
′ = 2𝜋 × 4√5 = 8𝜋√5 𝑐𝑚  

𝒜(𝐶′1) = 𝜋 × 𝑟1
′2 = 𝜋 × (4√5)

2
= 80𝜋 𝑐𝑚2  
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 التمرين الثاني: 

)…𝟏𝟓المعادلة:  ℝحلّ في  .1
𝟏

𝜶𝟐
+ 𝜶𝟐) = 𝟒𝟏(

𝟏

𝜶
+ 𝜶) 

1

𝛼
+ 𝛼 = 𝑥 ⇒ (

1

𝛼
+ 𝛼)

2

= 𝑥2 ⇒
1

𝛼2
+ 𝛼2 + 2 = 𝑥2 ⇒

1

𝛼2
+ 𝛼2 = 𝑥2 − 2 

 ⇒ 15(𝑥2 − 2) = 41𝑥 ⇒ 15𝑥2 − 41𝑥 − 30 = 0 ⇒ 𝑥1 = −
3

5
 ; 𝑥2 =

10

3
 

1

𝛼
+ 𝛼 = −

3

5
⇒
𝛼2 + 1

𝛼
= −

3

5
⇒ 5(𝛼2 + 1) = −3𝛼 ⇒ 5𝛼2 + 3𝛼 + 5 = 0 

∆< 0 ⇒ 𝑆1 = ∅. 
1

𝛼
+ 𝛼 =

10

3
⇒
𝛼2 + 1

𝛼
=
10

3
⇒ 3(𝛼2 + 1) = 10𝛼 ⇒ 3𝛼2 − 10𝛼 + 3 = 0 

∆= 64 ⇒ 𝑆2 = {
1

3
; 3} . 

  :𝒖𝟑 ، 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 ، 𝒖𝟎الحدود تعيين  .2

{
 𝑢0 + 𝑢4 =

164

3
𝑢1 + 𝑢3 = 20

⇒

{
 

 
𝑢2
𝑞2
+ 𝑢2. 𝑞

2 =
164

3
𝑢2
𝑞
+ 𝑢2. 𝑞 = 20

⇒

{
 

 𝑢2 (
1

𝑞2
+ 𝑞2) =

164

3
…

𝑢2 (
1

𝑞
+ 𝑞) = 20…

 




⇒

1

𝑞2
+ 𝑞2

1

𝑞
+ 𝑞

=
164

60
=
41

15
⇒ 15 (

1

𝑞2
+ 𝑞2) = 41 (

1

𝑞
+ 𝑞) ⇒ 𝑞 = 3  

𝑢0 + 𝑢4 =
164

3
⇒ 𝑢0 + 𝑢0. 𝑞

4 =
164

3
⇒ 𝑢0(1 + 81) =

164

3

⇒ 𝑢0 =
2

3
; 𝑢1 = 2; 𝑢2 = 6; 𝑢3 = 18; 𝑢4 = 54  

 

 
  التمرين الثالث:
𝑨(𝟐;−𝟏; 𝟏)   ،𝑩(−𝟏;𝟐; 𝟏)  ،𝑪(𝟏;−𝟏; 𝟐)   ،𝑫(𝟏; 𝟏; 𝟏)  

 تعينّ مستويا  𝑪و 𝑨   ،𝑩النقط  تحققّ أنّ الأ.  .1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  (
−3
3
0
) ;  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (

−1
0
1
) ;
−3

−1
≠
0

1
⇒ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيا 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗

⇒  (𝐴𝐵𝐶) مستوي 

;𝒏⃗⃗ (𝟏ن أنّ ابي .ب 𝟏;   (𝑨𝑩𝑪)هو شعاع ناظمي للمستوي  (𝟏

{𝑛⃗ . 𝐴𝐵
⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3 + 3 = 0

𝑛⃗ . 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −1 + 1 = 0
⇒ {𝑛⃗ ⊥ 𝐴𝐵

⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑛⃗ ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗
⇒ 𝑛⃗ ⊥ (𝐴𝐵𝐶)  
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 (𝑨𝑩𝑪)للمستوي  معادلة ديكارتية  ةباكت . ج

𝑛⃗ ⊥ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ (𝐴𝐵𝐶): 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 

𝐴 ∈ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 2 − 1 + 1 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = −2

⇒ (𝐴𝐵𝐶): 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0  

2. 𝑮{(𝑨; 𝟏), (𝑩; 𝟐), (𝑪;−𝟏)}  

 𝑮ب إحداثيات  احس . أ

𝐺{(𝐴, 1); (𝐵, 2); (𝐶, −1)} ⇒

{
 
 

 
 𝑥𝐺 =

𝑥𝐴 + 2𝑥𝐵 − 𝑥𝐶
2

= −
1

2

𝑦𝐺 =
𝑦𝐴 + 2𝑦𝐵 − 𝑦𝐶

2
= 2

𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 + 2𝑧𝐵 − 𝑧𝐶

2
=
1

2

⇒ 𝐺 (−
1

2
; 2;
1

2
)  

 [𝑮𝑫]ي للقطعة المستقيمة  لمستوي المحورهي ا (𝚪)ن أنّ بيا .ب

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 2‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ ⇒ 2‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 2‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ 

 ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ ⇒ [𝐺𝐷] هي المستوي المحوري للقطعة (𝛤)  

 

𝟔𝒙هي :   (𝚪)ت أنّ معادلة ااثب . ج − 𝟒𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝟑 = 𝟎 

 طريقة أولى : 

𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
3

2
; −1;

1

2
𝐼إذن   ، [𝐺𝐷]منتصف   𝐼لتكن  ،  ( (

1

4
;
3

2
;
3

4
 ، ومنه : (

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (𝛤) ⇒ 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒
3

2
(𝑥 −

1

4
) − (𝑦 −

3

2
) +

1

2
(𝑧 −

3

4
)

= 0 

⇒
3

2
𝑥 − 𝑦 +

1

2
𝑧 +

3

4
= 0 ⇒ (𝛤): 6𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 + 3 = 0  

 طريقة ثانية : 

⃗⃗′𝑛ليكن   ⃗(6; −4; 𝐼و (𝛤)شعاع ناظمي للمستوي   (2 (
1

4
;
3

2
;
3

4
  [𝐺𝐷]منتصف   (

: 

{
6 (
1

4
) − 4 (

3

2
) + 2 (

3

4
) + 3 = 0 ⇒ 𝐼 ∈ (𝛤)

𝑛′⃗⃗  ⃗ = 4𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑛′⃗⃗  ⃗ ∥ 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⊥ (𝛤)

⇒ (𝛤): 6𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 + 3 = 0  
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 سيطي لهيطُلب تعيين تمثيل و (∆)يتقاطعان وفق مستقيم  (𝚪)و (𝑨𝑩𝑪)ن أنّ بيا .3

;𝑛⃗ (1ليكن  1; ⃗⃗′𝑛و  (1  ⃗(6; −4;  (𝛤)و (𝐴𝐵𝐶) ينللمستوي  ينناظميال  ينشعاعال (2

 على الترتيب. 

بما أنّ 
1

6
≠

1

−4
⃗⃗′𝑛و   𝑛⃗، فإنّ الشعاعين     (𝛤)و  (𝐴𝐵𝐶)رتبطين خطيا ، منه غير م ⃗ 

 حيث : (∆)يتقاطعان وفق مستقيم  

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ (∆) ⇒ {
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0

6𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 + 3 = 0

⇒ {
−2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 + 4 = 0…

6𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 + 3 = 0…
 

+ ⇒ 4𝑥 − 6𝑦 + 7 = 0 ⇒ 𝑥 =
3

2
𝑦 −

7

4
 

 ⇒ 6(
3

2
𝑦 −

7

4
) − 4𝑦 + 2𝑧 + 3 = 0 ⇒ 5𝑦 + 2𝑧 −

15

2
= 0 

⇒ 𝑧 = −
5

2
𝑦 +

15

4
 

𝑦=2𝑡 نضع
⇒     (∆):

{
 
 

 
 𝑥 = −

7

4
+ 3𝑡

𝑦 = 2𝑡

𝑧 =
15

4
− 5𝑡

; 𝑡 ∈ ℝ  
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 الأول:التمرين 

𝑨(𝟐;−𝟏)  و𝛀(−𝟐;𝟑)  ،نقطتان من المستوي(𝜞)  دائرة مركزها𝛀   𝟐√𝟐ونصف قطرها. 

 .(𝜞)تنتمي إلى الدائرة  [𝑨𝜴]منتصف القطعة  𝑩لنقطة  أنّ ا بيان .1

𝐵(0; 1) ;  𝐵𝛺 = √(−2)2 + 22 = 2√2 ⇒ 𝐵 ∈ (𝛤)  

 

𝒙تحقق أنّ:  ال .2 − 𝒚 + 𝟏 =  .𝑩عند النقطة  (∆)مماس الهي معادلة  𝟎

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆) ⇒ 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (
𝑥

𝑦 − 1) . 𝐵𝛺
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

−2
2
) = 0 ⇒ −2𝑥 + 2𝑦 − 2 = 0

⇒ 𝑥 − 𝑦 + 1 = 0  

 

3. (𝓒) ∶ 𝒙
𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟐𝒚 +  = 𝟎. 

 طول نصف قطرها.تعيين مركزها وو دائرة  (𝓒)حتى تكون  قيم  تعيين .أ

𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 2𝑦 +  = 0 ⇒ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 = 5 −  

5√  وطول نصف قطرها 𝐴مركزها التي هي الدائرة  (𝒞)منه نستنتج أنّ  −  

من أجل   < أي    5 ∈ ]−∞; 5[. 

(𝜞): حيث قيم  تعيين .ب ∩ (𝓒) = ∅. 

 لا تتقاطعان في حالتين: (𝒞) و(𝛤)الدائرتان  

 المسافة بين المركزين أكبر من مجموع نصفي قطر الدائرتين  لأولى:الحالة ا

𝐴𝛺 > 2√2 + √5 −  ⇒ 4√2 > 2√2 + √5 −  ⇒ √5 −  < 2√2 

⇒ 0 < 5 −  < 8 ⇒ −5 < − < 3 ⇒ −3 <  < 5 ⇒  ∈ ]−3; 5[. 

𝐴𝐵أكبر من  (𝒞)نصف قطر الدائرة  :الثانيةالحالة  + 2𝛺𝐵 

√5 −  > 2√2 + 4√2 ⇒ √5 −  > 6√2 ⇒ 5 −  > 72 ⇒  < −67 

⇒  ∈ ]−∞;−67[. 

(𝛤) ∩ (𝒞) = ∅ ⇒  ∈ ]−∞;−67[ ∪ ]−3; 5[  [(𝒞−76)و (𝒞1) انظر] 

 

 متماستان خارجيا.  (𝜞)و (𝓒)التي من أجلها تكون   قيمة  تعيين .ج

(𝛤) ∩ (𝒞) متماستان خارجيا ⇒ 𝐴𝛺 = 2√2 + √5 −  ⇒ 4√2 = 2√2 + √5 −  

⇒ √5 −  = 2√2 ⇒ 5 −  = 8 ⇒  = −3. 

 لأنّه يعامدها في منتصفها.  [𝐴𝛺]القطعة ور مح (∆)يمثل المستقيم 
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 . 3ونسبته  𝑩الذي مركزه   𝒉بالتحاكي  (𝜞)صورة  (′𝜞)معادلة   كتابة .4

 نصف قطرها. لدينا:  ′𝑟و (′𝛤)مركز الدائرة  ′𝛺لتكن النقطة 

(𝛤′) = ℎ(𝛤) ⇒ {
𝑟′ = 3𝑟

𝐵𝛺′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 3𝐵𝛺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
⇒ {

𝑟′ = 6√2
𝑥𝛺′ = 3(−2)

𝑦𝛺′ − 1 = 3(2)

⇒ {
𝑟′ = 6√2
𝑥𝛺′ = −6
𝑦𝛺′ = 7

 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛤′) ⇒ (𝑥 + 6)2 + (𝑦 − 7)2 = (6√2)
2
 

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 + 12𝑥 − 14𝑦 − 78 = 0  

 

 . (𝑫)مستقيم  وتوازي ال (𝜞)جميع المستقيمات التي تمسّ الدائرة  تعيين .5

لدائرة  امسّ  الذي ي (∆)المستقيم ، أحدهما  (𝐷)المستقيم   انيوازيمماسان   (𝛤)لدائرة  ل

(𝛤)   النقطة ي (′∆)المستقيم  والآخر   𝐵عند  النقطة   (𝛤)لدائرة  امسّ  الذي   ′𝐵عند 

 .𝛺بالنسبة للمركز  𝐵النقطة نظيرة 

𝛺𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝛺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ {
𝑥𝐵′ + 2 = −2
𝑦𝐵′ − 3 = 2

⇒ {
𝑥𝐵′ = −4

𝑦𝐵′ = 5
⇒ 𝐵′(−4; 5) 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆′) ⇒ 𝐵′𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (
𝑥 + 4
𝑦 − 5

) . 𝐵′𝛺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
2
−2
) = 0 

⇒ 2(𝑥 + 4) − 2(𝑦 − 5) = 0 ⇒ (∆′): 𝑥 − 𝑦 + 9 = 0  

 (𝐷)  ين لـوازيين المالمستقيمو (𝛤)لدائرة  يمكننا إيجاد نقطتي التماس بين ا  :طريقة  

المستق تقاطع  النقطة   (′𝐷)يم  بدراسة  يشمل  لدائرة  وا  (𝐷)المستقيم  ويعامد   𝛺الذي 

(𝛤). 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐷′) ⇒ 𝛺𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
𝑥 + 2
𝑦 − 3

) . 𝑢(𝐷)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
1
1
) = 0 ⇒ (𝐷′): 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0  

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐷′) ∩ (𝛤) ⇒ {
𝑥 + 𝑦 − 1 = 0

(𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 3)2 = 8
 

⇒ {
𝑦 = −𝑥 + 1

(𝑥 + 2)2 + (−𝑥 − 2)2 = 8
⇒ {

𝑦 = −𝑥 + 1

2𝑥2 + 8𝑥 = 0
⇒ {
𝑥1 = 0
𝑦1 = 1

; {
𝑥2 = −4
𝑦2 = 5

 

⇒ (𝐷′) ∩ (𝛤) = {𝐵(0; 1); 𝐵′(−4; 5)}  
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   التمرين الثاني:

{
𝒖𝟎 = 𝟏

𝒖𝒏+𝟏 =
𝟑

𝟒
𝒖𝒏 + 𝟏

}و       
𝒗𝟎 = 𝟔

𝒗𝒏+𝟏 =
𝟑

𝟒
𝒗𝒏 + 𝟏

 

  𝒗𝟏و 𝒖𝟏الحدّين  حساب .1

𝑢1 =
3

4
𝑢0 + 1 =

3

4
+ 1 =

7

4
 ; 𝑣1 =

3

4
𝑣0 + 1 =

9

2
+ 1 =

11

2
 

𝒖𝒏+𝟐 كتابة .2 − 𝒖𝒏+𝟏  بدلالة𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏  

𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 =
3

4
𝑢𝑛+1 + 1 −

3

4
𝑢𝑛 − 1 =

3

4
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)  

3. 𝒘𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝒗𝒏 

  𝒘𝟎هندسية ي طلب تعيين حدّها الأول   (𝒘𝒏)المتتالية  أنّ  برهان

𝑤𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 𝑣𝑛+1 =
3

4
𝑢𝑛 + 1 −

3

4
𝑣𝑛 − 1 =

3

4
(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) =

3

4
𝑤𝑛 

هندسية أساسها  (𝑤𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
3

4
𝑤0 وحدهّا الأول  = 𝑢0 − 𝑣0 = −5  

 𝒏 بدلالة 𝒘𝒏عن   التعبير

𝑤𝑛 = 𝑤0 × 𝑞
𝑛 = −5(

3

4
)
𝑛
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  :لث التمرين الثا
𝑨(𝟐 ; 𝟒 ; 𝟏)   ،𝑩(𝟎 ; 𝟒 ; −𝟑)  ،𝑪(𝟑 ; 𝟏 ; ; 𝑫(𝟏و  (𝟑− 𝟎 ; −𝟐) . 

 صحيح ليست في استقامية :  𝑪و  𝑨   ،𝑩النقط   .1

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  (
−2
0
−4
) ;  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  (

1
−3
−4
) ;
−2

1
≠
0

−3
⇒ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗ غير مرتبطين خطيا 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   ⃗ 

 .ليست في استقامية 𝐶و  𝐴   ،𝐵منه ، النقط  

2. 𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 − 𝟏𝟏 =  صحيح :   (𝑨𝑩𝑪)هي معادلة ديكارتية للمستوي   𝟎

{

2𝑥𝐴 + 2𝑦𝐴 − 𝑧𝐴 − 11 = 2(2) + 2(4) − (1) − 11 = 12 − 12 = 0

2𝑥𝐵 + 2𝑦𝐵 − 𝑧𝐵 − 11 = 2(0) + 2(4) − (−3) − 11 = 11 − 11 = 0

2𝑥𝐶 + 2𝑦𝐶 − 𝑧𝐶 − 11 = 2(3) + 2(1) − (−3) − 11 = 11 − 11 = 0

⇒ (𝐴𝐵𝐶): 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 11 = 0  

;𝑬(𝟑 ةالنقط .3  خطأ :  (𝑨𝑩𝑪)على   𝑫 ةلنقطهي المسقط العمودي ل (𝟏−;𝟐

𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(2; 2; 1) ;  𝑛⃗ (2; 2; −1) ;  𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∦ 𝑛⃗ ⇒ (𝐴𝐵𝐶)  لا يعامد 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

 خطأ من نفس المستوي : (𝑪𝑫) و  (𝑨𝑩)المستقيان   .4

2(1) − (−2) − 11 = −7 ≠ 0 ⇒ 𝐷 ∉ (𝐴𝐵𝐶)

⇒  (𝐴𝐵) و (𝐶𝐷) ليسا من نفس  المستوي

5.  {
𝒙 = 𝟐𝒕 − 𝟏
𝒚 = 𝒕 − 𝟏
𝒛 = −𝒕 − 𝟏

 ; 𝒕 ∈ ℝ  تمثيل وسيطي للمستقيم(𝑪𝑫)  : صحيح 

{
3 = 2𝑡 − 1
1 = 𝑡 − 1
−3 = −𝑡 − 1

 ⇒ 𝑡 = 2 ;  {
1 = 2𝑡 − 1
0 = 𝑡 − 1
−2 = −𝑡 − 1

 ⇒ 𝑡 = 1 

 فهو إذن تمثيل وسيطي تحققان التمثيل الوسيطي السابق ،  𝐷و 𝐶إحداثيات النقطتين  

 . (𝐶𝐷)  لمستقيمل

𝑰 حيث النقطة 𝜷 و 𝜶يوجد عددان حقيقيان   .6 (
𝟑

𝟓
; 𝟒; −

𝟗

𝟓
مرجح الجملة   (

{(𝑨;𝜶), (𝑩; 𝜷)}  : صحيح 

 طريقة أولى : 

𝐼{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽)} ⇒

{
  
 

  
 

2𝛼

𝛼 + 𝛽
=
3

5
4𝛼 + 4𝛽

𝛼 + 𝛽
= 4

𝛼 − 3𝛽

𝛼 + 𝛽
= −

9

5

⇒ {

10𝛼 = 3𝛼 + 3𝛽
4𝛼 + 4𝛽 = 4𝛼 + 4𝛽
5𝛼 − 15𝛽 = −9𝛼 − 9𝛽
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⇒ {
7𝛼 − 3𝛽 = 0
14𝛼 − 6𝛽 = 0

⇒ 7𝛼 − 3𝛽 = 0 ⇒ 𝛽 =
7

3
𝛼

⇒ (𝛼; 𝛽) = (𝛼;
7

3
𝛼) ; 𝛼 ≠ 0  

 طريقة ثانية : 

𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ (
7

5
; 0;
14

5
) ; 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ (−

3

5
; 0;−

6

5
) ; 3𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 7𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐼{(𝐴; 3), (𝐵; 7)}  

;𝛼): يمكننا إيجاد ما لا نهاية من الثنائيات   ملاحظة 𝛽)  حيث𝐼{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽)}. 
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