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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

����)درس إشارة الفرق ن − ��):

����ي حالة: ف  − �� > متزايدة تماما. (��)إن: ف    0

����ي حالة: ف  − �� < متناقصة تماما. (��)إن: ف    0

����ي حالة: ف  − �� = ثابتة (��)إن: ف    0

�����النسبة  إشارةندرس يمكن أن  موجبةالمتتالية ود حدفي حالة كانت  ��� �
������ي حالة: ف  > متزايدة تماما. (��)إن: ف 1

������ي حالة: ف  < متناقصة تماما. (��)إن: ف 1

������ي حالة: ف  =  ثابتة (��)إن: ف  1

limذا كانت إ  �� = �) يث:ح � ∈ ℝ)  :متقاربة. (��)فإن 
 عدة.اتبم (��)ي الحالات الأخرى ف 

 :(حول تقارب متتالية) نتائج
��)محدودة من الأعلى  وتماما  ةديمتزا (��)ذا كانت إ  ≤  هي متقاربة.ف (�
��)محدودة من الأسفل  ومتناقصة تماما  (��)ذا كانت إ  ≥ هي متقاربةف (�

 

حسابية: (��)طريقة اثبات أن المتتالية  ) 1

  يكفي أن نثبت أن:
����) قرفلا  − ���� يأ ،تباث ددع (�� − �� = �
���� :دجنف ،�� ةللادب ����بتكن وأ  = �� + �

(��) المتتالية الحسابيةأساس عدد حقيقي: يسمى  �حيث: 

�� دراسة اتجاه تغير متتالية 1

تقارب وتباعد متتالية متتالية ثابتة2

����ثابتة معناه: (��) = �� = �
�حيث:  ∈ ℝ

(كل الحدود متساوية 
 وتساوي الحد الأول)

المتتالية الحسابية 3
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

:عبارة الحد العام لمتتالية حسابية ) 2  الحد العاميسمى  �بدلالة  ��

�� عامة:صفة ب  = �� + (� − .علاقة تربط بين حدين مختلفين �(� �� = �� + .لحد الأولاهو  ��، في حالة �� �� = �� + (� − .لحد الأولاهو  ��، في حالة �(1

  :)عبارة الحد العام لمتتالية حسابية(حول  ملاحظة
بأي حد معطى في التمرين. ��ت أخرى، وذلك بتعويض ذه العلاقات يمكن استعمالها في حالاه 
��ستعمل العلاقة ن  = �� + (� −  سابية ومعرفة بحدين مختلفينح (��)إذا كانت  �(�

�وباستعمال العلاقة نقوم بحساب الأساس فنجد:  = ��������
متتالية حسابية:متتابعة من مجموع حدود  ) 3

 ة يحسب المجموع باستعمال العلاقة:عام بصفة

المجموع = �عدد الحدود� الحد الأول� + 2الحد الأخير �
 ) 1دليل الحد الأول +  –دليل الحد الأخير  حيث: (عدد الحدود =

 خاصية الوسط الحسابي: ) 4

,�تكون الأعداد الحقيقية  �, �: كان إذا وفقط إذالمتتالية حسابية  حدودا متتابعةبهذا الترتيب  � + � = 2�

:هندسية (��)طريقة اثبات أن المتتالية  ) 1

  يكفي أن نثبت أن:
������� لصاحلا  يأ ،تباث ددع �

������ = �
���� :دجنف ،�� ةللادب ����بتكن وأ  = ���

لية الهندسيةالمتتا 4
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

  (��) يةالهندسالمتتالية أساس عدد حقيقي: يسمى  �حيث: 

  الحد العاميسمى  �بدلالة  �� :هندسيةعبارة الحد العام لمتتالية  ) 2

��صفة عامة: ب  = �� ×  .علاقة تربط بين حدين مختلفين ����

 �� = �� ×  .لحد الأولاهو  ��، في حالة ��

 �� = �� ×  .لوالأ لحداهو  ��، في حالة ����

  :)هندسيةعبارة الحد العام لمتتالية (حول  ملاحظة
 بأي حد معطى في التمرين. ��ذه العلاقات يمكن استعمالها في حالات أخرى، وذلك بتعويض ه 
��ستعمل العلاقة ن  = �� × وباستعمال  ومعرفة بحدين مختلفين ندسيةه (��)إذا كانت  ����

����م بحساب الأساس فنجد: العلاقة نقو = ���� 

 :هندسيةمجموع حدود متتابعة من متتالية  ) 3

  بصفة عامة يحسب المجموع باستعمال العلاقة:

المجموع = �الحد الأول� �1 − 1عدد الحدود� − � �  

  ) 1دليل الحد الأول +  –دليل الحد الأخير  حيث: (عدد الحدود =

 :يندسالهخاصية الوسط  ) 4

,�تكون الأعداد الحقيقية  �, �: إذا وفقط إذا كان هندسيةلمتتالية  حدودا متتابعةبهذا الترتيب  � × � = ��  

 النهايات المتعلقة بالمتتاليات الهندسية: قوانين ) 5
�   ذا كان:إ  > (��)lim   إن:ف    ،  1 = +∞ 
1−   ذا كان:إ  < � < (��)lim  إنّ:ف   1 = 0  
�   ذا كان:إ  ≤   غير موجودة (��)lim  إنّ:ف     1−

  



  :تمارين محلولة في
2  المتتاليات العددية
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

  ة من الحالات التالية:ل حالفي ك �بدلالة  (��)متتالية حسابية، عين عبارة  (��)  
A   � = 3   ،  �� = −2  

B   � = − ��  ،  �� = −2  
C   �� = 4   ،  �� = −2  

D   � = ��    ،  �� = �� 

E   �� = − ��  ،  �� = −1 

  
��تعطى عبارة الحد العام لمتتالية حسابية بـ:  = �� + �(� − �) 

  ومنه:
A  �� = �� + �(� − 0) = −2 + 3� 
B   �� = �� + �(� − 1) = −2 − 12 (� − 1) = −2 − 12 � + 1 = −1 − 12 � 

C :لدينا  �� = �� + �(5 − 3) ⇒ 4 = −2 + �(2) ⇒ � = 3 
��  ومنه: = �� + 3(� − 3) = −2 + 3� − 9 = −11 + 3� 

D   �� = �� + 14 (� − 2) 

 التمرين 

 التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

= 23 + 14 � − 12 = 16 + 14 � 

E :لدينا  �� = �� + �(5 − 0) ⇒ − 94 = −1 + 5� ⇒ 5� = − 94 + 1 ⇒ 5� = − 54 ⇒ � = − 14 
��  ومنه: = �� − 14 � = −1 − 14 � 

  في كل حالة من الحالات التالية: �بدلالة  (��)، عين عبارة هندسيةمتتالية  (��)  
A   � = −2  ،  �� = −1  

B   � = ��    ،  �� = ��  
C   �� = 18   ،  �� = 2  

D   � = − ��  ،  �� = −2 
E   ���� = −16  ،  ���� = 2 

  
��تعطى عبارة الحد العام لمتتالية هندسية بـ:  = �� × �(���) 

  ومنه:
A     �� = �� × ���� = −1 × (−2)� 
B     

  التمرين

 التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

�� = �� × ���� = 23 × �14����
= 23 × �14�� × �14���
= 23 × �14�� × 1�14��
= 23 × �14�� × 16 = 323 × �14��

C :لدينا �� = �� × ���� ⇒ 18 = 2 × �� ⇒ �� = 9⇒ � = 3
�� ومنه: = �� × ���� = 2 × 3� × 3�� = 2 × 3� × 13�= 29 × 3� 

D �� = �� × ���� = −2 × �− 32����
= −2 × �− 32�� × �− 32���
= −2 × �− 32�� × 1− 32= 43 × �− 32��

E 
���� لدينا: = ���� × �����(���) ⇒ −16 = 2 × �� ⇒ �� = −8
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

⇒ � = −2
�� ومنه: = ���� × ���(���) = 2 × (−2)(���) × (−2)� = −4 × (−2)(���) 

 في كل حالة مما يلي: (��)المتتالية  نهايةاحسب 

A  �� = −2 + 3� 
B   �� = 3 �����

 

C �� = ���� 

D �� = �������
E �� = − �� �����
F �� = ���������� ��

 في كل حالة مما يلي: (��)حساب نهاية المتتالية 

A  �� = −2 + 3� ���[��] = ���[−2 + 3�] = +∞ 
B �� = 3 �����

 ���[��] = ��� �3 �23��� = 0 
1−�لأن:  < �� < 1� 

C �� = ���� ���[��] = ��� � 11 + �� = 0 
D �� = ������� 

التمرين 

التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

���[��] = ��� �1 + 2�1 − � � = ��� �2�−�� = ���[−2] = −2 
E �� = − �� �����

 ���[��] = ��� �− 34 �75��� = −∞ 
���لأن:  > 1�.

F �� = ���������� ��
 ���[��] = ��� ��3�� + 3�� + 4 ��� 

= ��� ��� ������������ �� = +∞ 

�حيث:  ℕالمتتالية الحسابية المعرفة على  (��) �� + �� + �� = 36�� × �� × �� = 1428 

 و  ��،  �� :عين�� 

  :و  ��،  ��تعيين��:
�� لدينا: + �� = 2�� 
�� ومنه: + �� + �� = 36 ⇒ 2�� + �� = 36 ⇒ 3�� = 36⇒ �� = 12

 ولدينا:

التمرين 

التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

� �� + �� + �� = 36�� × �� × �� = 1428 ⇒ � �� + 12 + �� = 36�� × 12 × �� = 1428 ⇒ � �� + �� = 24 … (∗)�� × �� = 119 … (∗∗) 

��  : (∗)لدينا من  = 24 − �� 
��  نجد: (∗∗)نعوض في  × �� = 119 ⇒ (24 − ��) × �� = 119 ⇒ 24�� − (��)� − 119 = 0 ⇒ −(�� − 7)(�� − 17) = 0 

⇒ � �� − 7 = 0
��أو − 17 = 0 ⇒ ⎩⎨

⎧ �� = 7
��أو = 17  

  نجد: (∗)في  ��نعوض قيمة 

�� + �� = 24 ⇒ � �� + 7 = 24
��أو + 17 = 24 ⇒ ⎩⎨

⎧ �� = 17
��أو = 7  

;��)  إذن: ��; ��) ∈ {(17; 12; 7); (7; 12; 17)} 

��    كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على  (��)   = 4� − 1  
A  لب تعيين أساسها متتالية حسابية يط (��)بين أن� . 
B  برر اجابتك. ؟ (��)حد من حدود المتتالية  2021هل العدد 
C  ادرس اتجاه تغير المتتالية(��) . 
D حيث: ��المجموع عن  �بدلالة  عبر  �� = �� + �� + ⋯ + �� 

��    كما يلي: ℕمتتالية عددية معرفة على  (��)   = 4� − 1  
A متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها  (��)أن  تبيين� : 
����  لدينا: = 4(� + 1) − 1 

 التمرين 

 التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

= 4� + 4 − 1 = 4 + �� 
��  ولدينا: = 4(0) − 1 = −1 
��وحدها الأول  4متتالية حسابية أساسها  (��)ومنه  = −1  

B  ؟  (��)حد من حدود المتتالية  2021هل العدد �� = 2021 ⇒ 4� − 1 = 2021 ⇒ 4� = 2022 ⇒ � = 10112  

�����  لدينا: ∉ ℕ    ليس حد من حدود المتتالية  2021ومنه العدد(��) .  
C متتالية تغير الاتجاه  دراسة(��) : ���� − �� = 4(� + 1) − 1 − (4� − 1) = 4� + 4 − 1 − 4� + 1 = 4 > 0 

  تماما. متزايدة (��)ومنه المتتالية 
D موع عن المج �بدلالة  التعبير��:  �� = �� + �� + ⋯ + �� = � + 12 (�� + ��) = � + 12 (−1 + 4� − 1) = � + 12 (4� − 2) = (� + 1)(4� − 1) 

�  حيث:  ℕالمتتالية الهندسية المعرفة على  (��)   �� + �� + �� = 63�� × �� × �� = 1728 

  و  ��،  ��عين�� 

  
  و  ��،  ��تعيين�� : 

 التمرين 

 التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

��  لدينا: × �� = (��)� 
��  ومنه: × �� × �� = 1728 ⇒ (��)� × �� = 1728 ⇒ (��)� = 1728 ⇒ �� = 12  
�  ومنه: �� + �� + �� = 63�� × �� × �� = 1728 ⇒ � �� + 12 + �� = 63�� × 12 × �� = 1728 ⇒ � �� + �� = 51 … (∗)�� × �� = 144 … (∗∗) 

��  لدينا: (∗)من  = 51 − �� 
��  نجد: (∗∗)نعوض في  × �� = 144 ⇒ (51 − ��)�� = 144 ⇒ −(��)� + 51�� − 144 = 0 ⇒ −(�� − 3)(�� − 48) = 0 

⇒ � �� − 3 = 0
��أو − 48 = 0 ⇒ ⎩⎨

⎧ �� = 3
��أو = 48  

  نجد: (∗)في  ��نعوض قيمة 

�� + �� = 51 ⇒ � �� + 3 = 51
��أو + 48 = 51 ⇒ ⎩⎨

⎧ �� = 48
��أو = 3  

;��)  ومنه: ��; ��) ∈ {(48; 12; 3); (3; 12; 48)} 

  
�من أجل  ∈ ℝ  ، المتتالية الهندسية المعرفة على  (��)نعتبرℕ :كما يلي  � �� = 1�� = ����� + 2 

A    
a متتالية ثابتة. (��)حتى تكون  � قيمة عين 

 التمرين 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

b في حالة  (��)المتتالية و نوع ما ه� =  ؟ 1
B فيما يلي:  ضنفر� ≠ �و  1 ≠ ��  بـ: ℕالمعرفة على  (��)ونعتبر المتتالية  1− = �� − 21 − � 

a  وأساسها  ��ين حدها الأول هندسية يطلب تعي (��)برهن أن المتتالية� . 
b  متقاربة (��)حتى تكون المتتالية  �عين قيمة. 

  
A    

a ثابتة معناه: (��) :متتالية ثابتة (��)تكون حتى  � قيمة تعيين  �� = �� = ���� 
�����  ومنه: + 2 = �� ⇒ �(1) + 2 = 1 ⇒ � = −1  

b في حالة  (��)المتتالية  نوع ايجاد� =  ؟ 1
αلما  = ��  لدينا: 1 = ���� + 2 

����  :لدينا = �� + 2 
��وحدها الأول  2حسابية أساسها  اليةمتت ���(��)ومنه  = 1  

B   
a وأساسها  ��هندسية يطلب تعيين حدها الأول  (��)ن أن المتتالية ابره� : 

���� لدينا: = ���� − 21 − � = ��� + 2 − 21 − � = ��� + 2 − 2� − 21 − �  = ��� − 2�1 − � = � ��� − 21 − �� 

 التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

= ��� 
��  ولدينا: = �� − 21 − � = 1 − 21 − � = − 1 + �1 − � 

��  حيث: ��وحدها الأول  �هندسية أساسها  (��)ومنه المتتالية  = − 1 + �1 − � 

��  إذن: = − �1 + �1 − �� (�)� 

b عناه:متقاربة م (��) :متقاربة (��)حتى تكون المتتالية  �قيمة  تعيين  ����→��[��] = � ⇒ ����→�� �− �1 + �1 − �� (�)�� = � 
1−  وهذا لا تحقق إلا إذا كان:  < � < 1  

�لما  متقاربة (��)ومنه  ∈] − 1; 1[ .  

�  كما يلي: ℕالمتتالية العددية المعرفة على  (��)   �� = �4���� = �� + 9 

A  ثابتة. (��)تالية ون المتحتى تك �عين قيمة 
B :نفرض في كل ما يلي � ≠ 3 

a  :و  ��،  ��احسب الحدود�� . 
C  لكل� ∈ ℕ  كما يلي: (��)نعرف المتتالية  �� = �� − 3. 

a  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها. (��)اثبت ان 
b  بدلالة  ��، ثم استنتج عبارة  �بدلالة  ��اكتب� . 
c  احسب نهاية المتتالية(��) . 
d  حيث: ���و  ��المجموعين  عن �عبر بدلالة  �� = �� + �� + ⋯ + �� 

 التمرين 
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ات
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ريا
 لل

يل
خل

ال
 

��� = �� + �� + ⋯ + �� 

  
A ثابتة معناه: (��) :ثابتة (��)حتى تكون المتتالية  �قيمة  تعيين  ���� = �� = ��   
����4  ومنه: = �� + 9 ⇒ 4α = � + 9 ⇒ 3� = 9 ⇒ � = 3  

B   
a و  ��،  ��الحدود:  حساب�� : •  4���� = �� + 9 ⇒ �� = � + 94  

•  4���� = �� + 9 ⇒ �� = � + 94 + 94  ⇒ �� = � + 4516  

• 4���� = �� + 9 ⇒ �� = � + 4516 + 94   ⇒ �� = � + 18964  

C   
a متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها (��)ت ان ااثب: ���� = ���� − 3 = �� + 94 − 3 = �� − 34  = 14 �� 

��  ولدينا: = �� − 3 = � − 3 
��  حيث: ��وحدها الأول  ��هندسية أساسها  (��)ومنه  = � − 3 .  

b لة دلاب �� كتابة� : 

 التمرين حل 
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�� = (� − 3) �14��
 

 بدلالة  ��ج عبارة ااستنت� : �� = �� − 3 ⇒ �� = �� + 3 ⇒ �� = (� − 3) �14�� + 3  

c ية المتتالية هان حساب(��) : 

����→��[��] = ����→�� �(� − 3) �14���� + 3� = 3  

d و  ��عن المجموعين  �ة لالبد التعبير��� : �� = �� + �� + ⋯ + �� 
= (� − 3) �1 − �14����

1 − 14 � 

= (� − 3) �1 − �14����34 � 

= 43 (� − 3) �1 − �14����� 

�� = (� − 3)3 �4 − �14���  ��� = �� + �� + ⋯ + �� = �� + 3 + �� + 3 + ⋯ + �� + 3 = �� + �� + ⋯ + ��������������� + 3(� + 1) 
��� = (� − 3)3 �4 − �14��� + 3(� + 1)  

  كما يلي: ℕرفة على المتتالية العددية المع (��)  

� �� = 6���� = − 12 �� + 6 

 التمرين 
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يل
خل
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 المتتالية المعرفة على  (��)وℕ :كما يلي  �� = �� − 4  

A  :و  ��،  ��احسب الحدود�� . 
B  بين أنه من أجل كل� ∈ ℕ :فإن  ���� − 4 = − 12 (�� − 4) 

C  وحدها الأول  �تعيين أساسها  متتالية هندسية يطلب (��)بين أن�� . 
D   

a  بدلالة  ��اكتب عبارة� . 
b  بدلالة  ��اكتب عبارة� .  
c لمتتالية هاية ااحسب ن(��) 

E حيث: ��المجموع عن  �بدلالة  عبر  �� = �� + �� + ⋯ + �� 
F  حيث: ���المجموع  �استنتج بدلالة  ��� = �� + �� + ⋯ + ��  

  
A  :و  ��،  ��حساب الحدود�� : • ���� = − 12 �� + 6 ⇒ �� = − 12 (6) + 6 ⇒ �� = 3  • ���� = − 12 �� + 6 ⇒ �� = − 12 (3) + 6 ⇒ �� = 92  • ���� = − 12 �� + 6 ⇒ �� = − 12 �92� + 6 ⇒ �� = 154  

B كل ن أجل أنه م تبيين� ∈ ℕ :فإن ���� − 4 = − �� (�� − 4): ���� = − 12 �� + 6 ⇒ ���� − 4 = − 12 �� + 6 − 4 ⇒ ���� − 4 = − 12 �� + 2 ⇒ ���� − 4 = − 12 (�� − 4)  

C وحدها الأول  �متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها  (��)أن  تبيين�� . 

 التمرين حل 
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يل
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����  لدينا: = ���� − 4 = − 12 �� + 6 − 4 = − 12 �� + 2 = − 12 (�� − 4) = − 12 �� 

��  ولدينا: = �� − 4 = 2 
−أساسها  متتالية هندسية (��)ومنه  ��وحدها الأول  �� = 2  

a بدلالة  ��عبارة  كتابة� : �� = 2 �− 12��
 

b لة دلاب ��عبارة  كتابة� : �� = �� − 4 ⇒ �� = �� + 4 ⇒ �� = 2 �− 12�� + 4  

c نهاية المتتالية  حساب(��): lim�→��[��] = lim�→�� �2 �− 12�� + 4� = 4 

D عن المجموع  �بدلالة  التعبير��: �� = �� + �� + ⋯ + �� 

= 2 �1 − �− 12����
1 − �− 12� � 

= �2 − 2 �− 12� �− 12��32 � 
�� = 23 [2 + (−2)��]  

E المجموع  �ج بدلالة ااستنت��� : ��� = �� + �� + ⋯ + �� 
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ريا
 لل

يل
خل
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= �� + 4 + �� + 4 + ⋯ + �� + 4 = �� + �� + ⋯ + ��������������� + 4(� + 1) 

��� = 23 [2 + (−2)��] + 4(� + 1)
� كما يلي: ℕالمتتالية العددية المعرفة على  (��) �� = 5���� = ��� + 2 

A 

a نس عامد ومتجافي معلم مت(�; �⃗, حيث:  �التمثيل البياني للدالة  ���� ئ، أنش (⃗� �: � ⟶ √� + �    الذي معادلته: (Δ)والمستقيم     2 = � .
b دون حسابها مبررا خطوط الانشاء. ��و  ��،  ��،  ��صل الحدود أنشئ على محور الفوا
c ؟ (��)ب المتتالية ما هو تخمينك حول اتجاه تغير وتقار

B 

a  بين بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي� :  �� ≥ 2 .
b  متناقصة. ماذا تستنتج؟ (��)بين أن 

C 

a تحقق:  (��) للمتتالية �النهاية  أن بين� = √� + 2 .
b  استنتج قيمة� . 

A 

a  البياني:التمثيل

التمرين 

التمرين ل ح
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b (في التمثيل البياني السابق). ��و  ��،  ��،  ��الحدود  تمثيل الحدود 
c  حول اتجاه تغير وتقارب المتتالية التخمين(��) : 

��من التمثيل البياني لدينا  > �� > �� > متناقصة، وتتقارب نحو  (��)ومنه نستنتج أن المتتالية ،  ��
  2النقطة ذات الفاصلة  في أي (Δ)مع المستقيم  (��) نقطة تقاطع المنحني 

B   
a أنه من أجل كل عدد طبيعي  تبيين� :  �� ≥ 2 : 

  لدينا من أجل� = 0 :  �� = 5 ≥ 2 … (∗) 
  نفرض أن�� ≥ ���� أن ونثبتصحيحة ،  2 ≥ 2 :  
��  لدينا: ≥ 2 ⇒ �� + 2 ≥ 4 ⇒ ��� + 2 ≥ 2 ⇒ ���� ≥ 2 … (∗∗) 

��  نجد أن: (∗∗)و  (∗)من حسب البرهان بالتراجع  ≥ 2  
b متناقصة (��)أن  تبيين: 
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ات
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����  لدينا: − �� = ��� + 2 − �� = ���� + 2 − ������� + 2 + ������ + 2 + ��  
= �� + 2 + ����� + 2 − ����� + 2 − (��)���� + 2 + ��  

= −(��)� + �� + 2��� + 2 + ��  
= −(�� − 2)(�� + 1)��� + 2 + ��  

���لدينا:  + 2 + �� > ����)ومنه إشارة  0 − ���� − 0 + 0 − �� ∞− 1− 2 ∞+  من إشارة البسط: (�� − �� 
  .متناقصة تماما (��)ومنه 
 ج:الاستنتا 

  متقاربة. فهي 2متناقصة ومحدودة من الأسفل بـ  (��)بما أن 
C   

a تحقق:  (��)للمتتالية  �النهاية  تبيين أن� = √� + 2 : 
�  ومنه: متقاربة (��)لدينا  ����→��[��] = �����→��[����] = � 

����  ولدينا: = ��� + 2 ⇒ ����→��[����]����������� = ����→������ + 2� 
⇒ � = � ����→��[��]��������� + 2 

⇒ � = √� + 2  
b ج قيمة ااستنت� : 

�  لدينا: = √� + 2 ⇒ �� = � + 2 ⇒ �� − � − 2 = 0 ⇒ (� − 2)(� + 1) = 0 



  

 
  

  ►24الصفحة 
  عداد الأستاذ: قويسم إبراهيم الخليلإ ثالثة ثانوي | جميع الشعب العلمية | |في المتتاليات العددية  الخليل سلسلة

 

ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل
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⇒ �� − 2 = 0
�أو + 1 = 0 ⇒ � � = 2

�أو = −1  �مرفوض�

�  ومنه: = 2  

  كما يلي: ℕالمتتالية العددية المعرفة على  (��)  

� �� = 0���� = 2�� + 2�� + 3  

 المتتالية المعرفة على  (��)وℕ :كما يلي  �� = �� − 1�� + 2 

A  طلب تعيين أساسها  (��)بين أنوحدها الأول  �متتالية هندسية ي�� . 
B   

a  بدلالة  ��اكتب عبارة� . 
b  بدلالة  ��اكتب عبارة� .  
c  احسب نهاية المتتالية(��) 

C   
a حيث: ��المجموع عن  �بدلالة  عبر  �� = �� + �� + ⋯ + �� 
b  1  :�تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي�� + 2 = 13 (1 − ��) 

c  حيث: ���المجموع  �استنتج بدلالة  ��� = 1�� + 2 + 1�� + 2 + ⋯ + 1�� + 2 

  
A  طلب تعيين أساسها  (��)تبيين أنوحدها الأول  �متتالية هندسية ي�� : 
 لدينا:

 التمرين 

 التمرين حل 
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���� = ���� − 1���� + 2 

= �2�� + 2�� + 3 − 1��2�� + 2�� + 3 + 2� 

= 2�� + 2 − �� − 32�� + 2 + 2�� + 6 = �� − 14�� + 8 = 14 ��� − 1�� + 2� = 14 �� 

��  ولدينا: = �� − 1�� + 2 = −12  

−وحدها الأول  ��الية هندسية أساسها تتم (��)ومنه  ��  
B   

a بدلالة  ��عبارة  كتابة� : �� = − 12 �14��
 

b بدلالة  ��عبارة  ابةتك� : 
��  لدينا: = �� − 1�� + 2 ⇒ ��(�� + 2) − (�� − 1) = 0 ⇒ ���� + 2�� − �� + 1 = 0 ⇒ ��(�� − 1) = −(2�� + 1) ⇒ �� = − 2�� + 1�� − 1  

⇒ �� = − �14�� + 11 + 12 �14��  
⇒ �� = −(2��)� + 11 + (2��)(2��)� 

⇒ �� = 1 − 2���1 + 2�����  
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ات
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خل
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c نهاية المتتالية  حساب(��) :

����→��[��] = ����→�� ⎣⎢⎢
⎢⎢⎡− �14���� + 11 + 12 �14���� ⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ 
= 11 = 1

C 

a عن المجموع  �بدلالة  التعبير��:�� = �� + �� + ⋯ + �� 

= − 12 �1 − �14����
1 − 14 � 

= − 12 �1 − � 12�����34 � 
= − 23 (1 − (2��)���) = 23 �2��(���) − 1�

b أنه من أجل كل عدد طبيعي  التحقق�: ����� = �� (1 − ��) :

�� لدينا: = �� − 1�� + 2 ⇒ 1 − �� = 1 − �� − 1�� + 2⇒ 1 − �� = �� + 2 − �� + 1�� + 2⇒ 1 − �� = 3�� + 2⇒ 13 (1 − ��) = 1�� + 2
c المجموع  �ج بدلالة اتتناس��� ��� = 1�� + 2 + 1�� + 2 + ⋯ + 1�� + 2= 13 (1 − ��) + 13 (1 − ��) + ⋯ + 13 (1 − ��) 
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= 13 (1 − �� + 1 − �� + ⋯ + 1 − ��) = 13 �1(� + 1) − (�� + �� + ⋯ + ��)��������������� � 
= 13 �� + 1 − 23 �2��(���) − 1�� = 13 �3�3 + 33 − 2��(���)��3 + 23� 

��� = 19 [3� + 5 − 2����]  

  
A  ����  المعرفة على  �ثيل البياني للدالة التمهوℝ :بالعلاقة  �(�) = 23 � + 2 

 المستقيم ذو المعادلة  (�)و� = �  
�  كما يلي: ℕى المتتالية العددية المعرفة عل (��)ولنعتبر  �� = 1���� = 23 �� + 2 

a  دون حسابها مبررا خطوط الانشاء. ��و  ��،  ��،  ��، ثم مثل الحدود  (�)و  (��) مثل بيانيا 
b  وتقاربها. (��)ضع تخمينا حول اتجاه تغير 
c :برهن بالتراجع أن  �� ≤ �مهما كان    6 ∈ ℕ. 
d هل هي متقاربة ؟ برر اجابتك.(��)غير المتتالية تجاه تادرس ا . 

B  نضع من أجل كل عدد طبيعي� :   �� = �� − 6 
a طلب تعيين أساسها وحدها الأول. (��)بت أن ثامتتالية هندسية ي 
b  بدلالة  ��ثم استنتج عبارة  �بدلالة  ��اكتب عبارة� . 
c ة احسب نهاية المتتالي(��) . 
d حيث: ���و  ��المجموعين عن  �بدلالة  عبر  �� = �� + �� + ⋯ + �� ��� = �� + �� + ⋯ + �� 
e حيث: ��المجموع عن  �بدلالة  عبر  �� = ��� + ��� + ⋯ + ��� 
f  حيث: ��الجداء عن  �عبر بدلالة  �� = �� × �� × … × �� 

 التمرين 
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A  

a ا:دون حسابه ��و  ��،  ��،  ��الحدود  وتمثيل � التمثيل البياني للدالة 

  
b وتقاربها (��)حول اتجاه تغير  التخمين: 

��من التمثيل البياني لدينا  < �� < �� < تتقارب نحو متزايدة، و (��)، ومنه نستنتج أن المتتالية  ��
 6أي في النقطة ذات الفاصلة  (Δ)مع المستقيم  (��) نقطة تقاطع المنحني 

c ا كانه مهملتراجع أنبا البرهان � ∈ ℕ:  �� ≤ 6 : 
  من أجل� = �� لدينا: 0 = 1 ≤ 6 … (∗) 
 أن  نفرض[�� ≤ ����] أنونثبت  [6 ≤ 6] : �� ≤ 6 ⇒ 23 �� ≤ 4 ⇒ 23 �� + 2 ≤ 6 ⇒ ���� ≤ 6 … (∗∗) 

 ين التمرحل 
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يل
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��  أن: نجد (∗∗)و  (∗)من حسب البرهان بالتراجع  ≤ 6   
d اتجاه تغير المتتالية  ةدراس(��): ���� − �� = 23 �� + 2 − �� = − 13 �� + 2 

−  لدينا: 13 �� + 2 = 0 ⇒ �� = 6 

���� + 0 − �� ∞− 6 ∞+  ومنه: − �� 
��)لجدول لما من ا لدينا ≤   .متزايدة (��)تكون   (6

  فهي متقاربة. 6محدودة من الأعلى بالعدد  (��)وبما أن 
B   

a طلب تعيين أساسها وحدها الأول (��)ت أن ااثبمتتالية هندسية ي: 
���� لدينا: = ���� − 6 = 23 �� + 2 − 6 = 23 �� − 4 = 23 (�� − 6) = 23 �� 

��  ولدينا: = �� − 6 = −5 
  . 5−وحدها الأول  ��متتالية هندسية أساسها  (��)ومنه 

b بدلالة  ��ج عبارة ااستنت و �بدلالة  ��عبارة  كتابة� : �� = −5 �23��
 

��  لدينا: = �� − 6 ⇒ �� = �� + 6 ⇒ �� = 6 − 5 �23��
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c نهاية المتتالية  حساب(��) : ����→��[��] = ����→�� �6 − 5 �23��� = 6 

d و  ��عن المجموعين  �لة دلاب التعبير��� : �� = �� + �� + ⋯ + �� 
= −5 �1 − �23����

1 − 23 � 

= −5 �1 − �23����13 � 

�� = 15 ��23���� − 1�  ��� = �� + �� + ⋯ + �� = �� + 6 + �� + 6 + ⋯ + �� + 6 = 6(� + 1) + �� + �� + ⋯ + ���������������  

��� = 6(� + 1) + 15 ��23���� − 1�  

e عن المجموع  �بدلالة  التعبير��: �� = ��� + ��� + ⋯ + ��� 
= (−5)�

⎝⎜
⎛1 − ��23������

1 − �23�� ⎠⎟
⎞ 

= 25 �1 − �23��(���) 59 � 
�� = 45 �1 − �23��(���) � 

f  الجداء عن  �التعبير بدلالة��: �� = �� × �� × … × �� = (−5) �23�� × (−5) �23�� × … × (−5) �23��
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ريا
 لل

يل
خل
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= (−5)��� ��23�� × �23�� × … × �23��� 
= (−5)��� ��23�����⋯��� 

�� = (−5)��� ��23���(���)�  

−�المعرفة على  �هو التمثيل البياني للدالة  (��)    �� ; (�)�بالعبارة :  �∞+ = √3� + المستقيم  (�)، و 4
�ذو المعادلة  =   التالي: ، كما هو موضح في الشكل �

  
  كما يلي: ℕالمتتالية العددية المعرفة على  (��)ولنعتبر 

� �� = 12���� = �3�� + 4 

A   

 ن التمري
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ات
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 لل
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خل
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a  على محور الفواصل دون حسابها مبررا خطوط  ��و  ��،  ��،  ��أعد رسم الشكل، ثم مثل الحدود
 الانشاء.

b  وتقاربها. (��)ضع تخمينا حول اتجاه تغير 
c ه مهما كان برهن بالتراجع أن� ∈ ℕ: :0  فإن < �� < 4     . 

B   
a  بين أنه من أجل عدد طبيعي� :  ���� − �� = (4 − ��)(�� + 1)�3�� + 4 + ��  

b  استنتج اتجاه تغير المتتالية(��) . 
C   

a  بين أنه مهما كان� ∈ ℕ :  4 − �� ≤ �12�� (4 − ��) 

b  احسب����→��(��) 

c  ؟ (��)هل توجد طريقة أخرى لحساب نهاية المتتالية 

  
A  

a  على محور الفواصل دون حسابها : ��و  ��،  ��،  ��تمثيل الحدود 

 التمرين حل 
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 لل

يل
خل
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b وتقاربها (��)حول اتجاه تغير  التخمين: 

��من التمثيل البياني لدينا  < �� < �� < ، وتتقارب نحو متزايدة (��)، ومنه نستنتج أن المتتالية  ��

  4أي في النقطة ذات الفاصلة  (Δ)ستقيم مع الم (��) نقطة تقاطع المنحني 
c بالتراجع أنه مهما كان  البرهان� ∈ ℕ:0  : فإن < �� < 4   : 

  لما� = 0 نجد: 0 < �� < 4 ⇒ 0 < 12 < 4 … (1) 

  0نفرض أن < �� < 0 أنّونبرهن  4 < ���� < 4: 0 < �� < 4 ⇒ 0 < 3�� < 12 ⇒ 4 < 3�� + 4 < 16 ⇒ 2 < �3�� + 4 < 4 ⇒ 0 < ���� < 4 … (2) 
0  نجد أن: (2)و  (1)من  < �� < 4  

B   

a أنه من أجل عدد طبيعي  تبيين� : ���� − �� = (����)(����)��������� : 
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���� − �� = �3�� + 4 − �� = ��3�� + 4 − �����3�� + 4 + ����3�� + 4 + ��  

= 3�� + 4 + ���3�� + 4 − ���3�� + 4 − (��)��3�� + 4 + ��  

= 3�� + 4 − (��)��3�� + 4 + ��  

= −(�� − 4)(�� + 1)�3�� + 4 + ��  

= (4 − ��)(�� + 1)�3�� + 4 + ��  

b لمتتالية ج اتجاه تغير اااستنت(��) : 
����  لدينا: − �� = (4 − ��)(�� + 1)�3�� + 4 + ��  

���3ولدينا:  + 4 + �� > 0  
����)ومنه إشارة  −   من إشارة البسط: (��

(4 − ��)(�� + 1) = 0 ⇒ �4 − �� = 0
��أو + 1 = 0 ⇒ � �� = 4

��أو = −1 

���� − 0 + 0 − �� ∞− 1− 4 ∞+  ومنه: − �� 
0في المجال  متزايدة (��)جدول نجد أن المن  < �� < 4  

C   

a أنه مهما كان  تبيين� ∈ ℕ :4 فإن − �� ≤ ����� (4 − ��) : 
  بالتراجع: نستعمل البرهان

  لما� = 4 لدينا: 0 − �� ≤ �12�� (4 − ��) ⇒ 4 − �� ≤ 4 − �� … (3) 

  �4نفرض أن − �� ≤ ����� (4 − �4:  أنّونبرهن  �(�� − ���� ≤ ������� (4 − ��)�:  

  لدينا:
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ات
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4 − ���� = 4 − �3�� + 4 = �4 − �3�� + 4��4 + �3�� + 4�4 + �3�� + 4  
= 12 − 3��4 + �3�� + 4 
= 34 + �3�� + 4 (4 − ��) … (∗) 

0  ولدينا: < �� < 4 ⇒ 0 < 3�� < 12 ⇒ 4 < 3�� + 4 < 16 ⇒ 2 < �3�� + 4 < 4 ⇒ 6 < 4 + �3�� + 4 < 8 ⇒ 18 < 14 + �3�� + 4 < 16 
⇒ 38 < 34 + �3�� + 4 < 12 … (∗∗) 

4  :(∗∗)و  (∗)لدينا من  − ���� = 34 + �3�� + 4���������(∗∗)
(4 − ��) 

⇒ 4 − ���� < 12 (4 − ��) … (∗∗∗) 

�4  حسب فرض التراجع:ولدينا  − �� ≤ �12�� (4 − ��)� 

  ومنه:

4 − ���� < 12 (4 − ��)���������������(∗∗∗) ⇒ 4 − ���� ≤ 12 ��12�� (4 − ��)���������(����) � 

⇒ 4 − ���� ≤ �12���� (4 − ��) … (4) 

4  نجد أن: (4)و  (3)من حسب البرهان بالتراجع  − �� ≤ �12�� (4 − ��)  
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 لل

يل
خل

ال
 

b حساب ����→��(��): 

0  لدينا: < 4 − �� ≤ �12�� (4 − ��) 

�  لما ⟶ 0  لدينا:   ∞+ < 4 − �� ≤ 0 ⇒ −4 < −�� ≤ −4 ⇒ 4 ≤ �� < 4 
(��)��→����  ومنه: = 4  

c ة طريقة أخرى لحساب نهاية المتتالي ايجاد(��) : 
�  لدينا: ����→��(��) = �����→��(����) = � 

����  ولدينا: = �3�� + 4 ⇒ ����→��(����) = ����→����3�� + 4� 
⇒ ����→��(����)����������� = ��3 ����→��(��)��������� + 4� 
⇒ � = √3� + 4 ⇒ �� = 3� + 4 ⇒ �� − 3� − 4 = 0 ⇒ (� + 1)(� − 4) = 0 ⇒ �� + 1 = 0

�أو − 4 = 0 
⇒ �� = −1 �مرفوض�

�أو = 4  

� = 0  مرفوض لأن: 1− < �� < 4  
(��)��→����  ومنه: = � = 4  
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A  المعرفة على مجموعة الأعداد الطبيعية بحدها العام: (��)نعتبر المتتالية �� = �������
a  متتالية هندسية، مبينا أساسها وحدها الأول. (��)بين أن 
b  ماذا تستنتج؟ (��)احسب نهاية المتتالية . 
c حيث: ��المجموع عن  �بدلالة  عبر   �� = ��+� + ⋯ + ��

B  نضع من أجل كل عدد طبيعي�  :�� = ��(��).
a  ثم استنتج نوع المتتالية  � بدلالة ��عبر عن ،(��) . 
b حيث: ��العدد  �بدلالة  عبر  �� = ln(�� × �� × … × ��)
c  بحيث: �عين قيم العدد الطبيعي  �� + 4� > 0 

A 

a  متتالية هندسية: (��)تبيين أن
���� لدينا: = �����(���)�= ��������� = ���������� = ����� 

�� ولدينا: = ������� = √� 
�√وحدها الأول  ���أساسها  ���متتالية هندسية  (��)ومنه 

b نهاية المتتالية  ابحس(��):����→��(��) = ����→�� ��������� = 0
ماذا تستنتج؟ 

c المجموع عن  �بدلالة  بيرالتع��: �� = ��+� + ⋯ + �� 

التمرين 

التمرين حل 
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= √� �1 − (���)�1 − ��� � 
= √� �1 − ���1 − ����  

d بدلالة  ��عن  التعبير� : �� = ��(��) �� = 12 − �  

  .1−وأساسها  ��حسابية حدها الأول  اليةمتت (��) : (��)ج نوع المتتالية ااستنت -
e العدد  �بدلالة  التعبير�� :  �� = ln(�� × �� × … × ��) = ln �������� × ������� × … × �������� = ln ����������������⋯�������� = �12 − 0� + �12 − 1� + ⋯ + �12 − �� = 12 (� + 1) − (0 + 1 + 2 + ⋯ + �) = 12 (� + 1) − � + 12 (� + 0) = (1 + �)(1 − �)2  

f بحيث: �قيم العدد الطبيعي  تعيين  �� + 4� > 0: �� + 4� > 0 ⇒ (1 + �)(1 − �)2 + 4� > 0 ⇒ (1 + �)(1 − �) + 4� > 0 ⇒ 1 − � + � − �� + 4� > 0 ⇒ −�� + 4� + 1 > 0 
Δ  لدينا: = 16 − 4(−1)(1) = 20 = �2√5��

 ��� = 2 − √5�� = 2 + √5 

��  ومنه: + 4� > 0 ⇒ −�� + 4� + 1 > 0 
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⇒ −�� − 2 − √5��� − 2 + √5� > 0 ⇒ �2 + √5 − ���� − 2 + √5� > 0 
⇒ �2 + √5 − � > 0

�أو − 2 + √5 > 0 ⇒ �� < 2 + √5
�أو > 2 − √5 

⇒ � ∈ �2 − √5; 2 + √5�  

  كما يلي: ℕالمتتالية العددية المعرفة على  (��)  

� �� = 1���� = 23 �� + 43 

 المتتالية المعرفة على  (��)وℕ :كما يلي  �� = �� − 4 
A  بين أنه من أجل كل� ∈ ℕ :فإن  �� ≤ 4 
B على  (��)ة غير المتتاليادرس اتجاه تℕ . 
C  طلب تعيين أساسها وحدها الأول. (��)بين أن المتتاليةهندسية ي 
D بدلالة  (��)و  (��) اكتب كل من� . 
E  حيث: ��المجموع  �احسب بدلالة  �� = ��+� + ⋯ + �� 
F  المتتالية العددية المعرفة على  (��)لتكنℕ :بـ  �� = 5 � 1�� + 5 − 1� 

a  متناقصة تماما على  (��)بين أن المتتاليةℕ . 
b  احسب����→��[�� − ��] 

  
A  تبيين أنه من أجل كل� ∈ ℕ :فإن  �� ≤ 4: 

  نستعمل البرهان بالتراجع:
  من أجل� = �� لدينا: 0 = 1 ≤ 4 … (∗) 

�الخاصية محققة من أجل  = 0  

 التمرين 

 التمرين حل 
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  نفرض أن�� ≤ ���� أنّمحققة ونثبت  4 ≤ 4 : �� ≤ 4 ⇒ 23 �� ≤ 83 ⇒ 23 �� + 43 ≤ 4 ⇒ ���� ≤ 4 … (∗∗) 
��  :نجد أن (∗∗)و   (∗)منب مبدأ البرهان بالتراجع : سح ≤ 4  

B  على  (��)دراسة اتجاه تغير المتتاليةℕ : ���� − �� = 23 �� + 43 − �� = − 13 �� + 43 

−  لدينا: 13 �� + 43 = 0 ⇒ �� = 4 +∞ 4 −∞ �� − 0 + ���� − �� 
��لما  نهوم ≤   .متزايدة تماما (��)لدينا   4

C  طلب تعيين أساسها وحدها الأول: (��)تبيين أن المتتاليةهندسية ي 
����  لدينا: = ���� − 4 = 23 �� + 43 − 4 = 23 �� − 83 = 23 (�� − 4) = 23 �� 

��  ولدينا: = �� − 4 = −3 
��وحدها الأول  ��متتالية هندسية أساسها  (��)ومنه  = −3 .  

D بدلالة  (��)و  (��)من  كلا كتابة� : �� = −3 �23��
 



  

 
  

  ►41الصفحة 
  عداد الأستاذ: قويسم إبراهيم الخليلإ ثالثة ثانوي | جميع الشعب العلمية | |في المتتاليات العددية  الخليل سلسلة

 

ات
ضي

ريا
 لل
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��  ولدينا: = �� − 4 ⇒ �� = �� + 4 ⇒ �� = 4 − 3 �23��
 

E المجموع  �بدلالة  حساب��: �� = ��+� + ⋯ + �� = �� + 4 + �� + 4 + ⋯ + �� + 4 = 4� + (�� + �� + ⋯ + ��) 
= 4� − 3 �23�� �1 − �23��

1 − 23 � 
= 4� − 2 �1 − �23��13 � 
= 4� − 6 �1 − �23���  

F   
a متناقصة تماما على  (��)أن المتتالية  تبيينℕ : 

����  لدينا: − �� = 5 � 1���� + 5 − 1� − 5 � 1�� + 5 − 1� 
= 5

⎝⎜
⎜⎛ 15 −3 �23���������������

− 1 − 15 −3 �23���������
+ 1

⎠⎟
⎟⎞ 

= 5 � 15 − 3 �23���� − 15 − 3 �23��� 

�����23  ولدينا: < �23�� ⇒ −3 �23���� > −3 �23��
 ⇒ 5 − 3 �23���� > 5 − 3 �23��
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⇒ 15 − 3 �23���� < 15 − 3 �23��
⇒ 15 − 3 �23���� − 15 − 3 �23�� < 0 

⇒ 5 � 15 − 3 �23���� − 15 − 3 �23��� < 0 
⇒ ���� − �� < 0

  ℕعلى  متناقصة تماما (��)ومنه 
b حساب ����→��[�� − ��]: 

����→��[�� − ��] = ����→�� ⎣⎢⎢⎢
⎢⎡4 −3 �23�������� − 5 ⎝⎜⎜

⎛ 1−3 �23�������� + 5 − 1⎠⎟⎟
⎞

⎦⎥⎥⎥
⎥⎤

= 4 − 5 �15 − 1� = 8
A (��)  المتتالية العددية المعرفة علىℕ كما يلي:  

� �� = 2���� = 2 − 1�� 

a  برهن بالتراجع أنه من أجل عدد طبيعي� :  �� > 1
b  متناقصة. (��)برهن أن المتتالية
c  متقاربة. (��)استنتج ان المتتالية 

B  المعرفة على  (��)نعتبر المتتاليةℕ :كما يلي �� = 3 + 1�� − 1
a  طلب تعيين أساسها وحدها الأول.م (��)برهن أنتتالية حسابية ي
b  اكتب عبارة الحد العام للمتتالية(��) . 
c  من  �من أجل كلℕ :استنتج أن ،  

التمرين 
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خل
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�� = � + 2� + 1
d  احسب نهاية المتتالية(��).

A 

a  البرهان بالتراجع أنه من أجل عدد طبيعي� :  �� > 1:
  من أجل� = ��لدينا: 0 = 2 > 1 … (∗) 
  نفرض أن(�� > ����) أنّصحيحة ونثبت  (1 > 1) :
�� لدينا: > 1 ⇒ 1�� < 1 ⇒ − 1�� > −1 ⇒ 2 − 1�� > −1 + 2 ⇒ ���� > 1 … (∗∗)

��)نجد أن:  (∗∗)و  (∗)من حسب البرهان بالتراجع  > 1). 
b متناقصة (��)ن أن المتتالية ابره:���� − �� = 2 − 1�� − ��= 2�� − 1 − (��)���

��لدينا  > ��)معناه  1 > ����)ومنه إشارة  (0 − �(��)− من إشارة البسط: (�� + 2�� − 1 = 0 
Δ لدينا: = 2� − 4(−1)(−1) = 0 
���� + 0 − �� ∞− 1 ∞+ ومنه: − �� 

��ومنه لما  >  متناقصة تماما. (��)تكون  1
c متقاربة (��)ج ان المتتالية ااستنت:

 فهي متقاربة. 1ن الأسفل بـ ما ومحدودة ممتناقصة تما (��)بما أن 

التمرين حل 
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B   
a طلب تعيين أساسها وحدها الأول (��)ن أن ابرهمتتالية حسابية ي: ���� = 3 + 1���� − 1 = 3 + 12 − 1�� − 1 

= 3 + 1�� − 1��  

= 3 + ���� − 1 = 3 + �� + 1 − 1�� − 1  = 3 + 1�� − 1 + �� − 1�� − 1 = 3 + 1�� − 1���������
+ 1 

= �� + 1 
��  ولدينا: = 3 + 1�� − 1 = 4 

  .4 وحدها الأول 1متتالية حسابية أساسها  (��)ومنه 
b عبارة الحد العام للمتتالية  ةابكت(��) : �� = 4 + �  
c  من  �من أجل كلℕ ج أن:ا، استنت �� = ������ : 

��  لدينا: = 3 + 1�� − 1 ⇒ 4 + � = 3 + 1�� − 1 ⇒ 1 + � = 1�� − 1 ⇒ �� − 1 = 11 + � ⇒ �� = 11 + � + 1 ⇒ �� = 2 + �1 + �  
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d تتالية ة المنهاي حساب(��): ����→��(��) = ����→�� �2 + �1 + �� = ����→�� ���� = 1  

  
A (��)  المتتالية العددية المعرفة علىℕ :كما يلي  

� �� = 1���� = 4��1 + �� 

a و  �� احسب��.  
b  0  :�برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي < �� < 3 

B  عرفة من أجل كل عدد طبيعي بـ: (��)لتكنالمتتالية الم  �� = �� − 3��  

a  متتالية هندسية أساسها  (��)بين أن�� 
b  بدلالة  (��)ثم استنتج  �بدلالة  (��)اكتب� . 
c  احسب نهاية المتتالية(��) . 

C (��) بـ: �كل عدد طبيعي  معرفة  من أجلالمتتالية ال  �� = 3�� 

��  نضع: = �� + �� + ⋯ + �� 
a ل عدد طبيعي اثبت أنه من أجل ك�  :    �� = 1 − �� 
b  بين أنه من أجل كل عدد طبيعي� :  �� = � + 1 + 83 �1 − �14����� 

c  احسب  lim�→�� ��� �� � . 

  
A    

 التمرين 

 التمرين حل 
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a و  �� ابحس��: ���� = 4��1 + �� ⇒ �� = 42 ⇒ �� = 2  ���� = 4��1 + �� ⇒ �� = 4 × 21 + 2 ⇒ �� = 83   
b 0  :�أنه من أجل كل عدد طبيعي  بالتراجع البرهان < �� < 3: 

  من أجل� = 0 لدينا: 0 < 1 < 3 ⇒ 0 < �� < 3 … (∗) 
 0فرض أن ن < �� < 0 أنّنثبت حة وصحي 3 < ���� < 3: 
����  لدينا: = 4��1 + �� = 4�� + 4 − 41 + ��  = 4(�� + 1)1 + �� − 41 + �� = 4 − 41 + �� 

0  ولدينا: < �� < 3 ⇒ 1 < 1 + �� < 4 ⇒ 14 < 11 + �� < 1 ⇒ 1 < 41 + �� < 4 ⇒ −4 < − 41 + �� < −1 ⇒ 0 < 4 − 41 + �� < 3 ⇒ 0 < ���� < 3 … (∗∗) 
0  نجد أن: (∗∗)و  (∗)من حسب البرهان بالتراجع  < �� < 3  

B   

a متتالية هندسية أساسها  (��)أن  تبيين��: 
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���� = ���� − 3����  

= 4��1 + �� − 34��1 + ��  

= 4�� − 3 − 3��4��  = �� − 34��  = 14 ��� − 3�� � = 14 �� 

��  ولدينا: = �� − 3�� = 1 − 31 = −2  
  2−وحدها الأول  ��أساسها  هندسيةمتتالية  (��)ه ومن

b بدلالة  (��)ثم استنتج  �بدلالة  (��) كتابة� : �� = −2 �14��
 

��  ولدينا: = �� − 3�� ⇒ ���� − �� = −3 ⇒ ��(�� − 1) = −3 ⇒ �� = −3�� − 1 ⇒ �� = 31 − �� ⇒ �� = 31 + 2 �14��  

c نهاية المتتالية  حساب(��) : 

����→��(��) = ����→�� ��� = 31 + 2 �14��� 
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= 31 + 2(0) = 3  
C   

a ت أنه من أجل كل عدد طبيعي ااثب�  :�� = 1 − �� : �� = 3�� = 331 − ��  
= 3 × 1 − ��3  = 1 − ��  

b أنه من أجل كل عدد طبيعي  تبيين�  ،�� = � + 1 + �� �1 − �������� : �� = �� + �� + ⋯ + �� = 1 − �� + 1 − �� + ⋯ + 1 − �� = 1(� + 1) − (�� + �� + ⋯ + ��) 
= � + 1 + 2 �1 − �14����

1 − 14 � 

= � + 1 + 2 �1 − �14����34 � 
= � + 1 + 83 �1 − �14�����  

c حساب   lim�→�� ��� �� � : 

lim�→�� ��� �� � = lim�→�� ⎣⎢⎢⎢
⎡� + 1 + 83 �1 − �14������ ⎦⎥⎥⎥

⎤
 

= lim�→�� �1 + 1� + 83� �1 − �14������ = 1  
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A (��)  المتتالية العددية المعرفة علىℕ :كما يلي  � �� = 0���� = �� + ln �2� + 32� + 1� 

a  و  ��، ��احسب�� . 
b 2  فإن: �عي بين أنه من أجل كل عدد طبي� + 32� + 1 > 1 

c تنتج اتجاه تغيراس (��) . 
B (��)  بـ: �متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  �� = 2� + 1 . 

a فإن: �أنه من اجل كل عدد طبيعي  برهن بالتراجع  ��� = �� . 
b  استنتج عبارة الحد العام للمتتالية(��) . 
c  ث:حي �� المجموععن  �عبر بدلالة  �� = ln ������ + ln ������ + ⋯ + ln � ������� 

d  حيث: (��)احسب المجموع  �� = ������ + ������ + ⋯ + ������ 

  
A    

a و  ��، �� حساب�� : ���� = �� + ln �2(0) + 32(0) + 1� ⇒ �� = ln(3)  ���� = �� + ln �2(1) + 32(1) + 1� ⇒ �� = ln(3) + ln �53� ⇒ �� = ln(5)  ���� = �� + ln �2(2) + 32(2) + 1� ⇒ �� = ln(5) + ln �75� ⇒ �� = ln(7)  
b فإن �أنه من أجل كل عدد طبيعي  تبيين �������� > 1 : 

 التمرين 

 ن التمريحل 
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�2 لدينا + 3 > 2� + 1 ⇒ 2� + 32� + 1 > 1
c ج اتجاه تغير ااستنت(��) :

���� لدينا: − �� = �� + ln �2� + 32� + 1� − �� = ln �2� + 32� + 1� 

��������وبما أن  > ln فإن : 1 ���������� > 0 
���� ومنه : − �� > 0 

 . ℕمتزايدة تماما على  (��) اذن:
B 

a فإن: �نه من اجل كل عدد طبيعي بالتراجع أ البرهان  ��� = �� :
  من أجل� = ���لدينا: 0 = �� ⇒ �� = 1 ⇒ 1 = 1 … (∗) 
  نفرض أن��� = �����ونثبت أن  �� = ���� :��� = �� ⇒ �� = ln(��) ⇒ �� + ln �2� + 32� + 1� = ln �2� + 1������� � + ln �2� + 32� + 1� 

⇒ ���� = ln �(2� + 1) × �2� + 32� + 1�� ⇒ ���� = ln(2� + 3)⇒ ����� = 2� + 3⇒ ����� = 2(� + 1) + 1⇒ ����� = ���� … (∗∗)
��� نجد أن: (∗∗)و  (∗)حسب مبدأ البرهان بالتراجع: من  = ��

b ج عبارة الحد العام للمتتالية استنتا(��) : ��� = �� ⇒ �� = ln(��) ⇒ �� = ln(2� + 1)  
c عن المجموع  �بدلالة  التعبير�� :�� = ln ������ + ln ������ + ⋯ + ln � ������� 
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= ln ����� × ���� × … × ������� = ln ������ = ln �2� + 11 � = ln(2� + 1)  
d وع المجم حساب��:  
��  ومنه: 1وحدها الأول  2متتالية حسابية أساسها  (��)نلاحظ أن  = ������ + ������ + ⋯ + ������ = ����� + ����� + ⋯ + ����� = (2021 − 1996 + 1) (2(2021) + 1 + 2(1996) + 1)2  = 26 × 80362  = 104468  

  
A (��)  المعرفة على المتتالية العدديةℕ :كما يلي  � �� = 1���� = 12 �� + � − 1 

a  و  ��، ��احسب�� . 
b  حسابية ؟ هندسية ؟ ��هل المتتالية 

B  عدد نضع من أجل كل� :  �� = �� − 2� + 6 
a  و  ��، ��، ��احسب�� . 
b  ط (��)اثبت أن المتتاليةلب تعيين أساسها.هندسية ي 
c  بدلالة  (��)، ثم استنتج عبارة  �بدلالة  (��)اكتب عبارة� . 
d  احسب نهاية المتتالية(��) . 
e  حيث: ��عن المجموع  �عبر بدلالة  �� = �� + �� + ⋯ + ��. 

  
A    

 التمرين 

 التمرين حل 
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a و  ��، �� حساب�� : ���� = 12 �� + 0 − 1 ⇒ �� = 12 − 1 ⇒ �� = − 12  ���� = 12 �� + 1 − 1 ⇒ �� = 12 �− 12� ⇒ �� = − 14  ���� = 12 �� + 2 − 1 ⇒ �� = 12 �− 14� + 1 ⇒ �� = 78   
b  حسابية ؟ هندسية ؟ ��هل المتتالية 

 (��) :متتالية حسابية معناه  �� − �� = �� − �� = �� − �� = � 
  لدينا:

⎩⎪⎨
⎪⎧ �� − �� = 98�� − �� = 14�� − �� = −1 

�� − �� ≠ �� − �� ≠ �� − �� 
  سابية.ليست ح (��)ومنه 
 (��) :متتالية هندسية معناه  ���� = ���� = ���� = � 

  لدينا:

⎩⎪⎪⎨
⎪⎪⎧���� = − 72���� = 12���� = −1  

���� ≠ ���� ≠ ���� 

  ليست هندسية. (��)ومنه 
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c و  ��، ��، �� حساب�� : �� = �� − 2(0) + 6 ⇒ �� = 7  �� = �� − 2(1) + 6 ⇒ �� = 72  

�� = �� − 2(2) + 6 ⇒ �� = 74  �� = �� − 2(3) + 6 ⇒ �� = 78  

d طلب تعيين أساسها (��)ت أن المتتالية ااثبهندسية ي: ���� = ���� − 2(� + 1) + 6 = 12 �� + � − 1 − 2� − 2 + 6 = 12 �� − � + 3 = 12 (�� − 2� + 6) = 12 �� 
�� ولدينا: = 7  

  . 7وحدها الأول  ��متتالية هندسية أساسها  (��)ومنه 
e بدلالة  (��)عبارة  كتابة� : �� = 7 �12��

 

 : �بدلالة  (��)ج عبارة ااستنت -
��  لدينا: = �� − 2� + 6 ⇒ �� = �� + 2� − 6 ⇒ �� = 7 �12�� + 2� − 6 

f نهاية المتتالية  حساب(��) : ����→��(��) = ����→�� �7 �12�� + 2� − 6� = +∞ 
��→����لأن:  ����� = 0.  

g عن المجموع  �بدلالة  التعبير��: 
  لدينا:
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�� = �� + 2� − 6 = �� + �� 
��  6−وحدها الأول  2حسابية أساسها  (��)حيث  = �� + �� + ⋯ + �� = �� + 2(0) − 6 + �� + 2(1) − 6 + ⋯ + �� + 2� − 6 
��نضع  = 2� − 6  

��  ومنه: 6−وحدها الأول  2أساسها عبارة متتالية حسابية  ��نلاحظ أن  = (�� + �� + ⋯ + ��) + (�� + �� + ⋯ + ��) 
= 7 �1 − �12����

1 − 12 � + (� + 1) (2� − 6 − 6)2  
=  7 �1 − �12����12 � + (� + 1) (2� − 12)2  
= 14 �1 − �12����� + (� + 1)(� − 6)  

  
  كما يلي: ℕالمعرفة على  (��)نعتبر المتتالية 

� �� = 1���� = (��)�3(��)� + 1 

A  بين أنه من أجل كل عدد طبيعي�:  �� > 0 . 
B  تماما. متناقصة (��)بين أن المتتالية 
C  متقاربة. (��)استنتج ان المتتالية 
D  بين انه من اجل كل عدد طبيعي�  :  ���� ≤ 13 �� 

E  استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي�  :  �� ≤ �13��
 

F  احسب نهاية المتتالية(��). 

 التمرين 
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A أنه من أجل كل عدد طبيعي  تبيين�:  �� ≥ 0 : 
  من أجل� = �� دينا:ل 0 = 1 > 1 … (∗) 
  نفرض أن(�� > ����)ونثبت صحة  (0 > 0): 
�من أجل كل  نضع ∈ ℝ :  ���� = �(�) = �(��) 

(�)�  أي: = ��3�� + 1 

(�)��  ينا:لد = 3��(3�� + 1) − 6��(3�� + 1)�  = 3��(3�� + 1 − 2��)(3�� + 1)�  = 3��(�� + 1)(3�� + 1)�  

(�)��لدينا:  > (0)�و  0 =   . ℝمتزايدة تماما على  �ومنه الدالة  0
��  من فرض البرهان: ولدينا > 0 ⇒ �(��) > 0 ⇒ ���� > 0 … (∗∗) 
��  نجد أن:  (∗∗)و  (∗)مبدأ البرهان بالتراجع: من  حسب > 0  

B متناقصة تماما (��)أن المتتالية  تبيين: ���� − �� = (��)�3(��)� + 1 − �� = (��)� − 3(��)� − ��3(��)� + 1  = −2(��)� − ��3(��)� + 1  = −��(2(��)� + 1)3(��)� + 1  

�(��)3)لدينا:  + 1 > �(��)2)و  (0 + 1 >   (��−)ومنه إشارة الفرق من إشارة  (0

 التمرين حل 
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����  ومنه: − �� < 0 
  . ℕعلى   متناقصة تماما (��)اذن المتتالية 

C متقاربة (��)الية ج ان المتتااستنت: 
��متناقصة تماما ، ولدينا  (��)لدينا  >   0فهي محدودة من الأسفل بـ  0

  . متقاربة (��)تالية إذن: المت

D انه من اجل كل عدد طبيعي  تبيين�  :���� ≤ �� �� : 
����  لدينا: − 13 �� = (��)�3(��)� + 1 − 13 �� = 3(��)� − 3(��)� − ��3(3(��)� + 1)  = −��3(3(��)� + 1) 

�(��)3)لدينا  + 1 > �����ومنه إشارة  (0 − ��   (��−)من إشارة  ���
��  لدينا: > 0 ⇒ −�� ≤ 0 
����  اذن: − 13 �� ≤ 0 ⇒ ���� ≤ 13 ��  

E نه من أجل كل عدد طبيعي ج أااستنت�  :�� ≤ �����
 : 

��  لدينا: ≤ 13 �� ≤ 13 �� ≤ 13 �� ≤ 13 × 13 ≤ �13��
 �� ≤ 13 �� ≤ 13 × 13 × 13 ≤ �13��

 ⋮ �� ≤ 13 ���� ≤ �13��
 

  اذن:
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�� ≤ �13��
 

F نهاية المتتالية  حساب(��): ����→��(��) ≤ ����→��(��) ≤ ����→�� ��13��� = 0  

  
   كما يلي: ℕمعرفة على  ةمتتالية عددي (��) 

⎩⎪⎨
⎪⎧ �� = 14�� = 124���� = 7���� − 3��

 

��    معرفة بالشكل: متتالية (��)و  = ���� − ��  
A  و  ��احسب�� . 

B  متتالية هندسية أساسها  (��)بين أن�� . 
C  بدلالة  (��)اكتب عبارة� . 
D  حيث: ��عن المجموع  �عبر بدلالة  �� = �� + �� + ⋯ + ���� 
E  ايتها.ثم استنتج نه �بدلالة  (��)عبر عن 

  كما يلي:  ℕمتتالية عددية معرفة على  (��)  

⎩⎪⎨
⎪⎧ �� = 14�� = 124���� = 7���� − 3��

 

��    متتالية معرفة بالشكل: (��)و  = ���� − ��  
A و  �� حساب�� : 

4���� = 7���� − 3�� ⇒ �� = 7 �12� − 3 �14�4  

 التمرين 

 التمرين حل 
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⇒ �� = 1116  �� = ���� − �� ⇒ �� = 12 − 14 ⇒ �� = 14  

B سية أساسها متتالية هند (��)أن  تبيين�� :  
����  :لدينا = ���� − ���� = 7���� − 3��4 − ���� = 7���� − 3�� − 4����4  = 3���� − 3��4  = 34 (���� − ��) = 34 �� 

��ولدينا:  = ��  

  ��وحدها الأول  ��متتالية هندسية أساسها  (��)ومنه 
C  بدلالة  (��)التعبير عن� : �� = 14 �34��

 

D  عن المجموع  �التعبير بدلالة�� : �� = �� + �� + ⋯ + ���� 
= 14 �1 − �34��

1 − 34 � 

= 14 �1 − �34��14 � 
= 1 − �34��

 

E دلالة ب (��)عن  التعبير� : 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

 لدينا:

⎩⎪⎨
⎪⎧ �� = �� − ���� = �� − ���� = �� − ��⋮���� = �� − ����

��  لطرف نجد:بالجمع طرفا  + �� + �� + ⋯ ��������������������� = �� − �� + �� − �� + �� − �� + ⋯ + �� − ���� 
⇒ 1 − �34�� = �� − �� ⇒ �� − 14 = 1 − �34��
⇒ �� = 1 − �34�� + 14⇒ �� = 54 − �34��

(��)��→����:ج نهايتهاااستنت - = ����→�� �54 − �34��� 
= 54

1−لأن:  < �� < 1 . 

A  لى المعرفة ع (��)نعتبر المتتالية العدديةℕ :كما يلي  � �� = 2�� − 2���� = 2� + 3 

a  برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي� :  �� = 2�� − 2� + 1
B  ة على المعرف (��)لتكن المتتاليةℕ  :بـ�� = �� + �� − عدد طبيعي. �حيث  1

a  طلب تعيين أساسها  (��)تكون من أجله المتتالية  �اثبت أنه يوجد عدد طبيعيمتتالية هندسية ي
. ��وحدها الأول 

b  نضع� = . (��)، ثم استنتج عبارة  �بدلالة  (��)، اكتب عبارة 2
c  حيث: ��المجموع عن  �عبر بدلالة  �� = �� + �� + ⋯ + ��

التمرين 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل
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d  احسب����→��(��). 

  
A   

a من أجل كل عدد طبيعي  بالتراجع أنه البرهان� :  �� = 2�� − 2� + 1: 
  من أجل� = �� لدينا:  0 = 2�� − 2(0) + 1 … (∗) 
  نفرض أن�� = 2�� − 2� + ����ونثبت أن  1 = 2�(���) − 2(� + 1) + 1 
��  لدينا: − 2���� = 2� + 3 ⇒ ���� = ��2 − � − 32 

��  ولدينا: = 2�� − 2� + 1 ⇒ ��2 = 2��2 − � + 12 ⇒ ��2 − � = 2���� − 2� + 12 ⇒ ��2 − � − 32 = 2�(���) − 2� − 32 ⇒ ���� = 2�(���) − 2� − 1 … (∗∗) 
��  نجد أن: (∗∗)و  (∗)حسب مبدأ البرهان بالتراجع: من  = 2�� − 2� + 1  

B   
a هندسية  (��)من أجله المتتالية  تكون �ت أنه يوجد عدد طبيعي ااثب: ���� = ���� + �(� + 1) − 1 = ��2 − � − 32�����������

+ �� + � − 1 
= 12 (�� + �� − 1) + 12 �(� + 2) − � − 2 = 12 �� + �12 �(� + 2) − � − 2� 

���متتالية هندسية يجب أن  (��)لكي تكون  �(� + 2) − � − 2� = 0  12 �(� + 2) − � − 2 = 0 ⇒ 12 �(� + 2) = � + 2 ⇒ 12 � = 1 

 التمرين  حل
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل
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⇒ � = 2  
��  ولدينا: = �� + �(0) − 1 = 1 

�ن أجل م 1وحدها الأول  ��متتالية هندسية أساسها  (��)إذن  = 2 .  
b  كتابة عبارة(��): �� = �12��

 

 : (��)استنتاج عبارة  -
��  لدينا: = �� + 2� − 1 ⇒ �� = �� − 2� + 1 ⇒ �� = �12�� − 2� + 1  

c عن المجموع  �بدلالة  التعبير��: �� = �� + �� + ⋯ + �� 

= 1 − �12����
1 − 12  

= 1 − (2��)���12  = 2(1 − 2����) = 2 − 2��  
d حساب ����→��(��): ����→��(��) = ����→��(2 − 2��) = 2  

1−  لأن: < 2�� < 1  

  
A  المعرفة على  (��)نعتبر المتتاليةℕ  :كما يلي  

� �� = 12���� = 12 �� + 13 � + 23 

a  و  ��احسب�� 

 التمرين 
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ريا
 لل

يل
خل
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B  نضع من أجل كل عدد طبيعي�:  �� = �� − �� �
a طلب تعيين أساسها وحدها الأول الية هندسيةمتت (��)ن أن بيي
b  بدلالة  (��)عبارة  ، ثم استنتج �بدلالة  (��)عبارة عين� .
c  ث:حي ��عن المجموع  �عبر بدلالة  �� = �� + �� + ⋯ + ��

C  حيث: ���ليكن    ��� = �� + �� + ⋯ + ��� بين أن:،  �� = 1 − �12���� + 13 �(� + 1) 

D  حيث: ��ليكن الجداء  �� = �� × �� × … × ��   ، بين أن: �� = �√2���(���)

A 

a و  �� حساب��:���� = 12 �� + 13 (0) + 23 ⇒ �� = 12 �12� + 23⇒ �� = 1112���� = 12 �� + 13 (1) + 23 ⇒ �� = 12 �14� + 13 + 23⇒ �� = 98
B 

a طلب تعيين أساسها وحدها الأول (��) تبيين أنمتتالية هندسية ي: ���� = ���� − 23 (� + 1) = 12 �� + 13 � + 23 − 23 � − 23= 12 �� − 13 � = 12 ��� − 23 �� = 12 ��
�� ولدينا: = �� − 23 (0) 

التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

= 12 = 12 

  . ��وحدها الأول  ��متتالية هندسية أساسها  (��)ومنه 
b بدلالة  (��)و  (��)عبارة  تعيين� : �� = 12 �12�� 

= �12����
 

��  ولدينا: = �� − 23 � ⇒ �� = �� + 23 � 

⇒ �� = �12���� + 23 �  

c عن المجموع  �بدلالة  التعبير��: �� = �� + �� + ⋯ + �� 

= �12���� �1 − �12������
1 − 12 � 

= 14 �1 − �12��12 � 

= 12 �1 − �12��� 

= 12 − �12����
 

C  تبيين عبارة��� : 

��  لدينا: = �� + �� �  
���  ومنه: = �� + �� + ⋯ + �� = �� + 23 (1) + �� + 23 (2) + ⋯ + �� + 23 � = �� + �� + ⋯ + �� + 23 (1 + 2 + ⋯ + �) 
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= �� + 23 ��2 (� + 1)� 
= 12 − �12���� + 13 �(� + 1)

D أن: تبيين �� = �√2���(���)
 :�� = �� × �� × … × �� = �12�� × �12�� × … × �12��

= �12�����⋯��
= (2��)���(���) = �2�������(���)
= �2�������(���)
= �√2���(���)

A (��)  متتاليتان معرفتان على  (��)وℕ :بالشكل التالي � �� = 3���� = �� + ��2 �  و  �� = 4���� = ���� + ��2  

a  و  ��،  ��،  ��احسب�� .
B  المتتالية المعرفة على  (��)نعتبرℕ :بـ  �� = �� − �� .

a  سية أساسها هندسية أسا (��)برهن أن المتتالية�� .
b  بدلالة  (��)اكتب عبارة� .
c  عين نهاية المتتالية(��).

C و  (��)تين يادرس اتجاه تغير المتتال(��) .
D متجاورتين، ماذا تستنتج؟ (��)و  (��)اليتين برهن ان المتت
E  المعرفة على  (��)نعتبر المتتاليةℕ :كما يلي  �� = �� + 2��3

a  ثابتة. (��)برهن ان المتتالية

التمرين 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

b  و  (��)استنتج نهاية المتتالتين(��) .

A 

a و  ��،  ��،  �� حساب�� :���� = �� + ��2 ⇒ �� = 3 + 42⇒ �� = 72���� = ���� + ��2 ⇒ �� = 72 + 42⇒ �� = 154���� = �� + ��2 ⇒ �� = 72 + 1542⇒ �� = 298���� = ���� + ��2 ⇒ �� = 298 + 1542⇒ �� = 5916
B 

a هندسية أساسية أساسها  (��)ن أن المتتالية ابره�� :���� = ���� − ���� = ���� + ��2 − �� + ��2= �� + ��2 + ��2 − �� + ��2= �� + �� + 2��22 − �� + ��2= �� + 3��4 − 2�� + 2��4= −�� + ��4

التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل
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= 14 (�� − ��) = 14 �� 

��  ولدينا:  = �� − �� = 4 − 3 = 1 
  . 1 وحدها الأول ��متتالية هندسية أساسها  (��)ومنه 

b بدلالة  (��)عبارة  كتابة� : �� = �14��
 

c نهاية المتتالية  ينتعي(��): ����→��(��) = ����→�� ��14��� = 0 

C و  (��)ليتين اتجاه تغير المتتا دراسة(��) : 
����  لدينا: − �� = �� + ��2 − �� = �� + �� − 2��2  = �� − ��2  = ��2  

(��)، ولدينا وضوحا أن  (��)منه إشارة الفرق من إشارة المتتالية و > 0.  

  .ℕتماما على  متزادية (��)ومنه المتتالية 

����  ولدينا: − �� = ���� + ��2 − �� 
= �� + ��2 + ��2 − �� = �� + �� + 2��4 − 4��4  = �� − ��4  
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

= − ��4
  . ℕتماما على  متناقصة (��)ومنه المتتالية 

D متجاورتين (��)و  (��)يتين ن ان المتتالابره:
��)��→���� لدينا: − ��) = ����→��(��) = 0 

 متناقصة تماما (��)متتالية متزايدة تماما و  (��) ولدينا:
 .متجاورتين (��)و  (��)اذن المتتاليتين 

الاستنتاج: -
نفس النهاية.فإن لهما  المتتالتين متجاورتينبما أن 
E  المعرفة على  (��)نعتبر المتتاليةℕ :كما يلي  �� = �� + 2��3

a ثابتة (��)ن ان المتتالية ابره:

���� − �� = ���� + 2 ���� + ��23 − �� + 2��3
= �� + ��2 + 2 �� + ��2 + ��23 − �� + 2��3= �� + ��2 + �� + ��2 + ��3 − �� + 2��3= �� + �� + �� − �� − 2��3= 03= 0 

  ثابتةمتتالية  (��)ومنه 

b و  (��)ج نهاية المتتالتين ااستنت(��) :
�� ثابتة ، لدينا: (��)بما أن  = �� + 2��3 = �� = �� + 2��3 = 3 + 2(4)3 = 113 = �� = �� = ����→��(��) 

 ومنه:
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ات
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خل
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����→��(��) = ����→�� ��� + 2��3 � = 113  

�  ولدينا: ����→��(��) = �����→��(����) = � 

�  نفس النهاية فإن: (��)و  (��)وبما أن لـ  ����→��(��) = ����→��(��) = �����→��(����) = ����→��(����) = � 

��→����  ومنه: ��� + 2��3 � = 113 ⇒ ����→��(��) + 2 ����→��(��)3 = 113  ⇒ � + 2�3 = 113  ⇒ 3� = 11 ⇒ � = 113  

(��)��→����  إذن: = ����→��(��) = 113  

  
�المتتالية العددية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي  (��)نعتبر  ≥ �  كما يلي: 1 �� = 0�� = 1���� = 7�� + 8���� 

��  كما يلي: ℕالمعرفة على  (��)والمتتالية  = ���� + ��  
A   

a  هندسية مبينا أساسها وحدها الأول. (��)بين ان المتتالية 
b بدلالة  ��ارة استنتج عب� . 

B  نضع�� = (−1)� × ��   كما يلي: ℕالمعرفة على  (��)، ونعتبر المتتالية  �� = ���� − �� 
a  بدلالة  ��عبر عن�� 
b  بدلالة  ��ثم  ��عبر عن� . 

 التمرين 
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ات
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 لل

يل
خل
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C :احسب  ����→����� 8�� �. 

  
A  

a هندسية (��)متتالية ان ال تبيين: ���� = ���� + ���� = 7���� + 8��������������� + ���� = 8���� + 8�� = 8(���� + ��) = 8�� 
��  ولدينا: = ���� + �� = 1 + 0 = 1 
  .1و حدها الأول  8متتالية هندسية أساسها  (��)ومنه 

b بدلالة  ��عبارة ج ااستنت� : �� = (8)�  
B     �� = ���� − �� 

a بدلالة  ��عن  التعبير��: �� = ���� − �� = (−1)��� × ���� − (−1)� × �� = (−1)��� × ���� + (−1)��� × �� = (−1)���(���� + ��) = (−1)��� × �� 
b بدلالة  �� و ��عن  التعبير� : 

  لدينا:

⎩⎪⎨
⎪⎧ �� = �� − ���� = �� − ���� = �� − ��⋮���� = �� − ����

 

��  بالجمع نجد: + �� + �� + ⋯ + ���� = �� − �� + �� − �� + �� − �� + ⋯ + �� − ���� 

 التمرين حل 
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ات
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يل
خل
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��  ومنه: + �� + �� + ⋯ + ���� = −�� + �� 
��  ولدينا: = (−1)��� × �� ⇒ ���� = (−1)� × ���� ⇒ ���� = (−1)� × (8)��� ⇒ ���� = (−1)� × (8)�8  ⇒ ���� = (−1 × 8)�8  ⇒ ���� = (−8)�8  

��  ومنه: + �� + �� + ⋯ + ���� = −�� + �� ⇒ −1 �1 − (−8)�1 − (−8) � = −0���� + �� 
⇒ �� = − �1 − (−8)�9 � 

⇒ �� = 19 ((−8)� − 1)  

��  ولدينا: = (−1)� × �� ⇒ �� = ��(−1)� 
⇒ �� = (−8)� − 19(−1)�  

C ابحس:  ����→����� 8�� �: 

����→�� ���8�� = ����→�� �(−8)� − 19(−1)�8� � 
= ����→�� � (−8)� − 18� × 9(−1)�� = ����→�� �(−8)� − 19(−8)� � 

= ����→�� �(−8)� �1 − 1(−8)��9(−8)� � 
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خل
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= ����→�� �1 − 1(−8)�9 � 
= 19  

  
��المعرفة بـ:  (��)نعتبر المتتالية  = �ومن أجل كل ،  3 ∈ ℕ :  3���� = �� + 4� + 4 

A  و  ��،  ��احسب�� . 
B   

a  برهن أنه من اجل كل عدد طبيعي� :  �� > 0 

b  استنتج أنه من أجل كل� ∈ ℕ∗:    �� > �� � 
C  المتتالية المعرفة على  (��)لتكنℕ  :بـ  �� = �� − 2� + 1 

a  طلب تعيين أساسها وحدها الأول.مت (��)بين أنتالية هندسية ي 
b  استنتج أنه من أجل كل� ∈ ℕ :  �� = 4 �13�� + 2� − 1 

c  حيث: ��المجموع  �احسب بدلالة ،  �� = �� + �� + ⋯ + �� 
D  المعرفة بـ:  (��)نعتبر المتتالية�� = �، ومن أجل كل  1− ∈ ℕ∗:  ��� = (� + 1)���� + 3 

a  المتتالية لنوعية ، ما تخمينك  ��و  ��، ��،  ��احسب(��). 
b  المتتالية  نوعيةبرهن صحة تخمينك على(��) . 
c  احسب����� .  

  
A و  ��،  �� حساب�� : •  3���� = �� + 4(0) + 4 ⇒ 3�� = 3⏟�� + 4(0) + 4 ⇒ 3�� = 7 

 التمرين 

 التمرين حل 
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⇒ �� = 73  •  3���� = �� + 4(1) + 4 ⇒ 3�� = 73 + 4(1) + 4 ⇒ 3�� = 313  ⇒ �� = 319  •  3���� = �� + 4(2) + 4 ⇒ 3�� = 319 + 4(2) + 4 ⇒ 3�� = 1393  ⇒ �� = 13927  

B   
a ن أنه من اجل كل عدد طبيعي ابره� :  �� > 0: 

  نبرهن القضية بالتراجع:
 جل من أ� = �� لدينا:  0 = 3 > 0 … (∗) 
 أن  نفرض�� > ����ونبرهن أن  0 > 0:  
��  :لدينا > 0 ⇒ �� + 4� + 4 > 4� + 4 

�4 ولدينا: + 4 > 0  
����  إذن: > 0 … (∗∗) 

��  نجد أن: (∗∗)و  (∗)من  :جعبالتراالبرهان مبدا سب ح > 0  
b ج أنه من أجل كل ااستنت� ∈ ℕ∗:  �� > �� � :  

����3    لدينا: = �� + 4� + 4  
��3    ومنه: = ���� + 4(� − 1) + 4 = ���� + 4�  

�ولدينا من أجل كل  ∈ ℕ∗:  ���� > 0  
����    ومنه: + 4� > 4�  
��3    ومنه: > 4�  

��    اذن: > �� �  
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

C 

a طلب تعيين أساسها وحدها ا (��)أن  تبيينلأولمتتالية هندسية ي:
���� دينا:ل = ���� − 2(� + 1) + 1 = ���� − 2� − 1 

����3 ومنه: = 3���� − 6� − 3 = �� + 4� + 4�������������� − 6� − 3 = �� − 2� + 1 = �� 
���� ومنه: = 13 ��

�� ولدينا: = ���� − 2(0) + 1 ⇒ �� = 4 

�� :منه، و 4وحدها الأول  ��أساسها  هندسيةمتتالية  (��)ومنه  = 4 �13��
b ج أنه من أجل كل ااستنت� ∈ ℕ  :�� = 4 ����� + 2� − 1 : 

��  لدينا: = �� − 2� + 1 
��  ومنه: = �� + 2� − 1 

�� إذن: = 4 �13�� + 2� − 1
بالتراجع البرهانمبدأ ن استعمال ملاحظة: يمك

c المجموع  �بدلالة  حساب�� : 
�� لدينا: = �� + 2� − 1 
�� ومنه: = �� + �� + ⋯ + �� = �� + 2(1) − 1 + �� + 2(2) − 1 + ⋯ + �� + 2� − 1 = �� + �� + ⋯ + �� + 2(1 + 2 + ⋯ + �) − 1(� + 1) 
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ات
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ريا
 لل

يل
خل
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= �� 1 − �13��
1 − �13��������������⋯���

+ 2 ��2 (� + 1)������������⋯�� − (� + 1)
= 4 1 − �13��23 + �(� + 1) − (� + 1)
= 6 �1 − �13��� + (� + 1)(� − 1) 

�� = 6 �1 − �13��� + �� − 1
D 

a 1: ��و  ��، ��،  �� بحسا�� = (1 + 1)���� + 3 ⇒ �� = 2�� + 3 ⇒ �� = 12�� = (2 + 1)���� + 3 ⇒ �� = 2�� + 3 ⇒ �� = 63�� = (3 + 1)���� + 3 ⇒ �� = 2�� + 3 ⇒ �� = 154�� = (1 + 1)���� + 3 ⇒ �� = 2�� + 3 ⇒ �� = 28
��ول وحدها الأ 2حسابية أساسها  (��)حدود الأولى يمكن التخمين أن المتتالية من ال = −1 

��  أي: = −1 + 2�
b على طبيعة المتتالية  التخمينن صحة ابره(��) : 

�� حيث: (��)لتكن القضية  = −1 + 2� … (��) 
��    لدينا:  = −2 + 2(0) =  ة.محقق (��)ومنه   1−

����)أي نبرهن أن  محققة. (����)محققة ونبرهن أن  (��)نفرض أن  = 1 + 2�) : 
���  لدينا: = (� + 1)���� + 3  
�)  ومنه: + 1)���� = (� + 2)�� + 3 
�)  ومنه: + 1)���� = (� + 2)(−1 + 2�) + 3 
�)  ومنه: + 1)���� = 2�� + 3� + 1  
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

�)    ومنه: + 1)���� = (� + 1)(2� + 1)  
����    ومنه: = 2� + 1  

�اذن من أجل كل  ∈ ℕ  ينا:لد      �� = −1 + 2�  
c حساب ����� :  

��    لدينا:  = −1 + 2�  
�����    ومنه: = −1 + 2(1001) ����� = 2021  

  
  كما يلي: (��)نعرف المتتالية  �من اجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

� �� = 12���� = �� + 12� � �� 

A   احسب��  ،�� 
B   

a رهن أنه من أجل كل عدد ب� ∈ ℕ∗ :يكون  �� > 0 . 
b  متناقصة. (��)برهن ان المتتالية 
c  ؟ (��)ماذا تستنتج بالنسبة للمتتالية 

C  نضع من أجل كل عدد� ∈ ℕ∗ :�� = �� �� 
a  طلب تعيين أ (��)برهن أن المتتاليةساسها وحدها الأول.هندسية ي 
b ن أجل كل عدد استنتج أنه م� ∈ ℕ∗ :يكون  �� = � 2��  

D  1]ى المعرفة عل �نعتبر الدالة; (�)�  كما يلي: ]∞+ = ln � − � ln 2 
a  عين نهاية الدالة عند+∞ . 
b  استنتج نهاية المتتالية(��) . 

  
A  حساب��  ،��: 

 التمرين 

 التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل
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���� = �1 + 12(1) � �� ⇒ �� = 22 ��⇒ �� = 12���� = �2 + 12(2) � �� ⇒ �� = 34 ��⇒ �� = 38
B 

a ن أنه من أجل كل عدد ابره� ∈ ℕ∗ يكون �� > 0 :
  نستعمل البرهان بالتراجع:

  من أجل� = ��لدينا:  1 = 12 > 0 … (∗) 

 ن نفرض أ(�� > ����)ونثبت أن  (0 > 0) :
�� لدينا: > 0 ⇒ (� + 1)�� > 0 ⇒ (� + 1)��2� > 0 ⇒  ���� > 0 … (∗∗)

���� نجد أن: (∗∗)و  (∗)حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع: من  > 0
b متناقصة (��)ن ان المتتالية ابره: ���� − �� = (� + 1)��2� − ��= ��� + �� − 2���2�= ��(1 − �)2�

�2   لدينا > 1)   و     0 − �) < 0 
����)ومنه  − �� < 0) 

 . ∗ℕعلى  تماما متناقصة (��)اذن المتتالية 

c :الاستنتاج 
 فهي متقاربة. 0متناقصة ومحدودة بالأسفل بـ  (��)بما أن المتتالية 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

C 

a ية هندس (��)ن أن المتتالية ابره:
���� لدينا: = �����= (� + 1)��2�� + 1= (� + 1)��2�(� + 1)= 12 ���= 12 ��

�� ولدينا: = ��1 = 12
 .��وحدها الأول  ��أساسها  هندسيةمتتالية  (��)اذن: 

b ج أنه من أجل كل عدد ااستنت� ∈ ℕ∗ يكون  �� = � 2�� :
�� نا:لدي = 12 �12����

= �12��
= 2�� 

�� ولدينا: = ��� ⇒ �� = ���⇒ �� = �(2)��⇒ �� = �2�
D 

a نهاية الدالة عند  تعيين+∞ :����→����(�)� = ����→��(ln � − � ln 2) 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل
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= ����→�� �� �ln ���� − ln 2�� 

= −∞ 
b ج نهاية المتتالية ااستنت(��) :

(�)� لدينا: = ln � − � ln 2 = ln � − ln 2� = ln � �2�� 

��→���� لدينا: �ln � �2��� = −∞ 

��→���� ومنه: � �2�� = ����(∗∗∗) = 0
 تابة رياضية ، وإنما للتوضيح ليس إلا.ليست ك (∗∗∗)ملاحظة: 

��  ذات الحدود غير المعدومة (��)دية دلتكن المتتالية الع = 1   و �� = �� ، 
�(����)   : �ومن أجل كل عدد طبيعي  = 2���� × ��  

��  :�أجل كل عدد طبيعي  ونضع من = ������
A طلب تعيين أساسها وحدها الأول. (��) تالية بين أن المتهندسية، ي
B  يكون: �استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي ���� = �12���� × �� 

C  بين اذن أنه من أجل كل عد طبيعي� : 
�� = �12��(���)�

D  احسب نهاية المتتالية(��) .

التمرين 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

��ذات الحدود غير المعدومة   (��)لتكن المتتالية العددية  = 1   و �� = �� ، 
�(����)  :  �ومن أجل كل عدد طبيعي  = 2���� × �� 

�� :�ونضع من أجل كل عدد طبيعي  = ������
A هندسية (��) تتالية أن الم تبيين:

���� ا:لدين = ��������
= (����)�2������= ����2��= 12 ��

�� ولدينا: = ���� = 12
��وحدها الأول  ��أساسها  هندسية (��)المتتالية إذن 

B يكون �أجل كل عدد طبيعي  ج أنه منااستنت ���� = ������� × �� :
�� لدينا: = 12 �12�� = �12����

�� ولدينا: = ������ ⇒ ���� = ����⇒ ���� = �� �12����
C أنه من أجل كل عد طبيعي  تبيين� �� = �����(���)� :�� = �� �12� 

التمرين حل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

D نهاية المتتالية  حساب(��) : 

����→��(��) = ����→�� ��12��(���)� � = 0  
1−لأن:  < �� < 1  

  كما يلي: ℕ متتالية عددية معرفة على (��)  

� �� = 3���� = 3 − 94�� 

A 32  لدينا: �ن أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع أنه م ≤ �� ≤ 3 

B  ثم استنتج أنها متقاربة. (��)ادرس اتجاه تغير ، 
C (��)  متتالية معرفة علىℕ :كما يلي  �� = 22�� − 3 

a  طلب تعيين أساسها وحدها الأول. (��)بين أنمتتالية حسابية ي 
b  بدلالة  ��ج ، ثم استنت �بدلالة  ��اكتب�  
c  عين����→��(��). 

D  حيث: ��المجموع  �عين بدلالة  �� = ���� + ���� + ⋯ + ���� 

  
A بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  البرهان�  :�� ≤ �� ≤ 3 : 
  من أجل� = 32 لدينا: 0 ≤ �� ≤ 3 ⇒ �32 ≤ 3 ≤ 3� … (∗) 

 ض أن نفر��� ≤ �� ≤ ���ن ونثبت أ �3 ≤ ���� ≤ 3�: 
  لدينا:

  التمرين

 ين التمرحل 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

32 ≤ �� ≤ 3 ⇒ 6 ≤ 4�� ≤ 12 ⇒ 112 ≤ 14�� ≤ 16 ⇒ 34 ≤ 94�� ≤ 32 ⇒ − 32 ≤ − 94�� ≤ − 34 ⇒ 32 ≤ 3 − 94�� ≤ 94 ⇒ 32 ≤ ���� ≤ 94 ⇒ �32 ≤ ���� ≤ 3� … (∗) 

32  نجد أن: (∗∗)و  (∗)الاستدلال بالتراجع: من  حسب مبدأ ≤ �� ≤ 3  

B ج أنها متقاربةا، ثم استنت (��)اتجاه تغير  دراسة: ���� − �� = 3 − 94�� − �� = 12�� − 9 − 4(��)�4��  

��4لدينا:  > ��12  ومنه إشارة الفرق من إشارة البسط 0 − 9 − 4(��)� = 0 Δ = 12� − 4(−4)(−9) = 0 
��  ومنه: = −122(−4) = 32 

��12  ومنه: − 9 − 4(��)� = 0 ⇒ ��� − 32�� = 0 ⇒ �� = 32 +∞ ��   −∞ �� − 0 + ���� − �� 
��� تماما على المجال  متناقصة (��)ومنه  ; 4�  

 الاستنتاج: -
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ات
ضي
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 لل

يل
خل

ال
 

[متناقصة تماما  (��)ينا لد �� ;   فهي متقاربة ��ومحدودة من الأسفل بـ  ]4
C   

a طلب تعيين أساسها وحدها الأول (��)أن  تبيينمتتالية حسابية ي: ���� = 22���� − 3 = 22 �3 − 94��� − 3 
= 224�� − 18 − 12��4��  
= 8��12�� − 18 = 4��6�� − 9 = 23 � 2��2�� − 3� = 23 �2�� − 3 + 32�� − 3 � = 23 �2�� − 32�� − 3 + 32�� − 3� = 23 �1 + 32�� − 3� = 23 + 22�� − 3 = 23 + �� 

��  ولدينا: = 22�� − 3 = 23 

  ��الأول  وحدها ��أساسها  حسابيةية متتال (��)ومنه 

b بدلالة  ��ج اثم استنت  �لة بدلا �� كتابة� : �� = 23 + 23 � ⇒ �� = 23 (� + 1)  

��  ولدينا: = 22�� − 3 ⇒ 2���� − 3�� = 2 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل
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⇒ 2���� = 2 + 3��⇒ �� = 2 + 3��2��⇒ �� = 2 + 3 23 (� + 1)2 23 (� + 1)⇒ �� = 3 × 2(� + 2)4(� + 1)⇒ �� = 3(� + 2)2(� + 1)
c تعيين ����→��(��):����→��(��) = ����→�� �3(� + 2)2(� + 1)� = ����→�� �3�2�� = 32

D المجموع  �بدلالة  تعيين��:
�� لدينا: = 22�� − 3 ⇒ 2���� − 3�� = 2⇒ ���� = 2 + 3��2⇒ 1 + 32 ��
�� ومنه = ���� + ���� + ⋯ + ���� = 1 + 32 �� + 1 + 32 �� + ⋯ + 1 + 32 ��= 1(� + 1) + 32 (�� + �� + ⋯ + ��) 

= � + 1 + 32 ⎝⎜
⎛�23 (� + 1)���������

+ 23⏟��
� � + 1��������2 ⎠⎟

⎞
= (� + 1) + 32 ��23 (� + 2)� � + 12 � 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

= (� + 1) + (� + 2)(� + 1)2  = (� + 1) �1 + � + 22 � = (� + 1) �� + 42 � = 12 (� + 1)(� + 4)  

  
A (��)  متتالية عددية معرفة علىℕ :كما يلي  

� �� = 32���� = 1 + ��� − 1 

a 1  فإن: �تراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي رهن بالب ≤ �� ≤ 2 
b  متزايدة، ماذا تستنتج ؟ (��)بين أن 

B المعرفة على  (��)متتالية العددية نعتبر الℕ :كما يلي  �� = ln(�� − 1) 
a  بين أن(��)  ها الأول.ب تعيين أساسها وحدطلمتتالية هندسية ي 
b  بدلالة  ��بارة ، ثم استنتج ع �لالة بد ��اكتب عبارة� . 

C  عين نهاية المتتالية(��). 

  
A     

a 1 فإن �بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  البرهان ≤ �� ≤ 2 : 
  من أجل� = 1 لدينا: 0 ≤ �� ≤ 2 ⇒ 1 ≤ 32 ≤ 2 … (∗) 

 1) ننفرض أ ≤ �� ≤ 1)ونثبت أن  (2 ≤ ���� ≤ 2): 
1  لدينا: ≤ �� ≤ 2 ⇒ 0 ≤ �� − 1 ≤ 1 ⇒ 0 ≤ ��� − 1 ≤ 1 

 التمرين 

 التمرين حل 



  

 
  

  ►85الصفحة 
  عداد الأستاذ: قويسم إبراهيم الخليلإ ثالثة ثانوي | جميع الشعب العلمية | |في المتتاليات العددية  الخليل سلسلة

 

ات
ضي
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يل
خل
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⇒ 1 ≤ 1 + ��� − 1  ≤ 2 ⇒ 1 ≤ ���� ≤ 2 … (∗∗) 
1  نجد أن: (∗∗)و  (∗)من دلال بالتراجع: حسب مبدأ الاست ≤ �� ≤ 2  

b متزايدة (��)أن  تبيين:  
������  دينا:ل = 1 + ��� − 1��  

1  لدينا:و + ��� − 1 > ��� − 1 
���  ولدينا: − 1 − �� = ���� − 1 − ������� − 1 + ������ − 1 + ��  

= �� − 1 + ����� − 1 − ����� − 1 − (��)���� − 1 + ��  

= �� − 1 − (��)���� − 1 + ��  

���� الدين − 1 + �� > ��  البسط إشارةة الفرق من شارإومنه  �0 − 1 − (��)� = 0 Δ = 1� − 4(−1)(−1) = −3 < 0 
���  :ومنه − 1 − �� < 0 ⇒ ��� − 1 < �� ⇒ 1��� − 1 > 1�� 

������  ولدينا سابقا: = 1 + ��� − 1�� ⇒ ������ > ��� − 1��  

⇒ ������ > ��� − 1��� − 1 = 1 ⇒ ������ > 1 

  . ℕعلى  تماما متزايدة (��)اذن المتتاليه 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

الاستنتاج: -

 .متقاربةفهي متزايدة ، ومحدودة من الأعلى  (��)المتتالية  أنبما 

c أن  تبيين(��) لب تعيين أساسها وحدها الأولطمتتالية هندسية ي: ���� = ln(���� − 1) = ln�1 + ��� − 1 − 1� = ln �(�� − 1)��� = 12 ln(�� − 1) = 12 ��
�� ولدينا: = ln(�� − 1) = ln �32 − 1� = ln �12� = − ln 2 

d بدلالة  ��ة عبار ةكتاب� :�� = − ln(2) �12�� ⇒ �� = − ln(2) �12��
��: �بدلالة  ��ج عبارة ااستنت - = ln(�� − 1) ⇒ ��� = �� − 1 ⇒ �� = ��� + 1⇒ �� = �� ��(�)����� + 1 ⇒ �� = ����(�)������� + 1 ⇒ �� = 2������ + 1 

⇒ �� = �12������ + 1
e ن نهاية المتتالية يعيت(��):

����→��(��) = ����→�� ��12������������ + 1� 
= 1
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►بالتوفيق في شهادة البكالوريا  ◄


