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ملخص : المتتاليات الحسابية والهندسية 
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نعتبر المتتالية  (2 nv  جل كل عدد طبيعي ب  :  nالمعرفة من اأ
1

n
n

n

u
v

u



.

ن  -اأ  بين اأ nv  ساسها 1متتالية هندسية اأ

3
q   حسب حدها الول واأ

0
v .

ك تب عبارة  -ب اأ
n

v  لة جل كل عدد طبيعي  nبدل نه من اأ n :1ثم استنتج اأ

1 3
n n

u 


.
احسب نهاية المتتالية  -ج   nu .

حسب المجموع  -د   اأ
n

S  لة حيث :  nبدل
0 1 2

1 1 1 1
....n

n

S
u u u u

    

 :( 11)تمرين 

 nu  :  متتالية عددية معرفة ب
0

u   حيث   عدد حقيقي ومن اجل كل عدد طبيعيn  ،1

1
2

2
n nu u   Ι)  عين قيمة العدد الحقيقي  بحيث تكون nu . متتالية ثابتة 

II)  ن فيما يلي نفرض اأ
0

3u . 
  حسب اأ

1
u  ،

2
u  و

3
u  المتتالية ، خمن اتجاه تغير nu.

  نه من اجل كل عدد طبيعي 4فان : nبرهن بالتراجع اأ
n

u  

  درس اتجاه تغير المتتالية اأ nu.
  هل nu  حدد نهايتها . ؟متقاربة

لتكن   nv جل كل عدد طبيعي 4ب  :   nمتتالية عددية معرفة من اأ
n n

v u 

ن المتتالية  (اأ  برهن اأ nv . ساسها وحدها الول هندسية يطلب تعيين اأ
ك تب عبارة  (ب nاأ

v  لة .nبدل

جل كل عدد طبيعي  نه من اأ ثبت اأ n  :1ج( اأ
7 4

2

n

nu
   
 

حسب   lim. اأ n
n

u


 . 
لة  حسب بدل المجموع :  nد( اأ

0 1 2
...

n n
S u u u u    

 :( 21)تمرين 

 nu  ب  :  متتالية عددية معرفة على
0

6u   جل كل عدد طبيعي n ، 1ومن اأ

1
3

4
n nu u  

حسب  (1 اأ
1

u  ،
2

u  و
3

u

نه من اجل كل عدد طبيعي  (2 4فان : nبرهن بالتراجع اأ
n

u .
بين ان  (3 nu  متتالية متناقصة .هل nu . متتالية متقاربة ؟ عين نهايتها
نعتبر المتتالية العددية  (4 nv  جل كل عدد طبيعي 4ب  :  nالمعرفة من اأ

n n
v u 

ن  (اأ  بين اأ nv  ساسها وحدها الول  qمتتالية هندسية يطلب تعيين اأ
0

v.
ك تب عبارة الحد العام   (ب nاأ

v  لة حسب  nبدل limثم اأ n
n

v


نه من اجل كل عدد طبيعي ج(  n  ،1برهن  اأ
2 4

4

n

nu
   
 

حسب   limثم اأ n
n

u


. 
لة  حسب بدل المجموع :  nد( اأ

0 1 2
...

n n
S u u u u    



:( 31)تمرين 
  لتكنf   دالة معرفة على المجال 0;2  : كمايلي  2

2f x x x  

درس اتجاه تغير الدالة - . fاأ

  nu  متتالية عددية معرفة بحدها الول
0

1

8
u   ومن اجل كل عدد طبيعيn  ،2

1
2n n nu u u   

  نه من اجل كل عدد طبيعي 0فان : nبرهن بالتراجع اأ 1
n

u  .
ن المتتالية  -ب بين اأ nu متزايدة ، ماذا تستنتج ؟ 
  نعتبر المتتالية nv  1كمايلي :  المعرفة على

n n
v u 

n  :بين انه من اجل كل عدد طبيعي  -اأ  2

1n n
v v  .

نه من اجل كل عدد طبيعي  -ب : nبرهن بالتراجع اأ
2

7

8

n

n
v

   
 

حسب نهاية  -ج   اأ
n

u  لماn  يؤول الى. 
 ( :41تمرين )

 nu  كمايلي :  متتالية عددية معرفة على
2

0

1

1

2

1

2
n n

u e

e
eu u

  
   


نه من اجل كل عدد طبيعي  (1 1فان : nبرهن بالتراجع اأ

2
nu .

درس اتجاه تغير المتتالية  (2 اأ nu . واستنتج انها متقاربة

  لتكن المتتالية nv  : 1المعرفة كمايلي
ln

2
n nv u

   
 

.

ن  (3 بين اأ nv . ساسها وحدها الول متتالية حسابية يطلب تعيين اأ
ك تب  (4 اأ

n
v  لة ثم استنتج  nبدل

n
u  لة .nبدل

حسب المجموع  -اأ  (5 nاأ
S  لة حيث :  nبدل

0 1
...

n n
S v v v   

حسب المجموع  -ب  nاأ
T  لة حيث :  nبدل

0 1
...

n n
T u u u   

:( 51)تمرين 

 nu  متتالية عددية معرفة بحدها الول
0

3u   ومن اجل كل عدد طبيعيn  ،1

9
3

4
n

n

u
u

   . 

جل كل عدد طبيعي  (1 n  :3برهن بالتراجع انه من اأ
3

2
nu 

درس اتجاه تغير  (2 اأ nu م استنتج انها متقاربة .ث

لتكن  (3 nv  2ب  :  المتتالية المعرفة على

2 3
n

n

v
u




 .

بين ان  (اأ  nv . ساسها وحدها الول متتالية حسابية يطلب تعيين اأ
ك تب  (ب nاأ

v  لة nثم استنتج  nبدل
u  لة .nبدل

حسب نهاية المتتالية  ج( اأ nu .
لة  (4 حسب بدل ، المجموع :  nاأ

0 0 1 1
...

n n n
S u v u v u v   



 :( 16تمرين )

 nu  متتالية عددية حدها الول
1

1

4
u   و من اجل كل عدد طبيعيn  :

 1
4 1

n n

n
u u

n
 



  احسب الحدود ) اأ
2

u  و
3

u .
نه من اجل كل عدد طبيعي  n  :0ب(برهن اأ

n
u 

درس اتجاه تغير المتتالية  ج(اأ nu . حسب نهايتها  ثم استنتج انها متقاربة واأ
  نعتبر المتتالية nv  المعرفة كمايلي من اجل كل عدد طبيعيn  :.2 .

n

n nv n u

ن  -اأ  بين اأ nv  ساسها ول  qهندسية يطلب تعيين اأ وحدها الأ
1

v

ك تب  -ب اأ
n

v  لة ثم استنتج   nبدل
n

u  لة ثبت تقارب المتتالية  nبدل واأ nu.
  حسب المجموع اأ

1 2 3
...

n n
S v v v v    

  حسب الجداء اأ    1 2 3
2 3 ...n np u u u nu

 ( :71تمرين )

نعتبر المتتالية  nu  : المعرفة كمايلي
0

0u   ،
1

1u   جل كل عدد طبيعي :  nومن اأ
2 1

2 1

5 25
n n nu u u  

،  nنضع من اجل كل عدد طبيعي 
1

1

5
n n nv u u   5و

n

n nw u

  بين ان المتتالية  -اأ nv  ساسها 1هندسية اأ

5

ك تب -ب اأ
n

v  لة  . nبدل
  بين ان nw  ساسها ، ثم عين  5متتالية حسابية اأ

n
w   لة .nبدل

  لة حسب بدل ، المجموع  nاأ
n

S  : حيث
0 1 1

...
n n

S v v v    .
 ك تب اأ

n
u  لة .nبدل

  بين انه من اجل كل عدد طبيعي غير معدوم  -اأn  ،
1

2
0

5
n nu u 

نه  من اجل كل عدد طبيعي غير معدوم -ب ،  nاستنتج اأ
1

2
0

5

n

nu


   
 

استنتج نهاية المتتالية -ج nu.
 ( :81تمرين )

المعرفة على  fلتكن الدالة  0;1  :  ب  3 2

4

x
f x

x






  درس تغيرات الدالة ( اأ على المجال  fاأ 0;1 .
نه إذا كان  ب(استنتج اأ 0;1x  فان   0;1f x . 

ج (مثل بيانيا المنحنى C  الممثل للدالةf في المستوي المنسوب الى معلم متعامد ومتجانس ; ,O i j  الوحدة (10cm .) 

  نعتبر المتتالية nu  :  المعرفة ب
0

0u   جل كل عدد طبيعي n  :ومن اأ 1n nu f u 

باستعمال المنحنى  (اأ  C  : عين على حامل محور الفواصل الحدود
0

u ،
1

u  ،
2

u  و
3

u

عط تخمينا حول اتجاه وتقارب المتتالية  (ب اأ nu

  برهن انه من اجل كل عدد طبيعي ) n  :0اأ 1
n

u 



  

ب(بين ان :   
1

1 2

4

n n

n n

n

u u
u u

u


 
 


، ثم استنتج اتجاه تغير المتتالية   nu . 

ج(هل المتتالية  nu . متقاربة ؟ برر اجابتك 

  نعتبر المتتالية nv  1كمايلي :  المعرفة على

2

n
n

n

u
v

u





 

ن المتتالية  (اأ  برهن اأ nv . ساسها وحدها الول  هندسية يطلب تعيين اأ

ك تب عبارة  (ب اأ
n

v  لة ، ثم عبارة  nبدل
n

u  لة  . nبدل

ج(استنتج نهاية المتتالية  nu . 
  :(19ن )تمري

نعتبر المتتالية  nu  ب  :  المعرفة على
0

3u   جل كل عدد طبيعي ،  nومن اأ
2

1

1

2

n
n

u
u 


. 

حسب  -اأ  (1 اأ
1

u  ،
2

u  و
3

u  جل كل عدد طبيعي نه من اأ n ،1، ثم برهن بالتراجع اأ
n

u. 

ن المتتالية  –ب  بين اأ nu  متناقصة تماما على. 
ن المتتالية  -ج   استنتج اأ nu . حسب نهايتها  متقاربة ، ثم اأ

نعتبر المتتالية  (2 nv  2ب  :  المعرفة على
1

n n
v u . 

جل كل عدد طبيعي  -اأ  ،  nبين انه من اأ
1

2
n n

v v  . 

ن  -ب استنتج اأ nv  ول ساسها وحدها الأ متتالية هندسية يطلب تعيين اأ
0

v. 

لة  -ج   ك تب بدل ، كلا من  nاأ
n

v  و
n

u  حسب من جديد lim، ثم اأ n
n

u


. 

لة  (3 حسب بدل nكلا من  nاأ
S  وn

T  : حيث 

 
 

   : (02) تمرين

لتكن  nu  0متتالية معرفة بحدها الول
1u  جل كل عدد طبيعي ،  nومن اأ

1

1
2

3
n nu u n    

  حسب 1اأ
u  ،2

u ، 3
u  4و

u . 

  جل كل عدد طبيعي نه من اأ ( برهن اأ 4nاأ   ،0
n

u  . 

جل كل  نه من اأ 5nب  ( استنتج  اأ   ،3
n

u n . 
حسب نهاية المتتالية  ج ( اأ nu. 

  نعرف المتتالية nv  جل كل عدد طبيعي 21كمايلي :  nالمعرفة من اأ
2 3

2
n nv u n   . 

ن  (اأ  برهن اأ nv . ساسها وحدها الول  متتالية هندسية يطلب تعيين اأ

ك تب  (ب nاأ
v لة  . nبدل

n :25ج (  استنتج انه من اجل كل عدد طبيعي  1 3 21

4 3 2 4

n

nu n
    
 

 

  نضع من اجل كل عدد طبيعيn  :0 1
.......

n n
T v v v     0و 1

.......
n n

S u u u    

لة  - جسب بدل nالمجموع  nاأ
T  ثم استنتج المجموعn

S  لة  . nبدل

 
 

2 2 2

0 1

0 1

...............

2 .............. 2

n n

n

n n

S u u u

T v v v

   

   
 



  

 : (12) تمرين
الشكل المقابل هو التمثيل البياني  C  للدالةf  المعرفة على المجال 0;  

ب  :  
2

2

1

x
f x

x



و    المستقيم ذو المعادلةy x في المستوي 

متجانس المتعامد والمعلم الالمنسوب الى   ; ,O i j. 
درس اتجاه تغير الدالة  -1 ( اأ على المجال  fاأ 0;. 

نه اذا كان  ;1ب ( بين اأ 3x     فان  1; 3f x   . 
2-  nu  كمايلي :  متتالية عددية معرفة  على 

0
1u   جل n  :كل عدد طبيعي ومن اأ 1n nu f u   

باستعمال التمثيل البياني  (اأ  C  والمستقيم   1، مثل الحدود
u  ،2

u  3و
u  مبرزا  –دون حسابها  –على حامل محور الفواصل

 خطوط التمثيل 

ول اتجاه تغير المتتالية اعط تخمينا ح (ب nu . وتقاربها 

( برهن بالتراجع انه من اجل كل عدد طبيعي  -3 n  :1اأ 3nu . 

جل كل عدد طبيعي  نه من اأ n  :ب ( بين اأ 2

1
2

2 1

1

n n

n n

n

u u
u u

u


 
 


، ثم استنتج اتجاه تغير المتتالية   nu. 

ن  ج  ( استنتج اأ nu . متقاربة 

4-  nv   جل كل عدد طبيعي :  nمتتالية عددية معرفة من اأ
2

2
3

n
n

n

u
v

u



 

ن  (اأ  برهن اأ nv . ساسها وحدها الول  متتالية هندسية يطلب تعيين اأ

ك تب عبارة  (ب nاأ
v  لة n، ثم استنتج  nبدل

u   لة  . nبدل

حسب  limج  ( اأ n
n

u


 

حسب   -5 nاأ
P  لة حيث :  nبدل 

    
2

0 1

2 2 2

0 1

....

3 3 ...... 3

n

n

n

u u u
P

u u u

  


  
 

  ( :22تمرين )

  نعتبر المتتالية العددية nu  0بحدها الول  المعرفة على
1u   جل كل فان  من  nومن اأ 1

1

2
n nu u     ،  من 

جلها تكون المتتالية  عين قيمة  -1 التي من اأ nu . ثابتة 

  تي 2لنعتبر في كل ما ياأ   

جل كل  -2 نه من اأ 2فان :  من  nبرهن بالتراجع اأ
n

u   . 

درس اتجاه تغير المتتالية  -3 اأ nu . ثم استنتج تقاربها 

لتكن  -4 nv  2ب  :   متتالية عددية معرفة على
n n

v u  

ن (اأ  ثبت اأ اأ nv  ساسها ول  qمتتالية هندسية يطلب تعيين اأ 0وحدها الأ
v. 

ك تب  (ب nاأ
v  لة n، ثم استنتج عبارة   nبدل

u  لة  .nبدل

حسب  (ج limاأ n
n

u


. 

لة                 حسب بدل nالمجموع  nد( اأ
S  : 0حيث 1

...
n n

S u u u   . 
 
 

 



 :(32)تمرين 
 - f  الدالة العددية المعرفة على المجال 6;   : بـ  6f x x   وليكن fC  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب الى المعلم

المتعامد والمتجانس  ; ;O i j.

 ثم شكل جدول تغيراتها . fأدرس تغيرات الدالة   -1
عين نقط تقاطع  -2 fC  مع المستقيم  عادلة ذو المy x.
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            
          


                          

1 0

11 17
3 4 3 4

4 4
u u     

 

2 1

17 35
3 4 3 4

4 4
u u     



 حل التمرين 6 :

لدينا  المتتالية العددية  nu  0ب  :  المعرفة على
6u   جل كل عدد طبيعي   nومن اأ

1

2
1

3
n nu u  

0لتمثيل على حامل محور الفواصل الحدود ا -اأ  (1
u ،1

u  ،2
u  3و

u :

وضع تخمين حول اتجاه تغير المتتالية  (2 nu : وتقاربها
نانطلاقا من تمثيل الحدود   نخمن اأ nu  ومتقاربة . متناقصة تماما على 

n:3البرهان بالتراجع على انه من اجل كل عدد طبيعي   - ب 
n

u

0nمن اجل     :0
6 3u  . محققة 

جل   ن الخاصية صحيحة من اأ ي :   nنفرض اأ 3) اأ
n

u  جل ي :  1nصحيحة ( ونبرهن على صحتها من اأ 1) اأ
3

n
u   )

3لدينا :  
n

u  : 2تكافئ
2

3
nu  : 2تكافئ

1 3
3

nu    : 1ومنه
3

n
u  

جل   :  ومنه   . 1nالخاصية صحيحة من اأ
n:3من اجل كل عدد طبيعي اذن :  

n
u. 

دراسة اتجاه تغير المتتالية   -ج    nu  1: ندرس اشارة الفرقn n
u u 

1

32 1
1 1

3 3 3

n
n n n n n

u
u u u u u


      

ن   3بما اأ
n

u  3فان 0
n

u  1ومنه
0

n n
u u   وبالتالي المتتالية nu  متناقصة تماما على. 

 : لدينا   استنتاج انها متقاربة nu  هي متقاربة . 3ومحدودة من السفل  بالعدد  متناقصة تماما على 
، المتتالية  nنعتبر من اجل كل عدد طبيعي  (3 nv  : 1حيث

2 .3
n n

n
v

.

بيان ان  -ا   nv  ساسها 2متتالية هندسية ا 

3
q  : ول وتعيين حدها الا 

 1 11 1

1

1 1

2 3 2 3 2 2 3 2

2 3 2 3 2 3 3 3

nn n n n n

n

n n n n n n

n

v

v

    


  

   
   

   

ومنه  nv  ساسها 2هندسية اأ

3

   تعيين الحد الاول ل nv :  0 1 0

0
2 .3 3v

 

نه من اجل كل عدد طبيعي  -ب 3فان : nالبرهان ا 
n n

v u .
0nمن اجل    :0 0

3v u   : ي 3اأ 6 3   3ومنه 3 .محققة 
جل   ن الخاصية صحيحة من اأ n ( 3نفرض اأ

n n
v u   جل 1n  (  1صحيحة ( ونبرهن على صحتها من اأ 1

3
n n

v u    )
لدينا :   1 11

1
2 .3

nn

nv
 

   : 1تكافئ

1
2 .3

n n

n
v

 
  (............1) 

خرى لدينا :   ومن جهة اأ

   1

1

1 1

1 1

2 2 2
3 1 3 3 2 2 3 3 2

3 3 3

2 3 6
2 2 3 2 2 2 3

3

n n

n n n

n n
n n n n

u u v




 
   

          

 
       

ي :  1اأ

1
3 2 3

n n

n
u

 
   (...........................................2) 

1( نجد : 2( و )1من )   1
3

n n
v u  

جل   :  ومنه   . 1nالخاصية صحيحة من اأ
3فان : nمن اجل كل عدد طبيعي  :  اذن 

n n
v u . 



  : استنتاج النهاية

  2
lim lim 3 lim 3 3 3 0 3 3

3

n

n n
n n n

u v
  

            
   

لتكن  (4 nw  كمايلي :  متتالية معرفة على lnn nw v

ن  -اأ  بيان ا  nw ساسها وحدها الاول : متتالية حسابية يطلب وتعيين ا 

 

 

1

1 1

2 2 2
ln ln 3 ln 3

3 3 3

2 2 2 2
ln 3 ln ln ln ln

3 3 3 3

n n

n n

n

n n

w v

v w



 

                          
                               

ومنه  المتتالية  nw   ساسها 2متتالية حسابية اأ
ln

3
r

   
 

.

ن ان : ابي -ب
1

3
2 1

2

n

nS n


    
 

 لدينا : 

2 2
3 3 3

3 3 33 3
1 1

22 2 2 2
3 3 3 3

3 3 3 3

n n

n

n

n n n n

n

u

v

                     
                  

       

    

0 1 2

0 1 2

0 1 2
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0 1 1
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..... 1 1 1 .... 1

2 2 2 2
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3 2 2
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S
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n n

  

                           
       

                       
       

                     
   

 
1 1

1

3 3
2 1 1 2 2 1

2 2

3
2 1

2

n n

n

n n

n

 



                     

    
 
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 : 7تمرين حل ال
f  دالة عددية معرفة على 3;6  : حيث  3 3f x x   

 ن ان ابيf  متزايدة على المجال 3;6 :

جل كل  من اأ 3;6x      :  1
0

2 3
f x

x
 


بما ان   0f x  فان الدالةf  متزايدة تماما على 3;6. 

  تعيين الحلول في المجال 3;6  للمعادلة f x x :
 f x x  : 3تكافئ 3x x    : 3تكافئ 3 0x x       : تكافئ 3 3 0x x   

تكافئ  
     

 
3 3 3 3

0
3 3

x x x x

x x

     


  
تكافئ  

 
 

2

3 3
0

3 3

x x

x x

  


  

تكافئ 
 

2
3 9 6

0
3 3

x x x

x x

   


  
تكافئ  

 
2

5 6
0

3 3

x x

x x

  


  



:  ئتكاف
 

2
5 6 0

3 3 0

x x

x x

   


   

  :حساب المميز     2

5 4 1 6 1         : ومنه
 
 
 
 

1

2

5 1
3

2 1

5 1
2

2 1

x

x

  
   


      

ي :   اأ 3; 2S   

  رسم المنحنى C  المنحنى : C  هو صورة لتمثيل الدالة مقلوب بانسحاب شعاعه 3, 3v  .

  موضح في الشكل . :تمثيل الحدود على حامل محور الفواصل
 : التخمين حول اتجاه التغير والتقارب  

ن المتتالية   انطلاقا من تمثيل الحدود نخمن اأ nu . متناقصة تماما ومتقاربة 
  البرهان بالتراجع على انه من اجل كل عدد طبيعيn:2

n
u 

0nمن اجل     :0
6 2u   . محققة 

جل   ن الخاصية صحيحة من اأ ي :   nنفرض اأ 2) اأ
n

u   جل ي :  1nصحيحة ( ونبرهن على صحتها من اأ 1) اأ
2

n
u    )

2لدينا :  
n

u   : 3تكافئ 1
n

u   : 3تكافئ 1nu   : 3تكافئ 3 3 1nu      : 1ومنه
2

n
u   

جل  :  ومنه   . 1nالخاصية صحيحة من اأ
n:2من اجل كل عدد طبيعي :  اذن 

n
u 

  ان المتتالية بيان nu نها متقاربة  :متناقصة ثم استنتاج ا 
( نجد 2من السؤال ) 

 
 

2

1

5 6

3 3

n n
n n n n

n n

u u
u u f u u

u u


  
   

  

1لنا    ،1
3x    ،2

2x  

ومنه :   
 1

3 2

3 3

n n

n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  

2بما ان :  
n

u   2فان 0
n

u     3و 0
n

u   1و 0  و 3 3 0n nu u  

1 :  ومنه
0

n n
u u   المتتالية وبالتالي nu  متناقصة تماما على. 

 استنتاج تقاربها : 

المتتالية    nu  اذن هي متقاربة . -2حدودة من السفل بالعدد مو متناقصة تماما على 



  نعتبر المتتالية nv  حيث :  المعرفة على ln 3n nv u 

بيان ان المتتالية  -ا   nv  ساسها 1هندسية ا 

2
ول :  و تعيين حدها الا 

         
1

2
1 1

1 1
ln 3 ln 3 3 3 ln 3 ln 3 ln 3

2 2
n n n n n n nv u u u u u v 

               
 

  ول : تعيين حدها الا          2

0 0
ln 3 ln 6 3 ln 9 ln 3 2ln 3v u      

nك تابة عبارة  -ب
v  بدلالةn: 0

n

n
v v q   وبالتالي  1

2ln 3
2

n

nv
   
 

  استنتاج عبارةn
u  بدلالةn:

لدينا  ln 3n nv u    : 3تكافئnv

n
e u   : 3تكافئnv

n
u e   : ومنه

  1
2ln 3

2
3

n

nu e

  
  . 

 حساب النهاية  :

  1
2ln 3

02
lim lim 3 3 1 3 2

n

n
n n

u e e

  
 

 

 
        
  

nحساب الجداء  -ج  
P  بدلالةn : 

3لدينا 
n n

w u   ي 3اأ 3nv

n
w e    ومنهnv

n
w e

ومنه : 

   

 

0 0 11

0 1 1

1
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0 1

1 1
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2 2
2ln 3 2ln 3

1 1
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1
4ln 3 1
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... ..... n n
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n

v v v v vv

n np w w w e e e e

e e

e

  



  

       
    


     
   

       

 


 : 8تمرين حل ال

f  الدالة العددية المعرفة على 0;  :  ب  21
3

2
f x x 

: fدراسة اتجاه تغير الدالة  (1

جل كل  من اأ 0;x   : 
2 2

1 2

2 2 3 2 3

x x
f x

x x
  

 

  0f x   ن 0xلأ   2و
2 3 0x    على المجال 0;  ومنه الدالةf  متزايدة تماما على المجال 0;.

نه من اجل كل  (2 من  xبيان ا  0;  :  0f x 
متزايدة تماما على المجال  fلدينا  0;  جل كل اذن من اأ 0;x : 

   0f x f  ي اأ  3

2
f x   : وبالتالي  0f x 

  لتكن nu  كمايلي :  متتالية عددية معرفة على
0

0u   و 1n nu f u 

1حساب الحدين  (3
u  2و

u:

2 2

1 0

1 1 3
3 0 3

2 2 2
u u             و

2

2

2 1

1 1 3 15
3 3

2 2 2 4
u u

 
      

 
نه من اجل كل عدد طبيعي   -اأ  (4 n  :1بيان ا 

0 1
n n

u u .

0nمن اجل            :
0 1

3 15
0 1

2 4
u u   . محققة 



جل   ن الخاصية صحيحة من اأ ي :   nنفرض اأ ) اأ
1

0 1
n n

u u   صحيحة ( ونبرهن على صحتها
جل   ي :  1nمن اأ ) اأ

1 2
0 1

n n
u u   )

لدينا :          
1

0 1
n n

u u  : 2تكافئ 2

1
0 1

n n
u u  : 2تكافئ 2

1
3 3 3 4

n n
u u   

2تكافئ :   2

1
3 3 3 2n nu u     : 2تكافئ 2

1

3 1 1
3 3 1

2 2 2
n nu u    : ومنه

1 2
0 1

n n
u u  
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بما أن             0f x  فانf  على المجال تماما متزايدة 0;1 . 
 جدول التغيرات :  -
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