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  76ص  01النشاط:
مقدمة:

تتم نمذجة العديد من الظواهر الفيزيائية والبيولوجية  
التها  متناسبة مع د   𝒇  الةباستخدام د  والاقتصادية وغيرها 

الة د  الة من هذا النوع وهي د  . سوف نهتم هنا ب′𝒇 المشتقة
 . التها المشتقةتساوي د  

  فرضية:
ℝ  فة وقابلة للاشتقاق علىمعر   𝑓 الةه توجد د  نقبل أن  

 حقق الشرطين التاليين: وت  
(1)     𝑓′ = 𝑓          َ(2)و      𝑓(0) = 1

ℎ باستعمال طريقة أولر وباختيار خطوة (1 = 0,005 
 𝑥  من أجل 𝑓(𝑥)لتقريبية لـ  أنجز جدولا يتضمن القيم ا 

;3−]  ينتمي إلى  .𝑓  الةأنشئ تمثيلا تقريبيا للد   ثم   ،[3

ّنذكر أن:𝑓(𝑥0 + ℎ) ≃ 𝑓(𝑥0) + ℎ𝑓′(𝑥0)
′𝑓 :وبما أن   = 𝑓،   فإن :𝑓(𝑥0 + ℎ) ≃ 𝑓(𝑥0)(1 + ℎ).

:لدينا كذلك𝑓(𝑥0 − ℎ) ≃ 𝑓(𝑥0) − ℎ𝑓′(𝑥0)
′𝑓 :أن  وبما  = 𝑓،   فإن :𝑓(𝑥0 − ℎ) ≃ 𝑓(𝑥0)(1 − ℎ).

ℎ(𝑥) :بـ   ℝ فة علىالمعر   ℎ الةنعتبر الد   (2 = 𝑓(𝑥) × 𝑓(−𝑥).
   ن أن  بي  ℎ   الة ثابتة علىد  ℝ . 
ℝ ، 𝑓(𝑥) من 𝑥 ه من أجل كلاستنتج أن     × 𝑓(−𝑥) = 1 (3)

   ه من أجل كللف أن  برهن بالخ 𝑥 نم  ℝ، 𝑓(𝑥) ≠ 0  (4 )
′𝑔 حققت   𝑔 الة ثانيةه توجد د  نفرض أن   (3 = 𝑔 و𝑔(0) = 1 .

فة المعر   𝑘 الة، نعتبر الد  ℝ لا تنعدم على 𝑓  الةالد   بما أن  
𝑘(𝑥)  :بـ   ℝ على = 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) .
   ن أن  بي  𝑘   الة ثابتة علىد  ℝ. 

   ه من أجل كلاستنتج أن 𝑥 من  ℝ، 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥).
فة  المعر   𝑖 الةابت. نعتبر الد  عدد حقيقي كيفي ث 𝑦  ليكن (4

𝑖(𝑥)  :بـ   ℝ على = 𝑓(𝑥+𝑦)𝑓(𝑥).  
   ن أن  بي  𝑖   الة ثابتة علىد  ℝ   ه من أجل كلوأن 𝑥 من ℝ ، 𝑖(𝑥) = 𝑓(𝑦). 

   ه من أجل كلاستنتج أن 𝑥 من ℝ ومن أجل كل 𝑦 من ℝ، 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) × 𝑓(𝑦)     (5 ) 

   ه من أجل كلاستنتج أن 𝑥 من ℝ ومن أجل كل 𝑦 من ℝ، 𝑓(𝑥 − 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)     (6 )
فة  الة المعر  الد   𝑗  صحيحا نسبيا ولتكن عددا   𝑛  ليكن  (5

𝑗(𝑥)  :بـ   ℝ على = 𝑓(𝑛𝑥)[𝑓(𝑥)]𝑛 .
   الةالة المشتقة للد  ن الد  عي 𝑗.
   ه من أجل كلاستنتج أن 𝑥 من  ℝ، 𝑓(𝑛𝑥) = [𝑓(𝑥)]𝑛     (7 )

  تعريف:
′𝑓 بحيث ℝ  القابلة للاشتقاق على 𝑓  الة الوحيدةالد   تسمى = 𝑓 و𝑓(0) = الدالة الأسية )النيبيرية(. 1

 ".  expونرمز إليها بالرمز"  
ℝ، 𝑓(𝑥)  من 𝑥 من أجل كل = exp(𝑥).

، ( 2)، ( 1)أكتب باستعمال الترميز السابق كل النتائج  (6
،... (7). 

:76ص  01مناقشة النشاط 
:𝒇 إثبات خواص الدّالة 𝑓   الة قابلة للاشتقاق علىد  ℝ  :حيث𝑓′ = 𝑓  و𝑓(0) = 1 .

ℎ(𝑥): بـ   ℝ فة علىمعر   الةد   ℎ  لدينا: (2 = 𝑓(𝑥) × 𝑓(−𝑥). 
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 ن أنّابيت ℎ ّالة ثابتة علىد ℝ ،َه من أجل كلج أنّااستنتو 𝑥 
ℝ، 𝑓(𝑥) من × 𝑓(−𝑥) = 1 (3):

ℝ، ℎ′(𝑥)من  𝑥من أجل كل   = 𝑓′(𝑥) × 𝑓(−𝑥) − 𝑓′(−𝑥) × 𝑓(𝑥) 
𝑓′(𝑥) :وبما أن   = 𝑓(𝑥)،  

ℎ′(𝑥) :إذن = 𝑓(𝑥) × 𝑓(−𝑥) − 𝑓(𝑥) × 𝑓(−𝑥) 
ℎ′(𝑥) :أي = 0  

 . الة ثابتةد   ℎ  :وهذا يعني أن  
ℝ، ℎ(𝑥)من   𝑥من أجل كل   ومنه: = ℎ(0)،  

ℎ(𝑥) :إذن = ℎ(0) = 𝑓(0) × 𝑓(−0) = 1 
𝑓(𝑥)  :والتالي × 𝑓(−𝑥) = 1  . 

𝑓(−𝑥) :أي = 1𝑓(𝑥). 
 ه من أجل كللف أنّن بالُخاهالبر 𝑥 من ℝ، 𝑓(𝑥) ≠ 0  (4): 

𝑓(𝑥) حيث: 𝑥ه يوجد عدد حقيقي نفرض أن   = 0 𝑓(𝑥) = ℎ(𝑥) :معناه 0 =  (وهذا تناقض) 0
ℎ(𝑥) :لأن   = 1 

𝑓(𝑥)  :ومنه   ≠ 0. 
′𝑔 حققت   𝑔 الة ثانيةه توجد د  أن   فرضب (3 = 𝑔 و𝑔(0) = 1 .

فة المعر   𝑘 الة، نعتبر الد  ℝ لا تنعدم على 𝑓  الةالد   بما أن  
𝑘(𝑥):بـ   ℝ على = 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) .
 ن أنّابيّت 𝑘 ّالة ثابتة علىد ℝ : 

ℝ، 𝑘′(𝑥)من  𝑥من أجل كل   = 𝑔′(𝑥)×𝑓(𝑥)−𝑓′(𝑥)×𝑔(𝑥)[𝑓(𝑥)]2
𝑘′(𝑥) :أي = 𝑔(𝑥)×𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥)×𝑔(𝑥)[𝑓(𝑥)]2 

𝑘′(𝑥) :ومنه = 0 
. الة ثابتةد   𝑘  :والتالي

 ه من أجل كلج أنّااستنت 𝑥 من ℝ، 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥): 
ℝ،  𝑘(𝑥)من  𝑥من أجل كل  :لدينا = 𝑘(0) = 𝑔(0)𝑓(0) = 1 

ℝ ،𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)  من 𝑥من أجل كل   :ومنه = 1
𝑓(𝑥) :أي = 𝑔(𝑥). 
4) 𝑦  .عدد حقيقي كيفي ثابت𝑖   فة علىمعر   الةد  ℝ   بـ: 𝑖(𝑥) = 𝑓(𝑥+𝑦)𝑓(𝑥).
 ن أنّابيت 𝑖 ّالة ثابتة علىد ℝ ّه من أجل كلوأن 𝑥 من ℝ، 𝑖(𝑥) = 𝑓(𝑦): 

ℝ ،𝑖′(𝑥)من  𝑥من أجل كل   = 𝑓′(𝑥+𝑦)×𝑓(𝑥)−𝑓′(𝑥)×𝑓(𝑥+𝑦)[𝑓(𝑥)]2
𝑖′(𝑥) ومنه: = 𝑓(𝑥+𝑦)×𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥)×𝑓(𝑥+𝑦)[𝑓(𝑥)]2 = 0 

.  الة ثابتةد   𝑖 :إذن

ℝ ،𝑖(𝑥)من  𝑥من أجل كل   :ولدينا = 𝑖(0) 
𝑖(𝑥) :إذن = 𝑖(0) = 𝑓(𝑦)𝑓(0) = 𝑓(𝑦) 

𝑖(𝑥) :ومنه = 𝑓(𝑦). 
 ه من أجل كلج أنّااستنت 𝑥 من ℝ جل كلن أوم 𝑦 من ℝ،  𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) × 𝑓(𝑦)     (5): 

ℝ، 𝑖(𝑥)من   𝑥من أجل كل  لدينا: = 𝑓(𝑥+𝑦)𝑓(𝑥)  

𝑓(𝑦) :أي = 𝑓(𝑥+𝑦)𝑓(𝑥) 
𝑓(𝑥 :ومنه + 𝑦) = 𝑓(𝑥) × 𝑓(𝑦).  
 ه من أجل كلج أنّااستنت 𝑥 من ℝ ومن أجل كل 𝑦 من ℝ ، 𝑓(𝑥 − 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)     (6): 

ℝ، 𝑓(𝑥من   𝑥من أجل كل  :لدينا − 𝑦) = 𝑓(𝑥) × 𝑓(−𝑦) 
𝑓(−𝑦):وبما أن   = 1𝑓(𝑦)  

𝑓(𝑥 :إذن − 𝑦) = 𝑓(𝑥) × 1𝑓(𝑦) 

𝑓(𝑥 :ومنه − 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦).
5)  𝑛   يا و صحيحا نسب  عددا𝑗   فة علىمعر  الة د ℝ   بـ: 𝑗(𝑥) = 𝑓(𝑛𝑥)[𝑓(𝑥)]𝑛.
 الةة للدّلمشتقالة ا الدّينعيت 𝑗 ،ه من أجل ج أنّااستنت

ℝ، 𝑓(𝑛𝑥) من 𝑥 كل = [𝑓(𝑥)]𝑛     (7): 
ℝ، 𝑗′(𝑥)من  𝑥من أجل كل   = 𝑛𝑓′(𝑛𝑥)×[𝑓(𝑥)]𝑛−𝑛𝑓′(𝑥)×[𝑓(𝑥)]𝑛−1×𝑓(𝑛𝑥)([𝑓(𝑥)]𝑛)2

𝑗′(𝑥)   ومنه: = 𝑛𝑓(𝑛𝑥)×[𝑓(𝑥)]𝑛−𝑛𝑓(𝑥)×[𝑓(𝑥)]𝑛−1×𝑓(𝑛𝑥)[𝑓(𝑥)]2𝑛
 وعليه: 

 𝑗′(𝑥) = 𝑛𝑓(𝑛𝑥)×[𝑓(𝑥)]𝑛−𝑛[𝑓(𝑥)]𝑛×𝑓(𝑛𝑥)[𝑓(𝑥)]2𝑛 = 0
 . الة ثابتةد   𝑗 :إذن

ℝ، 𝑗(𝑥)من  𝑥من أجل كل  ومنه: = 𝒋(𝟎) = 𝒇(𝒏×𝟎)[𝑓(0)]𝑛 = 𝟏 

𝑓(𝑛𝑥)[𝑓(𝑥)]𝑛  :والتالي = 1
𝑓(𝑛𝑥) :أي = [𝑓(𝑥)]𝑛.

  تعريف:
′𝑓 بحيث ℝ  القابلة للاشتقاق على 𝑓  الة الوحيدةالد   تسمى = 𝑓 و𝑓(0) = الدالة الأسية )النيبيرية(. 1

 ".  expونرمز إليها بالرمز"  
ℝ، 𝑓(𝑥)  من 𝑥 من أجل كل = exp(𝑥).

، (2)، (1)باستعمال الترميز السابق كل النتائج  ةباكت (6
،... (7):
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(1)  exp′(𝑥) = exp(𝑥)             (2)  exp(0) = 1  
(3)  exp(𝑥) × exp(−𝑥) = 1    (4) exp(𝑥) ≠ 0 
(5)  exp(𝑥 + 𝑦) = exp(𝑥) × exp(𝑦)  
(6)  exp(𝑥 − 𝑦) = exp(𝑥)exp(𝑦)  
(7)  exp(𝑛𝑥) = [exp(𝑥)]𝑛 

 .الُمعدمع تحيات الأستاذ 
 :عموميات

 :مبرهنة وتعريف

′𝑓 : بحيث ℝ  قابلة للاشتقاق على 𝑓  الة وحيدةد  توجد  = 𝑓  َو𝑓(0) = 1 . 
الة الأسية الد  نسميها " و expالة بالرمز"  نرمز إلى هذه الد  

 . ()النيبيرية
 :حظةملا
′𝑦   الحل الخاص للمعادلة التفاضلية هي الة الأسيةالد   = 𝑦 حققت   التي 𝑦(0) = 1. 

 لدينا: من التعريف ينتج  :نتائج
❑ exp(0) = 1. 
𝑥، exp′(𝑥) كل عدد حقيقي من أجل  ❑ = exp(𝑥). 
 العدد 𝒆 والترميز 𝒆𝒙 : 

  العدد  𝒆 الة الأسيةبالد   1 العدد صورة  هو،  
𝑒 :أي = exp(1) . 

𝑒  عطينا الحاسبةت   ≃ 2,718281828.    
  عدد صحيح نسبيمن أجل كل  𝑛،  exp(𝑛) = exp(𝑛 × 1) = [exp(1)]𝑛 

𝑛،  exp(𝑛) عدد صحيح نسبيمن أجل كل   إذن: = 𝑒𝑛.   
 :اصطلاحاً

 .𝑒𝑥 بـ   exp(𝑥)، إلى 𝑥 عدد حقيقيمن أجل كل ، نرمز
exp(𝑥)  إذن: = 𝑒𝑥.   قرأت 𝑒𝑥  أسية " :𝑥 ." 
 خواص الدّالة الأسية: 

 :ابقواعد الحس

من أجل كل عدد و 𝑥، 𝑦 من أجل كل عددين حقيقيين 
  لدينا: 𝑛  صحيح نسبي

(1)  exp′(𝑥) = 𝑒𝑥 > 0     (2) 𝑒0 = 1  
(3)  𝑒𝑥 × 𝑒−𝑥 = 1              (𝑒−𝑥 = 1𝑒𝑥 > 0)   
(4)  𝑒𝑥 ≠ 0                       (5) 𝑒𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥 × 𝑒𝑦  
(6)  𝑒𝑥−𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑦                  (7) 𝑒𝑛𝑥 = (𝑒𝑥)𝑛 

 :102ص 01التمرين 
 :𝑥للمتغير الحقيقي    𝑓 الةن مجموعة تعريف الد  في كل حالة من الحالات التالية عي  

1)  𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥    2          ؛) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥2+𝑥؛ 

3)  𝑓(𝑥) = 𝑒1𝑥      4           ؛)  𝑓(𝑥) = 𝑒√𝑥 ؛ 
5)  𝑓(𝑥) = 1𝑥𝑒𝑥            6     ؛)  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥. 

  102ص 01حل التمرين 
 مجموعة التعريف:

1) ℝ ،  2) ℝ،   3) ℝ∗،   4) ℝ+،   5) ℝ∗،   6) ℝ. 
 :102ص 02التمرين 

 ية: لبسط العبارات التا
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  102ص 02حل التمرين 
 :العبارات تبسيط

1 )(𝑒𝑥)3 × 𝑒−5𝑥 = 𝑒3𝑥 × 𝑒−5𝑥 = 𝑒3𝑥−5𝑥 = 𝑒−2𝑥. 

2 )𝑒2𝑥+3𝑒−2𝑥 = 𝑒(2𝑥+3)−(−2𝑥) = 𝑒4𝑥+3    . 

3) 𝑒𝑥+𝑒−𝑥𝑒2𝑥 = 𝑒𝑥𝑒2𝑥 + 𝑒−𝑥𝑒2𝑥 = 1𝑒𝑥 + 𝑒(−𝑥)−(2𝑥) = 𝑒−𝑥 + 𝑒−3𝑥   . 

 :102ص 03التمرين 
 ما يلي:   xن من أجل كل عدد حقيقي  بي  
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  102ص 03حل التمرين 
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 تجاه تغيّر الدّالة الأسيةا: 

 :خواص
  عدد حقيقيمن أجل كل 𝑥، 𝑒𝑥 > 0. 
   على متزايدة تماما   الة الأسيةالد  ℝ. 

 البرهان:

 من أجل كل 𝑥  منℝ،  :لدينا 𝑒𝑥 = 𝑒2(𝑥2) = (𝑒𝑥2)2. 
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: 𝑒𝑥  بما أن  ≠ 0 : ℝ: 𝑒𝑥من   𝑥 من أجل كل فإن  > 0.
 من أجل كل 𝑥   منℝ، (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥
𝑒𝑥 كونو > 0 : ′(𝑒𝑥)  فإن  > 0

  .ℝعلى   متزايدة تماما   الد الة الأسية ومنه:
:نتائج
لدينا: 𝑏و  𝑎 عددين حقيقيين من أجل كل  ❑ 𝑒𝑎 < 𝑒𝑏 يعني  𝑎 < 𝑏 𝑒𝑎 = 𝑒𝑏 يعني  𝑎 = 𝑏 𝑒𝑎 > 𝑒𝑏 يعني  𝑎 > 𝑏
لدينا: 𝑥 عدد حقيقيمن أجل كل  ❑ 0 < 𝑒𝑥 < 𝑥  يعني 1 < 0 𝑒𝑥 > 𝑥 يعني 1 > 0
 النهايات:

:خواص
  𝐥𝐢𝐦𝒙→+∞𝒆𝒙 = +∞𝐥𝐢𝐦𝒙→−∞𝒆𝒙 = 𝟎+.
  0              ∞+ :التمثيل البياني-جدول التغيّرات               −∞ 𝑥 

   + exp′(𝑥) +∞  
                     

                                      0+ 

𝑒𝑥

  المنحني(𝐶)   الة الأسية يقبل محور الفواصل مثل للد  الم
. ∞− إلى 𝑥 كمستقيم مقارب لما يؤول

 لدينا:  exp′(0) = 𝑒0وَ  1 = يقبل المنحني :إذن  ،1 (𝐶)  مماسا    0عند النقطة ذات الفاصلة (∆): 𝑦 = 𝑥 + 1. 
  لدينا:من تعريف العدد المشتقlim𝑥→0 exp(0+𝑥)−exp(0)𝑥 = exp′(0) 

lim𝑥→0:إذن 𝑒𝑥−1𝑥 = 1. 

:نتيجة
𝑥  الةالد   ⟼ 𝑥 + 𝑥  الة للد  أحسن تقريب تآلفي  هي  1 ⟼ 𝑒𝑥 

 .0 بجوار
𝑒𝑥 لدينا: 0قريب من  𝑥 من أجل أي ≃ 𝑥 + 1.

  :01 طريقة
𝑒𝑢(𝑥)المعادلة   = 𝑒𝑣(𝑥) تعني  𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥).
𝑒𝑢(𝑥)المتراجحة  ≥ 𝑒𝑣(𝑥) تعني  𝑢(𝑥) ≥ 𝑣(𝑥).

   :02 طريقة
𝑎𝑒2𝑥  لحل معادلة من الشكل + 𝑏𝑒𝑥 + 𝑐 = 𝑎 مع 0 ≠ 0 

𝑋  نضع = 𝑒𝑥.
𝑎𝑋2 نقوم بعد ذلك بحل المعادلة + 𝑏𝑋 + 𝑐 = ثم   ،0

 في حالة وجودها. 𝑥  منستنتج قي
:102ص 05التمرين 
 المعادلات التالية:  ℝحل في 

1) 𝑒2𝑥 = 1   ،2) 𝑒−5𝑥 = 𝑒   ،3) 𝑒𝑥 = 𝑒−2𝑥.
 102ص 05حل التمرين 
1)  𝑒2𝑥 = 𝑒2𝑥 ت كافئ: 1 = 𝑒0

2𝑥  أي:     = 0 
𝑥  ومنه: = 𝑆1  إذن:، 0 = {0}.

2)  𝑒−5𝑥 = 𝑒 :ت كافئ 𝑒−5𝑥 = 𝑒1
5𝑥−  أي: = 1

𝑥 ومنه:  = − 𝑆2  إذن:، 15 = {− 15}. 

3)  𝑒𝑥 = 𝑒−2𝑥 :ت كافئ 𝑥 = −2𝑥
3𝑥 أي:     = 0 

𝑥 ومنه: = 𝑆3 إذن:، 0 = {0}.
:102ص 07التمرين 
 المعادلات التالية:  ℝحل في 

1)  𝑒𝑥2 = 𝑒−3(𝑥+1)  ،         2)  𝑒𝑥+46−𝑥 = 𝑒1𝑥
3) 𝑒2𝑥+1 − (𝑒𝑥)3 = 0.

 102ص 07حل التمرين 
1)  𝑒𝑥2 = 𝑒−3(𝑥+1) :ت كافئ 𝑥2 = −3(𝑥 + 1)

𝑥2 أي: + 3𝑥 + 3 = 0
𝑥2المعادلة   + 3𝑥 + 3 = =∆مميزها  0 −3 < 0

𝑆1 إذن:، ليس لها حلول ومنه: = { }.

2)  𝑒𝑥+46−𝑥 = 𝑒1𝑥لتكن ،  𝐷2  هافيمجموعة تعر.
𝑥  إذا وفقط إذا كان فةمعر   (2)  المعادلة تكون ≠ 6وَ  0 − 𝑥 ≠ 0. 

𝑥  أي:  ≠ 𝑥وَ  0 ≠ 6. 
𝐷2  إذن: = ℝ− {0; 6}. 𝑒𝑥+46−𝑥 = 𝑒1𝑥 :ت كافئ𝑥+46−𝑥 = 1𝑥

𝑥2 :ومنه + 4𝑥 = 6 − 𝑥
𝑥2 :عليهو + 5𝑥 − 6 = 0،

𝑥2المعادلة   + 5𝑥 − 6 = =∆مميزها  0 49 > 0
، (6−)وَ  1 ماه ين متمايزين لها حل ومنه:
𝑆2  إذن: = {−6; 1} .
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