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عداد المشتقة: حساب الأ.1
معامل  مثل یُ  العدد المشتق لدالة عند عدد حقیقي نعلم أنّ 

 .توجیھ المماس عند ھذا العدد 
òßbÇ@òÐ—iZ 

ذاتعند  
	��للمنحنى   معامل توجیھ المماس ھو ������
مثلا:  نختار نقطتین من المماس ولحسابھ، ��الفاصلة  

���; ;����وَ  ��� ������نجد:  ��� � �����
����� . 
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′,وَ  ���′,  حساب.2 �  حیث من أجل ،&.-% ∈ (�; .) 

���, لدینا � 0�.� � 1�:
����2  لدینا: � 2���2� � 1�  .

� 2��0� � 2����1� � 0.
� 2� %!& � 2���2� � �2  .

�@@Õn’½a@…†ÈÛaMòÔn’½a@òÛaČ†ÛaZ
Ñí‹ÈmZ

.  4من  3داّلة معرفة على مجال  � ��وَ  �� # 2مع  3عددان حقیقیان من   2 5 0 .
النسبة إذا قبلت ��  تقبل الاشتقاق عند  0 � 	��6�7��	��6�

 .0إلى  2لما یؤول  محدودة نھایة  7

ونرمز ،��  عند 0  العدد المشتق للداّلة تسمى ھذه النھایة
 .����′�  لھا بالرمز

ZpbÄyýß 

������ العدد المشتق: � � lim7→� 	��6�7��	��6�7
�  بوضع � �� # ������نجد:  2 � lim�→�6

	����	��6�
���6.

 > من �الاشتقاق عند كل عدد حقیقي  0 إذا قبلت �
:��  ھي وَداّلتھا المشتقة >  تقبل الاشتقاق على ھانقول أنّ  � ↦ �′���.
ÞbrßZ)� @æî‹ánÜa@Þy01@™58(

����بـ:  4 معرّفة على  � � √� # 3. 
cMÝ×@Ýuc@åß@éČãc@ÕÔznÛa@2@@LæìØí@âë‡Èß@�Ë

	���7��	���
7 � 7� 

A7*� 7�B� Z@ @

C��1 لدینا: # 2� � A�1 # 2� # 3 � √2 # 22 # 4
��1� � √1 # 3 � √4 � 2	 

 ومنھ:
	���7��	���

7 � A7*� 7�B� 
7

� %A7*� 7�B� &%A7*� 7�B� &
7%A7*� 7�B� &

� A7*� 7�B*� *
7%A7*� 7�B� &

� 7*� 7�B�B
7%A7*� 7�B� &

� 7�7� �
7%A7*� 7�B� & � 7� 

A7*� 7�B�  

lMòÛaČ‡Ûa@Čæc@xbnän�a@�@@‡äÇ@ÖbÔn’üa@ÝjÔm1Z@ @

�→lim7 لدینا: 	���7��	���7 � lim7→� 7� 
√7*� 7�B� �  

B � �
 � ���1� 
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ھو:  1، وعددھا المشتق عند 1قابلة للاشتقاق عند  �  إذن:

���1� � �
 .

�@HòÛaČ…@óäzäß@÷b¾I@ïãbîjÛa@��ÐnÛaZ
Ñí‹Èm@òî–b‚ëZ
منحناھا البیاني  فإنّ  ،�� الاشتقاق عند �الداّلة   إذا قبلت 

;���F  یقبل عند النقطة 0����
معامل توجیھھ مماسا 
�ومعادلتھ:  ������ � �������� � ��� # �����.  

@ @

Þbrß@01Z)� @æî‹ánÜa@Þy04@™58(

 أي:، 0قابلة للاشتقاق عند وَ  4معرّفة على  �  لدینا:

lim�→� 	����	������ � G ∈ G؛ حیث 4 � �′�0�. 

1@‡í‡¥@H��0�@flë���0�@Z@ @
�ذو المعادلة   ��Hالمستقیم   � 2 � 
	��، ھو مماس للمنحنى  �3

�0عند النقطة  ; �I  معناه: �2 � �3� # 2								
� � ���0��� � 0� # ��0�،

�I  ومنھ:  � �3� # 2	
� � ���0� J � # ��0� 

�I���0  بالمطابقة نجد: � �3
��0� � 2	. 

2@†‡ÈÛa@bî�‡äç@��Ðm@H
	���� 

�@@Ýuc@åß� 5 0@Z@ @

  نلاحظ أنّ:
	���� 

� � 	����	���
  إذن: ، ���

	���� 
ھي  �

 .0وَ  �بین العددین   0نسبة تزاید الداّلة 
3†ìuë@‹í�m@H@lim�→� 	���� �Z@ @

�→�lim  لدینا: 	���� � � lim�→� 	����	������ � ���0� � �3 

 .0قابلة للاشتقاق عند  �  لأنّ: 
@Þbrß02Z@ @

)� µáïÜa@æàì@Šb�ïÜa@æà@óáïÔ@‡åÈ@óÜač†@×bÕn’a@óïÝibÔ@ó�aŠ† ( 
����بـ:  4معرّفة على  � � |� � 4|. 

����   لدینا: � |� � 4|
� I� � 4	; � � 4 L 0

��� � 4�	; � � 4 M 0
� I� � 4	; � ∈ )�∞;�2) ∪ (2;#∞(

�� # 4	; � ∈ (�2; 2)								 

⌫@@òÛaČ‡Ûa@ÖbÔn’a@òîÜibÓ@‘Š‡äÛ�@@‡äÇ��1�@Z@ @

�1  بمأنّ: ∈ (�2; ����  فإنّ:، (2 � �� # 4. 
����1 لدینا: � ��1� # 4 � 3      

��→�lim ومنھ:
	����	����
������ � lim�→��

��*�B�!
���

� lim�→��
��*��
���

� lim�→��
����������

���
 � lim�→���1 � �� � 2 � ����1�

 ���1  ، وعددھا المشتق عند���1عند   قابلة للاشتقاق �  إذن:
�����1 ھو: � 2. 

2@HÛa@��Ðn�aï�‡äZ 
��	
،���1عند النقطة ذات الفاصلة  یقبل مماساً  

�����1:  معامل توجھیھ � ؛ 2

�  ومعادلتھ: � �′��1��� � ��1�
 # ���1�،

� أي: � 2� # 5. 

⌫@@òÛaČ‡Ûa@ÖbÔn’a@òîÜibÓ@‘Š‡äÛ�@@‡äÇ2@Z@ @

cM@@Þb�a@óÜÇ(�2; 2)L :لدینا ���� � �� # 4. 
���2 لدینا: � ��2� # 4 � 0 

lim ومنھ:
�Q→

	����	� �
�� � lim

�Q→
��*�B��

�� 
� lim

�Q→
��*�B
�� 

� lim
�Q→

� ���� ���
�� 

� lim
�Q→

���� �� ���
�� 

� lim
�Q→ 

(��2 # ��) � �4 � �+��2�
 2، وعددھا المشتق عند  من الیسار 2عند   قابلة للاشتقاق �  إذن:

���2+�ھو:   من الیسار � �4.

lM@@Þb�a@óÜÇ(2;#∞(L :لدینا ���� � � � 4. 
���2 لدینا: � �2� � 4 � 0 

lim ومنھ:
�R→

	����	� �
�� � lim

�R→
�*�B��
�� 

� lim
�R→

�*�B
�� 

� lim
�R→ 

��� ���� �
�� 

� lim
�R→ 

�� # 2� � 4 � �S��2� 

 2، وعددھا المشتق عند  الیمینمن   2عند   قابلة للاشتقاق �  إذن:
��S��2ھو:  الیمینمن  � 4.

Zòvînã 

���2+�  بمأنّ: 5 �S��2� ،:ّعند غیر قابلة للاشتقاق �  فإن

2. 
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 2@HÛa@��Ðn�aï�‡äZ@ @
��	
،2عند النقطة ذات الفاصلة  ینمماس نصفي  یقبل 


	��للمنحنى   نقطة زاویة وتسمى ھذه النقطة . 

���2+�: كل منھما  ھیمعامل توج  � ��S��2وَ  ؛�4 � 4.

   :ة كل منھما ومعادل 

C� M 2
� � ��′ �2��� � 2� # � أي:، ���2 � �4� # 8.

�I وَ  L 2
� � �U′ �2��� � 2� # � أي:، ���2 � 4� � 8.

ZåíŠb¸ 04@[07@[08@˜58N@ @

@ @
Âb“ã@Zˆbn�þa@Ò‹ @åß@��Ôß@@

;�2)  المعرّفتان على المجال �وَ  �  نعتبر الداّلتان  یلي: كما (2

I���� � � # 2; � ∈ (�2; 0(
���� � � # 1; � ∈ (0; �وَ  (2��� � |�| # 1.

 لیھما البیانیین على الترتیب. تمثی 
+��وَ  
	��  ولیكن


+��وَ  
	�� في معلمین مختلفین أنشئ) 1. 

بدون رفع 
+��وَ  
	��  یین) ھل یمُكنك إنشاء المنحن 2
@@؟)الیدالقلم (

yÂb“äÛa@ÝZ@@
1@Hõb“ãg@��	
@flë��+
@Z@ @

;�2) على المجال  
	��  ىالمنحن رسم یمُكن  لا) 2 2)

+�� ىالمنحن رسم یمُكن  بینما، )الید بدون رفع القلم ( 

;�2) على المجال   . )الید بدون رفع القلم ( (2
ò–ý©aZ

;.�)مستمرة على مجال غیر  0 الداّلة � .) .
;.�)مستمرة على مجال  V الداّلة � .) .@@
�@òí‰aŠàn�üaZ@@

ïãbîjÛa@��ÐnÛaZ
یمُكن رسم    عندما،  >مستمرة على مجال  0  الداّلة تكون 

  .)الید (منحناھا البیاني على ھذا المجال دون رفع القلم 
�@mI@˜aì�i@æë…@ÝjÔHæbçŠZ@@

حصل نقبل بأنّ كل الدوّال المقررة في ھذا المستوي والمُ 
وفة أو بتركیبھا مستمرة دوّال مألعلیھا بالعملیات على 

 على كل مجال من مجموعة تعریفھا. 
wöbnãZ

مجموعة   على كل مجال من  الدوّال المرجعیة مستمرة  �
 تعریفھا. 

 4  على مستمرة   Z[Wوَ  WXY ،الدوّال كثیرات الحدود  �
  مستمرة  )حاصل قسمة كثیري حدود ناطقة (الدوّال ال �

 على كل مجال من مجموعة تعریفھا. 
ھو داّلة  ل مستمرة اودّ  ركبمُ وَ ء؛ جدا؛ مجموع  �

 مستمرة. 
ÞbrßZ@)� @æî‹ánÜa@Þy47@™29(

����بـ:  4معرّفة على  داّلة  � � �� � �� sin � .  
عبارة عن جداء داّلتین    لأنھّا ، 4مستمرة على   �  الةالدّ  ⌫

�وَ  sinالداّلة   وھما  ؛4  مستمرتین على ↦ � � � .@ @

¸Zåí‹ 49@˜29N@)|ïz—Üa@ö�§a@óÜač‡Üa@ôÝÈ@Ó‹ÉnÜa (

@ @
@Âb“äÛa@Ýy4@™7Z@@

;�1)  مستمرتان على المجال  �وَ   �  الداّلتان.1  2  ، أما(2
;�1)  فھي غیر مستمرة على المجال 2).  

2NÓ@k�y@L‡í‡¥@òîãbîi@ñõa‹Ó@òİ�aìi@†‡ÈÛa@áî
@ïÔîÔ¨a^@†‡Ç@LZòÛ†bÈß@Ý×@ÞìÜy@ @

òßbÇ@òÐ—iZ  
���0  حلول المعادلة �   فواصل نقط تقاطع   ھياً بیانی _

�  المستقیم ذو المعادلة مع  
	��  المنحنى  � ^. 
@òÛ†bÈàÜÛ@òj�äÛbi���� � ^@I1H@ @

Ýuc@åß@ @òÛ†bÈ¾a@ČæhÏ���� � ^@
�2 M ^ M  تقبل حل وحید.  3

@ @
@ @
@ @
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@òÛ†bÈàÜÛ@òj�äÛbi���� � ^@I2H 

Ýuc@åß òÛ†bÈ¾a@ČæhÏ@���� � ^
�2 M ^ ` 1  أو  0 ` ^ M ^ تقبل حل وحید.  3 � ^  أو 0 � 0 حلین. تقبل  1 ` ^ `  . ثلاث حلول تقبل  1

@òÛ†bÈàÜÛ@òj�äÛbi2��� � ^@I3H 

Ýuc@åß òÛ†bÈ¾a@ČæhÏ@2��� � ^
�2 M ^ M 2  أو  0 ` ^ M 0 تقبل حل وحید.  3 ` ^ M  . ولتقبل حل   لا 2

;�2)  حدود المجال 3و  -2تمُثل القیمتان .3 صورتي   ،(3
;�1)  حدود المجال 2وَ   -1القیمتان  2). 

4Nßå@c@ïÔîÔy@†‡Ç@Ý×@Ýu^@@Þb�a@åß(�2; 3)L@@ @
����  تانالمعادل � � �وَ   ^��� � تقبلان حلا على   ^

;�1)في المجال   الأقل ���2  لمعادلةا أما، (2 �   فلا. ^
���� ةالمعادل � � في المجال  وحیداحلا  تقبل  ^
  (�1; �تان  لمعادلا أما، (2��� � ���2وَ  ^ �  فلا.  ^

�@æbçŠi@æë…@ÝjÔmI@òİ�ìn½a@áîÔÛa@òäç�ßHZ@@
òäç�ßZ

;a)ومستمرة على مجال داّلة معرّفة  � b). 
، ���bوَ  ���a محصور بین ^  من أجل كل عدد حقیقي

���c بحیث bوَ  a محصور بین c عدد حقیقي  یوجد على الأقل � ^.@ @
�@ïãbîjÛa@��ÐnÛaZ@@
;a)ومستمرة على مجال داّلة معرّفة  � b)ولیكن ، ��� 

;�d  منحناھا البیاني في معلم 3; e�. 
، ���bوَ  ���a محصور بین ^  من أجل كل عدد حقیقي

�  ذو المعادلة �∆� المستقیم � یقطع على الأقل مرة   ^
 a محصورة بین c  اصلتھافي نقطة ف ���واحدة المنحنى  

  .bوَ 
ي ثلاث نقط ف ���  یقطع  �∆�  التاليبالنسبة للشكل (

 .)!cو  ، c�c  فواصلھا على الترتیب

ò–b‚@òÛbyZ@ @
@oãb×@aˆg�  ومستمرة على مجال  داّلة معرّفة(a; b)، 

���a  كانو J ��b� `  c عدد حقیقي یوجد على الأقل فإنھّ ،)���bوَ  ���a بینمحصور  0العدد ( 0
���c  بحیث bوَ  a  محصور بین � 0.@ @

ðc@ČæcZ@�  على مجال لى الأقل مرة واحدة تنعدم ع(a; b) . 

a  c  b

@ @

�@@òÛ…bÈ½a0��� � _@Z@@
;a) على مجالمستمرة وفة الة معرّ دّ  �  إذا كانت b)،  ّھفإن  

، ���bو ���aبین  محصور ^  من أجل كل عدد حقیقي
����  المعادلة � . bو a  محصورا بین c تقبل على الأقل حلا ^

�@òÄyýßZ 
جود حل على الأقل مبرھنة القیم المتوسطة تؤكد فقط وُ 

����  للمعادلة � مقربة لھا  أما تعیین الحلول أو قیم  ^
 فیتم بإتباع خوارزمیات مختلفة.

ÞbrßZ@)� @æî‹ánÜa@Þy50@™29(

�@òÔí‹ @�Z@@ @
;a)  على مجال جود حلول معادلةوُ  لإثبات  b)  باستعمال

 نتبع الخطوات التالیة:   المتوسطةمبرھنة القیم 
���� نكتب المعادلة على الشكل • � ^.
;a) على المجال � الةالدّ استمراریة نتحقق من  • b).
 .���b	و  ���a  محصور بین ^  العدد  نتحقق من أنّ  •

@æbç�ÛaÞbàÈn�bi@¾a@áîÔÛa@òäç�ß@òÛ†bÈ¾a@Čæc@òİ�ìn@ @
�! � 4� � �2@@Þb�a@À@ýy@ÝÓþa@óÜÇ@ÝjÔm(�3;�2)Z 

¶ìÿa@óÕî‹+ÜaZ   ُمكن كتابة المعادلةی �! � 4� � على �2

����الشكل  �  4 فة علىالة المعرّ ھي الدّ  � حیث  �2
����بـِ:   � �! � 4�.

 4 بالتالي فھي مستمرة علىالة كثیر حدود ودّ  �  الةالدّ  •
.(�2;�3)  على  مَ ثَ من  و

�I���3  :لدینا • � �15
���2� � �2 كما نلاحظ أن العدد  ،						0

 .����2وَ  ����3 محصور بین العددین

!� المعادلة مبرھنة القیم المتوسطةحسب  :إذن � 4� � �2  
  .(�2;�3) في المجال  تقبل على الأقل حلاَ 

@óÕî‹+ÜaóïäbrÜaZ  ُمكن كتابة المعادلةی �! � 4� � على �2

����الشكل  � بـِ:   4 فة علىالة المعرّ ھي الدّ  � حیث  0 ���� � �! � 4� # 2.


