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ستقدم لاحقا من طرف ملف  تمارين مقترحة 
                          ساس الأستاذ عبد الله

 



 

  المتتاليات العددية"  للسنة الثالثة ثانوي الشعب العلمية لمحور 5min Mathsاليك أيها الطالب " مجلة 

 وفق المنهاج الرسمي الجديد

قصد مساعدتك على التحضير الجيد  و شمل دروس السنة الثانية و الثالثة معا شاملجاء هذا الملف 

دم قراءة حلول التمارين المطروحة بل التفكير في الحل الذاتي أولا ثم عرجو أ، 2021للبكالوريا لدورة 

العلم أنه ليس الحل الوحيد و ربما يكون حلك أحسن و أقصر لكن النتائج و قارنته مع الحل المقترح مع م

 الأهداف واحدة ,

 من الله القدير أن يوفقك الى ما فيه نجاحك و يهديك الى سبيل الخير انرجو في الأخير 

 أهدي هذا العمل المتواضع لعائلتي الكريمة أولا 

 و ثانيا لجميع تلامذتي خاصة تلاميذ ثانوية بوحميدي الطاهر

 

 

على  بلقاسم عبد الرزاق و عبد الله ساس، بخاخشة خالد للسادة الأساتذة شكر خاص

المتواضع معي في انجاز هذا العمل متعاونه  

 
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 ملخص الدرس

.1 
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 .متتالية عددية1

،أكبر من أو يساوي عدد طبيعيnهي دالة ترفق بكل عدد طبيعي uمتتالية عددية حقيقية :تعريف
0

nمعطى، العدد( )u n 

بـ  uبالمتتالية nنرمز إلى صورة  :ترميز
nu بدلا من( )u n . هذا الترميز الجديد يسمى الترميز بدليل.

يرمز لها  uالمتتالية  
0

n n n
u


أكبر من أو يساوي  nمعرفة من أجل uإذا كانت المتتالية  

0
n .

يرمز لها  uالمتتالية   n n
u


أو  nu   إذا كانت المتتاليةu على  معرفة .

nuهو الحد الذي دليلهnالحد العام للمتتالية يسمى كذالك . uو

0nuللمتتالية الأول الحد أكبر من أو يساوي  nإذا كانت معرفة من أجلuهو
0

n  .

0
uللمتتالية الأول الحد . على إذا كانت معرفةuهو

المتتالية ) أمثلة: 
nu : 2( حيث

5 2nu n    معرفة على . 

المتتاليةv : 5حيث
nv

n
معرفة على 0نكتب و 

1n n
v


. 

المتتاليةw : 3حيث

5
n

n
w

n





6nمعرفة من أجل      و  نكتب 

6n n
w


. 

في الحد :ملاحظة
nu ،n.  هو دليل الحد وليس رتبته

المتتالية : مثالw  3حيث أن

5
n

n
w

n





6nمعرفة من أجل      ،6  هو دليل الحد

6
w  وأما رتبته فهي الرتبة الأولى حيث

6
w  هو الحد

 الأول.

رتبة حد    
bu(b من متتالية )u بالنسبة إلى الحد

au (a عدد طبيعي أصغر منb هو العدد الطبيعي )1b a  .

) يقصد بتوليد متتالية معرفة حدودها (.طرق توليد متتالية عددية.2

:توليد متتالية عددية بالحد العام-ا

 إذا كان الحد العام لمتتالية عددية معطى بدلالةnلحساب حد فإنها معرفة تماما . و
0nuتعويض بالقيمة    nمن الحدود يكفي

0
n .

المتتالية: مثالu 2 حيث المعرفة على
3nu n  بحدها العام .ويمكن حساب أي حد من الحدود .معرفة 

:يمكن التعبيرعن الحد العام لهذه المتتالية باستعمال دالة  ملاحظةf و نكتب( )nu f n 2حيث
: 3f x x .

توليد متتالية عددية بعلاقة تراجعية: -ب
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  عددية لتكن دالةf معرفة على مجال D  وحيث أن من أجلx D  فإن( )f x D المتتالية  .u  المعرفة بحدها الأول
0nu  و

العلاقة 
1

( )n nu f u  تسمى متتالية تراجعية. تسمح هذه العلاقة بحساب
1nu إذا علم

nu من أجل كل
0

n n 

 .uالدالة المرفقة بالمتتالية  تسمى fالدالة العددية     

 المتتالية نعتبر: مثال nuالمعرفة بحدها الأول
0

1u  و من أجل كل عدد طبيعيn :
1

3n nu u  . 

لدينا 
0

1u   و منه
1 0

3 3u u  ،
2 1

3 9u u ،
3 2

3 27u u  ... و هكذا 

لتكن المتتالية     : مثال nu 2كما يلي :  المعرفة على
3 1nu n   . 

أحسب (1
0

u  ،
1

u ،
2

u    ،
3

u ،
20

u  و
134

u . 
الحدود  nأكتب بدلالة  (2

1nu  ،
2nu ،

3 2nu  
  المتتالية :ملاحظة nu من الشكل  المعرفة على( )nu f n  حيثf    كل عدد حقيقي    هي الدالة المرفقة بها . وحيث من أجلx 

 :2
( ) 3 1f x x   . 

2( 1 :  حــل  

0
3(0) 1 1u     ، 2

1
3(1) 1 2u      ، 2

2
3(2) 1 11u       ،2

3
3(3) 1 26u       

       2

20
3(20) 1 1199u        ،2

134
3(134) 1 53867u      . 

    2 )2 2

1
3( 1) 1 3 6 2nu n n n              ،2 2

2
3(2 ) 1 12 1nu n n      

        2 2

3 2
3(3 2) 1 27 36 11nu n n n        . 

لتكن المتتالية     : مثال nu كما يلي :  المعرفة على
0

2u  من أجل كل عدد طبيعيn 
1

3

2
n

n

u
u

 


 . 

  أحسب (1
1

u ،
2

u    ،
3

u  . 
أحسب  (2

10
u  ،

11
u  و

12
u  ثم ضع تخمينا. 

  المتتالية :ملاحظة nu من الشكل  المعرفة على
1

( )n nu f u   حيثf عدد حقيقي موجب    هي الدالة المرفقة بها . و من أجلx 

 :3
( )

2
f x

x



. هذه الدالة معرفة على   0, وبما أن

0
0u  فإن المتتالية  ( )nu معرفة على  

    1 ) 
1

0

3 3

2 4
u

u
 


 ، 

2

1

3 3 12

32 11
2

4

u
u

  
 

  ،
3

2

3 3 33

122 34
2

11

u
u

  
 

. 

الحاسبات تبين أن        ( 2    
10

1u    ،
11

1u     و
12

1u  نلاحظ أن    . nu  10إنطلاقا من  1تستقر على القيمةn  . 

 .التمثيل البياني لمتتالية عددية.3

 

                                      متتالية معرفة بالحد العام..1
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     يمكن تمثيل حدود متتالية عددية معرفة بحدها العام على محور 

      لتكن المتتالية  : مثال nu  كما يلي :  المعرفة على( 2)
n

nu  . 

  

    ترفق هذه المتتالية بدالة ( يمكن تمثيل متتالية عددية معرفة بحدها العامf ). 

لتكن المتتالية  : مثال nu  2كما يلي :  المعرفة على
4 1nu n n  . 

      nuمعرفة كذالك( )nu f n :2حيث
: 4 1f x x x نعرفfعلى المجال 

      0, بما أنn.في الرسم المقابل النقط الممثلة إحداثياها عدد طبيعي , ( )n f n 

0nمن أجل        ،1n  ،2n  ،3n  ،4n  5وn  في المستوي المنسوب 

إلى معلم         , ,O i j .  مجموعة النقط( , ( ))M n f n  هي التمثيل البياني  للمتتالية nu . 

  متتالية معرفة بعلاقة تراجعية..2 

لتكن المتتالية   nu المعرفة بحدها الأول
0

u و العلاقة التراجعية
1

( )n nu f u  حيثf  دالة معرفة على . 

)مجموعة النقط     , ( ))n nM u f u     المقابلة ( .                                   هي التمثيل البياني في المستوي المنسوب إلى معلم للمتتالية )كيفية الإنشاء في الصفحة 

 إتجاه تغير متتالية عددية. .4  
  .:متتالية تكون   متتالية متزايدة

0
( )n n nu   من الرتبة   متزايدة )متزايدة تماما على الترتيب( إبتداءا

0
n          كان إذا    إذا وفقط

1n nu u  

(
1n nu u  على الترتيب ( من أجل كل عدد طبيعيn  أكبر من أو يساوي

0
n. 

  .:تكون متتالية  متتالية متناقصة
0

( )n n nu   متناقصة )متناقصة تماما على الترتيب(إبتداءا من الرتبة
0

n          إذا كان       إذا وفقط

1n nu u  (
1n nu u الترتيب ( من أجل كل عدد طبيعي علىn  أكبر من أو يساوي

0
n. 

  .تكون متتالية  :متتالية ثابتة
0

( )n n nu   ثابتة  إبتداءا من الرتبة
0

n إذا و فقط إذا كان 
1n nu u من أجل كل عدد طبيعي .n  أكبر من أو

يساوي 
0

n. 

  . :المتتالية الرتيبة على مجال   متتالية رتيبةI  متزايدة تماما على الترتيب(       )رتيبة تماما على الترتيب ( هي متتالية متزايدة         من(

 ) رتيبة تماما على الترتيب (      من            Iمتناقصة )متناقصة تماما على الترتيب( على المجال   أو  من  Iعلى المجال 

لتكن المتتالية : مثال( )nu  المعرفة بحدها الأول
0

1u   و العلاقة التراجعية
1

2 n
n

n

u
u

u



  حيثn       عدد طبيعي 

   مثل بيانيا المتتالية( )nu  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس , ,O I J . 
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 :المتتالية لتمثيل طريقة( )nuبيانيا ننشئ الرسم البياني للدالةfبالمتتالية المرفقة( )nu ننشئ المستقيم ذا المعادلةثم 

 y x لأن المتتالية من الشكل.
1

( )n nu f u  والتمثيل البياني هو مجموعة النقط
1

( , )n nM u u       .             

):حــل )fCالبياني للدالة هوالرسمfبالمتتالية المرفقة( )nu.2أي
( )

x
f x

x


 

على المجال fنعرف الدالة  0, .( ) المستقيم ذو المعادلةy x            النقطة .             fC 

0 0 1
( , )M u u أي 1,3

0
Mهي أول نقطة نحصل عليها. نسقط

0
Mعلى( ) وفق 

 (Oxثم  نسقط النقطة المحصل عليها على)( )fC (وفقOy وبهذا نحصل على ) 

النقطة
1 1 2
( , )M u uأي

1

5
3,

3
M

 
 
 

.نكرر العملية للحصول على
2

Mثم
3

M   .إلى آخره  

لتكن المتتالية  : مثال
1

( )n nu   المعرفة بحدها الأول
1

1u  

2و العلاقة التراجعية   

1

1

2
n n nu u u                                             . 

   مثل بيانيا المتتالية( )nu  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد 

و متجانس  , ,O I J . 

):حــل  )fCالبياني للدالة هو الرسمfبالمتتالية المرفقة( )nu.أي     

21
( )

2
f x x x  المعرفة على 0,.( ) المستقيم ذو المعادلة  

y x 3.نستعمل نفس الطريقة المستعملة في التمرين السابق 

مثال: 
أدرس اتجاه تغير كل من المتتاليتين  nu و( )nv  1كما يلي  المعرفتين على

3
n n

n
u


   2و 1

3
n

n
v

n





 

 :لدراسة اتجاه تغير متتالية طريقة( )nu :يمكن أن 

ندرس إشارة (1
1n nu u  أو 

 بين  نقارن (2
1n

n

u

u

   1و . 

): nحيث من أجل كل عدد طبيعي fإذا وجدت دالة (3 )nu f n  ندرس تغيرات الدالةf . 

اتجاه تغير المتتالية:حــل  nu.
1

2 1

1
3

n n

n

n
u u

 
  إذن

1
0n nu u   و منه nu على متناقصة 

          ( )nv لأن الدالة متزايدة تماما علىf حيث  2 1

3

x
f x

x





على متزايدة تماما  0,. 

0M
 

 
3M

 2
M

 1M
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 .المتتالية الحسابية و الهندسية5

 المتتالية الهندسية المتتالية الحسابية

تعريف 
)نقول أن المتتالية  )nu 0متتالية حسابية حدها الأول

u و أساسهاr  
(r إذا و فقط إذا كان من )طبيعي  أجل كل عدد عدد حقيقيn :

1n nu u r  .  
عبارة الحد العام 

)إذا كانت )nu متتالية حسابية أساسهاr فإنه من أجل كل عددين طبيعيين
n وp،    pn pu u n r  . 
0nu :حالات خاصة   u nr    و 1

1nu u n r  . 
حساب المجموع 

)إذا كانت  )nu :متتالية حسابية فإن 

  0

0 1 1
........ ( 1)

2

n
n n

u u
S u u u u n

         
 

 

 1دليل الحد الأول +-دد الحدود=دليل الالحد الأخيرع  
 الوسط الحسابي 

من متتالية حسابية  حدودا متتابعةبهذا الترتيب  cو a،bتكون الأعداد 
2aإذا وفقط إذا كان: c bيسمى العدد .b  الوسط الحسابي

 .cو aللعددين
اتجاه التغير 

( )nu0حدها الأول  ،متتالية حسابية معرفة على
u وأساسهاr 

n،1nلدينا من أجل كل عدد طبيعي   n
u u r   :و منه 

  فإن المتتالية متناقصة. 0rسالبا تماما r إذا كان     

 فإن المتتالية متزايدة. 0rموجبا تماما r إذا كان     

 فإن المتتالية ثابتة. 0rمعدوما r إذا كان     

لتكن المتتالية  nu 3يلي : كما  المعرفة على 2nu n  . 

0أحسب .1
u 1و

u. 

أثبت أن المتتالية .2 nu حسابية يطلب تعيين أساسهاr. 
، المجموع:nأحسب، بدلالة .3

0 1
........ nS u u u   . 

:الحل 

1. 0
3(0) 2 2u        و  

1
3(1) 2 1u     . 

، nلدينا من أجل كل عدد طبيعي .2
   1

3 1 2 3 2 3
n n

u u n n            
. 

تعريف 
 )  و أساسها متتالية هندسية حدها الأولنقول أن المتتالية

 :   طبيعي  أجل كل عدد كان أن من عدد حقيقي (إذا وفقط إذا

 أو      

عبارة الحد العام 
فإنه من أجل كل عددين طبيعيين متتالية هندسية أساسها إذا كانت 

 .،   و 

 .و    حالات خاصة:  
حساب المجموع 

 فإن: 1يختلف عن متتالية هندسية أساسها إذا كانت

 

 1دليل الحد الأول +-عدد الحدود=دليل الحد الأخير 
فإن:              إذا كان   حالة خاصة:

  . 
الوسط الهندسي 

بهذا الترتيب حدودا متتابعة من  و ،تكون الأعداد غير المعدومة 
الوسط  . يسمى العددمتتالية هندسية إذا و فقط إذا كان: 

 .و الهندسي للعددين
اتجاه التغير 

 .وأساسها حدها الأول ،متتالية هندسية معرفة على

 . نستنتج أنه: نعلم أن: 

 * كان  متناقصة. فإن المتتالية  وكان  *إذا كان

  متزايدة. فإن المتتالية  وكان 

  متزايدة. فإن المتتالية  وكان  إذا كان *

  متناقصة. فإن المتتالية  وكان  *إذا كان

  فإن المتتالية ثابتة.   *إذا كان
 . 2تكون كل حدودالمتتالية معدومة ابتداء من الحد*إذا كان
مثال 

 .و أساسها  حدها الأول  متتالية هندسية معرفة على 

 .و ٍ  أحسب  .1

 .، الحد العامأحسب، بدلالة .2
، المجموعأحسب، بدلالة .3

( )nu
0

uqq

n

1n nu u q  1n

n

u
q

u

 

( )nuq

np
p

p

n

nu u q
 

0

n

nu u q 1

1

n

nu u q
 

( )nuq

1

0 1 1 0

1
........

1

n

n n

q
S u u u u u

q





 
        

1q 

 0 1 1 0
........ 1n nS u u u u n u      

abc
2

a c bb

ac

( )nu
0

uq

0

n

n
u u q

0 1q0
0u( )nu

0 1q0
0u( )nu

1q0
0u( )nu

1q0
0u( )nu

1q

0q

 nv
1

3v 2q 

2
v

3
v

nn
v

n
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نستنتج هكذا أن المتتالية  nu حسابية أساسها. 

لدينا: .3

 .منه و و  

 

. 

:الحل 

1.  ، 
  . 

2.  . 

 

 و منه:  

 
 

 المتتاليات المحدودة و الرتيبة.6

 

 :تعريف   n
u متتالية معرفة على. 

القول أن المتتالية.1 nu  محدودة من الأعلى يعني وجود عدد حقيقيA  حيث من أجل كل عدد طبيعيn  ،
n

u A  نقول أن .A  عنصر حاد من
 الأعلى.

أن المتتاليةالقول . 2 nu  محدودة من الأسفل يعني وجود عدد حقيقيB  حيث من أجل كلعدد طبيعيn  :
n

B u  نقول أن .B  عنصر حاد من
 الأسفل.

المتتاليةالقول أن .3 nu .محدودة  يعني أنها محدودة من الأعلى و محدودة من الأسفل 
  لتكن  :مثالn

u  المتتالية المعرفة من أجل 

3غير معدوم بـِ:    nعدد طبيعي كل 
2

n
u

n
. 

 ،3من nمن أجل كل
3

n
 5و منهnu نستنتج أنn

u  ِ5محدودة من الأعلى بـ. 

 ،3من nمن أجل كل
0

n
 2و منهnu . نستنتج أنn

u  ِ2محدودة من الأسفل بـ. 

 ،2من nلدينا من أجل كل  5nu .نستنتج أن المتتالية محدودة . 

  عنصر حاد من الأعلى ل ـِ 5العدد :ملاحظةn
uكل عدد حقيقي .A عنصر حاد من الأعلى هو كذلك 5أكبر من 

nللمتتالية 
u .) نفس الملاحظة بالنسبة للعنصر الحاد من الأسفل ( 

 

 :تعريف n
u متتالية معرفة على. 

3r  

   0 2 3 2
1 1

2 2

nu u n
S n n

  
     

  1 4 3

2

n n
S

 


1 2
........ nS v v v   

2 1
3 2 6v v q    

3 2
6 2 12v v q    

1 1

1
3 2

n n

n
v v q

    

1 2 1

1
........

1

n

n

q
S v v v v

q

 
       

   1 2
3 3 1 2 3 2 1

1 2

n
n n

S
 

        
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القول عن .1 n
u أنها متزايدة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعيn،

1n n
u u . 

القول عن .2 n
u أنها متناقصة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعيn،

1n n
u u . 

القول عن .3 n
u أنها ثابتة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعيn،

1n n
u u . 

القول عن .4 n
u .أنها رتيبة يعني أنها إما متزايدة و إما متناقصة 

  ملاحظة: 

       متتاليةتبقى التعاريف السابقة صحيحة في حالة
0

( )n n nu  معرفة من أجل كل عدد طبيعيn حيث
0

n n. 

      غير رتيبة و نذكر على سبيل المثال المتتالية توجد متتاليات ليست متزايدة و ليست متناقصة. نقول عنها أنها n
u 

1المعرفة بحدها العام  

2

n

n
u

   
 

  . 

      تكون المتتالية n
u ثابتة إذا و فقط إذا و جد عدد حقيقيk عدد طبيعي بحيث من أجل كلn،

n
u k. 

 نهاية متتالية.7

 

لما تأخذ الحدود    
n

u لمتتالية 
n

u بالقدر الذي نريد من عدد حقيقي قيما قريبةl لما يأخذ العدد الطبيعيn قيما كبيرة 

nبالقدر الكافي، نقول أن نهاية المتتالية  
u هيl لما يؤولn إلى و أن المتتاليةn

u متقاربة  و تتقارب نحوl. 

limو  نكتب     n
n

u l


  

  ملاحظة: 

        ندرس دائما نهاية متتالية عند ما يطلب دراسة نهاية متتالية بدون التحديد عند و غالبا. 

        .إذا لم تكن متتالية متقاربة نقول عنها أنها متباعدة 

  لتكن:مثالn
u عدد طبيعي المتتالية المعرفة من أجل كلn   :ِ1غير معدوم بـ

3
n

u
n

. 

يمكن إثبات أن 
n

u بالقدر الذي نريد بشرط أن يكون 3يبقى قريب منn كبيرا بالقدر الكافي. نستنتج أن المتتاليةn
u 

limو  3تتقارب نحو العدد  3n
n

u


. 

 n
u f n 

.أو  عددا حقيقيا ،  يمثل :  n
u  متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعيn 

مابحدها الع      nu f n حيثf دالة معرفة على المجال 0;. إذا كانتlim ( )
x

f x 


   فإنlim n
n

u 


. 
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  العمليات على النهايات الخاصة بالدوال تبقى صحيحة بالنسبة للمتتاليات. :ملاحظة 

1  :مثال
lim 3 3

n n
1  لأن  

lim 3 3
x x

. 

 

    1 إذا كانت متتالية متزايدة و محدودة من الأعلى فإن هذه المتتالية متقاربة. 

       2 هذه المتتالية متقاربة إذا كانت متتالية متناقصة و محدودة من الأسفل فإن. 

  هذه المبرهنة بإثبات تقارب متتالية و لكن لا تعطي النهاية. تسمح :ملاحظة 

  نعتبر المتتالية :مثالn
u المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  : كما يلي

2

2

2 5 1

5
n

n n
u

n
n،    بين المتتالية 

u .متقاربة 

    الحل:

نلاحظ أن     
n

u f n   حيثf هي الدالة المعرفة على 0;   ِبـ
2

2

2 5 1

5

x x
f x

x
. 

لدينا      
2

2

2
lim lim 2

x x

x
f x

x
limو منه     2

n
n

u. 

نستنتج أن المتتالية
n

u 2متقاربة و تتقارب نحو العدد. 

 

    1  1إذا كان 1q      فإنlim 0
n

n
q. 

       2  1إذا كانq         فإنlim 1
n

n
q. 

       3  1إذا كانq         فإنlim
n

n
q. 

       4  1إذا كانq      فإنه ليس للمتتالية n
q .نهاية 

  1   :مثال
lim 0

2

n

n
  ،lim 3

n

n
. 

  مثال:n
u متتالية هندسية أساسها

2

3
q   و حدها الأول

0
2u . 

،  كما يلي : nنضع، من أجل كل عدد طبيعي   
0 1

...
n n

S u u u . 

nثم أدرس نهاية المتتالية nبدلالة nuعنعبر . 1
u. 
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عنعبر . 2
nS بدلالةn ثم أدرس نهاية المتتالية

n
S. 

    الحل:

، nمن أجل كل عدد طبيعي .4
0

2
2

3

n

n

nu u q
     
 

. 

2بما أن 
1 1

3
     2فإن

lim 0
3

n

n
lim. نستنتج أن  0

n
n

u و هكذا فإن المتتالية
n

u 0نحو متقاربة. 

،nمن أجل كل عدد طبيعي .5

1

1

0

2
1

1 3
2

21
1

3

n

n

n

q
S u

q




        

 
ومنه  

1
2

6 1
3

n

nS

        
. 

2بما أن  
1 1

3
     فإن

1
2

lim 0
3

n

n
lim. نستنتج أن  6

n
n

S.و هكذا فإن المتتالية
n

S 6نحو متقاربة 

 لااستدلال )البرهان( بالتراجع.7

 

:  P n  خاصية متعلقة بعدد طبيعيn و
0

n .عدد طبيعي 

Pللبرهان على صحة الخاصية                  n من أجل كل عدد طبيعيn أكبر من أو يساوي
0

n :يكفي أن 

نتأكد من صحة الخاصية من أجل  .1
0

n  أي
0

P n. 
أكبر من أو يساوي nنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي كيفي .2

0
n أي

0
P n 

1Pأي 1n) فرضية التراجع(  و نبرهن صحة الخاصية من أجل    n . 

 

  الخاصية:" من أجل كل عدد طبيعي :مثالn،3
n خاطئة رغم أنها وراثية. بالفعل: 5مضاعف للعدد " 

3إذا كان   
n فإنه يوجد عدد صحيح  5مضاعفا للعددk  3بحيث 5

n
k. 

لدينا إذن     1
3 3 3 3 5 5 3

n n
k K

      1و منه
3

n 5هو الآخر مضاعف للعدد. 

مثال: 

غير معدوم،  nلنثبت صحة الخاصية التالية:  " من أجل كل عدد طبيعي 
 1

1 2 3 ...
2

n n
n


     " 
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1nمن أجل المرحلة الأولى:   :1لدينا 2
1

2


 1و منه الخاصية صحيحة من أجلn . 

 المرحلة الثانية ) الوراثة (:

 نفرض صحة الخاصية من أجل عدد طبيعيn 1حيثn   :أي 1
1 2 3 ...

2

n n
n


    . 

  1لنبرهن صحة الخاصية من أجلn :أي    1 2
1 2 3 ... 1

2

n n
n n

 
      . 

لدينا:           1
1 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1 1

2

n n
n n n n n


                

و منه           1 2 1 1 2
1 2 3 ... 1

2 2

n n n n n
n n

    
       . 

غير معدوم،  n" من أجل كل عدد طبيعي : 1
1 2 3 ...

2

n n
n


     " 

مثال: n
u   متتالية حدها الأول

0
4u   و من أجل كلn من ،

1

1
1

2
n n

u u  . 

أن المتتالية برهن بالتراجع .1 n
u .متناقصة 

برهن بالتراجع أن المتتالية .2 n
u 2محدودة من الأسفل بالعددما ذا تستنتج ؟. 

 الحل:  

البرهان على أن .1 n
u يؤول إلى إثبات أنه من أجل كل  متناقصةn من،

1n n
u u  1

0
n n

u u  . 

: لدينا 1المرحلة          
1

1
4 1 1

2
u      و منه 

1 0
u u0. نستنتج أن الخاصية صحيحة من أجلn. 

0nحيث n: نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي2المرحلة             أي
1n n

u u   

أي  1nو نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل    
2 1n n

u u . 

لدينا  
1n n

u u   و منه
1

1 1
1 1

2 2
n n

u u     أي
2 1n n

u u  1و منه فالخاصية صحيحة من أجلn. 

،nالخلاصة:   من أجل كل عدد طبيعي         
1n n

u u و منه المتتالية . n
u .متناقصة 

البرهان على أن .2 n
u 2محدودة من الأسفل بالعدد  يؤول إلى إثبات أنه من أجل كلn 2،من

n
u  . 

: لدينا  1المرحلة          
0

4u   و منه 
0

2u  0. نستنتج أن الخاصية صحيحة من أجلn. 

0nحيث n: نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي2المرحلة             2أي
n

u    

أي  1nو نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل    
1

2
n

u   . 

2لدينا  
n

u    و منه 1 1
1 2 1

2 2
n

u      أي
1

2
n

u    1و منه فالخاصية صحيحة من أجلn. 
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n،2الخلاصة:   من أجل كل عدد طبيعي         
n

u   و منه المتتالية n
u 2محدودة من الأسفل بالعدد. 

نستنتج من السؤالين السابقين أن المتتالية n
u متقاربة . 

. دراسة المتتاليات من الشكل 8
n 1 n

u au b 0 حيثa 

إذا كانت متتالية    :نتيجة n
u تحقق العلاقة

1n nu f u و كانت الدالةf المتتالية  متزايدة تكون n
u  رتيبة و إشارة

1 0
u u   هي

التي تحدد إذا كانت n
u  .متزايدة، متناقصة أو ثابتة 

لتكن المتتالية   :مثال nu  المعرفة بحدها الأول
0

u  :و بالعلاقة
1

1
2

3
n nu u      

3أ( نفرض     

أحسب .1
1

u،
2

u و
3

uضع تخمينا حول طبيعة المتتالية . nu صحة تخمينك.  ثم أثبت 

هل المتتالية .2 nu متقاربة ؟ 

2ب( نفرض     و نعتبر المتتالية nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn :3بالعلاقةn nv u . 

أثبت أن المتتالية .1 nv .متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

أحسب .2
nv  بدلالةn ثم استنتج

nu  بدلالةn. 

بين أن المتتالية .3 nu .متقاربة محددا نهايتها 

أدرس اتجاه تغير المتتالية .4 nu. 

6ج( نفرض    أدرس اتجاه تغير المتتالية . nu. 

    الحل:

3أ(     و منه
0

3u  

نجد بعد الحساب: .1
1

3u  ،
2

3u  و
3

3u يظهر أن المتتالية . nu .ثابتة 
n  ،3لنبين بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  

n
u . 

  0الخاصية صحيحة من أجل : 1المرحلةn   لأن
0

3u . 

  نفرض صحة الخاصية من أجل عدد طبيعي :2المرحلةn  0حيثn  3أي
n

u  1و نبرهن صحتها من أجلn . 

لدينا        
1

1 1
2 3 2 3

3 3
n nu u و منه 

1
3

n
u  1. إذن الخاصية صحيحة من أجلn . 

: نستنتج، حسب مبدأ البرهان بالتراجع، أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعيnإذن . n
u .ثابتة 

نعم المتتالية .2 nu 3متقاربة و تتقارب نحو العدد. 
2ب(    و منه

0
2u  
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1. 
1 1

1 1 1
3 2 3 1 3

3 3 3
n n n n n

v u u u u     و منه
1

1

3
n n

v v. 

المتتاليةإذن   nv 1متتالية هندسية أساسها

3
q  و حدها الأول

0
1v 0 0

3v u    . 

،منnلدينا من أجل كل .2
0

1

3

n

n

nv v q  3و بما أنn nu v   1فإن
3

3

n

nu. 

1بما أن .3
1 1

3
    1فإن

lim 0
3

n

n
limو منه  3n

n
u


نستنتج أن . nu 3متقاربة و تتقارب نحو . 

نلاحظ أن  .4
1n nu f u  حيث 

1
: 2

3
f x x1. بما أن

0
3
  و

1 0
0u u 

1 0

2

3
u u
   
 

 

فإن المتتالية nu .متزايدة 

6ج(       و منه
0

6u . 

1بما أن    
0

3
  و

1 0
0u u  1 0

2u u    فإن المتتالية nu .متناقصة 
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الأسئلة 

كما يلي :  المعرفة على . لتكن المتتالية . 

 . ،  ،  الحدود  أكتب بدلالة  .2.          و  ، ،  أحسب .1

و من أجل كل عدد طبيعي  كما يلي : المعرفة على . نعتبر المتتالية  ،. 

 .  ،  ، أحسب   *

و من أجل كل عدد طبيعي  كما يلي : المعرفة على . نعتبر المتتالية  ،. 

 .و  عن كل من  عبر بدلالة  .2.            و أحسب   .1

. كما يلي :  المعرفة على لتكن المتتالية. 

 .حسابية يطلب تعيين أساسها المتتاليةأثبت أن  .2   .و أحسب .1

 .، المجموعأحسب، بدلالة .3 

. و أساسها  حدها الأول  متتالية هندسية معرفة على. 

 .، المجموعأحسب، بدلالة .3.     ، الحد العامأحسب، بدلالة  .2.    و      أحسب  . 1

 كما يلي :  المتتالية المعرفة على . لتكن. 

 . استنتج اتجاه تغير المتتالية .2      . من اجل كل عدد طبيعي أحسب  .1

بِـ:  المتتالية المعرفة على . لتكن. 

 ؟ ما هو اتجاه تغير المتتالية .2هندسية يطلب تحديد أساسها و حدها الأول.             بين أن المتتالية.1

 نسمة سنة و نسمة سنة . بلغ عدد سكان إحدى المدن الجزائرية . 

 نسبة تزايد السكان سنويا بهذه المدينة ثابتة. نفرض أن   

 ؟ يتم تدوير النتيجة إلى العشرات. كم سيكون عدد سكان هذه المدينة سنة .2.     نسبة تزايد سكان المدينة. عين .1

. و ، أساسها متتالية هندسية  معرفة على ،. 

 .أحسب   .2.            أحسب . 1 
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2

3 1nu n  
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. نعتبر المتتالية العددية( )
n

u   1المعرفة بحدها الأول
7u  :1و بالعلاقة التراجعية

4
n n

u u   من أجل كل عدد طبيعيn   يختلف

)و لتكن المتتالية العددية 1عن )
n

v :المعرفة كما يلي 2 2
n n

v u    حيث ، عدد حقيقي 

)حتى تكون .عين قيمة العدد الحقيقي  )
n

v  4متتالية حسابية أساسهاr . 

.,b a  وc   حدود متعاقبة من متتالية حسابية أساسهاr  :3بحيث

4
a b c


     ،1 أحسب .b. 

b,.نفرض أن 2 a  وc  0أقياس لزوايا بالراديان تنتمي للمجال;
2

 
  

. بين ان: كل من     tan , tanb a  وtan( )c   تشكل حدودا

 متعاقبة من متتالية هندسية.

. nu  متتالية هندسية بحيث
3u 24 و

5u 96 .عيّن هذه المتتالية . 

. nu  متتالية حسابية حدّها الأوّل
0u 1  ومجموع الحدود الأولى لها هوS   :حيثS 1 8 15 ... 603    . 

علما أن: Sأحسب        
86

603u   

.   الأعدادa ،b ،c   :ّبهذا الترتيب حدود  متتابعة لمتتالية هندسية. عيّن هذه الأعداد علما أن
ac 10b

a b c 35


   

 

.المتتالية العددية nu :معرفة كما يلي
0

1u  من أجل كل عدد طبيعي وn   :1 فإن

3
2

4
n nu u  و. nv المتتالية العددية

8n بـ :nالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي nv u  . 
بيّن أن nv. متتالية هندسية  يطلب تحديد أساسها وحدّها الأول 

.  و تحقق:  وحدها الأول  التي أساسها نعتبر المتتالية الحسابية 

 .. احسب الحد الأول 1

 .بدلالة  .  أكتب الحد العام 2

..   بالعبارة:  المتتالية الحسابية المعرفة على . 

 ( عين أساس هذه المتتالية مستنتجا اتجاه تغيرها.1

 .بدلالة ( أكتب2

 . حيث:  بدلالة  ( احسب المجموع 3

.  :متتالية عددية معرفة بالعلاقة التراجعية التالية 

 عدد حقيقي ،                                               

( )
n

u30
u

0 1 2 3
10u u u u   

0
u

n
un

( )
n

u
2 4

0

4

1

u u

u

 
  

n
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n
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1 2

1 1 1
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2 2 2
n n

S u u u
                
     

( )
n

v

 2 2

1

0

3 2

1

2

n n
v a v a a

v


    





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 متتالية حسابيةبحيث تكون  ( عين قيمة 1

 متتالية  هندسية.بحيث تكون  ( عين قيمة2

. نعتبر المتتالية العددية nu: المعرفة بـحدها الأول 
0

u  (و من أجل كل عدد طبيعي ) عدد حقيقيn ،
1

2 3n nu u  . 

حتى تكون  المتتاليةعيّن قيم العدد الحقيقي  nu. ثابتة 

 نعتبر المتتالية العددية. n
u  المعرفة بحدها الأول

0
3u   و من أجل كل عدد طبيعيn :بالعلاقة

1

2
1

3
n n

u u  . 

لتكن  n
v  متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :بالعلاقة

1 1n n n
v u u  . 

فإن:  nبين أنه من أجل كل عدد طبيعي 
1

2

3
n n

v v   ثم استنتج طبيعة المتتالية n
v  و عين حدها الأول

1
v. 

.1. بين أنه اذا كانتa ،b ،c   :2حدود متتابعة من متتالية هندسية فان 2 2
( )( )a b c a b c a b c        

 .3276، و مجموع مربعاتها هو78.اوجد ثلاثة حدود متتابعة لمتتالية هندسية علما أن مجموعها هو 2

. لتكن, ,x y z :ثلاث حدود متتابعة لمتتالية حسابية متزايدة تماما حيث
2 2 2

2 3 7

62

x y z

x y z

  


  
  

,عين الاساس لهذه المتتالية ثم استنتج الحدود  ,x y z. 

. عين ثلاثة حدود متتابعة, ,x y z:من متتالية هندسية حدودها موجبة حيث
1

6 0

x y z

x y z

  
   

 . 

 .( )
n

u  متتالية هندسية معرفة بحديها
3

3u   و
6

81

8
u  . 

 .nبدلالة  عين أساس هذه المتتالية ثم أكتب عبارة الحد العام

.( )
n

u معرفة كما يلي:  متتالية هندسية
3

3
3

2

n

n
u


   
 

. 

أحسب المجموع بدلالة حيث:
1 2

...
n n

S u u u     

6بحيث:  nعين العدد الطبيعي 65
n

S .  

. ( )
n

u متناقصة تماما و معرفة بحدها الأول  متتالية هندسية
1

u   :بحيث
1 5

17u u   و
3

4u . 

بين أن
1

0u  . ثم عين أساس هذه المتتالية 

.( )
n

u  :متتالية هندسية معرفة كما يلي
1

1
16

2

n

nu


   
 

. 

حيث: nأحسب المجموع بدلالة 
1 2

...
n n

S u u u     

255عين العدد الطبيعي بحيث:

8
m

S .  

.( )
n

u 3حسابية معرفة بعبار ة الحد العم كما يلي:  متتالية
3

2
nu n  

حد من حدود المتتالية 2019بيّن أن العدد nu ثم أحسب كلا من المجموعين ،
1

S  و
2

S : حيث 

         
1 1 2 3 1344

...S u u u u                           و
2 2 4 6 1344

...S u u u u     

استنتج حساب المجموع -
3

S : حيث
3 1 3 5 1343

...S u u u u      

a( )
n

v

a( )
n

v
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. :0عين الحدود الثلاثة الأولى للمتتالية الحسابية  المعرفة كمايلي 1 2

0 1 2

3

24

u u u

u u u

  
    

  

 

. المتتالية العددية nu : معرفة بــ 
0

4u  و من أجل كل عدد طبيعيn 1يكون

3
2

4
n nu u  من أجل كل عدد طبيعي.n 

:  نضع
n nv u   

n ، 1بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي -1      

3 1
2

4 4
n nv u     

المتتالية حتى تكون عيّن قيمة -2       nv 3هندسية أساسها

4
، يطلب تعيين حدّها الأول  

0
v . 
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الأجوبة
:

1.،، ،.

2.     ،

:

:

.و      .1
2.

.و منه 

و بالتالي  نستنج أن   من    

.و منه

:

:عدد ثابت الفرق متتالية حسابية يكفي أن نبين أنه من أجل كل عدد طبيعي لإثبات أن طريقة.

.و  . 1

.، . لدينا من أجل كل عدد طبيعي2

.حسابية أساسها نستنتج هكذا أن المتتالية 

.و منه  . لدينا: 3

:

1. ، .

2..

و منه  

2

0
3(0) 1 1u    2

1
3(1) 1 2u     2

2
3(2) 1 11u     2

20
3(20) 1 1199u     

2 2

1
3( 1) 1 3 6 2nu n n n        2 2

2
3(2 ) 1 12 1nu n n     

1 0
2 1 2 2 1 3u u        

 2 1
2 1 2 3 1 7u u       

3 2
2 1 2 7 1 13u u        
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2 3 2 3 5 1v v       2 1

2 5 2 1 5 3v v     
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2 5 2 2 5 5n n nv v v     

2
4 15n nv v  
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2 5n nv v  
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2 5n nv v  
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2 5n nv v  
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 nun1n n
u u r

0
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1
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n n
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:

:أو ... و إنما يجب المقارنة  و أو بين و لا يكفي المقارنة بين لدراسة اتجاه تغير متتالية طريقة

 .من أجل كل عدد طبيعي  و بين      

.و منه  .1

.، أي من أجل كل عدد طبيعي ،من أجل كل عدد طبيعي .2
متزايدة. نستنتج هكذا أن المتتالية 

:

و حدها الأول هندسية أساسها . و منه المتتالية.1

.متزايدة  فإن المتتالية  و     بما أن .2

:

:بمتتالية هندسية أساسها يتم نمذجة المقادير التي تتغير بنسبة ثابتة طريقة.

 .و   و منه  مثلا إلى عدد سكان المدينة السنة   لنرمز بـِ 

 وعدد السكان خلال السنة الموالية ثابتة فإن العلاقة بين عدد السكان خلال السنة بما أن نسبة التزايد .1
.متتالية هندسية أساسها . نستنتج أن المتتاليةأي   هي:  

 .. نستنتج أن و بالتالي  . نجد هكذا و منه    لدينا إذن  

 .أي  و منه  . لدينا نلاحظ أن .2
نسمة. حوالي  سنةيكون عدد سكان المدينة   

:

.: أصغر من نعلم أن من أجل كل عدد طبيعي

. إذا 

و و منه  لدينا   نعلم أنه إذا كان  

:
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n
u2005 n

0
3000u 

2
3630u 

2005 n

1n n n
u u u   1

1
n n

u u   n
u1q  

2

2 0
u u q 2 2

0

u
q

u
2

1,21q 1,1q 0,1 10%  

2030 2005 25 25

25 0
u u q  25

25
3000 1,1u  

25
32504,12u 

203032500

pn
n p

n pu u q
 

2002

2007 5

2007 5 2007

1 1 1

32 2 2
u u q

       
 

1q 
1

0

1

1

n
q

S u
q

 
   

30

1
2 1

2
S

   
 
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)المتتالية العددية )
n

u  1المعرفة بحدها الأول
7u   1التراجعية:و بالعلاقة

4
n n

u u    

 .1يختلف عن  nمن أجل كل عدد طبيعي 

)ولتكن المتتالية العددية  )
n

v:المعرفة كما يلي  2 2
n n

v u     حيث .عدد حقيقي 

)حتى تكون .تعين قيمة العدد الحقيقي 1 )
n

v  4متتالية حسابية أساسهاr . 

)نغلم أن )
n

v  :1متتالية عددية معناه تكتبn n
v v r    :1أي

4
n n

v v    :4لأنr  

1لدينا: 
4

n n
u u    و 2 2

n n
v u     :و منه 1 1

2 2
n n

v u     

بالتعويض نجد:   1
2 4 2

n n
v u      

و منه: 

    
   

2 4 2 4

2 4 8 2 4

n n

n n

u u

u u

 

  

    

      

3و بالتالي:     

:  

,b a  وc   حدود متعاقبة من متتالية حسابية أساسهاr  :3بحيث

4
a b c


  . 

 .b.أحسب 1

3باستعمال الوسط الحسابي نجد:  3
3

4 4 4
a b c b b

  
       

و منه: 
4

b


 

b,.نفرض أن 2 a  وc  0أقياس لزوايا بالراديان تنتمي للمجال;
2

 
  

 . 

بين ان: كل من           tan , tanb a وtan( )c .تشكل حدودا متعاقبة من متتالية هندسية 

   tan , tanb a وtan( )c  :تشكل حدودا متعاقبة من متتالية هندسية معناه     2
tan tan tan ,a c b  يعني الحدود تحقق  الوسط(

 الهندسي(

و على هذا:      tan tan tan tan
2

a c a a
     
 

لأن  

3 3

4 4 4 4

2

a c c a

c a

   



       

  
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و منه:        
sin

cos( ) 12
tan tan tan tan tan 1

2 sin( ) tan( )
cos

2

a
a

a a a a a
a a

a






                   
 

 

نلاحظ أن:  
2

2
1 tan tan( )

4
b

       
)sinلا ننسى أن :                          )

tan( )
cos( )

x
x

x
  

:  
أساس هذه المتتالية و qليكن 

0u .حدّها الأوّل 

5لدينا  3

5 3u u q
  96أي 24q²  ونجدq² 4. 

qومنه  2   أوq 2. 

  من أجلq 2  لدينا أيضا ، 3

3 0u u 2    أي 3

024 u 2   . 

0uومنه  3 . 

  من أجلq 2 3، لدينا أيضا

3 0u u 2   3أي

024 u 2  . 

0uومنه  3. 

3uنستنتج أنهّ توجد متتاليتان هندسيتان حيث  24 5وu 96: 

 .3وحدّها الأوّل   2والمتتالية التي أساسها  3وحدّها الأوّل  2المتتالية التي أساسها 

:  
 nu  0متتالية حسابية حدّها الأوّلu 1  ومجموع الحدود الأولى لها هوS   :حيثS 1 8 15 ... 603     

. علما أن:Sحساب
86

603u   

1لايجاد الحد الموالي: و بالتالي عبارة الحد العام تكتب على الشكل: 7لأن كل مرة نضيف  7أن أساس هذه المتتالية هو €نلاحظ  7
n

u n   و.

0u 1. 

اذن: 

86 01 8 ... 603 (86 0 1)
2

603 1
87 26274

2

u u
S

         
 

   
 

  

:  

. عينّ هذه الأعداد علما أنّ: 1أساسها أكبر من بهذا الترتيب حدود  متتابعة لمتتالية هندسية  a ،b ،cالأعداد  
ac 10b

a b c 35


   

 

2حسب خاصسة الوسط الحسابي ادينا: 
.a c b  :و بالتالي 

2
ac 10b b 10b b 10

a b c 35

     


  
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/€: أنها متتالية هندسية يعني€و بما  .
b

a c b q
q

  نعوض نجد :€
. 35

10
10 10 35

b
a b c b b q

q

q
q

     

  
أساس € qيعني تصبح المعادلة بدلالة   

2هذه المتتالية نوحد المقام نجد: 
10 10 10 35q q q     :2أي

10 25 10 0q q   

1اذن: 

2
q    2اوq    2ادن نأخدq  و نجد :

10
5

2

. 2*10 20

b
a

q

c b q

  

  
,5و منه:  10, 20a b c    

:  
تبيان أن nvها الأولتحديد أساسها وحدّ  مع  متتالية هندسية . 

  :nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :                      

 1 1

3 3 3 3 8 3 3
8 2 8 6 8

4 4 4 4 4 4
n n n n n n nv u u u u u v 


            . 

n ،1من أجل كل عدد طبيعي أي :

3

4
n nv v  . إذن المتتالية nv أساسها  هندسية 

3

4
q   ّها الأولوحد

0 0
8 7v u    . 

:  

 و تحقق:  وحدها الأول التي أساسها 

 .و بالتالي:  أي:     نجمع المعادلات نتحصل : 

 : بدلالة  كتابة الحد العام   

:  

 . بالعبارة:  المتتالية الحسابية المعرفة على  

  ( أساس هذه المتتالية : 1

 متتالية متزايدةفان  بما أن :  و بالتعويض نجد : 

  .     بدلالة ( أكتب2

 . حيث:  بدلالة  ( احسب المجموع 3

( )
n

u30
u

0 1 2 3
10u u u u   

1 0 0

2 0 0

3 0 0

3

2 6

3 9

u u r u

u u r u

u u r u

   
    
    

0 0 0 0
3 6 9 10u u u u      

0
4 18 10u  

0
2u  

n
un2 3

n
u n  

( )
n

u
2 4

0

4

1

u u

u

 
  

2 0

4 0

2 1 2

4 1 4

u u r r

u u r r

    

    

1r 1 0r   n
u

n
un1

n
u n  

n
Sn1 2

1 1 1
...

2 2 2
n n

S u u u
                
     
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:  
 متتالية عددية معرفة بالعلاقة التراجعية التالية: 

                                               

 عدد حقيقي        

 متتالية حسابية:بحيث تكون  ( تعين قيمة 1

 . نقوم بحل المعادلة نجد:  أي:  يعني العلاقة التراجعية يجب أن تكتب من الشكل:  

 متتالية  هندسية .بحيث تكون  ( تعين قيمة2

 .نقوم بحل المعادلة نجد:  أي:  يعني العلاقة التراجعية يجب أن تكتب من الشكل:  

:  
المتتاليةحتى تكون  تعيين قيم العدد الحقيقي nuثابتة . 

 nuثابتة يعني من أجل كل عدد طبيعيn :
1 0  n nu u u   . 

2 أي : 3   : 3، ينتج . 

:  

1 1

2 2 2
1 1

3 3 3
n n n n

v u u v 
      
 

و منه   n
v  2متتالية هندسية أساسها

3
وحدها الأول  

1
v   :حيث

1 1 0
2v u u    

:  
2حدود متتابعة من متتالية هندسية فان:   a ،b ،cبين أنه اذا كانت .1 2 2

( )( )a b c a b c a b c        

: \لدينا

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( )( )

2

a b c a b c a ab ac ab b bc ac bc c

a b b c

a b c

            

   

  

2:\لا ننسى الوسط الهندسي 
.a c b . 

 .3276، و مجموع مربعاتها هو78.اوجد ثلاثة حدود متتابعة لمتتالية هندسية علما أن مجموعها هو 2

1 2

1

1
...

2

1

2 2

1 1

2 2

n n

n

S u u u n

u u
n n

n
n n

    

   
 
    

 

( )
n

v

 2 2

1

0

3 2

1

2

n n
v a v a a

v


    






a

a( )
n

v

2

1
2

n n
v v a a    2

3 1a  2, 2a a  

a( )
n

v

 2

1
3

n n
v a v  2

2 0a a 
1

, 0
2

a a 
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أي:\
2 2 2

78

3267

a b c

a b c

  


  
(....1)  

: \. لدينا1من السؤال
2 2 2

a b c
a b c

a b c

 
  

 
3276أي: \ 

42
78

a b c    

: \و منه
78

42

a b c

a b c

  
   

2: \بطرح المعادلتين طرف لطرف نجد  36b  18: \و بالتاليb   

(:1بالتعويض نجد)
2 2

60

2952

a c

a c

 


 
و منه:      أو   

54, 18, 6

6, 18, 56

a b c

a b c

  
   

  

:  

, ,x y z :ثلاث حدود متتابعة لمتتالية حسابية متزايدة تماما حيث
2 2 2

2 3 7

62

x y z

x y z

  


  
  

 :عين الاساس لهذه المتتاليةت
 

لدينا:  

2 2 2

2 3 7...(1)

62...(2)

2

x y z

x y z

y x r

z x r

  


  
 
 

 

( نجد:1بالتعويض في )

2 3( ) 2 7

5 7

6 6

1 7
6 5 7

6 6

7 7

6 6

x x r x r

x r

x r y r

z r

    

   

    

  

  

 ( نجد: 2نعوض هذه القيم في )

أي:    

2 2 2

2 2 2

2

5 7 1 7 7 7
62

6 6 6 6 6 6

1
( 5 7) ( 7) (7 7) 62

36

75 42 2085

25 14 695 0

r r r

r r r

r r

r r

                
     

        

 
   

 

1و بالتالي: للمعادلة حلان هما: 

2

56

5

r

r

 


5rو بما أن المتتالية متزايدة فان أساسها موجب و منه :      

,ج الحدود ااستنت   ,x y z. 
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بتعويض قيمة الأساس نجد: 

 

 

 

5 7
5 3

6 6

1 7
5 2

6 6

7 7
5 7

6 6

x x

y y

z z

      

    

    

.. 

:  

,تعين ثلاثة حدود متتابعة ,x y z:من متتالية هندسية حدودها موجبة حيث
1.......(1)

6 0....(2)

x y z

x y z

  
   

. 

2نعلم أن: 
x z y  ( بالتعويض في المعادلة )3( نجد: 1)الوسط الهندسي

1y   1ومنهy  )الحل الحقيقي الوحيد( 

تعوض في الجملة السابقة نجد: 
1.......(3)

6 1....(4)

x z

x z

 
   

 

6(: 4و من) 1x z  ( فنجد: 3نعوض في )2
6 1 0z z    :1و منه 1

,
3 2

z z


  .)حل مرفوض لان حدود المتتالية موجبة( 

1ومنه: 
2, 1,

2
x y z    1.)نلاحظ أن اساس هذه المتتالية هو

2
1لان الانتقال من حد الى حد أخر نضرب في 

2
 .) 

:  

( )
n

u  متتالية هندسية معرفة بحديها
3

3u   و
6

81

8
u  . 

 تعين أساس هذه المتتالية 

.نعلم أن :
n p

n p
u u q

  :أي

6 3 3

6 3

81
. 3.

8

3

2

u u q q

q

  

 
 

n :3كتابة عبارة الحد العام بدلالة  

3
.

n

n
u u q

  :6أو

6
.

n

n
u u q

  :اذن
3

3
3

2

n

n
u


   
 

. 

:  

( )
n

u  :متتالية هندسية معرفة كما يلي
3

3
3

2

n

n
u


   
 

. 

حساب المجموع بدلالة حيث:
1 2

...
n n

S u u u     

3نلاحظ أن : 

2
q   و

1 3 2

1

3 3 4 4
3 3 3

2 2 9 3
u

 
             
     
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و بالتالي: 

1 1

1 2

3
1

4 2
...

33
1

2

3
1

4 8 3 8 32
1 1

33 3 2 3 2
1

2

n

n n

n

n n

S u u u

     
      

  
 

                                    
 

 

6تعين العدد الطبيعي بحيث: 65
n

S .  

4

8 3
6. 1 65

3 2

3 65
1

2 16

3 81 3

2 16 2

n

n

n

         

    
 

        
   

 

: ااذن لدين
4

3 3

2 2

n

      
   

4nاذن:    . 

4nمن أجل و منه   :6تكون 65
n

S . 

:  
( )

n
u متناقصة تماما و معرفة بحدها الأول  متتالية هندسية

1
u   :بحيث

1 5
17u u   و

3
4u . 

تبيان أن
1

0u : 

لدينا: 
3

4u   2و 3

3 1 1 2

u
u u q u

q
     :أي

1 2

4
u

q
  :و منه

2

4 0

0q




اذن:  

1
0u . 

 تعين أساس هذه المتتالية:

لدينا: 
1 5

17u u   نكتب كل من
1 5
,u u بدلالة

3
u   وq. 

نجد: 

2 2 2 2

2 2

4 2

4 2

4 4
4 17 4 17

4 4 17

4 17 4 0

q q q q
q q

q q

q q

 
     

 
  

   

  

2لحل هذه المعادلة نقةم بوضع : 
x q  : 2و بالتالي المعادلة تصبح

4 17 4 0x x    : تقبل حلان هما
4

1

4

x

x




و منه:   

1 1
,

4 4

4, 4

q q

q q

  

  
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لدينا: 
1

0u  0)يعني الاساس يجي أن يكون موجب( و المتتالية متناقصة  اذن 1q   :1و بالتالي

2
q  . 

:  

( )
n

u  :متتالية هندسية معرفة كما يلي
1

1
16

2

n

nu


   
 

. 

حيث: mب المجموع بدلالة احس
1 2

...
n m

S u u u     

1 2

1
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... 16 32 1

1 2
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 

 

255عين العدد الطبيعي بحيث:

8
m

S .  

3

1 255
32 1

2 8

1 255
32

2 8

1 1

2 2

m

m

m

     
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 

       
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3أي:     
2 2

m    :3و بالتاليm   :اذن 0,1,2,3m  3أكبر عدد طبيعي هو . 

:  

( )
n

u 3حسابية معرفة بعبار ة الحد العم كما يلي:  متتالية
3

2
nu n  

حد من حدود المتتالية 2019بيّن أن العدد nu  : 
2019nu المعادلة :حل فينقوم ب . 

2019nu  3تكافئ
3 2019

2
n  3تكافئ

2016
2

n    1344أيn     . 1344 . 

حد من حدود المتتالية2019و منه العدد nu و
1344

2019u  . 

 

ب كلا من المجموعيناحس
1

S  و
2

S: 1 حيث 1 2 3 1344
...S u u u u          

 1 1 2 3 1344 1 1344

1344 1344 9
... 2019 1359792

2 2 2
S u u u u u u

           
 

 

 

2     حساب:  2 4 6 1344
...S u u u u     

   2 2 4 6 1344 2 1344

1344 1344
... 6 2019 680400

2 2 2 2
S u u u u u u         

 
)هنا نحسب الحدود التي لها الدليل عدد زوجي  

 فقط(
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3ج حساب المجموعااستنت
S : 3حيث 1 3 5 1343

...S u u u u      
لدينا 

3 1 3 5 1343
...S u u u u      و منه

3 1 2
S S S   

أي : 
3

1359792 680400 679392S   . 

:  
 يلي: عين الحدود الثلاثة الأولى للمتتالية الحسابية  المعرفة كمات

0 1 2

0 1 2

3.......(1)
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1 1
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:  
المتتالية nv معرفة من أجل كل عدد طبيعيn بـ  :

n nv u   

n  : 1من أجل كل عدد طبيعي تبيان أنه  -1

3 1
2

4 4
n nv u     

 

حتى تكون المتتاليةتعيين قيمة -2 nv 3هندسية أساسها

4
 : 

المتتالية      nv 3هندسية أساسها

4
n ،1طبيعيمن أجل كل عدد معناه :  

3

4
n nv v  و منه يكون 

1
2 0

4
   : 8أي . 

 
الحد الأولتعيين              

0
v :  

0 0
8 4 8 12v u      . 

 
 

  

 

 1 1
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 نص التمرين رقم

   متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي : . 

 .و، ،.احسب1

 حسابية وعين أساسها. .بين أن المتتالية2

 ..أدرس اتجاه تغير المتتالية3

 وعين رتبته. حد من حدود المتتالية .بين أن العدد4

 .حيث:        المجموعاحسب بدلالة -.أ5

 . ن العدد بحيث يكون:عي-ب   
 

  و تحقق:  وحدها الأول  التي أساسها نعتبر المتتالية الحسابية 

 .. احسب الحد الأول 1

 .بدلالة  .  أكتب الحد العام 2

 . بحيث:  .عين العدد الطبيعي3

 .حيث: . احسب المجموع4

 .بالعبارة: المعرفة على.نعتبر المتتالية 5

 .يث:ح احسب المجموع
 

  و حيث:  متتالية هندسية حدودها موجبة تماما، معرفة على. 

 .وحدها الأول هو هو.بين أن أساس المتتالية 1

 ثم استنتج قيمة الحد السابع. بدلالة.أكتب عبارة الحد العام للمتتالية 2

  المجموع : .احسب بدلالة العدد الطبيعي3

  .استنتج قيمة المجموع: 4

 

  :و  متتالية حسابية معرفة على المجموعة بحدها الأول. 

 .للمتتالية .عين الأساس1

 .  ،.بين أن : من أجل كل عدد طبيعي2

 ، ماهي رتبته؟حد من حدود المتتالية.أثبت أن العدد3

 :     المجموع  . احسب بدلالة العدد الطبيعي4
 

 و أساسها بحدها الأول  لىالمعرفة ع نعتبر المتتالية الحسابية . 

 .علما أن:.أحسبالحد1

 .علما أن:.أحسب الحد2

 .واحسب .استنتج قيمة3
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 .:.تحقق أن: من أجل كل عدد طبيعي 4

 حيث:    المجموع .احسب بدلالة العدد الطبيعي5

 . حيث:  .جد العدد الطبيعي6
 

 
 ثة اجابات. واحدة مهاا ححيحة ، يطلب تعييهاا مع التعليل.في كل من الحالات الأربع التالية  اقترحت ثلا

 هو:وحدها الأول  .الحد السادس لمتتالية حسابية أساسها1
 .   -ج    -ب     -أ         

 هو:وحدها الأول  حد الأولى لمتتالية هندسية أساسها .مجموع 2

 . -ج     -ب     -أ                           

باذا الترتيب تشكل ،،.الأعداد الحقيقية ،،عدد حقيقي :من أجل كل .نضع3
 حدودا متتابعة لمتتالية حسابية  عندما يكون :

 -ج           -ب   -أ           

 .المتتالية المعرفة  ب: و من أجل كل عدد طبيعي : هي متتالية:4

 لا حسابية ولا هندسية -ج        أساسها هندسية-ب        حسابية أساسها-أ                 

 

 
 اقراح الجواب الوحيد الصحيح من بين الاقتراحات الثلاثة التالية ، مع التبرير:

 متتالية:،متتالية عددية معرفة على ب: .1
ليست رتبة -متناقصة تماما    ج -متزايدة تماما   ب -أ  

 هي:عبارة الحد العام للمتتالية ، و أساسها  متتالية هندسية حدها الأول  .2

 -ج   -ب    -أ         

 يساوي: .المجموع :3
 -ج       -ب     -أ         

 

   و  حيث: و أساسها متتالية هندسية حدودها موجبة تماما، حدها الأول  

 .، ثم استنتج قيمة.بين أن1

 .بدلالة ، ثم أكتب عبارة الحد العام .بين أن2

 .، ثم استنتج اتجاه تغير المتتالية:.أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي3

 وعين رتبته.حد من حدود المتتالية، ثم تحقق أن العدد .احسب4

  .احسب بدلالة المجموع :5

 و بالعلاقة: المعرفة بحدها الأول  لتكن المتتالية    

 أ( نفرض   

 .، المجموعأحسب، بدلالةثابتة ثم  اثبت أن المتتالية   

 .بالعلاقة: المعرفة من أجل كل عدد طبيعي و نعتبر المتتالية ب( نفرض   

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. أثبت أن المتتالية .1

n3 2
n

u n 

nn
S

0 1 2
...

n n
S u u u u    

n33
n

S 

31

171411

10031

101
3 1

2

100
1 3

2

100
3 1

2



x2 2a x 6 3b x 4c xabc

4

3
x 0x 3

4
x 

11

2

( )
n

u2
1

n
u n ( )

n
u

( )
n

v
1

3v 2q ( )
n

v

3 2
n

n
v  1

3 2
n

n
v

 2 3
n

n
v  

1 2
...

n n
S v v v   

 3 2 1
n  2 1

n  2 3 1
n 

( )
n

u
0

uq0 2
576u u 

0 1
30u u 

1
24u 

0
u

4q n
un

n1
18 4

n

n n
u u   ( )

n
u

4
41536( )

n
u

1 2
...

n n
S u u u   

 nu0
u 

1

1
2

3
n nu u  

3 

 nun0 1
........ nS u u u   

2  nvn3n nv u 

 nv



#  5min Maths .3           36 

 .بدلالة  ثم استنتج بدلالة  أحسب .2

 .، المجموعأحسب، بدلالة .3

 ؟ما هو اتجاه تغير المتتالية .4

 

  بـ:المعرفة على  للمتغير الحقيقي .لتكن الدالة المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 

 مساحة السطح .  نريد حساب المساحة( تمثيلها البياني في المعلمليكن )  

 .  و ( ، محور الفواصل و المستقيمين المعرفينبالمعادلتينالمحدود بالمنحنى )  

ا متساوية حيث أن كل جزع يساوي  إلى    نقسم المجال ََ .                                                    جزءَ

 
 كما هو مبين في الرسم المقابل. 

 مجموع  ( و المحورين . نسمي جزء المستوي المحدود بالمنحنى) ليكن  
 التي             مجموع مساحات المستطيلاتونسمي مساحات المستطيلات المحتواة في 

 من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم . . و عليه لدينا  تحوي   
 .و ثم عين بدلالة  و  عين  (1

 يعطى المجموع               إستنتج قيمة  (2

 

 
 

 المعرفتين كما يلي : و المتتالية لتكن المتتالية

        .  و    :  و من أجل كل عدد طبيعي  ،           

 . و    :  نضع من أجل كل عدد طبيعي           

 . بدلالةمتتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول . أحسب أثبت أن المتتالية (1
 متتالية ثابتة . أثبت أن المتتالية (2
 . متزايدة على . و أن المتتالية  متناقصة على أثبت أن المتتالية  (3

 . بدلالة  و    عين  (4

 .و نااية استنتج نااية (5
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 
 

 سنويا إلا أن ببنك يقدم فوائد مركبة نسبتاا  أودع  زكرياء  رصيد  جانفي  في 
 في نااية كل سنة ) بعد حساب الفوائد (. مصاريف تنقله إلى الجامعة تفرض عليه سحب مبلغ    

 .إلى رصيد زكرياء  في أول جانفي من السنة   نرمز بِـ     
 ؟ في أول جانفي. كم كان رصيد زكرياء ثم احسب   عين  .1
 .، بيّن أنّه من أجل كلّ عدد طبيعي  .2
 .أدرس اتجاه تغير المتتالية .3

 . ، نضع من أجل كلّ عدد طبيعي  .4

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول.  بين أن المتتالية 

 ؟ ما هي نااية المتتالية 

 سنة يكون رصيد زكرياء دائنا ؟ ابتداء من أي .5

 

 

.I     بالعبارة:  المتتالية الحسابية المعرفة على . 

 ( عين أساس هذه المتتالية مستنتجا اتجاه تغيرها.1
 .بدلالة ( أكتب2

 . حيث:  بدلالة  ( احسب المجموع 3

.II    :متتالية عددية معرفة بالعلاقة التراجعية التالية 

 عدد حقيقي ،                                               

 متتالية حسابيةبحيث تكون  ( عين قيمة 1
 متتالية  هندسية.بحيث تكون  ( عين قيمة2
 

 
 

𝑢𝑛+1بالعلاقة :   ℕالمعرفة على  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  = 23 𝑢𝑛 + 13  𝑛 + 𝑢0و   1 = 2    

  (𝑢𝑛)ثم ضع تخمينا حول اتجاه تغيرات المتتالية  𝑢1  ،𝑢2  ،𝑢3أحسب الحدود:  -1

𝑢𝑛فإن :  𝑛أ(  برهن بالتراجع على أنه من أجل كل عدد طبيعي   -2 ≤ 𝑛 + 3   

   . (𝑢𝑛)ب( أدرس اتجاه تغيرات المتتالية 
 متقاربة ؟  (𝑢𝑛)محدودة من الأسفل ، هل يمكن القول أن  (𝑛)ج ( استنتج أن 

𝑉𝑛بالعلاقة  :     ℕعلى المعرفة  (𝑉𝑛)نعتبر المتتالية  -3 = 𝑢𝑛 − 𝑛     

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول  .  (𝑉𝑛)برهن  أن   -‌أ

 .  ∞+عند  (𝑢𝑛)ثم أحسب نااية   𝑛بدلالة   (𝑢𝑛)، واستنتج عبارة     بدلالة   (𝑉𝑛)أكتب   -‌ب

𝑆𝑛 : المجموع : أحسب بدلالة   -‌ت = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛    

𝑡𝑛بالعلاقة  :     ℕعلى المعرفة  (𝑛)لتكن المتتالية  -4 = ln (𝑉𝑛)      

 متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول  . (𝑡𝑛)برهن  أن   -‌أ
𝐴𝑛 :المجموع  أحسب بدلالة   -ب  -‌ب = 𝑡0 + 𝑡1 + ⋯ + 𝑡𝑛  

𝑃𝑛الجداء :  𝑛و إستنتج بدلالة   = 𝑉0 × 𝑉1 × … × 𝑉𝑛 . 
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         لتكن nu متتالية معرفة بـ
4

1
0 u  ومن أجل كل عدد طبيعيn :

4

23
1 




n

n

n
u

u
u . 

:  nحتى يكون من أجل كل عدد طبيعي  a  ،b( عين العددين الحقيقيين 1
4

1 


n

n
u

b
au  ثم برهن بالتراجع بين أنه.

n   :2من أجل كل عدد طبيعي  1nu   . 

 (  أدرس اتجاه تغير المتتالية2 nu   ثم استنتج  أن ؛ nu متقاربة 

المتتالية ( لتكن 3 nv :من أجل كل عدد طبيعي المعرفة كما يليn:
n

n

n
u

u
v





1

2
 . 

بين أن المتتالية  nv لب تعيين أساسها و حدها الأول . أكتبهندسية يطnv  وnu بدلالةn  ثم أحسبlim𝑛→+∞𝑢𝑛 

( ثم أحسب المجموع : 4
n

n

n
vvvv

S
5

.....
551

2

2

10

  .

 ( )
n

u  المتتالية العددية المعرفة علىN  : كما يلي
0

2u   ومن  من أجل كل عدد طبيعيn  ،
1

4
5  

n

n

u
u

  

1(  احسب : 1
u    2و

u   ثم  برهن بالتراجع  أنه من أجل كل عدد طبيعيn  :2 4
n

u  

)(  بين أن 2 )
n

u . متزايدة ثم استنتج أناا  متقاربة 

:  n( برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 3
1

4
4

2

n

n

u
u 


   

:  n( استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 4
1

1
0 4

2

n

n
u


     
 

limثم  احسب     
n

x
u


 .  

(If  الدالة العددية المعرفة على 0; :بــ
21

( ) 3
2

f x x  . 

 .fس اتجاه تغير الدالة (  أدر 1    

من   x(  بين أنــه  من أجل كل 2 0;    :  0f x  

(II لتكن nu  0كمايلي:    متتالية عددية معرفة  على
0u    ، 1n nu f u    

1أحسب الحدين  (1
u  2و

u .

n  :1أ*/   بين انه من أجل كل عدد طبيعي  (2
0 1n nu u .

ب*/    استنتج ان المتتالية  nu متقاربة ، ثم  أحسبlim n
n

u


(III  لتكن المتتالية nv  المعرفة كما يلي:     من أجل كل عدد طبيعيn :
2

1n nv u 

( بين أن1 nv .متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول

 .nبدلالة  nu، ثم استنتج عبارة nبدلالة   nv( عبر عن 2    

( أحسب نااية المتتالية 3 nu. 
 :       n( عبر عن المجاميع التالية  بدلالة 4    
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           0 0 1 1 2 2
1 1 1 1 1 1 ......... 1 1n n nS u u u u u u u u             

                                                          2 2 2 2

0 1 2
' 0 1 2 .........n nS u u u u n           

 1 (هـوالتمثيـل البيـانـي1شكـل الموضح في الوثيقة )/ ال Cللدالـةf المعرفـة على المجـال 
  

1
,+

2
  : بـ  

2

2 -1

x
f x

x
    

و  المستقيـم ذو المعادلـةy = x   فـي المستـوي المنسـوب إلـى المعلـم المتعامـد والمتجـانس i jO, , 

<أنـه إذا كان برهـن  - 1x  فــإن  > 1f x 
/ نعـرف المتتاليـة  2 nu  :  كما يلـي

0
= 4u  ومـن أجـل كل عـدد طبيعـيn   ,    +1n nu = f u 

0( , مثـل الحـدود 1أ . باستعمال الشكل الموضح في الوثيقة )
u  ,1

u  ,2
u

3و  
u ور الفواصل دون حساباـا ـعلـى مح 

 مبـرزا  خطـوط التمثيـل .

ضـع تخمينـا حـول اتجـاه تغيـر وتقـارب المتتاليـة ب .  nu  
<,  n/ أ . برهـن  بالتراجـع أنـه مـن أجـل كل عـدد طبيعـي   3 1nu   

,  nب . بيـن أنـه مـن أجـل كل عـدد طبيعـي
 


+1

1
-

2 1

n n

n n

n

u u
u u

u
, ثـم استنتج اتجـاه تغير المتتالية  nu و أناا متقاربـة.  

/  نعتبـر المتتاليتيـن  4 nv  و nw  لمعرفتيـن مـن  أجـل كل عـدد طبيعـي اn  1بـ
= 1-n

n

v
u

و    =n nw ln v 

أ .  برهـن أن  nw   متتاليـة هندسيـة يطلب تعييـن أساسهـا وحـدهــا الأول 
 nبدلالـة   nv, ثـم استنتـج   nبدلالـة   nwب . أكتب عبـارة 

جـ . بيـن أن 
 
 
 

2

1
=

3
1

4

n nu

-

, ثـم احسب  
 n

n
lim u 

..............حيث   nPالجـداء  n/ أحسب بدلالـة   5  
0 1

=n nP v v v   ثـم استنتـج بدلالـة ,n  المجمـوعnS : حيث 
.............   

0 1n nS w w w  

  نعتبر المتتالية العددية n
u  بما يلي : المعرفة

0
2u    ومن أجل كل عدد طبيعيn   ،

1

1 1 3

4 2 4

n

n n
u u

    
 

 

n  ،3نضع من أجل كل عدد طبيعي 

4

n

n n
v u

   
 

. 

أحسب  (1
1

u   و
1

v. 
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ة بيّن أنّ المتتالي (2 n
v   1هندسية أساسها

4
، ثمّ عبّر عن الحد العام  

n
v  بدلالةn. 

n ،1إستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  (3 3

4 4

n n

n
u

       
   

limثمّ أحسب   
n

n
u


. 

: nطبيعي نضع من أجل كل عدد  (4
0 1n n

S u u u     

16بيّن أنّ :  1 1 3
3

3 3 4 4

n n

nS
        
   

limثمّ أحسب   n
n

S


. 

  المتتالية العددية لتكن n
u  بما يلي : المعرفة

0
1u    ومن أجل كل عدد طبيعيn   ،

1

4

2

n
n

n

u
u

u
 


 

n  ،1برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي  (1 2
n

u . 
أدرس رتابة المتتالية  (2 n

u تتالية . هل الم n
u  متقاربة ؟ 

n  :2كل عدد طبيعي نضع من أجل  (3
1n

n

v
u

  

بيّن أنّ المتتالية (أ  n
v   هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول ثمّ عبر عن

n
v بدلالةn. 

إستنتج عبارة  (ب 
n

u  بدلالةn  ثمّ أحسبlim
n

n
u


. 

:  nنضع من أجل كل عدد طبيعي  (ج 
0 2

1 1 1
n

n

S
u u u

      أحسب ،
n

S بدلالة n . 

1أ( بيّن أنّ :  (4

2
2 2

3
n n

u u     من أجل كل عدد طبيعيn . 

 :  nبرهن  أنّه  من أجل كل عدد طبيعي  (ب 
2

2
3

n

nu
    
 

limثم ّإستنتج 
n

n
u


. 

  لتكن(𝑢𝑛)  متتالية هندسية متزايدة حدودها موجبة معرفة على المجموعةℕ∗  : بـ{ 𝑢1 + 2𝑢2 + 𝑢3 = 100𝑢1 × 𝑢3 = 256               

,𝑢3( أحسب 1 𝑢1 , 𝑢2  ثم عين𝑞  أساس المتتالية(𝑢𝑛) . 

 . 𝑛بدلالة  𝑢𝑛( عبر عن الحد العام 2

𝑆𝑛كلا من المجموع :  𝑛بدلالة ( أحسب 3 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛  والجداء𝑃𝑛 = 𝑢1 × 𝑢2 × … × 𝑢𝑛 . 

 . 5على العدد  7𝑛بواقي القسمة الاقليدية للعدد  𝑛أدرس تبعا لقيم العدد الطبيعي  –( أ 4

20162017بين أن العدد  -بـ      + 492𝑛 + 5𝑛 −  . 5ى يقبل القسمة عل 2017

′𝑛 :𝑆𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  -جـ      = 1𝑙𝑛2 [𝑙𝑛4 + 𝑙𝑛42 + ⋯ + 𝑙𝑛4𝑛] . 

′𝑆𝑛بحيث يكون :  𝑛ثم عين قيم العدد الطبيعي  𝑛ةبدلال ′𝑆𝑛أحسب  + 4𝑛2 + 74𝑛 ≡ 0[5]. 

  n
u  كما يلي :       متتالية عددية معرفة على

0 1
1 , 2u u         و

1 2
2 3

n n n
u u u   . 

نعتبر  .1 n
v  بـما يلي :      *متتالية معرفة على

1n n n
v u u     حيث;  ددان حقيقيان غير منعدمان .ع 

أحسب  . أ
2

u  و
3

u. 

أحسب  . ب
2 1

;v v   و
3

v  بدلالة و. 

1بيّن أنّه إذا كانت  . ج
v  2و

v  3و
v : ّ2ثلاثة حدود متتابعة من متتالية هندسية فإن 2

3 2 0    . 

نضع  .2  : 

برهن أن  . أ n
v . متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 
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من  nأنّه من أجل كل عدد  استنتج . ب
*

     :
1

3
n

n n
u u  . 

3نضع  .3    : 

برهن أن  . أ n
v . متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

:     *من  nاستنتج أنّه من أجل كل عدد  . ب 1
3 1

n

n n
u u       

 بيّن أنّ :   .4 n
v   متتالية هندسية   معناه    3أو     

 
المعرفة على المجال gجدول التغيرات أدناه هو للدالة 0;  :كما يلي( ) 2

x
g x e x

  .  
  0  x 
  

 
1  

 
( )g x  

 

 .g.برر كل العناصر الواردة في جدول التغيرات الدالة1

)برهن أن المعادلة -.أ2 ) 0g x   حيدا تقبل حلا و  على المجال 0;:1حيث 2 . 

)استنتج اشارة  -ب      )g x على المجال 0; 

.نعتبر المتتالية العددية3 n
u   بحدها الأول

0
5u  و من أجل كل عدد طبيعيn:

1
2 nu

n
u e


  . 

، من nطبيعيبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد -أ
n

u . 

برهن أن المتتالية-ب  n
u .متناقصة تماما 

برر لماذا المتتالية -4 n
u.متقاربة ، ثم عين ناايتاا 

 
لتكن المتتاليتين  n

u  و n
v   المعرفتين بحدهما الأول

0
1u    و

0
6v   من أجل كلn : عدد طبيعي 

1

1

1 2

3 3

1 3

4 4

n n n

n n n

u u v

v u v



 

  

 


    

.نعتبر المتتالية1 n
w  كما يلي:   المعرفة

n n n
w v u   من أجل كل،n من.  

لمتتاليةبين أن ا      n
w   هندسية ثم استنتج عبارة

n
w بدلالةn  

.نعرف المتتالية 2 n
t  من أجل كلn  :8عدد طبيعي كمايلي 3

n n n
t v u  

تتالية بين أن الم n
t.ثابتة  ثم استنتج عبارة حدها العام 

.عبر عن3
n

v بدلالةn
w  وn

t ثم استنتج .
n

vبدلالةn .و احسب ناايتاا 
هي نااية  المتتالية . ما4 n

u. 

 
لتكن المتتاليتين  n

u  و n
v  كما يلي: المعرفتين على 

1 1 1
1 ...

1! 2! !
n

u
n

          و
 
1

!
n n

v u
n n

          ( :نذكر أن  ! 1 2 ... 2 1.n n n n       0و! 1 ) 

.بين أن المتتالية 1 n
uمتزايدة و أن المتتالية n

v .متناقصة         
n،من  n.بين أنه من أجل كل 1 n

u v. 
استنتج أن المتتاليتان  n

u  و n
v .متقاربتان 

lim.احسب 3 n n
n

u v


ماذا يمكنك القول عن المتتاليتان . n
u  و n

v 

 نعتبر n
u : 0متتالية  عددية معرفة  كما يلي 1

2

1 1

1, 2

2 3
n n n

u u

u u u  

 


 
 غير معدوم.    nمن أجل كل عدد طبيعي 

عدد حقيقي من المجموعة: حيث        1,1 0 . 

فرنسية  بكالوريا  

 بكالوريا فرنسية 
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: nنضع من أجل كل عدد طبيعي

1
3

n n n
v u u .

.بين أن1 n
vبدلالة الأول حدها و أساسها تحديد يطلب هندسية .متتالية

.هل المتتالية 2 n
vمتقاربة؟ 

المجموع:nو .احسب بدلالة3
0 1

...
n n

S v v v    .

3علما أن : عين قيمة العدد الحقيقي-. أ4
lim

4
n

n
S


 .

استنتج عندئد -ب
n

u  بدلالةnثم بين أن n
uمتقاربة.

1في كل ما يلي نضع: .5

3
 
و من أجل كل عدد طبيعيn :

0 1
...

n n
P v v v   .

بين أن:-أ

2
2

21

3

n n

nP

 

   
 

 .

طبيعي -ب 44حتى يكون nعين أصغر عدد
3

n
P

.

جل كل عدد طبيعيمن أn  :نضع
1

2
2

n

x

n

n

I e dx


 

.احسب1
0

I.
عبر عن-2

n
Iبدلالةn.

أثبت أن -.أ3 n
I.متتالية هندسية يطلب تعيين اساسها

عين نااية -ب  
n

Iعندما يؤولn الى.

.I  f دالة معرفة على المجال 2;  :كما يلي
3

2

2
( )

1

x
f x

x





.

)'احسب )f xالدالةث على المجالfم استنتج اتجاه تغير 2;.

.II   n
u  متتالية معرفة بحدها الأول

0

5

2
u من أجل كل عدد طبيعي    ،nو

1
( )

n n
u f u .

n،2رهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي.ب1 3
n

u .

n ،.استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي2 2 29
1

10
n n

u u .

.أثبت أن المتتالية3 n
u متناقصة تماما، هل هي متقاربة؟

n ،.تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي4 
2

1 2
2 2

1

n
n n

n

u
u u

u
   


.

n ،9.أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي5 
0 2

10

n

n
u

     
 

limثم استنتج  
n

n
u


.

تبر المتتاليةنع n
u 1كما يلي:  لمعرفة علىا

0

5 6

14

n n
u u

u

  
 

  n، من أجل كل عدد طبيعي

احسب -.أ1
4 3 2 1
, , ,u u u u.

ماذا تخمن بالنسبة للرقمين الأخيرين للعدد-ب
n

u.؟
n ،طبيعي.برهن أنه من أجل كل عدد 2 2

4
n n

u u طبيعي k،،واستنتج أن من أجل كل عدد 2
2 4

k
u  وأن

 2 1
0 4

k
u  

n،2.برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي3
2 5 3

n

n
u

   استنتج أن و 2 28 100
n

u .
n.عين رقمي الأحاد و العشرات للعدد4

u و ذلك حسب قيم العدد الطبيعيn .
. برهن أن5 1

,
n n

PGCD u u   .ثابت ثم عين قيمته

مل
كا

الت
 

ب
سا

 ح
 و

داد
 أع
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 لتكن المتتالية العددية n
u   المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn :1غير معدوم كما يلي

ln
n

n
u

n

   
 

  . 

.احسب 1
1n n

u u   ثم استنتج ان n
u.متتالية متناقصة 

.نضع :2
1 2

...
n n

v u u u     
احسب-أ  

n
v  بدلالةn ثم استنتجlim n

n
v


 . 

المتتالية-ب   n
v متقاربة؟ 

.نضع : 3
1 2

...
n n n n

w u u u    
احسب -أ  

n
w  بدلالةn ثم استنتجlim

n
n

w


 

المتتالية -ب   n
wمتقاربة؟ 

 ( )
n

u  المتتالية العددية المعرفة علىN  : كما يلي
0

2u   ومن  من أجل كل عدد طبيعيn    ،
1

4
5  

n

n

u
u

  

1(  احسب : 1
u    2و

u   ثم  برهن بالتراجع  أنه من أجل كل عدد طبيعيn  :2 4
n

u   

)(  بين أن 2 )
n

u ة ثم استنتج أناا  متقاربة .متزايد 

:  n( برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 3
1

4
4

2

n

n

u
u 


   

:   n( استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 4
1

1
0 4

2

n

n
u


     
 

limثم  احسب     
n

x
u


 .  

 

 
عرف المتتاليتين ن n

a   و n
b   حيث

0
1a   و

0
7b   :و بالعلاقة التالية 

 

 

1

1

1
2

3

1
2

3

n n n

n n n

a a b

b a b





  

  


 

. لتكن المتتالية1 n
u  المعرفة كما يلي

n n n
u b a  من اجل كل عدد طبيعيn. 

بين أن-أ n
u 1متتالية هندسية أساسها

3
 يطلب تعيين حدها الأول.  

عبر عن-ب
n

u  بدلالةn. 
المتتاليتين.أدرس اتجاه تغير 2 n

a   و n
b. 

.بين أن المتتاليتين 3 n
a   و n

b .متجاورتان 
.لتكن المتتالية 4 n

v :المعرفة  كما يليn n n
v a b  من أجل كلn. 

بين أن متتالية n
v .ثابتة 

 

 
 الجزء الأول :

المعرفة على gلتكن الدالة 0;  : كما يلي( ) 1
x

g x e x   .   
 .g.أدرس اتجاه تغيرالدالة1
)اشارة x.عين حسب قيم 2 )g x. 
من x.استنتج أنه من أجل كل 3 0; ،0

x
e x . 

Bac  Maroc   

Bac Antilles Guyane 2004 

   Rochambeau juin 2010  Bac 
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 الجزء الثاني:

جالالمعرفة على المfنعتبر الدالة 0;1  :1كما يلي
( )

x

x

e
f x

e x





   

)و )C  تمثيلها البياني في مستو منسوب الى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j : كما هو موضح في الشكل المقابل 

 
منx.بين أنه من أجل كل1 0;1  ، ( ) 0;1f x . 
.ليكن2 D  المستقيم ذا المعادلةy x. 
منxبين أنه من أجل كل-أ 0;1  ،

 1 ( )
( )

x

x g x
f x x

e x


 


. 

)ضع النسبي للمنحنى أدرس الو  -ب )C و المستقيم D. 
على fعين دالة أصلية للدالة -.أ3 0;1. 
)احسب مساحة الحيز المحدد بالمنحنى -ب )C و المستقيم D  

0xو المستقيمات التي معادلاتاا:   1وx . 
نعتبر المتتالية  الجزء الثالث: n

u  :المعرفة بالعلاقة

0

1

1

2

( )n n

u

u f u

 

 

  

 .nمن أجل كل عدد طبيعي
 ل الشكل السابق مثل الحدود الأربعة الأولى دون حساباا مبرزا خطوط التمثيل.. باستعما1

،  n.بين أنه من أجل عدد طبيعي2
1

1
1

2
n n

u u    . 

.استنتج أن المتتالية3 n
u متقاربة ثم عين ناايتاا  

 
نعتبر المتتالية  n

uالمعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  غير معدوم
1

1

1

2

1

2
n n

u

n
u u

n


 
  


 

.احسب 1
3 2
,u u و

4
u. 

، nبين أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم-.أ2
n

u .موجبة تماما 
 بين أن المتتالية-ب n

u.متناقصة 
ماذا يمكن القول عن المتتالية  -ج n

u. 

n. نضع: n. من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم3
n

u
v

n
. 

بين أن -أ n
v  متتالية هندسية يطلب تعين أساسها و حدها الأول

1
v. 

غير معدوم:nأنه من أجل كل عدد طبيعي  استنتج -ب
2

n n

n
u . 

المعرفة على المجال  f.نعتبر الدالة4 1;  :كما يلي( ) ln ln 2f x x x . 
 .عند fاحسب نااية الدالة-أ

استنتج نااية  المتتالية -ب n
u. 

 
1كما يلي:   المعرفة على fنعتبر الدالة

( )
x

f x xe
 . 

)عدد حقيقي،  x.بين أنه من اجل كل1 )
x

x
f x e

e
  .    

Bac Antilles Guyane juin-2012 

Bac Amérique du Sud Novembre 2013 
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 عند ثم فسر النتيجة هندسيا. و   . عين نااية الدالة عند 2
 ثم شكل جدول تغيراتاا. fه تغير الدالة. ادرس اتجا3
  .II من أجل كل عدد طبيعيn  غير معدوم  و نعتبر الدالتان

n
g و

n
h :المعرفتان على 

1
( ) 1 2 ...

n

n
h x x nx

    و      2
( ) 1 ...

n

n
g x x x x      

x   :.بين انه من أجل كل عدد حقيقي1  1
1 ( ) 1

n

n
x g x x

   . 

،  1.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن 2
 

1

2

( 1) 1
( )

1

n n

n

nx n x
h x

x

   



   

(1).نضع3 (2) ... ( )
n

S f f f n    : 
وع المجم nاحسب بدلالة -أ

n
S   احسب -بlim n

n
S


. 

 
.I لتكن الدالةf 2كما يلي :المعرفة على 1

( ) 3 1
x

f x e x
   . f

C و تمثيلها البياني في معلم متعامد ز متجانس

 ; ,O i j  . 

limاحسب  ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


)و  )
lim
x

f x

x
 . 

احسب lim ( ) 3 1
x

f x x


    هندسيا.، فسر النتيجة 

 ، ثم شكل جدو تغيراتاا.f.أدرس تغيرات الدالة 2
).بين أن المعادلة3 ) 0f x   تقبل حلين  و   1,3بحيث 1,2     0,2و 0,3  . 
.أرسم المنحنى 4 f

C. 

.II نعتبر المتتاليتين n
u  و n

v  :2المعرفتين كما يلي 1n

n
u e

  3و 1
n

v n . 
.بين أن المتتالية 1 n

u المتتاليةهندسية و أن n
v .حسابية 

.أدرس اتجاه تغير المتتاليتين2 n
u و n

v. 
.المتتاليتين 3 n

u و n
v.متجاورتان ؟ علل اجابتك 

. احسب المجموع4
n

S بدلالةn : (0)بحيث (1) ... ( )
n

S f f f n     

limاحسب -ب n
n

S


و   
2

lim n

n

S

n
.          

  الدالة لتكنf  4:  كما يلي ;2المعرفة على المجال 1
( )

2

x
f x

x
 . 

)يعطى المنحني    )
f
C  و المستقيم( )في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ( ; ; )O i j . 

)نعتبر المتتالية  )
n
u  0بـــــــ :  المعرّفة على

1

5

( )
n n

u

u f u
 . 

)( أ( باستعمال المنحني 1 )
f
C  و المستقيم( عيّن على محور الفواصل الحدود :  ، (

0
u  ،

1
u  ،

2
u  ،

3
u . 

)ب( أعط تخمينا حول إتجاه تغيّر المتتالية     )
n
u . و تقارباا 

1يكون :  nن أجل كل عدد طبيعي ( أ( برهن بالتراجع أنّه م2 0
n
u . 

  -ب  -( 1ب( برهن ححة التخمين المذكور في السؤال )    

:  nنضع من أجل كل عدد طبيعي ( 3
1

1n

n

v
u

  . 

)أ( بيّن أنّ المتتالية      )
n
v  : حسابية ، أساسها هو

1

3
 . 

عن كل من  nب( عبّر بدلالة   
n
u  َو

n
v . 

Bac Mauritanie-2012 
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)ج( إستنتج نااية المتتالية     )
n
u . 

  نعتبر( )
n
u بـــ :عرفة الم تتالية الم  

0
3u  و من أجل كل عدد طبيعيn  :

1

2

1n

n

u
u

 . 

)( برهن أنّ جميع حدود المتتالية 1  )
n
u . موجبة 

)بيّن أنّه إن كانت المتتالية  (2  )
n
u  متقاربة فإنّ ناايتااl  : 2تكون حلاًّ للمعادلة 2 0x x . 

)( لتكن المتتالية 3 )
n
v  كما يلي :  المعرّفة على

1

2
n

n

n

u
v

u
  . 

)أ( برهن أنّ المتتالية       )
n
v . هندسية يطلب تعيين أساسها و حدّها الأول 

)ب( برّر أنّ المتتالية    )
n
v . متقاربة ، ثمّ حدد ناايتاا 

( عبّر عن 4
n
u  بدلالةn  ثمّ حدد نااية المتتالية ،( )

n
u .‌

 1 ) المتتاليةلتكن ( )
n
u  بـــالمعرفة  :

0
2u  و من أجل كل عدد طبيعي ،n  : تكون

1

1 23

3 27n n
u u . 

)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس أ(     ; ; )O i j  نمثّل المستقيم( )d  : ذو المعادلة 
1 23

3 27
y x. 

  أنش ئ على محور الفواصل الحدود الأربع الأولى للمتتالية( )
n
u . 

)ب( بيّن أنّه إذا كانت المتتالية  )
n
u  متقاربة فإنّ ناايتااl  : تكون تساوي

23

18
 . 

تكون :  nج( برهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي  
23

18n
u . 

)د( أدرس رتابة المتتالية   )
n
u . ثمّ أعط ناايتاا ، 

 عدد طبيعي غير معدوم :  n( نعتبر 2

أ( برهن أنّ :    
2 3 4 1

1 1 1 1 1 1
..... (1 )

9010 10 10 10 10n n
 . 

)ب( لتكن المتتالية   )
n
v  7.....1,2777كما يلي :  المعرّفة على

n

n

v  . 

باذا يكون :        
0
1,2v  ،

1
1,27v  ،

2
1,277v . و هكذا ............... ، 

  باستعمال السؤال )أ( بيّن أنّ نااية المتتالية( )
n
v  هي عدد ناطقr . 

)( هل المتتاليتان 3 )
n
u  و( )

n
v  . متجاورتان ؟ ، برّر إجابتك 

 
التي تشكل باذا الترتيب متتالية هندسية متزايدة حيث :      a،b ،c( عيّن الأعداد الحقيقية 1

2 2 2

216

133

a b c

a b c
 

)( نعتبر المتتاليتين 2 )
n
u  َو( )

n
v  كما يلي :  المعرفتين على

0

1

12

2
1

3n n

u

u u
وَ  

n n
v u  ،( )  

)حتّى تكون المتتالية  أ( عيّن قيمة     )
n
v . هندسية يطلب تعيين أساسها وَ حدّها الأوّل 

2: يكون  nب( إستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي 
9 ) 3
3
( n

n
u  ما هي نااية المتتالية .( )

n
u . ؟ 

)( ماهي طبيعة المتتالية 3 )
n
w  بــــ :  المعرفة علىln( )

n n
w v  . ؟ 
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( أحسب الجداء 4
n
P  : حيث

0 1
3 3( ) ( ) ... 3. ( )

n n
P u u u . 

  المتتالية نعرف( )
n
u   : 0كما يلي

1

1

2 3
n n

u

u u n
 . 

2يكون : n يبرهن أنه من أجل كل عدد طبيع( 1

n
u n  . 

)*( إستنتج نااية المتتالية          )
n
u  . 

)أدرس رتابة المتتالية ( 2 )
n
u . 

:    n يعدد طبيعنضع من أجل كل  ( 3
1n n n

w u u  . 

)أ( ما طبيعة المتتالية     )
n
w  . 

ب( أحسب المجموع :   
1 0 1 1

...
n n
S w w w 

عبارة  جـ( إستنتج 
n
u  بدلالةn   نااية المتتالية أحسب ، ثم( )

n
u   . من جديد‌

 ( )
n
u ـحدها الأول حيث : المتتالية العددية المعرّفة ب

0
0u  وَ من أجل كل عدد طبيعيn  :

1

5 2

4
n

n

n

u
u

u
  

: يكون حيث ب bوَ  a( أ(عيّن العددين الحقيقيين1
1 4n

n

b
u a

u
  

0: يكون  nب( برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي     
n
u  

( عيّن 2
0
u  حتى  تكون المتتالية( )

n
u . ثابتة 

أنّ : ( نفرض 3
0
3u  : وَ نضع ،

2
n

n

n

u
v

u
)حيث ،   ) . 

)حتى تكون المتتالية  *( حدّد قيمة       )
n
v  هندسية يطلب تعيين أساسهاq  وَ حدها الأول

0
v . 

*( أكتب عبارة      
n
v  بدلالةn  ثمّ استنتج عبارة ،

n
u  بدلالةn  

( أحسب المجموع 4
n
S    : حيث

0 1

1 1 1
....

1 1 1n

n

S
u u u

 .‌

 ( )
n
u  : 3متتالية معرّفة بـــ

0
u e  و من أجل كل عدد طبيعي ،n  :

1n n
u e u . 

n  :2( برهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي 1
n
u e . 

)( أدرس إتجاه تغيّر المتتالية 2 )
n
u . هل هي متقاربة ؟ . 

):  n( نضع من أجل كل عدد طبيعي 3 ) 2ln
n n
v u . 

)*( بيّن أنّ المتتالية      )
n
v . هندسية ، يطلب تعيين أساسها و حدّها الأوّل 

عبّر عن *(     
n
v  بدلالةn  ّثم ،

n
u  بدلالةn  ماهي نااية كل من المتتاليتين .( )

n
v  َو( )

n
u . ؟ 

الجداء  n( أحسب بدلالة 4
n
P    : حيث ،

0 1
....

n n
P u u u . 

 
)المتتالية نعرف  nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  )

n
u   : كما يلي

1

1

1

2
1

( )
2n n

u

n
u u

n

 . 

أحسب الحدود التالية : ( 1
2
u  ،

3
u  ،

4
u . 

0يكون :  nبرهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  أ(  (2
n
u . 
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)ب( برهن أنّ المتتالية     )
n
u  متناقصة . ماذا تستنتج بالنسبة للمتتالية( )

n
u . ؟ 

n    :nغير معدوم  يطبيععدد نضع من أجل كل  ( 3

n

u
v

n
  .  

)المتتالية  برهن أنّ أ(     )
n
v  هندسية ، يطلب تحديد أساسها و حدّها الأوّل

1
v . 

يكون :  nإستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ب(  
2n n

n
u . 

)كما يلي :  ;1المعرّفة على  f( نعتبر الدالة 4 ) ln ln(2)f x x x . 

 . عند  fأ( عيّن نااية الدالة     

)نااية المتتالية ( إستنتج ب  )
n
u . 

  لتكن المتتالية العددية( )
n
u : ذات الحدود غير المعدومة

0
1u ، 

1

1

2
u . 

2 : يكون  nمن أجل كل عدد طبيعي و      

1 2
2

n n n
u u u . 

n  :1nمن أجل كل عدد طبيعي  نضع( 1

n

n

u
v

u
 . 

)بيّن أنّ المتتالية *(       )
n
v  يطلب تحديد أساسها و حدّها الأوّل  ،هندسية

0
v  .  

1يكون :  n( إستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي 2

1

1
( )
2
n

n n
u u . 

 يكون :  n( بيّن إذن أنّه من أجل كل عدد طبيعي 3
( 1)

2
1
( )
2

n n

n
u . 

)( إستنتج أنّ المتتالية 4 )
n
u . متقاربة ، ثمّ حدد ناايتاا 

  المتتالية  *نعرف على( )
n
u  :   كما يلي

2

2n n

n
u   . 

n   :1nكل عدد طبيعي غير معدومنضع من أجل كل ( 1

n

n

u
v

u
  . 

1lim:  ن أنّ أ( بيّ    
2nn

v  . 

1:   يكون  *من   nه من أجل كل ن أنّ ب( بيّ   

2n
v . 

n : إذا كان  بحيث :  ، pن أصغر عدد طبيعي جـ( عيّ  p  ،3 : فإن
4n

v . 

n: ه إذا كان د( إستنتج أنّ    p  يكون  هفإن :
1

3

4n n
u u  . 

 :  5nنضع من أجل ( 2
5 6

.....
n n
S u u u  . 

5 : يكون  5nه من أجل كل أ( برهن بالتراجع أنّ 

5

3
( )
4n

nu u . 

2 يكون :   5nه من أجل كل ن أنّ ب( بيّ 

5

53 3
( ) ...... ( )
4

3

4 4
1

n

nS u  . 

يكون :    5nه من أجل كل جـ( إستنتج أنّ 
5

4
n
S u  . 
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المتتالية  ن أنّ بيّ ( 3
5

( )
n n
S    استنتج أناا متقاربة  . ، ثمّ متزايدة 

 

 
)نعتبر المتتالية  )

n
u  :  المعرفة بـــ

0
0u  ،

1
1u ،  1عدد طبيعي و من أجلn : 

1 1
7 8

n n n
u u u  

)المتتالية  لتكن( 1 )
n
s كما يلي المعرفة على   :

1n n n
s u u  . 

)أ( بيّن أنّ المتتالية       )
n
s . هندسية يطلب تحديد أساسها و حدها الأول 

ب( إستنتج عبارة   
n
s  بدلالةn  . 

)1نضع :   ( 2 )
nn

n uv  ، ونعتبر المتتالية( )
n
t  كما يلي  :  المعرفة على

1n n n
t v v . 

ر عن *( عبّ   
n
t  بدلالة

n
s  . 

ر عن عبّ ( 3
n
v   ّعن   ثم

n
u   بدلالةn   يمكن حساب المجموع ( . :

0 1
...

n
t t مختلفتين ، بطريقتين . ) 

limالهااية  :  عند ئذ ن عيّ *(    ( )
8
n

nn

u
   . 

  0عدد حقيقي حيث :  ليكن
2

  . 

)المتتالية  نعتبر  )
n
u  على المعرفةn   :  كما يلي

0
2cos( )u   ََ  : nمن أجل كل عدد طبيعي  وَ

1
2

n n
u u  

أحسب الحدود :  ( 1
1
u  ،

2
u  َو 

3
u   . ّ2:   ) تذكر أنcos(2 ) 2cos ( ) 1x x . ) 

)2cosيكون :  n يأجل كل عدد طبيع ه من برهن بالتراجع أنّ ( 2 )
2n n

u .    

)إستنتج نااية المتتالية ( 3 )
n
u . 

  المتتالية  *نعرّف على( )
n
u  : كما يلي

10

2n n

n
u . 

 :   يكون  n( برهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1

            
1
0,95

n n
u u 10:  ، إذا وافقط إذا كان( ) 1,

1
1 9
n

 . 

)1011كما يلي :  ;1المعرّفة على  f( نعتبر الدالة 2 ) ( )f x
x

 . 

 . ، ثم أحسب ناايتاا عند  fأ( أدرس إتجاه تغيّر الدالة    
)1:   بحيث ;1من المجال  ب( بيّن أنّه يوجد عدد وحيد  ,) 9f . 

ج( عيّن العدد الطبيعي 
0
n  يكون ، بحيث :

0 0
1n n . 

)10، يكون :  16nد( برهن أنّه من أجل كل  ) 1,
1

1 9
n

  . 

)( أ( عيّن إتجاه تغيّر المتتالية 3 )
n
u  16إبتداءا من الرتبة . 

 ب( ماذا نستنتج بالنسبة لهذه المتتالية ؟ .     

16يكون : 16nبرهن بالتّراجع أنّه من أجل كل أ( ( 4

16
0,950 ( )n

n
u u . 

)ستنتج نااية المتتالية ب( إ    )
n
u . 

‌
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 
 : الجزء الأول 

1:   كما يلي  المعرفة على  fنعتبر الدالة  2
( ) 1

2 1x
f x x

e
  . 

 ( )C  هو المنحنى الممثل للدالةf  س تجانالم تعامد و المعلم المفي( ); ;O i j . 

1: يكون  xه من أجل كل عدد حقيقيق أنّ أ( تحقّ   (1 1
1

1 1x xe e
  . 

 فردية .  fالدالة  ب( إستنتج أنّ    
 . عند   و   عند  fالدالة   اتأحسب نااي (2

21: تكون   من   xمن أجل كل ه من أجل كل ن أنّ أ( بيّ  (3 1
( ) ( )

2 1

x

x

e
f x

e
  . 

 .  fب( أعط جدول تغيرات الدالة    

2: يكون 0xمن أجل كل ه جـ( إستنتج أنّ     1
1

21x
x

e
   . 

l:   ن أنّ بيّ  (4
1

1i
2

m ( ) ( ) 0
x

f x x   . ماذا تستنتج ؟ ، 

)أنش ئ المنحنى  (5 )C . 
 :  الجزء الثاني 

)المتتالية ف نعرّ  )
n
u  بــــــ  على  :

0

1

1

2
1

1n
n u

u

u
e

  . 

0: تكون   nه من أجل كل طبيعي برهن بالتراجع أنّ  (1
n
u   . 

:  يكون  nه من أجل كل عدد طبيعي تحقق أنّ  ( ــ جـ(  الجزء الأول 3من السؤال  (2
1

1

2n n
u u  . 

)المتتالية  *( إستنتج أنّ    )
n
u   . متناقصة 

1: يكون   nه  من أجل كل طبيعي بين أنّ  (3
( )
2n

nu  . 

)*(  إستنتج نااية المتتالية    )
n
u . 

 

  نعتبر المتتالية( )
n
u  المعرفة بحدّها الأول

0
0u ،  و من أجل كل عدد طبيعيn  :

1

2
. 1

2n n
u u . 

2يكون :  n( أ( برهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1
1

2 n
u . 

)ب( أدرس إتجاه تغيّر المتتالية     )
n
u ، . ثمّ استنتج أنّاا متقاربة 

)للمتتالية  lج( عيّن الهااية     )
n
u . 

1يكون :  ;0من المجال  x( أ( بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي 2 cos
cos( )

2 2

x x . 

يكون :  nبيّن إذن أنّه من أجل كل عدد طبيعي  ب(   
1

cos( )
2n n

u . 
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)للمتتالية  lج( جد ثانية الهااية     )

n
u .‌‌
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 حلول التمارين

4.  
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1. 

 . : متتالية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعي  

  .و، ،.حساب1

 .3متتالية حسابية أساسها  اذن:              حسابية. .اثبات  أن المتتالية2

 متتالية متزايدة. اذن  .    بما أن .دراسة اتجاه تغير المتتالية3

 حد من حدود المتتالية العدد .بين أن4

 نقوم بحل المعادلة:      

 .لأن الحد الأول هو  653رتبته.   معناه:  أي:  

 حيث: المجموعحساب بدلالة -.أ5

 .و منه          

  نقوم بالنشر نتحصل على:

  . تعين العدد بحيث يكون:-ب

( )
n

un3 2
n

u n 

0
u

1
u

2
u

3
u

0

1

2

3

2

1

4

7

u

u

u

u

 





( )
n

u
1

3( 1) 2 3 2

3 3 2 3 2

3

n n
u u n n

n n

      

    


( )
n

u

( )
n

u3 0r  ( )
n

u

1954

( )
n

u

1954

3 2 1954

652

n
u

n

n



 
 

652
1954u 

0
u

nn
S

 

0 1 2

0

...

( 1)
2

2 3 2
( 1)

2

4 3
( 1)

2

n n

n

S u u u u

u u
n

n
n

n
n

    

    
 
  

 

     
 

2
3 4

2
n

n n
S

 


328
n

S 
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 معناه: 

  لدينا: و بالتالي من أجل  : هي معادلة من الدرجة الثانية تقبل حلان هما

2. 
 و تحقق:  وحدها الأول التي أساسها 

 .و بالتالي:  أي:     نجمع المعادلات نتحصل : 

 : بدلالة  .  كتابة الحد العام 2

 . بحيث:  .تعين العدد الطبيعي3

  يعني:    أي:        

 .حيث: . حساب المجموع4

 .بالعبارة: المعرفة على .نعتبر المتتالية5

 .حيث: احسب المجموع

3. 

 .و حيث:  معرفة على موجبة تماما،متتالية هندسية حدودها  

2

2

2

3 4
328

2

3 4 2(328)

3 660 0

n n

n n

n n

 


  
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1

2

15

44

3

n

n

 
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15n 328

n
S 
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n

u30
u
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2
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3575
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 .وحدها الأول هو هو.اثبات  أن أساس المتتالية1

 .   من القانون : نضع: 

  مرفوض لأن موجبة تماما. و بالتالي:  

كتب عبارة الحد العام للمتتالية2  .:   بدلالة .أ

 استنتج قيمة الحد السابع.  

 المجموع       .احسب بدلالة العدد الطبيعي3

             

   .استنتاج قيمة المجموع:4

4. 

 .و  متتالية حسابية معرفة على المجموعة بحدها الأول: 

 .للمتتالية .تعين الأساس1

 

 بجمع المعادلتين نجد:
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  و منه: 

 .  ،كل عدد طبيعي . من أجل2

 و بالتالي:   و  لدينا: 

 ، حد من حدود المتتالية.أثبات أن العدد3

 نحل المعادلة: 

 لان: حدها الأول: 338رتبته  

 :المجموع  . حساب بدلالة العدد الطبيعي4

 أي:                     

5. 

 . هاو أساس بحدها الأول  المعرفة على المتتالية الحسابية

 .علما أن:.حساب الحد1

 باستعمال خاصية الوسط الحسابي:

 و بالتالي:

 .لدينا: علما أن:.أحسب الحد2
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 معناه: 

  متتالية حسابية فان: بما أن  .استنتاج قيمة3

  .نأخذ المعادلة:حساب

 .:.تحقق أن: من أجل كل عدد طبيعي 4

 و بالتالي:   و  لدينا: 

 حيث:  المجموع العدد الطبيعي .احسب بدلالة5

 و بالتالي:               

 . حيث:  .ايجاد العدد الطبيعي6

 

 . و تصبح: أي:

 و نتحصل على حلان أحدهما مرفوض لأنه ليس عدد طبيعي و نقبل:

6. 

 هو:وحدها الأول .الحد السادس لمتتالية حسابية أساسها1

  -ب
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 هو:وحدها الأول هندسية أساسها حد الأولى لمتتالية .مجموع 2

 . -ج

بهذا الترتيب تشكل حدودا متتابعة لمتتالية حسابية  ،،.الأعداد الحقيقية ،،عدد حقيقي :نضع من أجل كل.3
 عندما يكون :

-أ  

 المتتالية المعرفة  ب: و من أجل كل عدد طبيعي : هي متتالية:.4

   لا حسابية ولا هندسية -ج  هندسية أساسها-ب  حسابية أساسها-أ  

7. 

 متتالية:،متتالية عددية معرفة على ب: .1

 أ- متزايدة تماما

لأن:    

 هي:، عبارة الحد العام للمتتالية و أساسها  متتالية هندسية حدها الأول .2

 -ب

 .لأن حدها الأول

 يساوي: .المجموع :3

   -أ

8. 

  و  حيث: و أساسها ا، حدها الأولمتتالية هندسية حدودها موجبة تمام 

 ’.اثبات  أن1

 باستعمال خاصية الوسط الهندسي نجد: لدينا: 
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 و بالتالي:

 .:استنتاج قيمة  متتالية هندسية حدودها موجبة تماما فان:  و بما أن 

 لأن: 

   ،نعلم أن: .بين أن2

 :بدلالة ،  كتابة عبارة الحد العام

 ، :جل كل عدد طبيعي.أثبت أنه من أ3

 .و بالتالي:  لدين:

 و هو المطلوب       

 .استنتاج اتجاه تغير المتتالية 

 متزايدة تماما. فان المتتالية بما أن :

 ، .حساب4

 لدينا: 

 .حد من حدود المتتاليةالتحقق من أن العدد 

 نقوم بحل المعادلة: 

 .لأن الحد الأول هو  5: رتبته .  عدد طبيعي فبالتالي:  و نعلم أن  اذن:
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  .احسب بدلالة المجموع :5

 معناه:

 :أي

9. 

 و منه   أ(

     )كل حدودها متساوية( ثابتة معناه:  لأن: 

 .و منه  ، من أجل كل عدد طبيعي      

 و منه   ب( 

 .و منه      .1

 .   و حدها الأول  متتالية هندسية أساسها المتتاليةإذن  

 .:لدينا من أجل كل عدد طبيعي .2

 .إذن . و منه  لدينا 

 لدينا  .3

 (. ) عدد حدود المجموع هو حيث  و منه    

 .و منه    لدينا  
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 .،لدينا من أجل كل عدد طبيعي .4

       متزايدة. و منه المتتالية  ، نستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 

10. 

 و المجاور ، مساحة المستطيل المحتوى فيهي  ل المحتوى فيالمستطيل الأو ( مساحة1

 وبالتالي  وهكذا حتى آخر مستطيل،مساحة المستطيل الموالي هيله هي  

 أي       

 .     إذن  و منه    

 ،مساحة المستطيل الثالث هي،مساحةالمستطيل الثاني هيمساحة المستطيل الأول من  الفيئة الثانية هي    

    و هكذا إلى آخر مستطيل مساحته   

 أي  وبالتالي  

 .إذن ومنه

 و   

     .   فإن     غير معدوم من أجل كل عدد طبيعي    ( بما أن3 

11. 

 .بدلالة  ( نحسب 1 
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 . ومنه و حدها الأول  متتالية هندسية أساسها  إذن المتتالية   

 . بدلالة ( نحسب 2        

                

    . و منه  من أجل كل عدد طبيعي متتالية ثابتة على إذن المتتالية   

 ( نحسب :    3        

 .متناقصة على  و منه  المتتالية  فإن   بما أن من أجل كل عدد طبيعي           

 نحسب :               

 .متزايدة على  و منه  المتتالية  فإن   أجل كل عدد طبيعيبما أن من            

  ومنه (4        

 .و  و منه    إذا     (  5       

12. 

   .في أول جانفيرصيد زكرياء  هو     ،   ( 1

 و منه   حيث: 

 و منه         ( 2     
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  ، ( نلاحظ أن3     

 رتيبة. و بما أن متزايدة و منه المتتالية  

 متناقصة. فإن المتتالية 

     4. ) 

 أي  و منه   

 .و حدها الأول   متتالية هندسية أساسها  إذن         

 لدينا. 

  فإن   بما أن    

 و منه 

 و  ( لدينا5     

 فإن رصيده زكرياء فيهو رصيد  و بما أن 

 .يكون دائنا ابتداء من سنة 

13. 

.I     بالعبارة:  المتتالية الحسابية المعرفة على . 

  ( أساس هذه المتتالية : 1

 متتالية متزايدةفان  بما أن :  و بالتعويض نجد : 

  .     بدلالة ( أكتب2

 . حيث:  بدلالة  ( احسب المجموع 3
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.II    :متتالية عددية معرفة بالعلاقة التراجعية التالية 

                                               

 عدد حقيقي        

 متتالية حسابية:بحيث تكون  ( تعين قيمة 1

 . نقوم بحل المعادلة نجد:  أي:  يعني العلاقة التراجعية يجب أن تكتب من الشكل:  

 متتالية  هندسية .بحيث تكون  ( تعين قيمة2

 .نقوم بحل المعادلة نجد:  أي:  كتب من الشكل: يعني العلاقة التراجعية يجب أن ت 

14. 

𝑢1حساب الحدود :        -1 = 73  ،𝑢2 = 269  

 𝑢3 = 9727   

 : متتالية متزايدة  .   (𝑛)التخمين حول اتجاه تغيرات المتتالية 

𝑢𝑛البرهان بالتراجع أن :   -2 ≤ 𝑛 + 3    

:𝑝(𝑛)لتكن الخاصية  :   𝑢𝑛 ≤ 𝑛 + 3    
𝑛من أجل  - = 𝑢0لدينا :   0 ≤  .  صحيحة  𝑝(0) ومنه  :  3

𝑢𝑛صحيحة أي :   𝑝(𝑛)نفرض أن  - ≤ 𝑛 + 𝑝(𝑛 ونبرهن صحة : 3 + 1)  

𝑢𝑛+1أي نبرهن أن :   ≤ 𝑛 + 1 + 𝑢𝑛+1أي :     3 ≤ 𝑛 + 4  
𝑢𝑛لدينا من فرضية التراجع :  ≤ 𝑛 + 3   

23ومنه   𝑛 + 13  𝑛 + 1 ≤ 23 𝑛 + 3 × 23 + 13  𝑛 + 𝑢𝑛+1وبالتالي :   1 ≤ 𝑛 + 3  
𝑛ولدينا :   + 3 ≤ 𝑛 + 𝑢𝑛+1ومنه :    4 ≤ 𝑛 + 4     . 

𝑛اذن الخاصية من أجل   +  صحيحة    1
  𝑛الخلاصة : نستنتج حسب مبدأ البرهان بالتراجع ، أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعي 

𝑢𝑛: إذن  ≤ 𝑛 + 3     . 
 :  𝑛تغير المتتالية  دراسة اتجاه
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 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 23 𝑢𝑛 + 13  𝑛 + 1 − 𝑢𝑛 = − 13 𝑢𝑛 + 13  𝑛 + 1 
𝑛ولدينا  ≤ 𝑛 +  أي 3

  − 13 𝑢𝑛 ≥ − 13 𝑢𝑛 − −ومنه    1 13 𝑛 + 13  𝑛 + 1 ≥ 𝑢𝑛+1 وبالتالي : 0 − 𝑢𝑛 ≥ 0 
 ومنه متزايدة . 

 متقاربة :   (𝑢𝑛)دة من الأسفل ، هل يمكن القول أن محدو (𝑛)استنتج أن  

𝑢𝑛متزايدة معناه  (𝑢𝑛)لدينا  ≥ 𝑢0  أي𝑢𝑛 ≥  . 2محدودة بالاسفل بالعدد  (𝑢𝑛)نستنتج أن  2
 متقاربة : لأنها متزايدة وليست محدودة من الاعلى .  (𝑢𝑛)لايمكن القول أن 

 
𝑉𝑛بالعلاقة  :     ℕعلى المعرفة  (𝑉𝑛)نعتبر المتتالية  - = 𝑢𝑛 − 𝑛     

 متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول:   (𝑉𝑛)نبرهن  أن  

    𝑉𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 𝑛 − 1 = 23 𝑢𝑛 − 23 𝑛 = 23 (𝑢𝑛 − 𝑛) = 23 ×   𝑉𝑛 ومنه  (𝑉𝑛) 23متتالية هندسية اساسها   

𝑉0حدها الأول :   و = 2    . 

   :    nبدلالة 𝑢𝑛  و  𝑉𝑛  التعبير عن 

   𝑉𝑛 =   𝑉0 × 𝑞𝑛 = 2 × (23)𝑛
  

 𝑢𝑛 = 𝑉𝑛 + 𝑛 = 2 × (23)𝑛 + 𝑛   

  𝑆𝑛حساب المجموع  :  

 𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 = (𝑉0 + 0) + (𝑉1 + 1) + ⋯ + (𝑉𝑛 + 𝑛) = (𝑉0 + 𝑉1 + ⋯ + 𝑉𝑛) + (0 + 1 + ⋯ + n)= 6 × (1 − (23)𝑛+1) + 𝑛(𝑛 + 1) 

𝑡𝑛بالعلاقة  :     ℕعلى المعرفة  (𝑛)لتكن المتتالية  = ln (𝑉𝑛)      

 متتالية حسابية و تعيين أساسها وحدها الأول :  (𝑡𝑛)البرهن  أن  

  (𝑡𝑛)   : حسابية  معناه أن𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑟    

𝑡𝑛+1لدينا  :   = ln(𝑉𝑛+1) = ln (23 𝑉𝑛) = ln (23) + ln(𝑉𝑛) = ln (23) + 𝑡𝑛     ومنه(𝑡𝑛) متتالية حسابية 

rاساسها :    = ln 𝑡0وحدها الأول      (23) = ln(𝑉0) = ln (2)    . 

𝐴𝑛  :المجموع  حساب بدلالة   = 𝑡0 + 𝑡1 + ⋯ + 𝑡𝑛    

 𝐴𝑛 = 𝑛+12 (𝑙 𝑛(2 ) + 𝑙 𝑛(2) + 𝑛𝑙𝑛 (23)) = 𝑛+12 (2𝑙 𝑛(2) + 𝑛𝑙𝑛 (23))   

𝑃𝑛الجداء :    𝑛إستنتاج بدلالة  = 𝑉0 × 𝑉1 × … × 𝑉𝑛    𝑃𝑛 = 𝑒𝑡0 × 𝑒𝑡1 × … × 𝑒𝑡𝑛 = 𝑒𝑡0+𝑡1+..+𝑡𝑛         :  ومنه𝑃𝑛 = 𝑒𝑆𝑛     . 
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( )
n

u  المتتالية العددية المعرفة علىN  : كما يلي
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(If  الدالة العددية المعرفة على 0;          :21بــ
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 :f(  دراسة اتجاه تغير الدالة1

قابلة للاشتقاق علىfالدالة 0; :
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)'بما ان :  ) 0f x  فإنf  متزايدة تماماعلى 0; 

من   x( نبين أنــه  من أجل كل 2 0;    :  0f x  

متزايدة تماماعلى  f لدينا :الدالة 0;  و 0 0f ، 

0xتقبل قيمة حدية صغرى عندfالدالة    في المجال 0; اذن: من أجل كل  .xمن 0;:  0f x  
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  2

2 1 1

1 15
3

2 4
u f u u   

 

n :1( أ/نبين انه من أجل كل عدد طبيعي 2
0 1n nu u   

0n* من اجل   :0 1
0 1u u 1)  محققة لأن

0.86u   ،0
0u  ...)  1 

1* نفرض أن
0 1n nu u   : 1ونبرهن ان 2

0 1n nu u  من اجل عدد طبيعيn :1n 

متزايدة تماما على  fلدينا:  0;  و 1 1f    و 0 0f  1.  إذا كان
0 1n nu u  فإن 

       1
0 1n nf f u f u f    : 1أي 2

0 1n nu u  ........  2 
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من  1و 2 دأ الاستدلال بالتراجع نستنتج أنه من أجل كل كل عدد طبيعي حسب مبn :1
0 1n nu u   

ب*/ استنتاج ان المتتالية  nuمتقاربة: لدينا 

n :1من أجل كل عدد طبيعي 
0 1n nu u   ناه  أن المتتاليةمع nu  ومحدودة من الأعلى ومحدودة من الأسفل.متزايدة تماما على 

بما أن المتتالية nu ي ومحدودة من الأعلى فإنها متقاربة نحو عدد حقيق متزايدة تماما علىl. 

lim**حساب  n
n

u


:  لدينا
2

1

1
3

2
n nu u         المتتالية nuمتقاربة نحوl  1معناه

lim limn n
n n

u u l 
  

2

1
lim lim 3n n

n n
u u 

   21يكافئ
3

2
l l  ،0 l      يكافئ   2

2 2
2 3l l 2يكافئ 2

4 3l l  

1lيكافئ  1)مقبول( أوl    0)مرفوض( لأن l       :ومنهlim 1n
n

u


 

(III لدينا :من أجل كل عدد طبيعيn :2
1n nv u  

( نبين أن1 nv :متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول      nv م.هـ معناه من أجل كل عدد طبيعيn:1
.n nv q v  

   2 2 2

1 1

1 1
1 3 1 1

4 4
n n n nv u u u               

1

1
.

4
n nv v   ومنه nv 1م.هـ أساسها

4
q  وحدها الأول 

 2

0 0
1 1v u    

n  :0بدلالة  nv( التعبير عن2

1

4

n

n

nv v q
    
 

2:لديناnبدلالة  nuثم استنتاج عبارة       
1n nu v  

1nومنه:   nu v   0لأن nu         :اذن
1

1
4

n

nu
   
 

 

حساب نهاية  (3 nu:
1

lim lim 1 1
4

n

n
n n

u
 

    
 

 

 

   :    n( التعبير عن المجاميع التالية  بدلالة 4

     
     
       

0 0 1 1

2 2

2 2 2 2

0 1 2

1

0 1 2 0

1 1 1 1

1 1 ......... 1 1

1 1 1 .... 1

1
......

1

n

n n

n

n

n

S u u u u

u u u u

u u u u

q
v v v v v

q



     

      

        

 
        

ومنه:            
1

4 1
1

3 4

n

nS

              
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     
 

       

   

2 2 2

0 1

2 2 2

0 1

0 1

2

0 1

2

' 0 1 .........

..... 0 1 2 ....

1
1 1 .... 1 0

2

.... 1 .1
2 2

1 1 1

3 4 2 2 3

n n

n

n

n

n

S u u u n

u u u n

n
v v v n

n n
v v v n

n n

      

        

             

       

     
 

 

18. 
<أنـه إذا كان/ البرهان على  1 1x  فــإن  > 1f x 

على المجـال fلندرس تغيرات الدالة  
  

1
,+

2
  

   *     
1

2


= +

x

lim f x

       
 

         
   


= +

x
lim f x


                                     

قابلة للإشتقاق على المجال  fالدالة *         
  

1
,+

2
  من أجل كل    و  x

   

1
,+

2
       :   

 


2

2 1
=

2 1

x x -
f x

x -             

 إشـارة المشتقة :   

 

متناقصة تماما على المجال  fومنـه الدالة  
  

1
,1

2
ومتزايدة تماما على المجـال     1,+: جدول تغيراتها ، 

<من أجل كل من جدول التغيرات نستنتج أن   1x فـإن  > 1f x  

0/ أ.تمثيل الحـدود  2
u  ,1

u  ,3
u

4و   
u ور الفواصل :ـعلـى مح 

لدينـا   0 0 1
M u ,u   أي 0 1

4M ,u                                     

نسقــط 
0

Mعلـى وفــق oxثـم نسقـط النقطـة المحصل عليهـا علـى , Cوفـق oyفنحصـل علـى
1

M 
عمليـة  فنحصـل علـىوهكذا نكرر نفس ال 

2
M  ,

3
M
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التخميـن :    المتتاليـة n
u 1متناقصة تمـامـا ومتقـاربـة نحـو 

<:    n/ أ . البرهـان أنه مـن أجل كل عـدد طبيعـي3 1nu 
نسمـي  p n  :  الخـاصيــة> 1nu   

=مـن أجـل    0n       : لدينــا
0

= 4u        4و > ومنــه   0 0p . صحيحــة 

نفــرض أن    p n  صحيحــة مـن أجـل عــدد طبيعـيn  أي> 1nu    ونبـرهـن صحــة +1p n  أي
+1

> 1nu. 

<لدينــا    1nu   ومنــه     > 1nf u  (    1حسب السؤال                                           ) 
أي                           

+1
> 1nu 

وهــذا يعنــي أن      +1p n  صحيحــة 

اذن    p n  كل عـدد طبيعـيصحيحــة مـن أجــلn 

،من nب . تبييـن أنـه مـن أجـل كل 
 


+1

1
-

2 1

n n

n n

n

u u
u u

u 
 لدينا : nمن أجل كل عدد طبيعي 

 

 
 

 

 
 

 

2 2 2

+1

2

2
- -

2 1 2 1

1

2 1 2 1

n n n n
n n n

n n

n nn n

n n

u u u u
u u u

u u

u uu u

u u

 

رالمتتاليـة * استنتـاج إتجـاه تغيـ nu 
<لدينا :  nمـن أجـل كل عـدد طبيعـي  1nu  ومنـه 1 0nu  و2 1 > 0nu  وبالتالي فإن  1 0n nu u 

ومنـه 
 




1
0

2 1

n n

n

u u

u     
أي 

+1
- 0n nu u 

ومنـه المتتالية  nu . متناقصة تماما 
* استنتـاج أن  nu :  بمـاأن   متقاربـة nu  فإن   1متناقصة تماما ومحـدودة  مـن الأسفل بـ nu. متقـاربـة 

أ(  البرهـان على أن - nw  متتاليـة هندسيـة : 
 لدينا :  nمن أجل كل عدد طبيعي 
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 

 

1

1 1

1 1
2

 
          
  

     
    

   

    
      

   

+1 n+1 2

+1

2

2 2

2

1 1
1- 1-

2 2
1-

2 2

n

nn

n

n n n

n n

n n
n n

n n

w ln v ln ln
uu

2u

u u u
ln ln

u u

u u
ln ln ln v w

u u

 

ومنه   nw  متتاليـة هندسيـة أساسها= 2q ول وحدها الأ      
 

0 0

3

4
w ln v ln. 

ب( كتابة عبـارة 
nw بدلالـةn: 

لدينا           
 

3
2

4

n ln  
0

n

nw w q 

استنتـاج 
nv  بدلالـةn   : لدينا : n nw ln v  تكافـىء nw

nv e               ومنه

 
 
      

 

3
2

4

2
3

4

ln

n

n
n

v e 

د( تبييـن أن 
 
 
 

2

1
=

3
1

4

n nu

-
 

1
= 1-n

n

v
u

تكافـئ  
1

=
1

n

n

u
- v   

ومنه    
 
 
 

2

1
=

3
1

4

n nu

-

 

حساب  
 n

n
lim u 

3بمـاأن   
0 < < 1

4
فإن   



   
 

2
3

0
4n

n

lim  

ويالتالـي فإن 


1n
n
lim u

 
الجـداء n( حساب بدلالـة5

nP  

......لدينا :                             

..............

..............

  

  

                
       

0 1

0 1 0 12 2 2 2 2 2

=

3 3 3 3
= =

4 4 4 4

n n

n n

P v v v

 

......لدينا  0 1
2 2 2

n

 1وحدها الأول  2هو مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها  

......وبالتالـي فإن :      +10 1
2 2 2

+1
2 1

2-1
2 1

nn
n -

-
 

ومنه    
......  

      
   

0 1 +12 2 2 2 1
3 3

=
4 4

n

n n -

P.
 

 

 

19. 
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لدينا : 
0

2u    ومن أجل كل عدد طبيعيn  ،
1

1 1 3

4 2 4

n

n n
u u

    
 

3و   

4

n

n n
v u

   
 

 

حساب  (1
1

u   و
1

v: 

0

1 0

1 1 3 1 1
2 1 1

4 2 4 4 2
u u

        
 

و       
1

1 1

3 3 1
1

4 4 4
v u

      
 

 

تبيان أنّ المتتالية  (2 n
v   1هندسية أساسها

4
 : 

 n
v  هندسية    يعني  

1n n
v v q   

لدينا :  
1

1 1

3 1 1 3 3 3 1 3 2 3 3 3

4 4 2 4 4 4 4 4 4 4 4 4

n n n n n n

n n n n
v u u v



 

                                             
 

أي 
1

1 1 3 1 3 1

4 4 4 4 4 4

n n

n n nv v v
         
   

 

1ومنه : 

1

4
n n

v v   

ومنه   n
v 1هندسية أساسها  متتالية

4
وحدها الأول  

0

0

3
2 1 1

4
nv u

      
 

 

 
التعبير عن الحد العام  -

n
v  بدلالةn: 

لدينا : 
0

1 1
1

4 4

n n

n

n
v v q

          
   

إذن :          
1

4

n

n
v

   
 

 

n ،1ه من أجل كل عدد طبيعي إستنتاج أنّ  (3 3

4 4

n n

n
u

       
   

 : 

3لدينا : 

4

n

n n
v u

   
 

3ومنه         

4

n

n n
u v

    
 

 

1وبالتالي :   3

4 4

n n

n
u

       
   

  

limحساب 
n

n
u


: 

1 3
lim lim 0

4 4

n n

n
n n

u
 

               
لأنّ              

1
lim 0

4

3
lim 0

4

n

n

n

n





     
  


     

 

: nطبيعي لدينا من أجل كل عدد 
0 1n n

S u u u    

16تبيان أنّ :  1 1 3
3

3 3 4 4

n n

nS
        
   

 

لدينا : 
0 1n n

S u u u              1و 3

4 4

n n

n
u

       
   

 

3نضع : 

4

n

n
a

   
 

منه   و     
n n n

u v a  

حيث  n
a   متتالية هندسية حدها الاول

0
1a   3وأساسها

4
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إذن : 
0 1 0 0 1 1n n n n

S u u u v a v a v a           

أي    

1 1

0 1 0 1 0 0

1 3
1 1

4 4

1 3
1 1

4 4

n n

n n n
S v v v a a a v a

 
       
              
 

 

ومنه 

1 1
1 3

1 1
4 4

1 1
3 1

4 4

n n

n
S

 
       
          أي

1 1
4 1 3 4 1 1 3

1 4 1 4 3
3 4 4 3 3 4 4

n n n n

n
S

                                         
 

16وبالتالي :  1 1 3
3

3 3 4 4

n n

nS
        
   

 

limحساب  n
n

S


 : 

16لدينا :  1 1 3 16
lim lim 3

3 3 4 4 3

n n

n
n n

S
 

                
  

16أي   
lim

3
n

n
S


            ّلأن

1
lim 0

4

3
lim 0

4

n

n

n

n





     
  


     

 

 

20. 
لدينا : 

0
1u    ومن أجل كل عدد طبيعيn   ،

1

4

2

n
n

n

u
u

u
 


 

n  ،1البرهان بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  (1 2
n

u : 

نسمي  P n. هذه الخاصية 
0nمن أجل  -1  : لدينا 

0
1u   1و 1 2    ومنه

0
1 2u            أي P n  0صحيحة من أجلn . 

نفرض صحة   -2 P n  ونبرهن على صحة 1P n . 

1لدينا :   2
n

u      . فرضا 
3ومنه :  2 4

n
u          

إذن : 
1 1 1

4 2 3
n

u
 


ومنه               

8 8 8

3 2 4
n

u
    


 

وبالتالي : 
8 8 8

4 4 4
3 2 4

n
u

    


لأنّ :            
1

4 8
4

2 2

n
n

n n

u
u

u u
   

 
 

إذن : 
8 8 8

4 4 4
3 2 4

n
u

    

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أي 
1

4
2

3
n

u            وبالتالي
1

1 2
n

u    ومنه 1P n  . صحيحة 

حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع فإنّ  -3 P n صحيحة من أجل كل عدد طبيعيn.  

دراسة رتابة المتتالية  (2 n
u: 

:   الفرق  ندرس إشارة
2

1

4 4 2

2 2

n n n n
n n n

n n

u u u u
u u u

u u


 
   

 
 

أي 
 2

1

22

2 2

n nn n
n n

n n

u uu u
u u

u u



  

 
 

 
وبالتالي : 

1
0

n n
u u         ومنه المتتالية n

u . متزايدة تماما 

ة تقارب المتتالية دراس n
u: 

 n
u . متزايدة تماما ومحدودة من الأعلى فهي متقاربة 

 
 

n  :2كل عدد طبيعي من أجل  (3
1n

n

v
u

  

أ( تبيان أنّ المتتالية  n
v : هندسية 

 n
v متتالية هندسية          يعني           

1n n
v v q   

لدينا:  
1

1

2 2 4 2 4 2 4 22 2 2
1 1 1

4 4 4 4 4

2

n n n n n
n

nn n n n n

n

u u u u u
v

uu u u u u

u




    
         



 

ومنه : 
1

1 2 1
1

2 2
n n

n

v v
u



 
   

 
     

أي   n
v  1هندسية أساسها

2
q   وحدها الأول

0

0

2 2
1 1 1

1
v

u
      

التعبير عن 
n

v  بدلالةn : 

0

1

2

n

n

n
v v q

     
 

 

ب( إستنتاج عبارة 
n

u  بدلالةn: 

2لدينا : 
1n

n

v
u

        2ومنه
1

n

n

v
u

  

2أي 

1
n

n

u
v




2وبالتالي :             

1
1

2

n n
u 

   
 

 

limحساب 
n

n
u


: 

2
lim lim 2

1
1

2

n n
n x

u
 

 
   
 

1لأنّ      
lim 0

2

n

n

   
 

 

nج( حساب 
S  بدلالةn : 
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لدينا : 
0 2

1 1 1
n

n

S
u u u

            : ولدينا 1 1
1

2
n

n

v
u

  

ومنه :          0 1 0 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2 2 2
n n n

S v v v n v v v             

أي    

1

1

0

1
1

1 1 1 1 12
1 1 1 2 1

12 2 2 2 2
1

2

n

n

n
S n v n





                               
 

 

 
1

1 1 1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2 2 2

n n

n
S n n

                    
1أي        3 1 1

2 2 2 2

n

nS n
     
 

 

أنّ :  ( أ(تبيان4
1

2
2 2

3
n n

u u     من أجل كل عدد طبيعيn : 

لدينا :   
1

2 24 4 2 4 2 4
2 2

2 2 2 2

nn n n n
n

n n n n

uu u u u
u

u u u u


  
     

   
 

ومنه 
 

1

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

n n
n n n

n n n n

u u
u u u

u u u u


 
         

   
 

3لأنّ  2 4
n

u   
 

1ولدينا :  2
n

u             3ومنه 2 4
n

u        إذن
1 1 1

4 2 3
n

u
 


وبالتالي :        

1

2
2 2

3
n n

u u     

 :  nأنهّ  من أجل كل عدد طبيعي   ب( البرهان
2

2
3

n

nu
    
 

: 

1لدينا : 

2
2 2

3
n n

u u     من أجل كل عدد طبيعيn. 

ومنه : 

1 0

2 1

1

2
2 2

3

2
2 2

3

2
2 2

3
n n

u u

u u

u u 

  

  

  

 

أي 
1 2 0 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2

3 3 3
n n

u u u u u u              

2بالإختزال نجد : 
2

3

n

nu
    
 

 nمن أجل كل عدد طبيعي  

limإستنتاج 
n

n
u


: 

2لدينا : 
2

3

n

nu
    
 

2  ومنه   2
2

3 3

n n

nu
         
   

 

2ولدينا :  2
lim lim 0

3 3

n n

n n 

          
     

ومنه   lim 2 0n
n

u


   . حسب مبرهنة الحصر 
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limإذن :  2n
n

u




21.
}بـ :  ∗ℕمتتالية هندسية متزايدة حدودها موجبة معرفة على المجموعة (𝑢𝑛)لدينا  𝑢1 + 2𝑢2 + 𝑢3 = 100𝑢1 × 𝑢3 = 256       

,  𝑢3حساب  (1 𝑢1 , 𝑢2 :

𝑢1لدينا : × 𝑢3 =  𝑢22  لأن𝑢2  هو الوسط الهندسي للحدين𝑢3  و𝑢1  .

𝑢22ومنه :  = 𝑢2يكافئ  256 = 𝑢2أو  16 = −16
2وبالتالي  = لأن ) حدود المتتالية موجبة( . 16

}وبالتالي : 𝑢1 + 32 + 𝑢3 = 100𝑢1 × 𝑢3 = 𝑢1}ومنه   256 + 𝑢3 = 68   𝑢1 × 𝑢3 = 256 
2هما حلي المعادلة   𝑢1و  3إذن  − 68𝑥 + 256 = 0 .

=∆حساب المميز  (−)2 − 4 × 1 × 256 = 3600 .

𝑥1المعادلة تقبل حلين متمايزين هما : = 68−602 = 𝑥1أو   4 = 68+602 = 64
𝑢1 1وبما أن المتتالية متزايدة فإن:  = 3و  4 = 64 .

𝑞حساب الأساس   : = 𝑢2𝑢1 = 164 = 4 :

 : 𝑛بدلالة 𝑢𝑛التعبير عن الحد العام ( 2

𝑢𝑛لدينا :  = 𝑢1 × 𝑞𝑛−1 = 4 × 4𝑛−1 = 4𝑛  أي𝑢𝑛 = 4𝑛 .

𝑆𝑛( حساب المجموع :3 =  𝑢1 + 𝑢2+. . . +𝑢𝑛 بدلالة𝑛 ::لدينا𝑆𝑛 =  𝑢1 × (1 − 𝑞𝑛1 − 𝑞 ) = 4 × (1 − 4𝑛1 − 4 ) = − 43 (1 − 4𝑛) = 43 × 4𝑛 − 43
𝑆𝑛أي :   =  43 × 4𝑛 − 43 .

𝑃𝑛حساب الجداء  =  𝑢1 × 𝑢2 × … × 𝑢𝑛  بدلالة𝑛 :
𝑃𝑛 لدينا : =  𝑢1 ×  𝑢2 × … ×  𝑢𝑛 = 4 × 42 × … .× 4𝑛 = 41+2+⋯+𝑛
𝑃𝑛أي :  = 4𝑛2(1+𝑛) .

:nتبعا لقيم العدد الطبيعي  5على  7nدراسة بواقي القسمة الإقليدية للعدد  -( أ4
70لدينا :  ≡ 1[5]71 ≡ 2[5]72 ≡ 4[5]73 ≡ 3[5]74 ≡ 1[5]

𝑃تشكل متتالية  دورية دورها  5على   7𝑛د إذن بواقي القسمة الاقليدية للعد = 4
لدينا :𝑘من أجل كل عدد طبيعي 

4𝑘 + 3 4𝑘 + 2 4𝑘 + 1 4𝑘 𝑛 
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 5على   𝑛بواقي قسمة العدد  1 2 4 3

 

20162017تبيين أن العدد  -ب + 492𝑛 + 5𝑛 −  : 5يقبل القسمة على 2017

2016لدينا : ≡ 20162017ومنه    [5]1 ≡ 20162017أي    [5]12017 ≡ 1[5] 

2nو  ≡ (72)2𝑛[5]   492ومنهn ≡ (7)4𝑛[5]     492أيn ≡ 1[5] 

5nوكذلك لدينا : − 2017 ≡ 5nأي     [5]2− − 2017 ≡ 3[5] 

20162017وبالتالي : + 492n + 5n − 2017 ≡ (1 + 1 + 3)[5] 

202017أي  + 492n + 5n − 2017 ≡ 5لكن  [5]5 ≡ 0[5] 

20162017إذن :  + 492n + 5n − 2017 ≡ 0[5] 

202017ومنه العدد  + 492n + 5n −  . 5يقبل القسمة على  2017

′n: 𝑆𝑛بدلالة  ′nحساب  -جـ  = 1𝑙𝑛2 [𝑙𝑛4 + 𝑙𝑛42 + ⋯ + 𝑙𝑛4𝑛] = 1𝑙𝑛2 𝑙𝑛(4 × 42 × … × 4𝑛) 

′𝑆𝑛أي         = 1𝑙𝑛2 𝑙𝑛𝑃𝑛 = 1𝑙𝑛2 × 𝑙𝑛4𝑛2(1+𝑛)
 

′𝑛ومنه  = 1𝑙𝑛2 × ( 2 + 𝑛) × 𝑙𝑛2    وبالتالي𝑆𝑛′ = (𝑛2 + 𝑛) . 

′Snبحيث يكون : 𝑛تعيين قيم العدد الطبيعي  + 4𝑛2 + 74𝑛 ≡ 0[5]: Sn′ + 4𝑛2 + 74𝑛 ≡ 𝑛2يعني   [5]0 + 𝑛 + 4𝑛2 + 74𝑛 ≡ 0[5] 

5𝑛2ومنه : + 𝑛 + 1 ≡ 𝑛أي   [5]0 ≡ 𝑛ومنه   [5]1− ≡ 4[5] 

𝑛وبالتالي : = 5𝛼 + 4  , (𝛼 ∈ ℕ). 

22. 

1. 
1n n n

v u u     

حساب الحدود :  . أ
3 2

20 ; 7u u  . 

حساب الحدود : . ب
3 2 1
; ;v v v    ،

1
2v            ،

2
7 2v     ،

3
20 7v     

جـ. 
3 2 1
; ;v v v         2حدود متتابعة من متتالية هندسية معناه

2 1 3
v v v   معناه    2

7 2 2 20 7         

2معناه     2
9 6 3 0      2معناه 2

3 2 0     

نضع  .2  : 
لدينا   . أ

1n n n
v u u     معناه   1

1
n n n

v u u                من أجل كل عدد طبيعيn  من
*

     : 
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و منه        . ب

 
 
 

1 1

1

1

1

2 3

3 3

3

n n n

n n n

n n

n n

v u u

u u u

u u

v v







 







 

  

 



 

 n
v متتالية هندسية أساسها

3q 
ول و حدها الأ 

1
3v 

 . 

لدينا :  . ت
1

1
3

n

n
v v

   و منه
1

3 3
n

n
v      : معناه 3 2

n

n
v    ( نستنتج أنّ: 2(و)1من )

 1
3

n

n n
u u                1معناه

3
n

n n
u u       

3نضع  .3    : 

إثبات أنّ  . أ n
v     .  متتالية هندسية 

لدينا              1
3 1

n n n
v u u    

من  nمن أجل كل عدد طبيعي       
*

    : 

و منه 

 
 
 
 

1 1

1

1

1

1

3

2 3 3

3

3

n n n

n n n

n n

n n

n n

v u u

u u u

u u

u u

v v









 









 

  

  

  

 

 

 n
v 1متتالية هندسية أساسهاq    1و حدها الأول

v    . 

لدينا  . ب  1
1

n

n
v       و منه   1 2

n

n
v    ( نستنتج أنّ:2( و )1من) 

    1
3 1

n

n n
u u     و منه 

       1
3 1

n

n n
u u    

4.  n
v  2متتالية هندسية معناه 2

3 2 0      

  2
16     معناه   3و  . 

 

23. 
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المعرفة على المجال gجدول التغيرات أدناه هو للدالة 0;  :كما يلي( ) 2
x

g x e x
   . 

  0  x 
  

1  
 

( )g x  
 

 .gاردة في جدول التغيرات الدالة.تبرر كل العناصر الو1

(0) 1g      و

 

 

lim ( ) lim 2

lim 0
lim ( )

lim 2

x

x x

x

x

x

x

g x e x

e
g x

x



 








  

    
  

 

)'، منxلدينا من أجل كل ) e 1
x

g x
  .  

0xمن أجل:     0يكونx   :1و بالتالي 1 0
x x

e e
       و منه الدالةg متزايدة تماما على 0;. 

)البرهان أن المعادلة -.أ2 ) 0g x   تقبل حلا و حيدا  على المجال 0;:1حيث 2 . 

مستمرة و رتيبة  تماما على  gالدالة  0;   و
(1) 0,63

(2) (1) 0
(2) 0,14

g
g g

g


  


  

)اذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  ) 0g x  تقبل حلا و حيدا   على المجال 0;:1حيث 2 . 

)استنتاج اشارة  -ب   )g x على المجال 0; 

          0   x  

      +0       -    ( )g x 

 

.نعتبر المتتالية العددية3 n
u   بحدها الأول

0
5u  و من أجل كل عدد طبيعيn:

1
2 nu

n
u e


  . 

، من nطبيعيبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد -أ
n

u . 

نسمي 
n

P  طبيعيالخاصية: " من أجل كل عددn من ،
n

u  " 

لدينا: 
0

5u    و منه
0

u   :1لان 2  

اذن 
0

P .صحيحة 

nنفرض أن 
P   صحيحة أيn

u   طبيعيمن أجل كل عددn  و نبرهن أن
1n

P   أي
1n

u  . 

nفمن الفرضية  
u   ينتج

2 2
n n

n

u u

u

e e e e
 


   

  

    
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)و بما أن :  ) 0g    : فان
1

2 2

n

e e

u

  


 



    


  

اذن 
1n

P  .صحيحة 

:  nوبالتالي الخاصية وراثية و عليه حسب مبدأ البرهان بالتراجع فان  من أجل كل عدد طبيعي
n

u . 

برهن أن المتتاليةال-ب   n
u :متناقصة تماما 

:  nلدينا: من أجل كل عدد طبيعي
1

2 ( )nu

n n n n
u u e u g u


        

و بما أن: 
n

u    :فان( ) 0
n

g u    لاحظ جدول اشارة (( )g x) 

وعليه: 
1

( ) 0

0

n

n n

g u

u u

 

 
اذن المتتالية   n

u .متناقصة تماما 

تبرير لماذا المتتالية -4 n
u ، متقاربة 

 n
u متتالية محدودة من الأسفل و متناقصة تماما اذن فهي متقاربة 

 تعين نهايتها: 

بما أن  n
u  :متتالية  متقاربة نضع

1
lim limn n

n n
u u l 

   :و منه
 

2 0 2

0

l l
e l e l

g l

      

 
 

lو هذ يعني أن     : و منهlim
n

n
u 


 

24. 
لتكن المتتاليتين  n

u  و n
v   المعرفتين بحدهما الأول

0
1u    و

0
6v   أجل كل منn : عدد طبيعي 

1

1

1 2

3 3

1 3

4 4

n n n

n n n

u u v

v u v



 

  

 


 

اثبات أن المتتالية1 n
w : هندسية 

بما أن:  
n n n

w v u   من أجل كل،n و  من  .
1

1 2

3 3
n n n

u u v     و
1

1 3

4 4
n n n

v u v  . 

 بالتعويض نجد:  

 

1 1 1

1 3 1 2

4 4 3 3

1 1 1

12 12 12

1

12

n n n n n n n

n n n n

n

w v u u v u v

u v v u

w

       

    


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و بالتالي : المتتالية n
w 1متتالية  هندسية  أساسها

12
و حدها الأول  

0 0 0
6 1 5w v u    . 

استنتاج عبارة  
n

w بدلالةn:.
0

1
5

12

n

n

nw w q
     
 

 

8عدد طبيعي :  n.لدينا من أجل كل 2 3
n n n

t v u  
تبيان أن المتتالية  n

t:ثابتة 

1 1 1

1 0

1 3 1 2
8 3 8 3 8 3

4 4 3 3
n n n n n n n n n n

n n

t v u u v u v v u t

t t t

  



              
   

  
 

و بالتالي المتتالية  n
t ثابتة 

0استنتاج عبارة حدها العام.   0 0
8 3 51

51

n

n

t t v u

t

   


 

.التعبير عن3
n

v بدلالة
n

w  و
n

t : 

لدينا: 
3 3 3 ........(1)

8 3 8 3 ............(2)

n n n n n n

n n n n n n

w v u w v u

t v u t v u

    
     

( طرف لطرف نجد: 2( و )1بجمع المعادلة ) 

3 1
11 3

11 11
n n n n n n

v w t v w t     

استنتاج 
n

v بدلالةn. 

بالتعويض نجد:   3 1 1 15 1 51
5 45

11 12 11 11 12 11

n n

n
v

                  
 

حساب نهاية n
v                       :

 

15 1
lim lim 51

11 12

15 1
lim 0 51

lim11 12
11

0 1

n

n
n n

n

n
n

n

v

v

q

 




    
 

        
  

 

. نهاية  المتتالية4 n
u: 

لدينا:  

1

1

1 3

4 4

1 3 1 3
lim lim lim lim

4 4 4 4

51 1 3 51
lim

11 4 4 11

51
lim

11

n n n

n n n n n
n n n n

n
n

n
n

v u v

v u v u v

u

u



   





 

     
 

    
 



لان:      
1

51
lim lim

11
n n

n n
v v 

  

25. 
1 1 1

1 ...
1! 2! !

n
u

n
          و

 
1

!
n n

v u
n n

           :نذكر أن  ! 1 2 ... 2 1.n n n n       
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.اثبات أن المتتالية 1 n
u: متزايدة 

 

 

 

 

1

1

1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

1! 2! ! 1 ! 1! 2! !

1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

1! 2! ! 1 ! 1! 2! !

1
0

1 !

0

n n

n n

u u
n n n

n n n

n

u u





                     

          


 


 

 

المتتالية n
v :متناقصة 

    

      
   

     

  

1 1

2 2 2

1

1

1 1

1 1 ! !

1 1 1

1 ! 1 1 ! !

1 1 2 2 1

1 1 ! 1 1 !

1
0

1 1 !

0

n n n n

n n

n n

v v u u
n n n n

n n n n n

n n n n n n n n
v v

n n n n n n

n n n

v v

 





    
 

  
  

       
  

   




 

 

 

اذن المتتالية n
v . متناقصة 

،من  n.بين أنه من أجل كل 1
n n

u v. 

لدينا: 

   

 

1 1

! !

1
0

!

0

n n n n

n n

n n

v u u u
n n n n

v u
n n

v u

    

  

 

معناه:              
n n

u v. 

استنتاج أن المتتاليتان  n
u  و n

v .متقاربتان 

بما أن المتتالية   n
v  أجل كل متناقصة  لدينا منn  من ،

0n
v v   :و بالتالي

0n
u v 

اذن نلاحظ أن المتتالية  n
u  محدودة من الأعلى بالعدد

0
v   و بما أنها متزايدة اذن n

u .متقاربة 

 و نفس الكيفية لدينا: 

المتتالية     n
u  متزايدة  معناه  من أجل كلn  من ،

0n
u u   :و بالتالي

0 n
u v 

ظ أن المتتالية اذن نلاح n
v  محدودة من الأسفل بالعدد

0
u   و بما أنها متناقصة  اذن n

v .متقاربة 
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lim.حساب 3 n n
n

u v


. 

 
1

lim lim 0
!

n n
n n

u v
n n 

  . 

بما أن: المتتالية  n
uمتزايدة و المتتالية n

v  متناقصة و كذلكlim 0n n
n

u v


  . 

نستنتج  المتتاليتان  n
u و n

v  .متجاورتان اذن هما متقاربتان و لهما نفس النهاية 

26. 
: nنضع من أجل كل عدد طبيعي

1
3

n n n
v u u . 

.اثبات أن 1 n
v : متتالية هندسية 

لدينا:    2

1 1 1 1
2 3 3 3

n n n n n n n
v u u u u u v                

و منه:  n
v  متتالية هندسية  أساسها  :و حدها الأول

0 1 0
3 2 3v u u    . 

n ،. من أجل كل عدد طبيعي2  2 3
n

n
v      

بما أن:   1 1, 0      :فانlim 0
n

n
v


  :و بالتالي n

v .متقاربة 

المجموع:nو .حساب بدلالة3
0 1

...
n n

S v v v    . 

   

  

1

0 1

1

1
... 2 3

1

2 3
1

1

n

n n

n

n

S v v v

S






 






  
       

  


  


 

 .تعين قيمة العدد الحقيقي-. أ4

3علما أن :
lim

4
n

n
S


  :2معناه 3 3

lim
1 4

n
n

S




 


لأن:      1

lim 1 1
n

n
 


   

   

2 3 3

1 4

4 2 3 3 1 0

8 12 3 3 0 5 15 0




 
  





   

      

1و بالتالي: 

3
 . 

nاستنتاج  -ب
u  بدلالةn: 
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أي:

     0 1 1 0 2 1 1

1

1 0

1 1

1 0

... ...

3 1
1

4 3

3 1 7 3 1
1

4 3 4 4 3

7 3 1

4 4 3

n n n n

n

n

n n

n

n

n

S v v v u u u u u u

u u

u u

u







 



          

       
   

              
     

    
 

 

7لدينا:  3 1 7
lim lim

4 4 3 4

n

n
n n

u
 

    
 

و بالتالي:  n
u.متقاربة 

1.في كل ما يلي نضع:5

3
 
 و من أجل كل عدد طبيعيn :

0 1
...

n n
P v v v   . 

حسابالجداء: -أ
0 1

...
n n

P v v v     : 

2

2

0 1

( 1) ( 1)
1 2 ... ( 1)

2 2
1 1

2

2

1 1 1
... 3 3 3 ... 3

3 3 3

1 1 1 1
3 3

3 3 3 3

1

3

n

n n

n n n n
n n

n n

n n

n

P v v v

P

 
    

 

 

                  
     

                
       

   
 

 

 :nتعين أصغر عدد طبيعي -ب

44
3

n
P

   :معناه

  

2
2

2
2 44 2

3 3 44
2

10 9 0 10

n n

n n

n n n

  
       

     
 

    

 

 .10و بالتالي أصغر عدد طبيعي هو

27. 

لدينا: 
1

2
2

n

x

n

n

I e dx


   

.حساب1
0

I. 

11 1 2

2 2 2 2

0 2

0 0 0

1 1
2 2 2 1

2

x x x e
I e dx e dx e e

e

                
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حساب -2
n

I بدلالةn: 

1 2
1

2 2 2( 1) 2 2

2

1
2

n
n

x x n n n

n n
n

e
I e dx e e e e

e


                

 
 

 

: لدينا-.أ3
2

2

2

1 n

n

e
I e

e

 
  
 

 

2 2 2

2( 1) 2 2 2 2 2

1 2 2 2

1 1 1
.

n n n

n n

e e e
I e e e e I e

e e e

      


       
        
     

  

اذن  n
I  2متتالية هندسية اساسها

q e
  و حدها الأول

0
I. 

تعين نهاية -ب
n

Iعندما يؤولn ىال. 

2

2

2

2

1
lim lim 0

lim 0

n

n
n n

n

n

e
I e

e

e



 





 
  

 


 

28. 
f دالة معرفة على المجال 2;  :كما يلي

3

2

2
( )

1

x
f x

x





. 

)'حساب )f x: 

قابلة للاشتقاق على fالدالة  2;: 

أي:    
 

  
 

3

2

2 2 3 2

2 2
2 2

2
( )

1

3 1 2 2 1 4
'( )

1 1

x
f x

x

x x x x x x x x
f x

x x





     

 
 

 

2بما أن 
4 0x x    و 2

2
1 0x   فان اشارة'( )f x  من اشارة( 1)x x   :و عليه( 1) 0x x  

من  xاذن من أجل كل 2; ،'( ) 0f x   و عليه الدالةf  متزايدة تماما على 2;. 

.II   n
u متتالية معرفة بحدها الأول

0

5

2
u  دد طبيعيو من أجل كل عn،   

1
( )

n n
u f u . 
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).*نسمي الخاصية التالية: 1 )P n ...2 3
n

u . 

لدينا:  P(0)نتحقق من 
0

5

2
u   5و

2 3
2

   :أي
0

2 3u  (0)اذنP .محققة 

)*نفرض أن  )P n 2صحيحة أي 3
n

u   و نبرهن أن( 1)P n  أي نبرهن
1

2 3
n

u  . 

2لدينا  3
n

u    معناه     2 3
n

f f u f   لأن الدالةf  متزايدة تماما 2;. 

يعني أن 
1

29
2

10
n

u     و منه
1

2 3
n

u    أي( 1)P n . محققة 

n،   2يو منه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع من أجل كل عدد طبيع 3
n

u . 

n ،.استنتاج أنه من أجل كل عدد طبيعي2 2 29
1

10
n n

u u . 

 
2

2 2 99
1

10 10

n
n n

u
u u


   

3لدينا: 
n

u   و منه
2

2 29
0 9 0 9

10

n
n n

u
u u


      

و بالتالي:    2 2 2 29 9
1 0 1

10 10
n n n n

u u u u      

3.
1 2

2

1

n
n n

n

u
u u

u



 


2بما أن    3

n
u    1فان 2 0

n
u      2و

1 0
n

u    :اذن
1

0
n n

u u   

اذن  المتتالية n
u متناقصة تماما 

بما أن n
u  فهي متقاربة. 2متناقصة تماما و محدودة من الأسفل بالعدد 

4 . 
3 3 2 2

1 2 2 2

2 2
2 2 2

1 1 1

n n n n
n n

n n n

u u u u
u u

u u u


 
     

  
. 

n ،9.أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي5 
0 2

10

n

n
u

     
 

 . 

9نسمي الخاصية :
( ).....0 2

10

n

nP n u
     
 

. 

، لدينا : P(0)نتحقق من 
0

0

9 5
0 2 0 2 1

10 2
u

        
 

 

 محققة. P(0)و منه 
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)*نفرض أن  )P n 9صحيحة أي
0 2

10

n

n
u

     
 

)و نبرهن أن   1)P n أي نبرهن
1

1

9
0 2

10

n

nu




     
 

. 

لدينا:  

 

 

   

 

2

1 2

2

2 2

2

2

2

1

2 2
1

9 9
1

10 1 10

9
2 2

1 10

9
2 2

10

n
n n

n

n
n n

n

n
n n

n

n n

u
u u

u

u
u u

u

u
u u

u

u u





  


   


  


  

 

9و لدينا: 
0 2

10

n

n
u

     
 

 )فرضية التراجع(  

و عليه: 
1

1

1

9 9
0 2

10 10

9
0 2

10

n

n

n

n

u

u







     
 

     
 

)أي:    1)P n .محققة 

n،9و منه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع من أجل كل عدد طبيعي
0 2

10

n

n
u

     
 

 

9بما أن 
0 2

10

n

n
u

     
 

9و    
lim 0

10

n

n

   
 

 

limنستنتج  2 0 lim 2n n
n n

u u
 

   . 

29. 

احسب -.أ1
4 3 2 1
, , ,u u u u. 

1 0

2 1

3 2

4 3

5 6 64

5 6 314

5 6 1564

5 6 7814

u u

u u

u u

u u

  

  
  

  

  

nزوجيا فان آخر الرقمين للعدد nيمكن أن نقول أنه: اذا كان-ب
u  4و  1هما  

فرديا فان آخر الرقمين للعدد nواذا كان
n

u  4 6و. 

n ،.برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي2 2
4

n n
u u ، 
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و منه 

 

 
 

 

2 1

2

2

2

2

5 6 5 5 6 6

25 36

24 36 4 6 9

0 4

4

n n n

n n

n n n n

n n

n n

u u u

u u

u u u u

u u

u u

 









    

 

    

 



k،عدد طبيعي استنتاج أن من أجل كل 2
2 4

k
u :

لدينا:   0
14 4u   أي 0

2 4u   0و منه الخاصية صحيحة من أجلn 

نفرض ،  2
2 4

k
u   محققة و نتحقق من صحة 2( 1)

2 4
k

u     أي 2 2
2 4

k
u  .

لدينا:  4من السؤال  2
4

n n
u u     و منه 2 2 2

4
k k

u u   و لدينا حسب فرضية 2
2 4

k
u   و منه 2 2

2 4
k

u  

k،اذن حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع من أجل كل عدد طبيعي 2
2 4

k
u 

استنتاج أن  2 1
0 4

k
u  من أجل كل عدد طبيعي :n:

و عليه:   
   

2 1 2

2 1

2 1 2 1

5 6

5 2 6 4

4 4 0 4

k k

k

k k

u u

u

u u





 

 

  

  

n،2..البرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي3
2 5 3

n

n
u

  

0و     لدينا:

2

2 28

5 3 28

u 

 
0nو منه من أجل      .الخاصية محققة

2نفرض ان  
2 5 3

n

n
u

   1صحيحة و نتحقق من صحة 2

1
2 5 3

n

n
u

 
     :3أي

1
2 5 3

n

n
u


  .

2لدينا: 
2 5 3

n

n
u

   :معناه

 
 

 

2

2

3

10 5 5 3

10 12 5 5 3 12

2 5 6 5 3

n

n

n

n

n

n

u

u

u







 

   

  

 

3أي :  

1
2 5 3

n

n
u


  اذن من أجل كل عدد طبيعي .n،2

2 5 3
n

n
u

 

استنتاج أن   2 28 100
n

u .

لدينا: 
 

0

0

2 28

2 28 100

u

u




0nو منه من أجل     .الخاصية محققة

نفرض ان   2 28 100
n

u   صحيحة و نتحقق من صحة 1
2 28 100

n
u  .

لدينا:
1

5 6
n n

u u  
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و بالتالي يصبح:  
 
 
 

1

1

1

1

2 2 5 12

2 5 28 12 100

2 128 100

2 28 100

n n

n

n

n

u u

u

u

u









  

  





 

اذن من أجل كل عدد طبيعي لدينا  2 28 100
n

u . 

ي الأحاد و العشرات للعدد.تعين رقم4
n

u و ذلك حسب قيم العدد الطبيعيn . 

نقوم بتعيين باقي قسمة العدد 
n

u 100على: 

لدينا:   2 28 100
n

u  :و منه 14 50
n

u   :50أي 14
n

u k . 

2kمن أجل  p   100يكون 14
n

u p   معناه 2 4
n

u   أيn   زوجي 

زوجي فان رقم آحاد  nو بالتالي اذا كان
n

u 1هو  و رقم عشراته 4هو. 

2من أجل  1k p    100يكون 64
n

u p   معناه 0 4
n

u   أيn فردي 

فردي فان رقم آحادnو بالتالي اذا كان
n

u  6و رقم عشراته هو  4هو. 

اثبات أن. 5 1
,

n n
PGCD u u   . ثابت 

القاسم المشترك الأكبر للعددين  dليكن 
n

u  و
1n

u . 

يقسم  dاذن 
n

u  و يقسم
1n

u   

يقسم  dو بالتالي: 
1

5
n n

u u    أيd  6يقسم. 

هي: dاذن القيم الممكنة 6
1,2,3,6d   و بما أن رقم آحاد العدد

n
u قيم الممكنة هي  هو رقم زوجي فان ال 2,6. 

2و لدينا: 
2 5 3

n

n
u

   :ومعناه 

 
   
   

   
 

 

2

2

1

2 5 3 3

2 1 3

1 3

1 3
1 3

1 3

n

n

n

n

n

n

n n

n

n

u

u

u

u
u

u







 

 

  

     


 

nو منه 
u  6فهو اذن لا يقبل القسمة على  3لا يقبل القسمة على . 

و بالتالي:  1
, 2

n n
PGCD u u  . 
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30.
حساب .1

1n n
u u 

1لدينا: 
ln

n

n
u

n

   
 

  .

1

2

2

2 1
ln ln

1

2

21ln ln
1 2 1

n n

n n
u u

n n

n

n nn
n n n

n



            
 

           
 

بما أن: 
2 2

2 2

2 2
1 ln 0

2 1 2 1

n n n n

n n n n

  
       

و منه: 
1

0
n n

u u  

و عليه  n
u.متتالية متناقصة

حساب-أ .2
n

v  بدلالةn:

 

1 2
...

2 3 1
ln ln ... ln

1 2

2 3 1
ln ...

1 2 1

ln 1

n nv u u u

n

n

n n

n n

n

   

             
     

       
 

اذن:  ln 1
n

v n    : و لدينا lim lim ln 1n
n n

v n
 

    .

limبما أن-ب
n

n
v


 فان المتتالية n

v.متباعدة

حساب -.أ3
n

w  بدلالةn:

1 2
...

1 2 2 1
ln ln ... ln

1 2

1 2 2 2 1
ln ...

1 2 1 2

2 1
ln

n n n n
w u u u

n n n

n n n

n n n n

n n n n

n

n

   

                    
          
   

 

2منه   1
ln

n

n
w

n

   
 
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ثم استنتج  2 1
lim lim ln ln 2

n
n n

n
w

n 

   
 

 

لدينا -ب lim ln 2n
n

w


  و عليه المتتالية n
w.متقاربة 

31. 

( )
n

u  المتتالية العددية المعرفة علىN  : كما يلي
0

2u   ومن  من أجل كل عدد طبيعيn    ،
1

4
5  

n

n

u
u

  

3(  حساب : 1
2

4
51 u    و

3

11

3

4
52 u     

n  :2البرهان بالتراجع  أنه من أجل كل عدد طبيعي  4
n

u   

42لدينا  1  u  محققة 

2نفرض أن  4
n

u    42و لنبرهن أن 1  nu 

2 4
n

u   بالقلب نجد
4

11

2

1


nu
1نجد  4بالضرب في  

4
2 

nu
4نجد  5بإضافة 

4
53 

nu
أي  

432ان  1  nu  42و منه 1  nu إذن من اجل كل عدد طبيعيn   42فإن  nu. 

)( تبيين أن 2 )
n

u   متزايدة :  نحسب الفرق
  

n

nn

n

nn
n

n

nn
u

uu

u

uu
u

u
uu







14454
5

2

1   

42الفرق موجب لان   nu  04فإن  nu  01و  nu .  و هو المطلوب 

 .استنتاج أنها  متقاربة : بما المتتالية متزايدة و محدود من الأعلى فهي متقاربة  

:  nالبرهان أنه من أجل كل عدد طبيعي  (4
1

4
4

2

n

n

u
u 


   

لدينا  n

nn

n

nn

n u
uu

u

uu
u 


  4

144
1

4
544 42و بما ان 1  nu  بالقلب نجد

2

11

4

1


nu
  و منه        , nn uu   4

2

1
4 1 . 
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:   n استنتاج أنه من أجل كل عدد طبيعي (5
1

1
0 4

2

n

n
u


     
 

مما سبق نجد أن     nn uu   4
2

1
40 و منه1

   



   11 4
2

1

2

1
4

2

1
40 nnn uuu  أي 

121 4
2

1
40   nn uu   و ها كذا

   



   22121 4
2

1

2

1
4

2

1
40 nnn uuu أي ان 

231 4
2

1
40   nn uu  إلى أن ....

نصل إلى التعميم  
011 4

2

1
40 uu

nn     و منه 
011 4

2

1
40 uu

nn   اي ان

 2
2

1
40

11  
nnu اي انnnu

2

1
40 1   1نجد  بتعويض''

2

1
40 

nnu  . و هو المطلوب 

nحساب     
n

u


lim                1بما أن'  nn1
2

1
40 

nnu   0و
2

1
lim

1
 nn

فحسب الحصر نجد  

0lim 
 n

n
u 

32. 

نعرف المتتاليتين  n
a   و n

b   حيث
0

1a   و
0

7b   :و بالعلاقة التالية
 

 

1

1

1
2

3

1
2

3

n n n

n n n

a a b

b a b





  

  


  

. المتتالية1 n
u المعرفة كما يلي

n n n
u b a  من اجل كل عدد طبيعيn. 

لدينا:   -أ   1 1 1

1 1 1
2 2

3 3 3 3

n n
n n n n n n n n

b a
u b a a b a b u  


        

و منه  n
u 1متتالية هندسية أساسها

3
و  حدها الأول.:   

0 0 0
7 1 6u b a     

التعبر عن-ب
n

u  بدلالةn :1
6

3

n

nu
   
 

  

.اتجاه تغير المتتاليتين2 n
a   و n

b: 

1لدينا 
6

3

n

nu
   
 

0أي  
n

u    و عليهn n
b a  

اذن  1

1

1
2

3 3

0

n n
n n n n n

n n

b a
a a a b a

a a






    

 
و بالتالي     n

a .متتالية متزايدة 
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بالمثل نجد  1

1

1
2

3 3

0

n n
n n n n n

n n

a b
b b a b b

b b






    

 
و بالتالي   n

b .متتالية متناقصة 

 .لدينا 3

و منه  

1
6

3

1
lim lim 6 0

3

lim 0

n

n n

n

n n
n n

n n
n

b a

b a

b a

 



    
 

     
 

 

 

بما أن  n
a  متتالية متزايدة و n

b  متتالية متناقصة  وlim 0
n n

n
b a


    فان المتتاليتين n

a   و n
b .متجاورتان 

. المتتالية 4 n
v :   المعرفة بالعبارة

n n n
v a b  من أجل كلn. 

لدينا      
1 1 1

31 1
2 2

3 3 3

n n

n n n n n n n n n

n

a b
v a b a b a b a b

v

  


        


 

و عليه المتتالية n
v .متتالية ثابتة 

33. 

.I الدالةg المعرفة على 0; ا يلي : كم( ) 1
x

g x e x   . 

 :g. اتجاه تغير الدالة1

قابلة للاشتقاق على  gالدالة 0; ،'( ) 1
x

g x e . 

  0  x 
+ 1

x
e  

 

متزايدة تماما على المجال gو عليه الدالة  0;. 

)اشارة x.عين حسب قيم 2 )g x: 

(0)بما أن  0g  لدالة و اg متزايدة تماما على المجال 0;اذن من أجل كل .xمن 0; ،( ) (0) 0g x g . 

  0  x 
+ ( )g x 
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). لدينا: 3 ) 0g x    :1أي 1 0

0

x x

x

e x e x

e x

     

  
 

من xاذن من أجل كل  0; ،0
x

e x . 

.II الدالةf  لى المجالالمعرفة ع 0;1  :1كما يلي
( )

x

x

e
f x

e x





  

. لدينا 1 0;1x و بما أنf دالة متزايدة تماما على المجال 0;1 ، (0)فان ( ) (1)f f x f . 

0أي   ( ) 1f x   تكافئ ( ) 0;1f x . 

منxاذن  من أجل كل 0;1  ، ( ) 0;1f x . 

 -.أ2

      1 1 11
( )

x x xx

x x x

e x e x x e xe
f x x x

e x e x e x

     
    

  
 

اذن :    1 ( )
( )

x

x g x
f x x

e x


 


. 

)الوضع النسبي للمنحنى  -ب )C و المستقيم D: 

منxمن أجل كل 0;1 ،( ) 0g x    1و 0x     0و
x

e x   

)اذن  ) 0f x x   أي أن للمنحنى( )C  يقع فوق  المستقيم D  و يتقاطعان في النقطة 0;0  و 1;1. 

على fدالة أصلية للدالة  -.أ3 0;1. 

نلاحظ أن:   ' 1
x x

e x e   ليه و ع   ( ) ln ,
x

F x e x c c     

 مساحة الحيز : -ب

على المجال  0;1 ( )f x x  :و بالتالي 

 

 

11 1 1 2
1

0

0 0 0 0

( ) ( ) ( )
2

1
ln 1 .

2

x
f x xdx f x dx xdx F x

e u a

 
      

 

  

  
  

 الجزء الثالث:

 . خطوط التمثيل.1
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.لدينا: 2
0

1

2
u   و منه

0

1
1

2
u . 

0nليكن     1نفرض أن
1

2
n

u   و بما أنf دالة متزايدة تماما على المجال 0;1 

و منه نستنتج أن    1
1

2
n

f f u f
    
 

أي:   
1

1
1

2
n

u  . 

n ،1ستدلال بالتراجع لدينا  من أجل كل عدد طبيعيو عليه حسب خاصية الا
1

2
n

u . 

حسب ما سبق لدينا  على المجال  0;1  ،( )f x x و بما أن 0;1
n

u  

فان  n n
f u u. 

،  nن أجل عدد طبيعياذن م
1

1
1

2
n n

u u    . 

. بما أن المتتالية3 n
u  فهي متقاربة نحو العدد 1متزايدة و محدودة من الأعلى بالعددl  حيث 0;1l. 

1لأن 
1

2
n

u . 
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   1
lim lim lim ( )n n n

n n n
l u f u f u f l  
   .

1xمن أجل    لدينا( )f x x  ،1و بالتاليl   :و عليهlim 1n
n

u




34.
.حساب الحدود:1

2 1

3 2

4 3

1 1 1

2(1) 2

3 3

4 8

4 1

6 4

u u

u u

u u


 

 

 

، nعي غير معدومبين أنه من أجل كل عدد طبي-.أ2
n

u  0موجبة تماما  أي
n

u .

1nمن اجل   ،
1

1
0

2
u  و عليه

1
0u .

1nليكن       0نفرض أن
n

u    و نتحقق من أن
1

0
n

u   :1. أي
0

2
n

n
u

n


.

0لدينا 
n

u     1و
0

2

n

n


   1فبالتالي

0
2

n

n
u

n


اذن

1
0

n
u  .

n ،0ل بالتراج فان من أجل كل عدد طبيعي غير معدومو عليه حسب مبدأ الاستدلا
n

u .

1nليكن  -ب   ،

1

1

1
1

2 2

1

n

n

n

n

u n n n

u n n

u

u





 
  


0حيث: 

n
u 

فبالتالي:   
1n n

u u .اذن  المتتالية  n
u.متناقصة

المتتالية -ج n
u اذن هي متقاربة.0متناقصة و محدودة من الأسفل بالعدد

n. نضع: n. من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم3
n

u
v

n
.

1لدينا :  

1

1

1 2

u
v  
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1nليكن   -أ   

1

1

1

1 1 1 1

1 1 2 2 2 2

1

2

n n n
n n n

n n

u u un
v u v

n n n n n

v v







     

 

 
  

و عليه  n
v   1متتالية هندسية أساسها

2
و حدها الأول 

1

1

2
v . 

و بالتالي:  
1

1

1

1 1 1

2 2 2

n

n

n n
v v q


     

 
   

nلدينا   -ب
n

u
v

n
  أي

n n
u nv و بالتالي  من أجل كل عدد طبيعي .n :غير معدوم

2
n n

n
u  

المعرفة على المجال  f.نعتبر الدالة4 1;  :كما يلي( ) ln ln 2f x x x . 

 .عند fنهاية الدالة-أ

lim ( ) lim ln ln 2

ln
lim ln 2

x x

x

f x x x

x
x

x

 



 

     
 

 

نهاية  المتتالية  -ب n
u. 

اعلم أن المتتالية   n
u  متقاربة  و من أجل كل عدد طبيعيnر معدوم،غي 

لدينا :  

ln( )

ln( ) ln 2 ( )

ln(2)

lim ( )
( )

2

lim lim 0n

n
n n f n

n n n

f n
f n

n
n n

n e
u e e

e

u e e 



 

   

  
limاذن       0n

n
u


 

35. 

1كما يلي:   المعرفة على fنعتبر الدالة
( )

x
f x xe

 . 

1عدد حقيقي   x.ليكن  1 1
( )

x x

x
f x xe x e e ex

e

      

)عدد حقيقي،  xاذن بين أنه من اجل كل )
x

x
f x e

e
  . 

2  .

1

1

lim ( ) lim

lim ( ) lim lim 0

x

x x

x

xx x x

f x xe

x
f x xe e

e



 



  

  

   
0yاذن     معادلة مستقيم مقارب لمنحنى الدالةf عند . 
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،  قابلة للاشتقاق على  fالدالةf.  اتجاه تغير الدالة3  1
'( ) 1

x
f x x e

 . 

x  ،1من أجل كل عدد حقيقي
0

x
e

   و بالتالي اشارة'( )f x  1من اشارة x. 

  1    x 
 - 0 + 1 x 

 

 

 جدول تغيرات: 

  1    x 
 - 0 + '( )f x 

1 
0  

     

 
( )f x 

 

  .II1 ليكن .x،عدد حقيقي 

   

 
   
   

2 2

2 2 1

1

1 ( ) ( ) ( )

1 ... 1 ...

1 ... ...

1

n n n

n n

n n n

n

x g x g x xg x

x x x x x x x

x x x x x x x

x





  

         

         

 

 

1xاذن من أجل كل   ،
 
 

1
1

( )
1

n

n

x
g x

x





. 

 ،1.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن 2

)، 1نلاحظ أن أنه من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن  ) '( )
n n

h x g x  و عليه 

ي: و بالتال

     
 

 

1

2

1

2

1 1 1
' ( )

1

( 1) 1

1

n n

n

n n

n x x x
g x

x

nx n x

x





    




  




 

(1).نضع3 (2) ... ( )
n

S f f f n    : 

nالمجموع  nحساب بدلالة 
S: 
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0 1 2 1

1 2

1

2

1 2 3
(1) (2) ... ( ) ...

1 1 1
1 2 3 ...

1

1 1
( 1) 1

1
1

n n

n

n

n n

n
S f f f n

e e e e

n
e e e

h
e

n n
e e

e





        

              
     

   
 

        
   

  
 

 

غير معدوم ،  nلدينا من أجل كل عدد طبيعي
1

1 2 1 21
( )

n

n n
n ne e ne e f n

e


         

 
  

و عليه  
1

21
lim lim ( ) 0

n

n n
n e f n

e




 

    
 

. 

و كذلك    1
1 1 ( 1)

n

n
n n e f n

e

      
 

 

و عليه نستنتج ان:  
2

2

1
lim

11
1

n
n

e
S

e

e



       
 

. 

36. 

I لتكن الدالةf 2كما يلي :المعرفة على 1
( ) 3 1

x
f x e x

   . f
C و تمثيلها البياني في معلم متعامد ز متجانس ; ,O i j  . 

 حساب-.أ1

 
 

2 1

2 1 2 1

2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

2 1

lim ( ) lim 3 1

3 1
lim ( ) lim 3 1 lim 1

lim 1 3

lim

x

x x

x x

x xx x x

x x x

x

x

x

f x e x

x
f x e x e

e e

e xe e

e

 

 

   
     

   



 



    

       
 

  

  

أن:      2 1
lim 3 0

x

x
xe




 . 

 

و منه    

2 1 2 1

2 1

( ) 3 1 3 1
lim lim lim

1 1
lim 3

x x

x x x

xx

f x e x e x

x x x x x

xe x

   

  



 
   

  

 

 . 
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 لدينا: -ب

   2 1

2 1

lim ( ) 3 1 lim 3 1 3 1

lim

0

x

x x

x

x

f x x e x x

e

 

 

 



           





 

 lim ( ) 3 1 0
x

f x x


      

3لتفسير: نقول أن المستقيم ذا المعادلة ا 1y x   مقارب مائل للمنحنى f
C  عند . 

 :f. اتجاه تغير الدالة 2

2حيث:  قابلة للاشتقاق على  fالدالة   1
'( ) 2 3

x
f x e

     

)'و منه  ) 0f x   تكافئ 

نستنتج أن : 

2 1 2 1 3
2 3 0

2

3
2 1 ln

2

1 3
ln 1

2 2

x x
e e

x

x

       

     
 

        

 

            1 3
ln 1

2 2

       
    

x  

 + 0 - 2 1
2 3

x
e
   

 

 :fجدول تغيرات 

            1 3
ln 1

2 2

       
    

x  

 + 0 - '( )f x 
  

 

            1 3
ln 1

2 2
f
          

 

 
 

( )f x 
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لدينا: 

2 1

1 3
2 ln 1 1

2 2

( ) 3 1

1 3 1 3
ln 1 3 ln 1 1

2 2 2 2

3 1 3
3 ln 1 1

2 2 2

3 3 3
ln 1 1

2 2 2

1 3 3
ln 1

2 2 2

1,6

x
f x e x

f e

 

         
   

  

                                 
             
         
      

  


 

1مستمرة و رتيبة على المجال  f. الدالة 3 3
; ln 1

2 2

           
)و      1,3) ( 1,2) 0f f     

1مستمرة ومتزايدة تماما على المجال  fو لدينا كذالك الدالة  3
ln 1 ;

2 2

           
و لدينا:     0,2 0,3 0f f  

)اذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة  المعادلة ) 0f x  تقبل حلين  و  1,3بحيث 1,2     0,2 0,3  . 

.رسم المنحنى 4 f
C: 

 

.II نعتبر المتتاليتين n
u  و n

v  :2المعرفتين كما يلي 1n

n
u e

  3و 1
n

v n . 

1. 



 #  5 min Maths . 4            104
 

 

لدينا: 
 

 
2 1 1

2 1 1 2 1 21

2 1

n
n nn

n

n

u e
e e

u e

  
     

    

و منه المتتالية  n
u 2هندسية أساسها

q e
  1و حدها الأول

0
u e

. 

و لدينا:   1
3 1 1 3 1 3

n n
v v n n        و منه نجد أن   المتتالية n

v  حسابية 

3rأساسها    و حدها الأول
0

1v  . 

. ااتجاه تغير المتتاليتين2 n
u و n

v. 

3بما أن  0r    فان المتتالية n
v . متتالية متزايدة 

2بما أن الأساس  
1 1e

    1و الحد الأول
0e

   فان n
u. متتالية متزايدة 

.لدينا: 3 n
v متتالية متزايدة و n

u متتالية متزايدة 

لدينا:  ومن جهة أخرى
2 1

lim lim 3 1

lim

n

n n
n n

n n
n

v u n e

v u

 

 



     

  
  

اذن المتتاليتين  n
u و n

v . ليس بمتتاليتين متجاورتان 

. حساب المجموع4
n

S بدلالةn: 

(0)بحيث :  (1) ... ( )
n

S f f f n     حظ أن يكفي ان نلا( )
n n

f n u v   

و بالتالي: 

 

0 1 0 1

2( 1)

1

2

1

2( 1)

2

(0) (1) ... ( )

... ...

1 1 1 3
( 1)

1 2

2 3
1 ( 1)

1 2

n

n n

n

n

S f f f n

u u u v v v

e n
e n

e

e n
e n

e

 





 



   

       

             
             

 

limاحسب -ب n
n

S


   
1

2( 1)

2

2 3
lim lim 1 ( 1)

1 2

n

n
n n

e n
S e n

e


 

 

               
 

حساب 
2

lim n

n

S

n
. 
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اذن: 

 

 

 

1
2( 1)

2

2 2

1
2( 1)

2

2 2

2( 1)1

2 2

2

2 3
1 ( 1)

1 2
lim lim

2 3
1 ( 1)

1 2
lim

1
lim 0

1

lim
2 3

( 1)
32

lim
2

n

n

n n

n

n

n

n

n

n

n

e n
e n

eS

n n

e n
e n

e

n n

ee

e n
S

n
n

n


 



 


 





 







            

            

  
          

  

2

3

2n


  

37. 

 ( أ( الإنشاء : 1

 

)ب( التخمين : نلاحظ أنّ المتتالية  )
n
u  متناقصة و تتقارب نحو فاصلة نقطة تقاطع( )

f
C  مع( ) . 

1( أ( البرهان بالتراجع : 2 0
n
u . 

، لدينا :  0n*(التحقق من أجل 
0
5u    : أي ،

0
1 0u . إذن محققة ، 

1*( نفرض أنّ :  0
n
u  : ّو لنثبت أن

1
1 0

n
u 

1لدينا فرضا :  0
n
u  : 1أي

n
u  و بما أنّ الدالة ،f فإنّ :  ;2يدة على متزا)( (1)

n
f u f  ، 

أي : 
1
1

n
u  : و منه ،

1
1 0

n
u  و أخيرا من أجل كل.n  : 1يكون

n
u . 

 ب( لنبرهن صحة التخمين : 
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2

1

4 1 4 1 2

2 2
n n n n

n n n

n n

u u u
uu

u
u

u u
 

2 22 1 ( 2 1)

2 2
n n n n

n n

u u u u

u u
و منه : 

2

1

( 1)
0

2
n

n n

n

u
u u

u
 . 

)و منه المتتالية  )
n
u  فهي متقاربة . 1متناقصة ، و بما أنهّا محدودة من الأسفل بـ ، 

(أ( لنحسب : 3
1n

v 

1

1

1 1 1

4 1 4 1 21
1

2 2

n

n n nn

n n

u u u

u

v
u

u

: أي   
1

21

3 3 3 3

2

n

n

n n

n

u

u u

u

v . 

*( لنحسب الفرق : 
1n n

v v . 

1

2 21 3

3 3 1 3 3 3( 1)
n n

n n

n n n n

u u
v

u u
v

u u
أي : 

1

1 1

3( 1) 3
n

n n

n

v
u

v
u

 . 

إذن : 
1

1

3n n
vv  و منه المتتالية.( )

n
v  حسابية أساسها

1

3
 حدها الأول : و 

0

0

1 1

1 4
v

u
 . 

ب( *( عبارة 
n
v  بدلالةn  :1 1

3 4n
v n . 

*( عبارة 
n
u  بدلالةn  :

1

1n

n

v
u

 ، أي :  

1
1

n

n

u
v

1، أي :  
1

n

n

u
v

1.و منه :   
1

1 1

3 4

n
u

n

 . 

)ج( حساب نهاية المتتالية  )
n
u  : 1

lim 1 1
1 1

3

im

4

l
n n n

u

n

  

38. 
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لدينا : 
1

0

1

3

2
n

n

u

u
u

 . 

)متتالية ( لنبرهن بالتراجع أنّ جميع حدود ال1 )
n
u  : موجة 

:  0n*( نتحقق من أجل 
0
3u  : أي ،

0
0u      0و منه : محققة من أجلn . 

0*( لنفرض أنّ : 
n
u  ّو نثبت أن :

1
0

n
u  

0لدينا : 
n
u  : و منه ،

2
0

1
n
u

، أي :  
1
0

n
u 

0يكون :  n*( و أخيرا من أجل كل عدد طبيعي 
n
u  

)( إذا كانت المتتالية 2 )
n
u       : ّمتقاربة فإن

1
li lm im
n n nn

lu u . 

و بما أنّ : 
1

2

1n

n
u

u  : ّفإن ،
2

1
l

l
 ، و منه : 

2 2 0l l  ّأي أن ،l  2هو حل للمعادلة 2 0x x 

هذه الأخيرة تقبل حلين هما : 
1
1x  و

2
2x . 

)، لأنّ حدود المتتالية   1lو عليه : نختار  )
n
u . موجة 

( لدينا : 3
1

2
n

n

n

u
v

u
 . 

)أ( لنبرهن أنّ المتتالية   )
n
v  : هندسية 

1

1

1

12
1

1 1 1

2 4 22
2

1 1

n

n n n

n

nn

n n

u

u u u

uu

u

v

u

  

    
1 ( 1) 1

4 2 2( 2) 2
n n

n

n n

u u
v

u u
  

)إذن : المتتالية   )
n
v   هندسية أساسها

1

2
q  : 0، و حدها الأول

0

0

1 2

2 5

u

u
v  .  : و منه

2 1
( )

5 2
n

n
v . 
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1يحققّ :  qب( بما أنّ الأساس  1q  إذن : المتتالية ،( )
n
v  0تتقارب نحو . 

( عبارة 4
n
u  بدلالةn  : 

لدينا : 
1

2
n

n

n

u
v

u
2، أي :   1

n n n n
v u v u : 2أي 1

n n n n
u uv v  : أي ، 

( 1) 2 1
n n n
u v v  : أي ،

2 1

1
n

n

n

v
u

v
 

و منه : 

2 1
2 ( ) 1
5 2

2 1
( ) 1
5 2

n

n
n

u . 

)*( تحديد نهاية المتتالية  )
n
u  : 

نعلم أنّ : 
1

lim ( ) 0
2
n

n
lim.إذن :   1

nn
u . 

39. 

)( أ( تمثيل الحدود الأربع الأولى للمتتالية 1 )
n
u : 

 

)ب( إذا كانت المتتالية  )
n
u  : ّمتقاربة فإن 

1
li lm im
n n nn

lu u  : ّو بما أن.
1

1 23

3 27n n
uu  : ّفإن ، 
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1 23

3 27
l l  : أي ،

1 23

3 27
l l  : أي ، 

2 23

3 27
l  : أي ،

23 3

27 2
l  : و منه ،

23

18
l . 

:  nج( لنبرهن بالتراجع أنهّ من أجل كل 
23

18n
u 

:  0n*( لنتحقق من أجل 
0
2u  : أي ،

0

23

18
u 

*( لنفرض أنّ : 
23

18n
u  : ّو نثبت أن

1

23

18n
u  

لدينا فرضا : 
23

18n
u  : أي ،

1 23

3 54n
u  : أي ،

1 23 23 23

3 27 54 27n
u  : أي ،

1

23 46

54 54n
u 

أي : 
1

69

54n
u  : و منه ،

1

23

18n
u  و أخيرا من أجل كل .n  : يكون

23

18n
u . 

)المتتالية د( لندرس رتابة  )
n
u  )ندرس إشارة الفرق( : 

1

1 23 2 23

3 27 3 27n n n n n
u u u u u 

*(نعلم أنّ : 
23

18n
u  : أي ،

2 46

3 54n
u : أي ،

2 23

3 27n
u  : أي ،

2 23
0

3 27n
u  : و منه ،

1
0

n n
u u  إذن : المتتالية.( )

n
u . متناقصة 

)*( بما أنّ المتتالية  )
n
u  محدودة من الأسفل فهي متقاربة و نهايتها تساوي

23

18
 . 

 ( أ( البرهان على المساواة : 2

نلاحظ أنّ : 
2 3 4 1

1 1 1 1
...

10 10 10 10n
مجموع لمتتالية هندسية أساسها هو  

1

10
و حدها الأول  

2

1

10
، عدد هذه الحدود هو  

 :n  : حد . نسمي المجموع بــ
n
S . 

2 2

1
1 ( )1 1 10 110 1 ( )
9 9 1010 10

10

n

n

n
S  : و منه

1 1
(1 )

90 10n n
S . و هو المطلوب . 
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7....1,277ب( لدينا : 
n

n

v  : أي ، 

   
2 3 4 1

7 7 7 7
1,2 ....

10 10 10 10n n
v 

2 3 4 1

1 1 1 1
1,2 7( .... )

10 10 10 10n
و منه :    

1 1
1,2 7 1 ( )

90 10n
 

*( نعلم أنّ : 
1

lim ( ) 0
10

n

n
 ، إذن :  

7 12 7 108 7
lim (1,2 )

90 10 90 90nn
v : و منه

115 23
lim

90 18nn
v . )عدد ناطق( ، 

)( المتتالية 3 )
n
u  متناقصة و المتتالية( )

n
v  متزايدة ، و لهما نفس النهايةl . إذن فهما متجاورتان ، 

40. 

( لدينا : 1
2 2 2

216

133

a b c

a b c
,د وَ بما أنّ الأعدا  ,c b a  : ّ2حدود متتابعة من متتالية هندسية فإنa c b  

2أي :  216b b  : 3، و منه 216b  ، 

. بالتعويض نجد :  6bأي : 
2 2

36

97

a c

a c
، أي :  

2 2

36

97

c
a

a c

2، أي :   2( 7
36
) 9
a

a  : أي ،

4

2

1296
97

a

a
4، و منه :   297 1296 0a a 

2aبوضع  X  : 2نجد 97 1296 0X X  ، 

 ، ومنه : 4225أي : 
1

2

16

81

X

X
 ، أي :

4

4

a

a
   ،

9

9

a

a
. إذن :  

9

6

4

a

b

c

،  مرفوضة 

9

6

4

a

b

c

، مرفوضة  

4

6

9

a

b

a

، مرفوضة  

4

6

9

a

b

c

 . ص 
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: لدينا  تعيين قيمة  أ(( 2
n n
v u  : أي ،

1 1n n
v u  : أي ،

1

2
1

3n n
v u : أي ،

1
( )
2

1
3n n

v v  : أي ،
1

2 1
1

3 3n n
v v  : إذن ،( )

n
v  : هندسية معناه

1
1 0

3
: لما  ، أي 

)تكون المتتالية  3 )
n
v هندسية أساسها

2

3
وَ حدها الأول 

0
9v .

أوّلا نعينّ عبارة  ب(
n
v  بدلالةn :

0

n

n
v v q ،

)و منه : 
2

9
3
)n

n
v .

الآن نعينّ عبارة 
n
u  بدلالةn  لدينا :

nn
u v  : 3، أي

nn
u v  : ومنه ،

2
)9 3
3
( n

n
u

)حساب نهاية  )
n
u  :3lim

nn
u  : )، لأنّ

2
lim 0

3
)n

n
 .

)ln( لدينا : 3 )
n n
w v  : أي ،

1 1
ln( )

n n
w v  : أي ،

1

2
ln( )
3n n

w v  : أي ،
1

2
ln( ) ln( )
3n n

w v و ،

منه : 
1

2
ln( )
3 nn

w w .

)إذن :  )
n
w  متتالية حسابية أساسهاln(

2

3
)

وَ حدها الأول : 
0
ln(9)w .

( حساب الجداء : 4
0 1
3 3( ) ( ) ... 3. ( )

n n
P u u u ،

3لدينا : 
n n
u v ،

أي : 
0 1

....
n n
v vP v  : 2، أي

0 0 0 0
. .( ) ( ) .... ( ). n

n
P v v q v q v q  : أي ،

2

0 0 0
( )(... ... )n

n
P v v v q q q : و منه ،

( )
1

1

2
0

n

n

n

n

v qP  : أي ،
2

1 2
2

9 ( )
3

n n

n

n
P

41.
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0لدينا :  

1

1

2 3
n n

u

u u n
 . 

2( لنبرهن بالتراجع أنّ : 1

n
u n . 

2، أي :  0n*(لنتحقق من أجل 

0
0u      : 1، و منه  ، )محققة( . 0

 *( لنفرض أنّ : 
2

n
u n : ّ2، و لنثبت أن

1
( 1)

n
u n 

2لدينا فرضا : 

n
u n  : 22، أي 3 2 3

n
u n n n 

2أي : 

1
2 1 2

n
u n n  : 2، أي

1
( 1) 2

n
u n : 2و منه

1
( 1)

n
u n . و هو المطلوب ، 

2يكون :  n*( و أخيرا من أجل كل 

n
u n . 

)*( إستنتاج نهاية المتتالية  )
n
u  : 

2بما أنّ : 

n
u n  2وlim ( )

n
n  : ّبالمقارنة نستنتج أن.lim

nn
u . 

)( دراسة رتابة المتتالية 2 )
n
u  : 

1
2 3

n n
u u n  : ّنلاحظ أن ،

1
0

n n
u u منه : المتتالية و( )

n
u  متزايدة تماما على . 

( لدينا : 3
1n n n

w u u . 

)أ( طبيعة المتتالية  )
n
w  : 2: لدينا 3

n
w n 

أي : 
1
2( 1) 3

n
w n  : أي ،

1
2 2 3

n
w n 

أي : 
1
2 3 2

n
w n  : و منه ،

1
2

n n
w w 

)إذن : المتتالية  )
n
w  3و حدها الأول  2حسابية أساسها . 

ب( حساب المجموع 
1n

S  : 

1 0 1 1
....

n n
S w w w  : أي ، 

0 1
1

( ) (3 2 1)

2 2
n

n

w w n n n
S : أي ، 

2

1

(2 4) 2( 2)
2

2 2n

n n n n
S n n . 
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ج( إستنتاج عبارة 
n
u  : 

لدينا : 
1n n n

w u u  : أي ، 

 

0 1 0

1 2 1

2 3 2

1 1

:

n n n

w u u

w u u

w u u

w u u

بالجمع نجد :  
1 0n n

S u u ، 

أي :  
1 0n n

u S u  : 2، أي 2 1
n
u n n 

)2و منه :  1)
n
u n . 

 )*2lim lim ( 1)
nn n
u n . 

42. 

لدينا : 
0
0u    َو

1

5 2

4
n

n

n

u
u

u
  . 

 :  bو  a( أ( تعيين العددين الحقيقيين 1

1

4

4 4
n

n

n n

au a bb
u a

u u
 ، بالمطابقة نجد : 

5

4 2

a

a b
، و منه :  

5

18

a

b
  . 

إذن : 
1

18
5

4n

n

u
u

 . 

0ب( البرهان بالتراجع على أنّ : 
n
u . 

ي : ، أ 0n*( لنتحقق من أجل 
0
0u . )محققة( 

0*( لنفرض أنّ : 
n
u  : ّو لنثبت أن

1
0

n
u . 
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0لدينا : 
n
u  : 5، أي 2 0

n
u  : 4و أيضا 0

n
u : و منه

5 2
0

4
n

n

u

u
، أي :  

1
0

n
u و هو المطلوب ، 

0يكون :  n*( و أخيرا من أجل كل 
n
u . 

( تعيين 2
0
u  حتى تكون المتتالية( )

n
u  ثابتة : تكون المتتالية( )

n
u  : ثابتة إذا كان

1 0n n
u u u  ، 

0أي : 
0

0

5 2

4

u
u

u
2، أي :  

0 0 0
4 5 2u u u : 2أي

0 0
2 0u u  : و منه سيكون ، 

0
1u   مرفوض( ، أو(

0
2u . )مقبول( 

( لدينا : 3
0
3u  و

2
n

n

n

u
v

u
 . 

)حتى تكون  *( تعيين  )
n
v  : متتالية هندسية 

لنحسب : 
1n

v . 

   
1

5 2 5 2 2 8
2

4 4

5 2 2 4

4 4

n n n

n n

n

n n n

n n

u u u

u u
v

u u u

u u

 

3 6 3( 2)

5 4 2 (5 ) 4 2
n n

n n n

u u

u u u
 

نه : و م
1

3( 2)

4 2
(5 )

5

n

n

n

u
v

u

 . 

)تكون المتتالية  )
n
v : هندسية إذا كان 

2

4 2

5

n

n

n

u
v

u

، أي :  
2 2

4 2

5

n n

n
n

u u

u
u

 

بالمطابقة نجد : 
4 2

5
2، أي :   5 4 2و منه : 2 2  . 1أو  2، إذن سيكون :  0

يكون :  2*( حالة : 
2
1

2
n

n

n

u
v

u
  ، 
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)هنا المتتالية  )
n
v . تصبح ثابتة ، إذن هذه حالة مرفوضة 

يكون :  1*( حالة : 
2

1
n

n

n

u
v

u
.و يصبح :  

1

1

2n n
v v . 

)إذن : المتتالية  )
n
v  هندسية أساسها

1

2
 و حدها الأول :  

0
0

0

2 1

1 4

u
v

u
 . 

*( عبارة 
n
v  :

1 1
( )

4 2
n

n
v  : و منه

2

1

2n n
v . 

*( عبارة 
n
u  :

2

1
n

n

n

u
v

u
2 ، أي:  

n n n n
v u v u 

2 أي : 
n n n n
v u u v : أي ،( 1) 2

n n n
u v v  

أي : 
2

2

1
22 2

11
1

2

n
n

n

n
n

v
u

v
 ، أي :  

2

2

2

2

1 2 2

2
1 2

2

n

n

n n

n

u  : و منه ،
3

2

1 2

1 2

n

n n
u  

( حساب المجموع 4
n
S  : 

0 1

1 1 1
.....

1 1 1n

n

S
u u u

 . 

لدينا : 
2 1 3 3

1
1 1 1

n n

n

n n n

u u
v

u u u
  ، 

و منه :
3

1
1 n

n

v
u

، أي :  
11

1 3
n

n

v

u
 ، 
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0إذن :   1
1 1 1

.....
3 3 3

n

n

v v v
S : 0، أي 1

(1 1 ... 1) ( ... )

3

n

n

n

v v v
S

أي : 

11
1 ( )1 2( 1)

14
1
2

3

n

n

n

S،

إذن : 

11 1
1 ( )

2 21

3 3

n

n

n
S.

43.
3لدينا : 

0
u eَو

1n n
u e u.

2( إثبات أنّ : 1

n
u e)نستعمل البرهان بالتراجع( ،

، 0n*(التحقق من صحة الخاصية من أجل 

لدينا : 
3

0
u e  : أي

2

0
u e . محققّة

2، أي :  n*(نفرض صحة الخاصية عند 

n
u e.

2، أي : 1nنبرهن صحة الخاصية عند  *(و

1n
u e.

2لدينا فرضا 

n
u e : أي ،

n
u e ،

2أي : 

n
e u e : 2، إذن

1n
u eوهو المطلوب .

n  ،2كل عدد طبيعي  ومنه : من أجل
n
u e.

)( إتجاه تغيرّ المتتالية 2 )
n
u  : أي نحسب :

1n n n n
u u e u u : أي ،

2

1

2

n n n

n n

n n n n

n

n

n
e u u

e

e u
u u e

u
u

e u uu u
u  : ومنه

2

1

( )
n n

n n

n n

u e u
u u

e u u
 .

2*( بما أنّ : 

n
u e : 2معناه 0

n
e u : ومنه ،

1
0

n n
u u إذن المتتالية ،( )

n
u. متناقصة
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)*( نعم المتتالية  )
n
u  متقاربة ، لأنهّا متناقصة و محدودة 

 . 2eمن الأسفل بـــ 

): n( لدينا من أجل كل عدد طبيعي 3 ) 2ln
n n
v u  

)*(بيان أنّ المتتالية  )
n
v  : هندسية : أي نحسب

1 1
( ) 2ln

n n
v u : أي ، 

1
( )n 2l

n n
v e u: ومنه

1
ln n 2l

n n
ev u ي ، أ

1

1
1 ln( ) 2
2n n

v u  : أي ،
1

1
ln( ) 1
2n n

v u  : ومنه ، 

1

1
(ln( ) 2)
2n n

v u  : إذن ،
1

1

2 nn
vv  ، 

)و عليه فإن المتتالية  )
n
v  هندسية أساسها

1

2
q . 

وَ حدّها الأول : 
0 0

(ln ) 2v u  : 3، أي

0
(ln ) 2v e  : ومنه ،

0
1v . 

*( عبارة 
n
v  :

0
( )

n

nv v q  : أي ،
1
( )
2n

nv . 

*(عبارة
n
u  :ln( ) 2

n n
v u ي : ، أln( ) 2

n n
u v 

2أي : 
n
v

n
u e  : إذن ،

1
(( ) 2)
2
n

n
u e . 

 *( حساب النهايات : 

)أ( نهاية المتتالية  )
n
v  :lim ( ) 0

nn
v :ّ 1، لأن 1q  

)ب( نهاية المتتالية  )
n
u  :

1
(( ) 2)

22lim ( ) lim
n

nnn
u e e . 

( حساب الجداء 4
n
P  :

0 1
....

n n
P u u u  ، 

0أي :  1
( ) ( ) (2 2 )2

.... n
v v v

n
P e e e  : أي ، 

0 1
... 2 2 ..) ..( . 2( )n

v v v

n
P e e  : ومنه ،( ) 2 1( )n

S n

n
P e e . 

*( حساب 
n
S  :

1

0

1

1

n

n

q
S v

q
 ، أي : 

11
( )
2
1
(

1

2

1

1 )

n

n
S : 11، ومنه

2 1 ( )
2
n

n
S . 
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إذن : 
11

( )
2 2

2 1
1( )

n

n

n
P e e  ، 

أي : 
11

2 1 ( ) 2 2
2
n n

n
eP بالإمكان التبسيط أكثر لــ( .

n
P ) 

44. 

لدينا : 
1

1

2
u  و

1

1

2n n

n
u u

n
 . 

 ( حساب الحدود : 1

 )*
2 1

2 1 1
1

2 2 2
u u . 

 )*
3 2

3 3 1 3

4 4 2 8
u u . 

 )*
4 3

4 4 3 12

6 6 8 48
u u . 

0( أ( لنبرهن بالتراجع على أنّ : 2
n
u . 

، أي :  1n*( لنتحقق من أجل 
1
0u  ، 

و منه : 
1
0

2
 )محققة( . 

0*(لنفرض أنّ : 
n
u  : ّو لنثبت أن

1
0

n
u  . 

0لدينا فرضا أنّ : 
n
u  : ّوَ بما أن

1
0

2

n

n
  ، 

فسيكون : 
1

0
2 n

n
u

n
، أي :  

1
0

n
u . 

0يكون :  n**( و أخيرا من أجل كل 
n
u . 

)ب( لنبرهن أنّ المتتالية  )
n
u  : متناقصة 

1

1 1
( 1)

2 2n n n n n

n n
u u u u u

n n
 



 #  5 min Maths . 4            119
 

 

      
1 2 1

2 2n n

n n n
u u

n n
 

1فإنّ :  1n*( بما أنّ :  0n  : و منه.
1

0
n n
u u  إذن : المتتالية ،( )

n
u . متناقصة 

)*( بما أنّ المتتالية  )
n
u حدودة من الأسفل متناقصة و م 

 ، فهي متقاربة . 0بــ 

n( لدينا : 3

n

u
v

n
 . 

)أ( لنبرهن أنّ المتتالية  )
n
v  : هندسية 

1

1

1
1 12

1 1 2 1

n
n

n n

n
uu nnv u

n n n n
أي : 

1

1

2
n

n

u
v

n
، و منه :  

1

1

2n n
v v . 

)إذن : المتتالية  )
n
v  هندسية أساسها

1

2
1و حدها الأول :  

1

1

1 2

u
v . 

ب( *(عبارة 
n
v  :1

1 1

1 1 1 1
( )

2 2 2 2

n

n n n
v  

nلدينا : 

n

u
v

n
، أي :  

n n
u n v  : أي ،

1

2n n
u n  : و منه ،

2n n

n
u . و هو المطلوب . 

)( لدينا : 4 ) ln ln(2)f x x x . 

 :  عند  fأ( حساب نهاية الدالة 

                  lim ( ) lim ln ln(2)
x x

f x x x         
ln

lim ln(2)
x

x
x
x

 

لأنّ : 
ln

lim 0
x

x

x
 . 

)ب( إستنتاج نهاية المتتالية  )
n
u  : 

لدينا : 
2n n

n
u  : أي ،ln ln( )

2n n

n
u  : أي ، 

ln ln ln2n
n
u n  : أي ،ln ln ln2

n
u n n منه : وln ( )

n
u f n . 
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lim*( بما أنّ :  ( )
n

f n  : إذن ،   lim ln
nn
u  : و منه ،lim 0

nn
u . 

45. 

لدينا : 
0
1u  ،

1

1

2
u  2و

1 2
2

n n n
u u u  ، 

 أي :
2

1

2 2
n

n

n

u
u

u
 . 

1n( لدينا : 1

n

n

u
v

u
 . 

2

1
2

2 1 1

1

1 1 1

2 1

2 2

n

n n nn

n

n n n n n

u

u u uu
v

u u u u u
 ، 

1أي : 

1

1

2
n

n

n

u
v

u
، و منه :  

1

1

2n n
v v . 

)إذن : المتتالية  )
n
v  هندسية أساسها

1

2
 حدها الأول :و  

1
0

0

1
12

1 2

u
v

u
 . 

( لنحسب 2
n
v  بدلالةn  : 

نعلم أنّ : 
0

n

n
v v q  : أي ،

1 1
( )

2 2
n

n
v  ، 

11و منه : 
( )
2
n

n
v . 

1nو لدينا : 

n

n

u
v

u
، أي :  

1n n n
u v u  ، 

1و منه : 

1

1
( )
2
n

n n
u u . و هو المطلوب ، 
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1( لدينا : 3

1

1
( )
2
n

n n
u u  : 11، أي 1

( )
2
nn

n

u

u
 

إذن : 

11

0

22

1

33

2

1

1
( )
2

1
( )
2

1
( )
2

:

1
( )
2
nn

n

u

u

u

u

u

u

u

u

 بالضرب نجد :  

1 2 3 .....1 2 3

0 1 2 1

1
..... ( )

2
nn

n

u u u u

u u u u
، أي :  

( 1)

2

0

1
( )
2

n n

n
u

u
، بما أنّ :  

0
1u : فسيكون ، 

( 1)

2
1
( )
2

n n

n
u . و هو المطلوب ، 

)( إستتتتتتتتتنتاج أنّ المتتاليتتتتتتتتة 4 )
n
u  : ّمتقاربتتتتتتتتة ، ثتتتتتتتتم تحديتتتتتتتتد نهايتهتتتتتتتتا :بمتتتتتتتتا أن

1
1 1
2

، فتتتتتتتتإنّ :  
1

lim ( ) 0
2
n

n
.و بمتتتتتتتتا أنّ :  

( 1)
lim

2n

n n
  ، 

فإنّ : 
( 1)

2
1

lim ( ) 0
2

n n

n
).إذن : المتتالية   )

n
u  0متقاربة نحو . 

46. 

لدينا : 
2

2n n

n
u  مع ،*n . 

n  :1n*( لدينا من أجل كل 1

n

n

u
v

u
 . 

أ( لنبينّ أنّ : 
1

lim
2nn

v . 
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2

2 21
1

2 1 2 2

( 1)
( 1) 2 1 ( 1)2

22

2

n
n

n

n n

n

n

n
u n n

v
u n n n

أي : 
2

2

1 ( 1) 1
lim lim

2 2nn n

n
v

n
 ، لأنّ :  

2

2

( 1)
lim 1
n

n

n
 . و هو المطلوب . 

:  يكون n*ب( لنبينّ أنهّ من أجل كل 
1

2n
v  . 

بما أنّ : 
2

2

1 ( 1)

2n

n
v

n
و نعلم أنّ :  

2

2

( 1)
1

n

n
 

أي : 
2

2

1 ( 1) 1

2 2

n

n
، و منه :  

1

2n
v . 

، بحيث يكون :  pج( تعيين 
3

4n
v . 

لدينا : 
3

4n
v  : أي ،

2

2

1 ( 1) 3

2 4

n

n
، و هذا يتحقق إذا كان :  

2

2

( 1) 3

2

n

n
2، أي :   22( 1) 3n n 

2أي:  22( 2 1) 3n n n  :أي ، 
2 4 2 0n n 

2*( لندرس إشارة  4 2 0x x  على  : 

 بعد دراسة الإشارة نلاحظ أنهّ : 

2يكون :  4 2 0n n  : 2إذا كان 6n ، 

 . 5n، و منه :  4,44nأي : 

كي يكون  nإذن : أصغر قيمة لـ 
3

4n
v  : 5هي . 

 . 5pأي أنّ : 

فإنّ :  5nأي :  5pد( إذا كان : 
3

4n
v  ، 

1أي :  3

4
n

n

u

u
، و منه :  

1

3

4n n
u u . 

( لدينا : 2
5 6

....
n n
S u u u . 
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5n :5أ( لنبرهن بالتراجع من أجل 

5

3
( )
4
n

n
u u 

 ، أي :  5n*( لنتحقق من أجل 
5 5

5 5

3
( )
4

u u 

0أي : 

5 5

3
( )
4

u u : و منه ، 
5 5
u u . )محققة( 

5*( لنفرض أنّ : 

5

3
( )
4
n

n
u u  : ّو لنثبت أن ، 

   4

1 5

3
( )
4
n

n
u u . 

 لدينا :
5

5

3
( )
4
n

n
u u :5، أي

5

3 3 3
( )

4 4 4
n

n
u u 

4أي : 

5

3 3
( )

4 4
n

n
u u  : ّو نعلم أن ، 

1

3

4n n
u u 

4إذن : 

1 5

3
( )
4
n

n
u u . و هو المطلوب ، 

 يكون :  5n*( و أخيرا من أجل 
5

5

3
( )
4
n

n
u u 

ب( لدينا : 
5 6

....
n n
S u u u   : و حسب السؤال )أ( يصبح ،

5 5

5 5

6 5

6 5

7 5

7 5

5

5

3
( )
4
3
( )
4
3
( )
4

:

3
( )
4
n

n

u u

u u

u u

u u

 بالجمع نجد :  

0 1 2 5

5

3 3 3 3
( ) ( ) ( ) .... ( )
4 4 4 4

n

n
S u ، 

2و منه :  5

5

3 3 3
1 ( ) .... ( )
4 4 4

n

n
S u  ، 
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 و هو المطلوب .      

2ج( أولا لنحسب المجموع :  53 3 3
1 ( ) .... ( )
4 4 4

n 

نلاحظ أنّ المجموع لمتتالية هندسية أساسها 
3

4
 ، أي :  4n، و عدد حدودها هو :  1و حدها الأول هو  

  

4

2 5

3
1 ( )3 3 3 41 ( ) .... ( ) 1

34 4 4
1
4

n

n  43
4 1 ( )

4
n  

43نعلم أنّ : 
1 ( ) 1
4
n  : 43أي

4 1 ( ) 4
4
n  ، 

4و منه : 

5 5

3
4 1 ( ) 4

4
n u u  . 

2نعلم أنّ :  5

5

3 3 3
1 ( ) .... ( )
4 4 4

n

n
S u 

4أي : 

5

3
4 1 ( )

4
n

n
S u  ، 

إذن : 
5

4
n
S u . و هو المطلوب ، 

)( لنبينّ أنّ المتتالية 3 )
n
S : متزايدة 

1 5 6 5 6 1
( ... ) ( ... )

n n n n
S S u u u u u u : و منه

2

1 1 1

( 1)

2n n n n

n
S S u . 

نلاحظ أنّ : 
1

0
n n
S S  إذن : المتتالية ،( )

n
S  5متزايدة من أجل كلn . 

)*( المتتالية  )
n
S  متزايدة و محدودة من الأعلى بــ

5
4u  

 إذن : فستكون متقاربة .

47. 

لدينا : 
0
0u  ،

1
1u  و

1 1
7 8

n n n
u u u 
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( لدينا : 1
1n n n

s u u . 

)أ( لنبينّ أنّ المتتالية  )
n
s  : هندسية 

1 2 1 1 1
7 8

n n n n n n
s u u u u u 

        
1 1

8 8 8( )
n n n n
u u u u 

و منه : 
1
8

n n
s s  إذن المتتالية ،( )

n
s  و حدها الأول :  8هندسية ، أساسها ،

0 1 0
1s u u . 

ب( عبارة 
n
s  بدلالةn  : 

0

n

n
s s q  : 8، و منهn

n
s . 

)( لدينا : 2 1)n
n n
v u  و

1n n n
t v v 

*( التعبير عن 
n
t  بدلالة

n
s  : 

1

1 1
( 1) ( 1)n n

n n n n n
t v v u u 

1 1
( 1) 1 ( 1) ( )n n

n n n n
u u u u 

                ( 1) ( 1) 8n n n

n
s 

)و منه :  8 )n
n
t . 

( لنحسب المجموع : 3
0 1 1

...
n

t t t  : بطريقتين 

 الطريقة الأولى : 

0 1 1( 8) ( ( 8) ) ... ( ( 8) )n 

   2 11 ( 8) ( 8) ... ( 8)n 

)نلاحظ أنّ المجموع لمتتالية هندسية أساسها   حد . n، و عدد حدودها هو :  1و حدها الأول هو :  (8

0 1 1

( 8) 1 ( 8) 1
...

8 1 9

n n

n
t t t 

و منه : 
0 1 1

( 8) 1
...

9

n

n
t t t . 

 الطريقة الثانية : 
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لدينا : 
1n n n

t v v  : أي ،

0 1 0

1 2 1

2 3 2

1 1

:

n n n

t v v

t t v

t v v

t v v

 

بالجمع نجد : 
0 1 1 0

...
n n

t t t v v  

0و بما أنّ : 

0 0
( 1) 0v u  : فسيكون ، 

( 8) 1

9

n

n
v . 

*( كتابة 
n
u  بدلالةn   : 

)لدينا :  1)n
n n
v u  : أي ، 

( 8) 1

9
( 1) ( 1)

n

n

n n n

v
u . 

و منه : 
( 8) 1

9 ( 1)

n

n n
u . 

lim*( حساب النهاية :  ( )
8
n

nn

u
 . 

( 8) 1

( 8) 19 ( 1)
lim ( ) lim lim

8 8 9 ( 1) (8)

n

nn

n

n n n nn n n

u( 8) 1 1 1
lim lim

99 ( 8) 9 ( 8)

n

n nn n
 

و منه : 
1

lim ( )
98

n

nn

u
، لأنّ :  

1
lim 0

9 ( 8)nn
 . 

48. 

0لدينا :  

1

2cos 0
2

2
n n

u

u u

 . 
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 ( حساب الحدود : 1

)*
1 0

2 2 2cos 2(1 cos )u u 

21نعلم أنّ :  cos 2cos
2

 ، أي :  

2 2

1
2 2cos 4cos 2cos

2 2 2
u . 

)*
2 1

2 2 2cos 2(1 cos )
2 2

u u 

      2 22 2cos 4cos 2cos
4 4 4

 

)*
3 2

2 2 2cos 2(1 cos )
4 4

u u 

      2 22 2cos 4cos 2cos
8 8 8

 

)2cos( لنبرهن بالتراجع على أنّ : 2 )
2n n

u . 

، أي :  0n*( لنتحقق من أجل 
0 0
2cos( )

2
u 

و منه : 
0
2cos( )u . )محققة( 

)2cos*(لنفرض أنّ :  )
2n n

u  : ّو لنثبت أن ، 

    
1 1
2cos( )

2n n
u . 

لدينا : 
1

2
n n
u u  : 2و أيضاcos( )

2n n
u  

أي : 
1

2 2cos( ) 2(1 cos( )
2 2n n n

u 
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  2 2

1

1
2 2cos ( ) 4 cos ( )

22 2n n
 

و منه : 
1 1
2cos( )

2n n
u . و هو المطلوب ، 

)2cos يكون:  n*(و أخيرا من أجل كل  )
2n n

u 

)( إستنتاج نهاية المتتالية 3 )
n
u  : 

)2cosلدينا :  )
2n n

u  : ّو نعلم أن ، 

lim ( ) 0
2nn

و  
0

limcos( ) 1
n

n   ، 

limإذن :  2
nn
u . 

49. 

لدينا : 
10

2n n

n
u  . 

: لدينا البرهان ( 1
1
0,95

n n
u u  : ّ1معناه أن 0,95n

n

u

u
)لأنّ :   0)

n
u  َو

1
( )0
n
u  ، 

أي : 
1

0

1

1

0

1

2 0,9

(

5

2

)
n

n

n

n
أي :  

1

0

1

1

0

1 2
0,9

2

( )
5

n

n

n

n
  

10أي :  1(
1

1 ) 0,95
2n

1)10 ومنه :،  ) 1,
1

9
n

 

2 )f  1011بـــ :  ;1الدالة  المعرّفة على( ) ( )f x
x

  

:  إتجاه التغيرّأ( 
2

9( ) 10 (
1
) ( )

1
1
x x

f x  : ّنلاحظ أن ،( ) 0f x 1على;  ، 

  متناقصة . fو منه الدالة  
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1lim ( )
x

xf
 . 

 ،  ;1مستمرة و رتيبة على  fب( الدالة 

 ،  1024;1هي ;1وَ صورة المجال 

1,9وَ  )1، ومنه المعادلة  1024;1 ,) 9f  تقبل 

 . ;1، حيث :  حلا وحيدا 

15ج( بالحاسبة نجد :  ، أي :  16
0
( 6)1n . 

)1يكون :  16n: من أجل  البرهاند(  ) )6(f fn  لأنّ الدالة (f  أي : متناقصة ، )10(
1

1 16) ( )f
n

 

)و لدينا :  )16 1,9f  : 10، و منه( ) 1,
1

1 9
n

 . 

)10لدينا : 16n( أ( من أجل 3 ) 1,
1

1 9
n

معناه أنّ :  
1
0,95

n n
u u  : 1أي 0,95 1n

n

u

u
  ، 

)و منه فإنّ المتتالية  )
n
u . متناقصة 

)ب( بما أنّ المتتالية  )
n
u  لأنّ :  0متناقصة وَ محدودة من الأسفل بـــ( 0)

n
u  متقاربة، ومنه فإنها . 

16( إثبات أنّ : 4

16
0,950 ( )n

n
u u  ، 

 : ) نستعمل البرهان بالتراجع ( . 16nمن أجل 

  16نتحققّ من أجلn  :16

16

16

16
0,950 ( )u u  : ومنه ،

16 16
0 u u  ،محققّة . 

  : 16نفرض صحة

16
0,950 ( )n

n
u u . 

  : 16و نثبت صحة

16

1

1
0,950 ( )n

n
u u  : أي

1 16

150,90 ( )5 n
n
u u . 

16لدينا فرضا : البرهان : 

16
0,950 ( )n

n
u u  ، 

16أي : 

16
0,95 0,95 0,950 ( )n

n
u u : 15، أي

16
0,0 0,95 ( )95 n

n
u u  ، 
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وَ لدينا : 
1
0,95

n n
u u  ، 

15ومنه : 

1 16
0,90 ( )5 n

n
u u . 

16n :16ذن من أجل كل إ

16
0,950 ( )n

n
u u  

  إستنتاج نهاية( )
n
u  :0lim ( )

nn
u  ، 

160,95limلأنّ :  ( ) 0n

n
  

 .) حسب خاصية النهايات بالحصر (       

50. 

لدينا : الجزء الأوّل : 
1 2

( ) 1
2 1x

f x x
e

 . 

(أ( التحقق من أنّ : 1
1 1

1
1 1x xe e

 . 

1 1 1 1

1 1 1 1

x x

x x x x

x

e e

e e e e

e

، و منه :  
1 1

1
1 1x xe e

 ، و هو المطلوب . 

 فردية :  fب( إستنتاج أنّ الدالة 

 )*
f
D  0متناظرة بالنسبة إلى . 

1 2 1 1
( ) 1 1 2( )

2 21 1x x
f x x x

e e

1 1 1 2
1 2(1 ) 1
2 21 1x x
x x

e e
 

أي : 
1 2

( ) (1 )
2 1x

f x x
e

)، و منه :   ) ( )f x f x  إذن : الدالة.f . فردية 

 : د و عن عند  f( حساب نهاية الدالة 2

)*lim ( )
x

f x  : ّلأن ،
1

lim
2x
x و

2
lim 0

1xx e
 . 

)*lim ( )
x

f x : ّلأن ،
1

lim
2x
x و

2
lim 2

1xx e
 . 

)(أ( لنحسب 3 )f x  : 
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2

2 2

1 2 1 2 1
( )

2 2( 1) ( 1)

x x x

x x

e e e
f x

e e
 

21و منه :  1
( ) ( )

2 1

x

x

e
f x

e
 ، و هو المطلوب . 

)ب( بما أنّ :  ) 0f x  فإنّ الدالةf  و جدول تغيرّاتها يكون كما يلي :  متناقصة تماما على ، 

 

 ج : ج( الإستنتا

 متناقصة ، أي :  fالدالة  0xلدينا من أجل كل 

( ) (0)f x f  : أي ،
1 2

1 0
2 1x
x
e

، و منه :  
2 1

1
21x
x

e
 ، و هو المطلوب . 

4 )
1

lim ( ) (1 ) 0
2x

f x x  : ّلأن ،
2

lim ( ) 0
1xx e

  . 

إذن : المستقيم ذو المعادلة 
1

1
2

y x  مقارب مائل للمنحني( )C  بجوار . 

 ( الإنشاء : 5

 

 الجزء الثاني : 
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لدينا : 
0
1u  و

1

2
1

1n
n u
u

e
 . 

n  :0( لنبرهن بالتراجع من أجل كل 1
n
u . 

1، أي :  0n*( لنتحقق من أجل  ، و منه :  0
0
0u . )محققة( 

0*( لنفرض أنّ : 
n
u  : ّو لنثبت أن

1
0

n
u . 

0لدينا : 
n
u  : 0، أيn

u
e e  : 1، أيn

u
e  : 1، أي 2n

u
e  : أي ،

1 1

21n
u
e

 ، أي :  

2
1

1n
u
e

 ، أي : 
2

1
1n

u
e

، و منه :  
2

1 0
1n

u
e

، إذن :  
1
0

n
u . و هو المطلوب ، 

0يكون :  n*( و أخيرا من أجل كل 
n
u . 

:  0x( لدينا من أجل كل 2
2 1

1
21x
x

e
  ، 

بوضع : 
n

x u  : 0حيث
n
u  : فنتحصّل على ،

2 1
1

21n
nu
u

e
، و منه :  

1

1

2n n
u u . 

)*( إستنتاج أنّ المتتالية  )
n
u  : متناقصة 

لدينا مما سبق أنّ : 
1

1

2n n
u u  : أي ،

1

1

2n n n n
u u u u  : و منه ، 

1

1

2n n n
u u u  : ّ0، و بما أن

n
u  : ّفإن 

1
0

n n
u u  إذن : المتتالية ،( )

n
u  متناقصة على  

:  n( لنبرهن بالتراجع من أجل كل 3
1
( )
2
n

n
u 

011، أي :  0n*( لنتحقق من أجل  ( )
2

 ، أي :  

011 ( )
2

0، و منه :  

0

1
( )
2

u  . )محققة( 

ض أنّ : *( لنفر
1
( )
2
n

n
u  : ّ1و لنثبت أن

1

1
( )
2
n

n
u 
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لدينا : 
1
( )
2
n

n
u  : 11، أي 1

( )
2 2

n

n
u  : ّو بما أن ، 

1

1

2n n
u u  : 1، إذن

1

1
( )
2
n

n
u . و هو المطلوب ، 

يكون :  nكل  *( و أخيرا من أجل
1
( )
2
n

n
u . 

)*( إستنتاج نهاية المتتالية  )
n
u  : 

بما أنّ : 
1

lim ( ) 0
2
n

n
lim، فإنّ :   0

nn
u . 

 )حسب مبرهنة النهايات بالحصر( .              

 

51. 

لدينا : 
0
0u  و

1

2
. 1

2n n
u u . 

2لنبرهن بالتراجع على أنّ : أ((1
1

2 n
u.*( )n 

، أي :  1n*( لنتحقق من أجل 
1 0

2
1

2
u u : أي

1

2

2
u : إذن ، 

1

2
1

2
u . )محققة( 

2*( نفرض أنّ : 
1

2 n
u  : و لنثبت

1

2
1

2 n
u 

2لدينا : 
1

2 n
u  : 2، أي

1 1 2
2 n

u  : 2أي
1 1 2

2 n
u  : أي ، 

2 2 2 2
1 1 2

2 2 2 2n
u  ، : إذن

1

2
1

2 n
u . و هو المطلوب ، 

n  :2*و أخيرا من أجل كل  *(
1

2 n
u . 
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)ب( دراسة إتجاه تغيرّ المتتالية  )
n
u  :  

1

2
. 1

2n n n n
u u u u 

2
. 12 2. 1

2 2
. 1

2

n n

n n

n n

u u
u u

u u

 

2 22 1 1
(1 )
4 2 2

2 2
. 1 . 1

2 2

n n n n

n n n n

u u u u

u u u u

 

2*( بما أنّ : 
1

2 n
u  إذن إشارة الفرق من إشارة 

2 1 1

2 2n n
u u . 

2إشارة :  *( لندرس على  1 1

2 2
x x . 

2نتحصّل على أنّ : على المجال 
;1

2
 يكون :  

2 1 1
0

2 2
x x  : ّ2و بما أن

1
2 n

u  ، 

2فإنّ :  1 1
0

2 2n n
u u  : أي ،

1
0

n n
u u و منه فإنّ : المتتالية( )

n
u . متزايدة 

)*( بما أنّ المتتالية  )
n
u  فهي متقاربة . 1متزايدة و محدودة من الأعلى بــ 

)نهاية المتتالية lج( تعيين  )
n
u  : 

)المتتالية  )
n
u  : متقاربة ، أي

1
lim lim

n nn n
u u l 

لدينا : 
1

2
. 1

2n n
u u  : 2، أي

. 1
2

l l  : ّ0، بما أنl  : فسيكون 

2 2
(1 )
4

l l  : 2، أي 1 1

2 2
l l  : 2، أي 1 1

0
2 2

l l  : 1، و منه

2
l  ، )مرفوض( 
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 . 1تساوي  l)مقبول( ، إذن : النهاية 1lأو 

1( أ( لنبينّ أنّ : 2 cos
cos( )

2 2

x  0مع;x 

 ، يكون :  x;0نعلم أنهّ من أجل كل عدد حقيقي

21 cos 2cos ( )
2

x
x  : 21، أي cos

cos ( )
2 2

x x، 

21أي :  cos
cos ( )

2 2

x x  : ّأي أن ، 

1 cos
cos( )

2 2

x x  : ّ0. )بما أن x : أي ، 

0
2 2

x  : و منه ،cos( ) 0
2

x . 

1يكون :  x;0إذن : من أجل  cos
cos( )

2 2

x 

ب( لنبرهن بالتراجع على أنّ : 
1

cos( )
2n n

u . 

، أي :  0n*( لنتحقق من أجل 
0
cos( )
2

u  ، : و منه
0
0u . )محققة( 

*(لنفرض أنّ : 
1

cos( )
2n n

u   : ّو لنثبت أن
1 2
cos( )
2n n

u . 

لدينا : 
1

2
. 1

2n n
u u   و

1
cos( )
2n n

u  ، 

أي : 
1 1

2
. 1 cos( )

2 2n n
u ( ،2 1

2 2
أي :   ( 

1 1

1
. 1 cos( )

22
n n
u  : أي ، 

1

1

1 cos( )
2
2

n

n
u  : ّ1 ، و بما أن cos

cos( )
2 2

x  : ّفإن ،
1

1
2cos( )
2

n

n
u  ، 

أي : 
1 1
cos( )
2 2n n

u  : و منه ،
1 2
cos( )
2n n

u   إذن : من أجل كلn  : يكون
1

cos( )
2n n

u . 
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)ج( إيجاد ثانية نهاية المتتالية  )
n
u:

نعلم أنّ : 
1

lim ( ) 0
2nn

و 
0

limcos( ) 1
n

n  ، : و منهlim 1
nn
u .
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 [1[]م2019[ ]باك 1]التمرين 

 nuالمعرفة بــ  المتتالية العددية:  
0

13u من أجل كل عدد طبيعي وn  ،
1

1 4

5 5
n nu u  . 

n  ،1nuأنه : من أجل كل عدد طبيعيبرهن بالبرهان بالتراجع  -أ  (1   . 
المتتالية أدرس إتجاه تغيرّ -بـ  nu. و استنتج أنها متقاربة         

2)  nvبـ  المتتالية العددية المعرّفة على  : ln 1n nv u  . 

أثبت أن المتتالية - nv . حسابية يطلب تعيين أساسها و حدّها الأول 

أكتب   (3
nv  بدلالةn : من أجل كل عدد طبيعي ، ثم بينّ أنهn  ، 12

1
5

n n
u    عندئذ و أحسبlim n

n
u


 . 

n  ،بينّ أنه : من أجل كل عدد طبيعي (4     
1

1 2

2

12
1 1 ... 1

5

n

n n
u u u


 
       
 
 

 . 

  [1]لتمرينحل مقترح ل

 nu : المتتالية العددية المعرفة بــ 
0

13u و من أجل كل عدد طبيعيn  ،
1

1 4

5 5
n nu u  . 

n  ،1nuأنه : من أجل كل عدد طبيعيالبرهان بالتراجع  -أ  (1   . 

نسمي           P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :1nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل       لدينا ،
0

13u   و منه
0

1u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أيnu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

1nu   . 

1nuحسب الفرض لدينا       1 و منه 1
1

5 5
nu     1و منه 4 1 4

5 5 5 5
nu       أي

1
1nu   .  

و بالتالي   1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،1nu  . 
المتتالية دراسة إتجاه تغيرّ -بـ  nu: 

n،  من أجل كل عدد طبيعي: لدينا                  1

1 4 4 4 4
1

5 5 5 5 5
n n n n n nu u u u u u          . 

1nu : و لدينا               طبيعيمن أجل كل عددn  ، 1و منه 0nu    أي
1

0n nu u     
بالتالي المتتاليةو              nuتماما ناقصةمت. 

ج أن المتتاليةاستنتإ -      nuمتقاربة : 

المتتالية    nu إذن فهي متقاربة . سفل تماما و محدودة من الأ ناقصة مت 

2)  nvبـ  المعرّفة على المتتالية العددية  : ln 1n nv u  . 

ت أن المتتاليةاثبإ -   nv  حسابية: 
  ،nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :        

      1 1

1 4 1 1 1 1 1
ln 1 ln 1 ln ln 1 ln ln 1 ln

5 5 5 5 5 5 5
n n n n n n nv u u u u u v 

                               
         

 

و منه المتتالية    nv  1حسابية أساسها
ln

5
r

   
 

 و حدّها الأول : 0 0
ln 1 ln12v u   . 

 
 

 :nبدلالة  nv ةباكت (3
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n  ، 0nvمن أجل كل عدد طبيعي       v nr   1و منه
ln12 ln

5
nv n

    
 

 أي :   
1 12

ln12 ln ln
5 5

n

n n
v

          
     

 . 

 من أجل كل عدد طبيعي أنه :  تبيانn  ، 12
1

5
n n

u     

n،  من أجل كل عدد طبيعي لدينا :   ln 1n nv u   1و منهnv

ne u   1و منه nv

nu e   

أي    
12

ln
5

12
1 1

5

n

n n
u e

 
 
    . 

 حسابlim n
n

u


 : 

12
lim lim 1 1

5
n n

n n
u

 

    
 

 لأن :  
12

lim 0
5

n
n

   
 

 . 

n  ،طبيعيأنه : من أجل كل عدد تبيان  (4     
1

0 1

2

12
1 1 ... 1

5

n

n n
u u u


 
       
 
 

 . 

n، 1nvمن أجل كل عدد طبيعي لدينا :       

ne u و منه 

      0 0 11 ...

0 1
1 1 ... 1 ... nnv v v vv v

nu u u e e e e
             

و          
1

2 2 2

0 1 0

1 1 12 1 12 12
... ln12 ln ln 1 ln

2 2 5 2 5 5
n n n n n n

n n n
S v v v v v n

                              
          

 

أي :          

1

2

12
ln

5

n

n n
S


 
 
 
 

إذن : .       

1

2

112
ln

5
0 1

2

12
1 1 ... 1

5

n

n

n

n

S

n n
u u u e e


 

 
 
 
 

 
         
 
 

 

 [2[]م2019]باك  [2]التمرين 
فة على المجالالمعرّ  fنعتبر الدالة 4;7  بــ :  2 4f x x    

على المجالتماما متزايدة  fبينّ أن الدالة -أ (1 4;7 . 

من المجال  xمن أجل كل عدد حقيقي:  أنه  استنتج -بـ               4;7  فإن   4;7f x   . 

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيبرهن أنه :  (2 4;7  فإن 
2

9 14

4 2

x x
f x x

x x

  
 

  
 . 

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيتنتج أنه : ثم اس 4;7  فإن  0f x x  . 

3)  nu  ّبـ فة المتتالية العددية المعر    :
0

4u    من أجل كل عدد طبيعي وn   ،   1 n nu f u  

n   ،4برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ  7nu   . 

ر المتتاليةاتجاه تغيّ  استنتج  -بـ  nu  أنها متقاربة . بينّثم 

n،  عيأنه من أجل كل عدد طبي بينّ -أ (4 1

1
7 7

4
n nu u  . 

n،  1من أجل كل عدد طبيعياستنتج أنه :  -بـ               
0 7 3

4

n

nu
     
 

، ثم أحسب نهاية المتتالية nu . 

  [2]لتمرينحل مقترح ل

f ّفة على المجالالدالة المعر 4;7  بــ :  2 4f x x    

على المجالتماما متزايدة  fأن الدالةتبيان  -أ (1 4;7 . 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة   4;7  و  1

2 2
f x

x
 


 

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيو لدينا :  4;7  ،  0f x  و منه الدالةf على المجالتماما  متزايدة 4;7 .  

 

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقي:  أنه  استنتاج -بـ  4;7  فإن   4;7f x   . 
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على المجالتماما  متزايدة fالدالة لدينا :              4;7 من أجل كل منه  و 4;7x  ،     4 ; 7f x f f    

أي :                       4 6;7f x     و لدينا 4 6;7 4;7      : من أجل كل و منه 4;7x  ،   4;7f x  

من المجال xقيمن أجل كل عدد حقيلدينا :  (2 4;7 : 

  

 
   

 
 2 22 4 2 4 2 4 9 14

2 4
2 4 4 2 4 2

x x x x x x x x
f x x x x

x x x x x x

                        
        

 

 الاستنتاج :      

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيلدينا :        4;7            :     2 7 29 14

4 2 4 2

x xx x
f x x

x x x x

   
  

     
 

من أجل كل  و       4;7x  ،4 2 0x x     و  7 2 0x x    و منه  0f x x  . 

3)  nu  ّبـ فة المتتالية العددية المعر    :
0

4u    من أجل كل عدد طبيعي وn   ،   1 n nu f u  

n   ،4ن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيابرهال -أ  7nu   . 

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :4 7nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

4u   و منه
0

4 7u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 4أي 7nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

4 7nu   . 

4حسب الفرض لدينا  7nu   منه و 4 7nf u   ( بـ  1حسب نتيجة السؤال)  أي 
1

4 7nu   . 

بالتاليو  1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،4 7nu  . 

ر المتتاليةتجاه تغيّ إ إستنتاج  -بـ  nu : 

n   ،4من أجل كل عدد طبيعيلدينا :       7nu    و 1n n n nu u f u u       و منه
1

0n nu u    

المتتاليةو بالتالي      nu .  متزايدة  تماما 

 تبرير تقارب المتتالية nu : 

المتتالية   nuإذن فهي متقاربة   7و محدودة من الأعلى بالعدد  تماما زايدةمت ،. 

n،  أنه من أجل كل عدد طبيعي تبيان -أ (4 1

1
7 7

4
n nu u  . 

     : nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي    

  
1

3 2 3 2 7
7 7 2 4 3 2

3 2 3 2

n n
n

n n n

n n

u u u
u u u

u u


    
         

   
  

 
. 

4و من جهة أخرى :     7nu   1يكافئ 1

43 2nu


 
و منه   1

1
7 7

4
n nu u   . 

n،  1من أجل كل عدد طبيعياستنتاج أنه :  -بـ 
0 7 3

4

n

nu
     
 

 

نسمي      P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :1
0 7 3

4

n

nu
     
 

   " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

4u   و
0

7 3u   منه
0

0

1
0 7 3

4
u

     
 

و بالتالي   0P صحيحة  . 

 صحة نفرض P nمن أجل عدد طبيعيn  : 1أي
0 7 3

4

n

nu
     
 

صحة نبرهن و  ، 1P n   
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أي
1

1

1
0 7 3

4




     
 

n

nu . 

1حسب الفرض لدينا 
0 7 3

4

n

nu
     
 

لدينا و  1

1
7 7

4
n nu u    منه

1

1

1
0 7 3

4

n

nu




     
 

  

بالتالي 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،1
0 7 3

4

n

nu
     
 

 . 

 (التراجع يمكن إستخدام طريقة أخرى غير البرهان ب )    
lim حساب - n

n
u


  . 

n،1لدينا : من أجل كل عدد طبيعي   
0 7 3

4

n

nu
     
 

1و لدينا  
lim 0

4

n

n

   
 

و منه   lim 7 0n
n

u


   

limأي :                   7n
n

u


 . 

 [1[]م2018[ ]باك 3] التمرين

 nuحدّها الأولعرفة بـم عددية تتاليةم
0

u  حيث
0

1u  و من أجل كل عدد طبيعيn : 1

9
1

5
n

n

u
u

  


. 

n :2nuأنه من أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع -أ (1   . 

ن أن بيّ  -بـ         nu  متقاربة و استنتج أنها  تماما علىمتناقصة متتالية . 

:  nنضع من أجل كل عدد طبيعي (2
1

 
2

n

n

v
u




 

أثبت أن -      nv 1أساسها حسابية

3
 . يطلب تعيين حدها الأول 

 عنnعبرّ بدلالة (3
nv  و

nu  ،حسبأ وlim n
n

u


  . 

n  :ل كل عدد طبيعيبينّ أنه من أج (4 2

0 0 1 1

1
.. .. 1

3
n nu v u v u v n     

  [3]لتمرينحل مقترح ل

المتتالية العددية nu : معرفة بــ 
0

1uو من أجل كل عدد طبيعيn 1يكون

9
1

5
n

n

u
u

  


 . 

n  :2nuأنه من أجل كل عدد طبيعي البرهان بالتراجع أن  -أ  (1    . 

نسمي     P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :2nu     " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

1u   و منه
0

2u    و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 2أيnu    صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

2nu    . 

2nuحسب الفرض لدينا      5و منه 2 5nu       1 و منه 1

5 3nu



9و منه   9

5 3nu
  


أي  

9
1 1 3

5nu
  


  

 أي :   
1

2nu   و بالتالي. 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،2nu   . 

أن المتتالية تبيان -بـ  nuتناقصة تماما:م         
 ،nمن أجل كل عدد طبيعي: لدينا      

 22 2

1

29 5 9 5 4 4
1

5 5 5 5

nn n n n n
n n n

n n n n

uu u u u u
u u u

u u u u


      
       

   
 

n، 1من أجل كل عدد طبيعيو بالتالي      
0n nu u   . 
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و منه المتتالية      nu. متناقصة تماما 

المتتالية  -ـ       nu2ناقصة و محدودة من الأسفل بالعددمت  إذن فهي متقاربة ، . 

المتتالية (2 nvمعرفة من أجل كل عدد طبيعيnبـ  :
1

 
2

n

n

v
u




 

إثبات أن - nv 1حسابية أساسهاتالية مت

3
  : 

  : nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا

 1

1

1 1 1 1 5 2 3 1 1 1

9 9 3 62 3 6 3 2 3 2 3
1 2 3

5 5 5

n n
n n

nn n n n

n n n

u u
v v

uu u u u

u u u




  
         

     
  

 

و منه  المتتالية nv 1أساسها حسابية

3
r    الأول و حدّها 

0
v  حيث:

 0

0

1 1

2 3
v

u
 


 . 

 عبارةكتابة   (3
nv  بدلالةn : 

n  :0nvمن أجل كل عدد طبيعي v nr   و منه  1 1 1
1

3 3 3
nv n n      . 

:   nبدلالة nuكتابة
1

 
2

n

n

v
u




و منه   
1

 2n

n

u
v

   : أي ،
1

2n

n

u
v

   

 و منه :

 
1 3

2 2
1 1

1
3

nu
n

n

   


. 

limحساب n
n

u


 : 

       3
lim lim 2 2

1
n

n n
u

n 

      
 لأن :. 

3
lim 0

1n n

    
 . 

 :  فإنnيأنه من أجل كل عدد طبيع تبيان  (4 2

0 0 1 1

1
.. .. 1

3
n nu v u v u v n     . 

 لدينا :   
1

 
2

n

n

v
u




2 و منه :   1n n nu v v   :  1 أي 2n n nu v v . 

 لدينا :   

   

     
   

 

 

0 0 1 1 0 1

0 1

0

.... 1 2 1 2 .... 1 2

1 1 2 .....

1
1 2

2

2 1
1 1

3 3

n n n

n

n

u v u v u v v v v

n v v v

n
n v v

n n n

         

      

      
          

 

منه : و        2

0 0 1 1

2 1 1 1
.... 1 1 1 1

3 3 3 3
n n

n
u v u v u v n n n n

                       
 . 

 
 [2[]م2018[ ]باك 4]التمرين 

 nu 0  : كما يلي عرفةم عدديةمتتالية
0u  و من أجل كل عدد طبيعيn : 1

2 3
ln

2 1
n n

n
u u

n


     
. 

 كلا من أحسب  (1
1

u ،
2

u و
3

u 

n :2أنه من أجل كل عدد طبيعي بينّ (2

1
1

3

2

n

n 


 ثم استنتج إتجاه تغيرّ المتتالية nu . 

3)  nv ّن أجل كل عدد طبيعيفة ممتتالية عددية معرn : 2 بـ 1nv n  

n   ،nuأنه من أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع -أ     

ne v . 
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الحد العام للمتتالية استنتج عبارة -بـ       nu بدلالةn ثم أحسبlim n

n
u


 . 

أحسب المجموعين (4
nS وT : 1 حيث 2

0 1 1

ln ln ... ln n
n

n

v v v
S

v v v 

     
        

    
1439  و    1440 2018...

u u u
T e e e    

  [4]لتمرينحل مقترح ل

المتتالية العددية nu معرفة بــ:  
0

0u من أجل كل عدد طبيعي وn ،
1

2 3
ln

2 1
n n

n
u u

n


     
 . 

  الحدودب احس (1
1

u ،
2

u و
3

u : 

 1 0
ln 3 ln3u u            ،      

2 1

5
ln ln3 ln5 ln3 ln5

3
u u

       
 

 

3 2

7
ln ln5 ln7 ln5 ln7

5
u u

       
 

 

n  ،2أنه من أجل كل عدد طبيعيتبيان  (2

1
1

3

2

n

n 


 : 

n  ،2لدينا : من أجل كل عدد طبيعي  3 2 1n n  2و منه

1
1

3

2

n

n 


  .(: كذلك لاحظ أن 
2 3 2

2 2 1
1

1








n

n n
)  

  ّر المتتاليةإتجاه تغي nu : 

1 لدينا :

2 3
ln

2 1
n n

n
u u

n


     
 . 

n  ،2من أجل كل عدد طبيعيو نعلم أنه 

1
1

3

2

n

n 


    2و منه 3
ln

2
ln

1
1

n

n

 


 

2أي    3
ln

2 1
0

n

n

 
 
 




 . 

،  nمن أجل كل عدد طبيعيإذن : 
1

0n nu u    و بالتالي المتتالية nu . متزايدة تماما 

3)  nvطبيعي متتالية العددية المعرّفة من أجل كل عددالn  : 2بـ 1nv n  

n  :nuأنه من أجل كل عدد طبيعي البرهان بالتراجع أن  -أ 

ne v  . 

نسمي      P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :nu

ne v   " 

  نتحقق من صحة 0P. 

، لدينا  0nمن أجل         
0

1u   0و منه

0
1

u
v e   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : أيnu

ne v  صحة ، و  نبرهن 1P n   1أي

1
nu

ne v
 . 

لدينا         1

2 3
ln

2 1 2 3 2 3
2 1 2 3

2 1 2 1

n
n

n
u

u n

n

n n
e e v n n

n n


                       
1 و منه  :  

1
nu

ne v
. 

تاليو بال        1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،nu

ne v . 

 : nبدلالة  nu عبارةكتابة  -بـ 
n  :nuمن أجل كل عدد طبيعي      

ne v  و منه    ln ln 2 1n nu v n     . 

limحساب       n
n

u


 :      lim lim ln 2 1
 

   n
n n

u n . 

 حساب المجموعين :  (4

1لدينا : 2
1 0 2 1 1

0 1 1

ln ln ... ln ln ln ln ln .... ln lnn
n n n

n

v v v
S v v v v v v

v v v




     
               

    
 

و منه :
0

ln lnn n nS v v u    . 

  1439 1440 2018

1439 1440 2018

2018 1439 1
.... ... 2 1439 2018 2 2005640

2

u u u
T e e e v v v

 
           

 [1م ]الدورة الإستثنائية[][2017]باك [5]تمرين ال
نعتبر المتتاليتين  nuو nv كما يلي على المعرّفتين: 



#  5min Maths .520082019           140 

 

                                                             
0

1

1

3
1

4
n n

u

u u





 

                      و                    
     

0

1

6

3
1

4
n n

v

v v





 

 

أحسب الحدّين (1
1

u و
1

v . 

أكتب -أ (2
2 1n nu u    بدلالة

1n nu u . 

اليةباستعمال البرهان بالتراجع بينّ أن المتت -بـ  nu  و المتتالية متزايدة تماما nv . متناقصة  تماما 

نعتبر المتتالية (3 nw كما يلي على المعرّفة: n n nw u v  

أن المتتالية برهن nw أساسها يطلب تعيين هندسيةq و حدّها الأول
0

w   ثم عبرّ عن
nw بدلالةn. 

بينّ أن المتتاليتين (4 nuو nv . متجاورتان 

  [5]لتمرينل مقترح لح

 nuو nv  كما يلي متتاليتان معرّفتان على  :    
0

1

1

3
1

4
n n

u

u u





 

                   و                
     

0

1

6

3
1

4
n n

v

v v





 

 

حساب الحدّين (1
1

u و
1

v : 

1 0

3 3 7
1 1

4 4 4
u u                        ،  

1 0

3 3 22 11
1 6 1

4 4 4 2
v v       

كتابة -أ (2
2 1n nu u    بدلالة

1n nu u  : 

n  ،من أجل كل عدد طبيعي  2 1 1 1 1 1

3 3 3 3
1 1 1

4 4 4 4
n n n n n n n nu u u u u u u u     

           
 

    

البرهان بالتراجع أن المتتالية -بـ   nu  متزايدة تماما: 

 ، nمن أجل كل عدد طبيعي من لنثبت أنه :       

نسمي        P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :   " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

1u   و
1

7

4
u  منه  و

1 0
u u  و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : صحة ، و  نبرهن  أي 1P n   أي
2 1n nu u  . 

و منه   حسب الفرض لدينا 
1

0n nu u     و لدينا مما سبق  2 1 1

3

4
n n n nu u u u       

و منه  
2 1n nu u     بالتاليو 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn، أي أن المتتالية nu . متزايدة تماما 

البرهان بالتراجع بينّ أن المتتالية  - nv : متناقصة  تماما 

n ،1nمن أجل كل عدد طبيعي من ثبت أنه :لن      nv v  

نسمي        P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :
1n nv v    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل    منه  و  و   ، لدينا
1 0

v v  و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : أي
1n nv v   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي

2 1n nv v  . 

حسب الفرض لدينا   
1n nv v    1و منه

0n nv v      و  لدينا 2 1 1

3

4
n n n nv v v v      و منه 

2 1n nv v    

بالتاليو   1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  خلاصةالn،1n nv v   و بالتالي المتتالية nv . متناقصة  تماما 

نعتبر المتتالية (3 nw كما يلي على المعرّفة: n n nw u v  

1n nu u 

1n nu u 

1n nu u 

1n nu u 

1n nu u 

0
6v 

1

11
5,5

2
v  
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أن المتتالية تبيان nw هندسية : 

n : لدينا من أجل كل عدد طبيعي 1 1 1

3 3 3 3
1 1

4 4 4 4
n n n n n n n nw u v u v u v w  

          
 

 

و منه  المتتالية nw 3هندسية أساسها

4
q     الأول و حدّها

0 0 0
1 6 5w u v      . 

  كتابة عبارة  الحد العام
nw بدلالةn : 

n  :0من أجل كل عدد طبيعي

n

nw w q   3 و منه
5

4

n

nw
    
 

  . 

تبيان أن المتتاليتين (4 nuو nv :متجاورتان 

المتتاليةلدينا :  nu  المتتاليةمتزايدة تماما  و nv . متناقصة  تماما 

و    3
lim lim lim 5 0

4

n

n n n
n n n

u v w
  

           
المتتاليتان و منه  nuو nv تجاورتان .م 

 : المعرفة على المجال fنعتبر الدالة   0; : كما يلي
 

  3 1

3

x
f x

x





و  fC في المستوي المنسوب إلى معلم تمثيلها البياني 

متعامد و متجانس   O ;i , j     و  : المستقيم ذو المعادلةy x 

  ، عدد حقيقي موجب  nu بحدها  على المتتالية العددية المعرفة 
الأول        

0
u  و من أجل كل عدد طبيعيn :

 
 1n nu f u      

حتى تكون عينّ قيم (1 nu . متتالية ثابتة 

5نضع في كل مايلي :    
 الحدود على محور الفواصل نقل الشكل المقابل ثم مثلّ أ -أ (2

   
2 1 0
, ,u u u و

3
u حسابها. دون 

ر المتتاليةاتجاه تغيّ ضع تخمينا حول  -بـ  nuو تقاربها 

المتتاليةنعتبر (3 nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :  بـ
 

1

1

n
n

n

u
v

u





 

أن بينّ -أ   nv1أساسها متتالية هندسية

2
 ها الأول.يطلب تعيين حدّ  

limسبثم أح nuو nvعن  nعبرّ بدلالة -بـ                   n
n

u


. 

 المجموع : nأحسب بدلالة (4
1 2016

....n n n nS v v v     .  

 المجموع  :nثم استنتج بدلالة
1 2016

1 1 1
....

1 1 1
n

n n n

S
u u u 

    
  

 . 

 
  [6]لتمرينحل مقترح ل

 : المعرفة على المجال fنعتبر الدالة   0; : كما يلي
 

  3 1

3

x
f x

x





  

  ، عدد حقيقي موجب  nu بحدها الأول  على المتتالية العددية المعرفة
0

u   و من أجل كل عدد طبيعيn :
 

 1n nu f u 

  
حتى تكون تعيين قيم (1 nu . متتالية ثابتة 

 nu  ، متتالية ثابتة يعني : من أجل كل عدد طبيعي
1 0n nu u u   

أي  نحل المعادلة  f   3و هذا يكافئ 1

3

 






2يكافئ 

1  

1عدد حقيقي موجب فإنه من أجل و بما أن   تكون المتتالية nu . ثابتة 
 : الحدود تمثيل  -أ (2

 
 

 

2 3 4 5

2

3

0 1

1

   

 fC  

2 3 4 5

2

3

-1

0 1

1
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المتتالية التخمين : -بـ  nu 1نحو العدد متناقصة و متقاربة. 

المتتاليةنعتبر (3 nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :  بـ
 

1

1

n
n

n

u
v

u





 

أن تبيان -أ   nv1أساسها متتالية هندسية

2
 : 

  : nلدينا من أجل كل عدد طبيعي    
 

 
 
 

1
1

1

3 1 33 1
1

2 11 2 2 1 1 13 3

3 1 3 1 31 4 4 4 1 2 1 2
1

3 3

n nn

nn n nn n
n n

n n nn n n n

n n

u uu

uu u uu u
v v

u u uu u u u

u u






  


     
              

 

 

و منه  المتتالية       nv 1هندسية أساسها

2
q   0و حدها الأول

0

0

1 4 2

1 6 3

u
v

u


  


 . 

 : nبدلالة nvكتابة  -بـ              

n : 0طبيعيمن أجل كل عدد                   

n

nv v q    : 2أي 1

3 2

n

nv
   
 

 . 

 : nدلالةب nuكتابة                   

:  nمن أجل كل عدد طبيعي  
 

1

1

n
n

n

u
v

u





و منه  1 1n n nv u u     1و منهn n n nv u u v     أي 

1

1

n
n

n

v
u

v





 

 إذن :  

2 1 1
1 3 2

1 3 2 2

1 2 1 1
1 3 2

3 2 2

              
         

   

n n

n
n n n

n

v
u

v
 

limباسح n
n

u


. 

1
3 2

2
lim lim 1

1
3 2

2

 

    
   

    
  

n

n n
n n

u : لأن 
1

lim 0
2

   
 

n

n
 . 

 حساب  المجموع : (4
1 2016

....n n n nS v v v     .  

2017

2017

1 2016

1
1

3 1 12
.... 1

1 4 2 2
1

2

 

                             
 

n

n n n n nS v v v v 

استنتاج المجموع  : 
1 2016

1 1 1
....

1 1 1
n

n n n

S
u u u 

    
  

 . 
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 ، nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :               
 

1

1

n
n

n

u
v

u





و منه 

1 2

1

n
n

n

u
v

u

 



و منه   

2
1

1
n

n

v
u

 


أي  
1 1

1 2

n

n

v

u





 

           1 2016

1 2016

1 1 1 1 1 1 1 1
.... ... 2017

1 1 1 2 2 2 2 2

n n n
n n

n n n

v v v
S S

u u u

 

 

            
  

 

 [1م ] [2017]باك [7]التمرين 
   nuو nv كما يلي  متتاليتان معرّفتان على مجموعة الأعداد الطبيعية  : 

       
0

1

4
u  من أجل كل عدد طبيعي و منn  ،1

10
3

4
n

n

u
u

  


و     
2

1

n
n

n

u
v

u





. 

 
 

n  ،0من أجل كل عدد طبيعي ع أن :برهن بالتراج -أ  (1 1nu  . 

المتتالية أن بينّ -بـ  nu  متزايدة تماما ثم استنتج أنها متقاربة. 

بينّ أن المتتالية -أ  (2 nv 5هندسية أساسها

2
ثم عبرّ عن حدها العام  

nv بدلالةn . 

n  ،3من أجل كل عدد طبيعي أثبت أن : -بـ 
1

1
n

n

u
v

 


lim، ثم استنتج   n
n

u


. 

  [7]لتمرينحل مقترح ل

   nuو nv  كما يلي متتاليتان معرّفتان على :
0

1

4
u  من أجل كل عدد طبيعي وn  ،1

10
3

4
n

n

u
u

  


و  
2

1

n
n

n

u
v

u





. 

 
 

n  ،0من أجل كل عدد طبيعي : البرهن بالتراجع أن -أ  (1 1nu  . 

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :0 1nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

1

4
u   و منه

0
0 1 u  و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 1nu   صحة، و  نبرهن  1P n   أي
1

0 1 nu . 

0حسب الفرض لدينا    1nu    4و منه 4 5 nu   1 و منه

4

1 1

5 4





nu
10و منه   10 10

4 4 5




 
 

nu
   

10و منه  10
1

4
33

4
  




nu
 أي :   

1
0 1 nu. و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،0 1nu  . 

المتتالية أن تبيان -بـ  nu :  متزايدة تماما 

،nطبيعيمن أجل كل عدد لدينا :  
    2

1

3 4 10 410 2
3

4 4 4


      
     

  
n n n n n

n n n

n n n

u u u u u
u u u

u u u
 

 و منه : 
  

1

1 2

4


 
 


n n

n n

n

u u
u u

u
. 

0 و لدينا : 1nu 1و منه 0 nu 1أي
0  n nu u  المتتاليةو بالتالي nu   متزايدة تماما. 

المتتالية  -ـ nuإذن فهي متقاربة  1زايدة  و محدودة من الأعلى بالعددمت ، . 

تبيان أن المتتالية -أ  (2 nv 5هندسية أساسها

2
  : 

  : nلدينا من أجل كل عدد طبيعي   

 

 

 
 
 

1
1

1

5 4 1010 10
3 2 5

5 22 5 10 54 4 4

10 10 2 4 101 2 2 2 1 2
1 3 2

4 4 4






 
  

   
      

        
  

n

nn nn n n
n n

nn n n

n n n

u

uu uu u u
v v

uu u u

u u u

 

و منه  المتتالية  nv 5هندسية أساسها

2
q  . 
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 : الأول  الحد
 

0
0

0

2
3

1


 


u

v
u

 . 

  كتابة عبارة  الحد العام
nv بدلالةn : 

n  :0عدد طبيعي من أجل كل   
  n

nv v q  5 و منه
3

2

   
 

n

nv  . 

n  ،3من أجل كل عدد طبيعي ثبات أنه :إ -بـ 
1

1
n

n

u
v

 


  

، nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :      
2

1

n
n

n

u
v

u





و منه   

3
1

1
  

n

n

v
u

و منه    
3

1
1

 
n

n

v
u

  

أي     
3

1
1

 
n

n

u
v

 و بالتالي :  
3

1
1

n

n

u
v

 


 

 لدينا :  
3 3

lim lim 1 lim 1 1
1 5

3 1
2

  

 
                 

  

n n
n n n

n

u
v

 لأن : ، 
5

lim
2

    
 

n

n
 . 

 [2م ] [2017]باك [8]التمرين 
المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j    و 

 f  المعرفة على المجال الدالة 4;1: كما يلي
 

  3 16

11

x
f x

x





 . 

و   fC ل لها ، المنحنى الممث  : المستقيم ذو المعادلةy x . 

(I تحقق أن الدالة متزايدة تماما على المجال 4;1 : ثم بينّ أن . 

من أجل       4;1x   فإن   4;1f x   . 

  
 
 
 
 
 

(II  nu بحدها الأول  عرفةمتتالية عددية م
0

0u   و من أجل كل عدد طبيعيn :
 

 1n nu f u      

الحدود محور الفواصلحامل على  نقل الشكل ثم مثلّ أ -أ (1
2 1 0
, ,u u u و

3
u .دون حسابها 

ر المتتاليةتجاه تغيّ إثم ضع تخمينا حول      nuو تقاربها 

، nمن أجل كل عدد طبيعيبرهن بالتراجع أنه  (2
 

4 0nu      

ثم بينّ أن المتتالية nu ماما . متناقصة ت 

العددية المتتاليةلتكن  (3 nv  كما يلي المعرفة   :
 

1 4n n nv u v   

المتتالية أن أثبت nv1أساسها حسابية

7
حيث :  S، ثم أحسب المجموع  

0 0 1 1 2016 2016
.....S v u v u v u       . 

  [8]لتمرينحل مقترح ل

  f  المعرفة على المجال الدالة 4;1: كما يلي
 

  3 16

11

x
f x

x





 . 

 (Iتحقق أن الدالةالf  متزايدة تماما على المجال 4;1 . 

قابلة للإشتقاق  على المجال  fالةالد 4;1    و     
   2 2

3 11 3 16 49

11 11

x x
f x

x x

  
  

 
 

لدينا :من أجل كل  4;1x   ،  0f x  و بالتالي الدالةf  متزايدة تماما على المجال 4;1 . 
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تبيان أنه من أجل  4;1x   فإن   4;1f x   : 

متزايدة تماما على المجال  fلدينا : الدالة  4;1 و بالتالي من أجل 4;1x   فإن     4 ; 1f x f f     

 أي :   13
4;

12
f x

     
لدينا   و   13

4; 4;1
12

      
من أجل كل و منه :  4;1x   فإن   4;1f x   . 

(II  nu بحدها الأول  عرفةمتتالية عددية م
0

0u    من أجل كل عدد طبيعيوn : 

 
 1n nu f u      

 تمثيل الحدود : -أ (1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
المتتالية التخمين :          nu4متناقصة و  متقاربة نحو العدد  . 

، nطبيعي من أجل كل عددالبرهان بالتراجع أنه  (2
 

4 0nu     

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :4 0nu     " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

0u   و منه
0

4 0u    و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 4أي 0nu    صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

4 0nu    . 
4حسب الفرض لدينا    0nu   و بما أن الدالةf  متزايدة تماما فإن      4 0nf f u f     

أي    
1

16
4 1

11
nu         و بالتالي 1P n  صحيحة .  

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،4 0nu   . 

تبيان أن المتتالية - nu : متناقصة تماما 

 ،nطبيعيمن أجل كل عدد لدينا : 

   22

1

3 16 11 43 16 8 16

11 11 11 11

n n n nn n n
n n n

n n n n

u u u uu u u
u u u

u u u u


       
     

   
 

1 و منه :  
0n nu u    المتتاليةو بالتالي nu تماما   ناقصةمت. 

العددية المتتاليةلتكن  (3 nv  كما يلي المعرفة   :
 

1 4n n nv u v   أي 
1

4
n

n

v
u




 . 

المتتالية أن إثبات nv1أساسها حسابية

7
 : 

 

-1-2-3-4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

u 0u 1u 2u 3
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  : nلدينا من أجل كل عدد طبيعي 

   1

1

1 1 1 11 4 7 1 1 1

3 16 3 16 4 114 7 28 7 4 7 4 7
4

11 11

n n
n n

n n nn n n n

n n

u u
v v

u u uu u u u

u u




  
        

      
 

 

و منه  المتتالية   nv 1حسابية أساسها

7
r   0و حدها الأول

0

1 1

4 4
v

u
 


 . 

 حساب المجموع S  : حيث
0 0 1 1 2016 2016

.....S v u v u v u        

لدينا :       0 0 1 1 2016 2016 0 1 2016
..... 1 4 1 4 .... 1 4S v u v u v u v v v              

 و منه :     0 1 2016 0 2016

2017
2017 1 4 ..... 2017 4

2
S v v v v v

           
 

 أي :
2017 1

2017 4 288 1161792
2 4

S
          

 

 
 
 
 [1م ]الدورة الثانية[][2016]باك [9]التمرين 

على المجال فةالمعر fلدالةنعتبر ا   0;4I  ـ ب :
 

  13

9 13

x
f x

x



 . 

 . Iمتزايدة تماما على المجال  f بينّ أن الدالة -أ (1

I  ،بينّ أنه من أجل كل من المجال -بـ      f x  ى المجالالينتميI .  

عدديةالمتتالية لتكن ال (2 nu بحدها الأولعلىمعرفة ال  
0

4u   و من أجل كل عدد طبيعيn  :
 

 1n nu f u  

n   : 0برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ       4nu  

أدرس إتجاه تغيّر المتتالية -بـ                  nu  ، . ثم استنتج أنها متقاربة  

n  :0nuمن أجل كل عدد طبيعي بينّ أنه (3   

لتكن المتتالية (4 nv كما يلي :علىمعرفة ال 
13

2n

n

v
u

   

المتتالية أن برهن -أ nvها الأوليطلب تعيين أساسها و حدّ  حسابية
0

v . 

 .  nبدلالة  nvأكتب - ـب               

 إستنتج أن : -جـ 
52

36 13


nu
n

limأحسب ، ثم nمن أجل كل عدد طبيعي و ذلك  n
n

u


 . 

  [9]لتمرينحل مقترح ل

 f على المجال لدالة المعرفةا 0;4I  ـ ب :
 

  13

9 13

x
f x

x



 . 

 : Iمتزايدة تماما على المجال  f أن الدالةتبيان  -أ (1

 قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة     0;4  و   
   2 2

13 9 13 9 13 169

9 13 9 13

x x
f x

x x

  
  

 
 

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيو لدينا :      0;4  ،  0f x  الدالة  و منهf على المجالتماما  متزايدة 0;4 .  

I  ،تبيان أنه من أجل كل من المجال -بـ  f x  ى المجالالينتميI : 

على المجالتماما  متزايدة fالدالة لدينا :       0;4 من أجل كل  و منه 0;4x  ،     0 ; 4f x f f    

أي :        52
0;

49
f x

    
و لدينا  52

0; 0;4
49

    
من أجل كل إذن :    0;4x  ،   0;4f x  

2)  nu بحدها الأولعلىمعرفة لاعددية المتتالية ال  
0

4u   و من أجل كل عدد طبيعيn  :
 

 1n nu f u  

n   : 0ن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيابرهال -أ 4nu  
نسمي     P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :0 4nu    " 
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  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل     لدينا ،
0

4u   و منه
0

0 4u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 4nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

0 4nu   . 

0ض حسب الفرلدينا  4nu   منه و 0 4nf u   ( بـ  1حسب نتيجة السؤال)  أي 
1

0 4nu   

بالتاليو  1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،0 4nu  . 

سة إتجاه تغيرّ المتتاليةدرا -بـ  nu : 

 ،  nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :      
  2

1

13 9 1313 9

9 13 9 13 9 13

n n nn n
n n n

n n n

u u uu u
u u u

u u u


  
    

  
 

n، 2طبيعيكل عدد  و بما أنه : من أجل    
09 nu   فإن

1
0n nu u     المتتاليةو بالتالي nu متناقصة على .  

 المتتالية nu إذن فهي متقاربة . 0بالعدد سفل و محدودة من الأ ناقصة مت ، 

 
 
 

n  :0nuمن أجل كل عدد طبيعي تبيان أنه (3   

نسمي  P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :0nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

4u   و منه
0

0u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أيnu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

0nu   . 

0nuحسب الفرض لدينا      منه و  0nf u   (لأن الدالةf على متزايدة تماماI و 0 0f   )  أي 
1

0nu   

ليبالتاو    1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،0nu  . 

4)  nv بـ  :علىمعرفة ال المتتالية 
13

2n

n

v
u

   

المتتالية أن تبيان -أ nvحسابية : 
 ، nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا : من    

 
1

1

13 9 1313 13 9 13 13
2 2 2 2 2 9 9

13 13

9 13

n n
n n

nn n n n

n

u u
v v

uu u u u

u




 
            



 

و منه  المتتالية     nv 9حسابية أساسهاr   0و حدها الأول

0

13 21
2

4
v

u
   . 

ةباكت - ـب
nv بدلالةn: 

، nمن أجل كل عدد طبيعي     
0nv v nr   21و منه 21 36

9
4 4

n

n
v n


   . 

  ، nمن أجل كل عدد طبيعي إستنتاج أنه -جـ 
52

36 13


nu
n

 : 

n ،13من أجل كل عدد طبيعي لدينا : من       
2n

n

v
u

   13و منه
2n

n

v
u

    13أي

2
n

n

u
v




  

إذن      
13 13 13 13 4 52

21 36 21 36 82 13 36 36 13
2

4 4

n

n

u
n nv n n


    

    
 . 

 حسابlim n
n

u


  .
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52

lim lim 0
36 13

n
n n

u
n 

    
 

 [2م ]الدورة الثانية[][2016]باك [10]التمرين 

   nuبحدها الأولعلىعرفة متتالية عددية م 
0

0u   و من أجل كل عدد طبيعيn  :
 1

2 2

3

n
n

n

u
u

u






 

المتتالية و لتكن        nv  من أجل كل عدد طبيعيالمعرفةn :  بـ 
 

1

2

n
n

n

u
v

u





 

أن بينّ (1 nv متتالية هندسية يطلب تعيين أساسهاq و حدها الأول
0

v . 

   عن الحد العام nعبرّ بدلالة -أ (2
nv.  

استنتج عبارة الحد -بـ        
nu بدلالة العامn  .  

limأحسب  -جـ  n
n

u


  .
 

 

 المجموع : nلالةأحسب بد -أ (3
0 1

....n nS v v v    .  

 تحقق أن : - ـب                1 1
1

2 3
n

n

v
u

 


  .  nمن أجل كل عدد طبيعي و ذلك 

 المجموع : nأحسب بدلالة -جـ               
0 1

1 1 1
....

2 2 2
n

n

S
u u u

    
  

 .  

  [10]لتمرينحل مقترح ل

     nuبحدها الأولعلىعرفة متتالية عددية م  
0

0u   و من أجل كل عدد طبيعيn  :
 1

2 2

3

n
n

n

u
u

u






  

المتتالية لتكن و          nv  من أجل كل عدد طبيعيالمعرفةn :  بـ 
 

1

2

n
n

n

u
v

u





 

أنتبيان  (1 nv  متتالية هندسية: 

 ، nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا : من
 

   
1

1

1

2 2 32 2
1

1 1 1 13 3

2 2 2 2 2 32 4 8 4 2 4
2

3 3

n nn

n n nn n
n n

n n nn n n

n n

u uu

u u uu u
v v

u u uu u u

u u






  


   
     

     
 

 

و منه  المتتالية  nv هندسية أساسها
1

4
q    0و حدها الأول

0

0

1 1

2 2

u
v

u


  


  . 

 : nبدلالة  nvكتابة عبارة الحد العام -أ (2

، nمن أجل كل عدد طبيعي
0

n

nv v q   1و منه 1

2 4

n

nv
    
 

 . 

 : nبدلالة nuاستنتاج عبارة الحد العام -بـ        

، nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا : من      
1

2

n
n

n

u
v

u





و منه   2 1n n nv u u    2و منه 1n n n nv u v u     

أي       1 1 2n n nu v v      و بالتالي
1 2 1 2

1 1

  
 

 
n n

n

n n

v v
u

v v
 . 

إذن :     

1
1

1 2 4

1 1 1
1

2 4

      
    

 

n

n
n n

n

v
u

v
 . 

limحساب  -جـ  n
n

u


 . 
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1
1

4
lim lim 1

1 1
1

2 4

n

n n
n n

u
 

    
   

     
  

1لأن :  
lim 0

4

n

n

   
 

. 

 
 : nSحساب المجموع -أ (3

  

1

11

0 1 0

1
1

1 1 2 14
.... 1

11 2 3 4
1

4

n

nn

n n

q
S v v v v

q





                                   
 

 . 

 التحقق أن : - ـب                1 1
1

2 3
n

n

v
u

 


  

 ،   nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :       
1 2

1





n

n

n

v
u

v
و منه  

1 2
2 2

1


  


n

n

n

v
u

v
و منه 

3
2

1
 

n

n

u
v

  

أي       1 1
1

2 3
 

 n

n

v
u
 . 

nSحساب  المجموع  -جـ                : 

                         0 1

0 1

1 1 1 1 1 1
.... 1 1 .... 1

2 2 2 3 3 3
n n

n

S v v v
u u u

           
  

 . 

و منه                           0 1 0

1 1
1 1 .... 1 ... 1

3 3
n nS v v v n S              

 أي :      

1 1
1 2 1 1 1

1 1 3 5 2
3 3 4 9 4

n n

nS n n

                                  
 

 [1م ]الدورة الأولى[][2016]باك [11]التمرين 
  (I f الدالة العددية المعرّفة على المجال 0; : بـ   2 8f x x  . 

و              C متجانسالمتعامد و في المستوي المنسوب إلى المعلم ال تمثيلها البياني ; ,O i j  .   

أحسب -أ  (1 lim
x

f x


. 

 ثم شكّل جدول تغيرّاتها .  fأدرس إتجاه تغيرّ الدالة  -بـ         

طة تقاطع المنحنىعينّ إحداثيتي نق  (2 C  المستقيممع  الذي  :y x. معادلة له 

أرسم  (3 Cو  . 

 

 (II المتتالية nu ّفة بــ :  معر
0

0u و من أجل كل عدد طبيعي ، n   : 1n nu f u  

 الحدود ، الفواصلمثلّ في الشكل السابق على محور   (1
0

u، 
1

u، 
2

u و
3

u  ( ون حسابهاد )نشا  موضحا خطوط الإ. 

ضع تخمينا حول إتجاه تغيرّ المتتالية (2 nu . و تقاربها 

n    ،0برهن بالتراجع أنه ، من أجل كل عدد طبيعي -أ  (3 4nu  

ر المتتالية تجاه تغيّ إأدرس  -بـ  nu. 

n ، من أجل كل عدد طبيعي  بينّ أنه -جـ  1

1
4 4

2
  n nu u  

 
. 

n :من أجل كل عدد طبيعي  ثم استنتج  أنه        0

1
4 4

2
  n n

u u  
 
. 

lim استنتج - د n
n

u


  . 

      [11]لتمرينحل مقترح ل
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(I f الدالة العددية المعرّفة على المجال 0; : بـ   2 8f x x  . 

 -أ  (1 lim lim 2 8
x x

f x x
 

   . 

 :  fدراسة إتجاه تغيرّ الدالة  -بـ 

تقاق على المجالقابلة للإش fالدالة    0;  و  2 1

2 2 8 2 8
f x

x x
  

 
 

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيو لدينا :        0;  ،  0f x  و منه الدالةf لمجالعلى اتماما  متزايدة 0; .  

 : fالدالة راتجدول تغيّ 
 
 
 
 
 

 
تعيين إحداثيتي نقطة تقاطع المنحنى  (2 C  المستقيممع  الذي  :y x. معادلة له 

نحل في المجال 0; : المعادلة  f x x . 

 f x x 2تكافئ 8x x  تكافئ 
2

0

2 8




 

x

x x
 أي : 

2

0

2 8 0




  

x

x x
 أي

  
0

2 8 0


   

x

x x
  

4xو منه      .   نقطة تقاطع المنحنىنقطة إذن C  المستقيممع : هي  4;4A. 

 الرسم : (3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 (II المتتالية nu ّ0فة بــ :  معر 0u  و من أجل كل عدد طبيعي ، n   : 1n nu f u  . 

 أنظر الشكل .الرسم :  (1

التخمين : المتتالية (2 nu 4متزايدة  و متقاربة نحو  العدد  . 

n    ،0ن بالتراجع أنه ، من أجل كل عدد طبيعيابرهال -أ  (3 4nu  

نسمي   P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :0 4nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

0u   و منه
0

0 4u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 4nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

0 4nu   . 

0حسب الفرض لدينا  4nu   بما أن الدالة وf  متزايدة تماما فإن     0 4nf f u f   أي
1

0 2 2 4nu    

بالتاليو  1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،0 4nu  . 

ر المتتالية اتجاه تغيّ  ةسادر -بـ  nu: 
  ،   nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :       

                                           0  x 

  f x 

 
 
 
 

                                              8                   

 
 f x 

 

 

2 3 4 5

2

3

4

0 1

1

u 0 u 1 u 2u 3
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     2

1

2 8 2 8 4 22 8
2 8

2 8 2 8 2 8

n n n n n nn n
n n n n

n n n n n n

u u u u u uu u
u u u u

u u u u u u


      
      

     
   

n،4طبيعيكل عدد  و بما أنه : من أجل     0nu  2و 0nu  فإن
1

0n nu u    المتتاليةو بالتالي nu .  متزايدة  تماما 

n ، من أجل كل عدد طبيعي  تبيان أنه -جـ  1

1
4 4

2
  n nu u  

 
. 

     : nطبيعيلدينا : من أجل كل عدد         

        
    

1

4 2 8 4 2 8 2 48 2
4 4 2 8

4 2 8 4 2 8 4 2 8

n n nn
n n

n n n

u u uu
u u

u u u


    
      

     
  

 
. 

0و من جهة أخرى :         4nu   1يكافئ 1

44 2 8nu


 
و منه   1

1
4 4

2
  n nu u . 

n :من أجل كل عدد طبيعي  استنتاج  أنه         0

1
4 4

2
  n n

u u  
 
. 

n ، من أجل كل عدد طبيعي لدينا :          1

1
4 4

2
  n nu u  

 
 و هذا يعني :

   

 

 

 

 

1 0

2 1

3 2

1

1
4 4

2

1
4 4

2

1
4 4

2

....

....

1
4 4

2
n n

u u

u u

u u

u u

   

   

   




   

، بالضرب طرف لطرف نجد 

         1 2 0 1 1

1
4 4 ... 4 4 4 ... 4

2

n

n nu u u u u u 
        
 

 

n :من أجل كل عدد طبيعي و منه :      0

1
4 4

2
  n n

u u  
 
 (يمكن إستخدام البرهان بالتراجع)             .

lim جااستنت - د   n
n

u


  : 

n،لدينا : من أجل كل عدد طبيعي        0

1
4 4

2
  n n

u u  1و لدينا
lim 0

2

n

n

   
 

و منه   lim 4 0n
n

u


   

limأي :        4n
n

u


    

 [2م ]الدورة الأولى[][2016]باك [12]التمرين 
(I f الدالة العددية المعرّفة على المجال 0; : بـ   5

2

x
f x

x



 . 

أحسب -أ  (1 lim
x

f x


. 

 ثم شكّل جدول تغيرّاتها .  fأدرس إتجاه تغيرّ الدالة  -بـ         

من المجال xبينّ أنه من أجل كل عدد حقيقي  (2 0;  :   0f x . 

(II متتاليةال nu ّ0فة بــ :  معر 1u  و من أجل كل عدد طبيعي ،n   :
1

5

2

n
n

n

u
u

u
 


 

n    ،1برهن بالتراجع أنه ، من أجل كل عدد طبيعي -أ  (1 3nu  

ر المتتالية أدرس اتجاه تغيّ  -ـ ب nu. ثم استنتج أنها متقاربة ، 

2)  nv3كما يلي : المتتالية المعرّفة على
1n

n

v
u

  . 
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أن بينّ -أ  nv2أساسها متتالية هندسية

5
 . ها الأوليطلب تعيين حدّ  

 بارةع nبدلالة أكتب  -بـ               
nv  ثم استنتج عبارة

nu . 

limسبأح -جـ               n
n

u


. 

 ،حيث :nS المجموع nأحسب بدلالة  (3
0 1 2

1 1 1 1
....n

n

S
u u u u

       

      [12]لتمرينحل مقترح ل
(I f الدالة العددية المعرّفة على المجال 0; : بـ   5

2

x
f x

x



 . 

 -أ  (1  5
lim lim 5

2x x

x
f x

x 

    
. 

 :  fدراسة إتجاه تغيرّ الدالة  -بـ 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة       0;  و   
   2 2

5 2 5 10

2 2

x x
f x

x x

 
  

 
 

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيو لدينا :         0;  ،  0f x  و منه الدالةf على المجالتماما  متزايدة 0; .  

 : fالدالة راتجدول تغيّ      
 
 
 
 
 

 
من المجال xتبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 0;  :   0f x . 

من  xمن أجل كل عدد حقيقيرات : من جدول التغيّ  0;  :  0 5f x  : أي  0f x  . 

(II تتاليةالم nu ّ0فة بــ :  معر 1u  و من أجل كل عدد طبيعي ،n   :
1

5

2

n
n

n

u
u

u
 


 

n    ،1من أجل كل عدد طبيعي ن بالتراجع أنهابرهال -أ  (1 3nu  

نسمي    P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :1 3nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

1u   و منه
0

1 3u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أي 3nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

1 3nu   . 

1 حسب الفرضلدينا     3nu   بما أن الدالة متزايدة تماما فإن  و     1 3nf f u f    1أي

5
1 3

3
nu    

بالتاليو    1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،1 3nu  . 

ر المتتالية اتجاه تغيّ  ةسادر -بـ  nu: 
 ،  nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :       

   2

1

5 2 35 3

2 2 2 2

n n n n nn n n
n n n

n n n n

u u u u uu u u
u u u

u u u u


   
     

   
 

n، 3طبيعيكل عدد  و بما أنه : من أجل      0nu  2و 0nu   فإن
1

0n nu u    المتتاليةو بالتالي nu   متزايدة  تماما 
 إذن فهي متقاربة . 3المتتالية متزايدة و محدودة من الأعلى بالعدد ، 

2)  nv3كما يلي : المتتالية المعرّفة على
1n

n

v
u

  . 

أن تبيان -أ  nv2أساسها متتالية هندسية

5
 : 

                                           0  x 

  f x 

5 
 
 
 

0                   

 
 f x 
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 ، nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا : من     

  
   

1

1

3 2 2 33 3 5 3 6 2 6 2 3 2
1 1 1 1

5 5 5 5 5 5 5

2

n nn n n
n n

nn n n n n n

n

u uu u u
v v

uu u u u u u

u




     
            

 


 

و منه  المتتالية     nv 2هندسية أساسها

5
q   و حدها الأول

0

0

3
1 2v

u
    . 

كتابة -بـ 
nv  بدلالةn : 

، nمن أجل كل عدد طبيعي       
0

n

nv v q   2و منه
2

5

n

nv
    
 

 . 

كتابة        
nu  بدلالةn : 

n ،3لدينا : من من أجل كل عدد طبيعي       
1n

n

v
u

   3و منه
1 n

n

v
u

   3أي

1
n

n

u
v




3:  إذن   

2
1 2

5

n n
u 

   
 

  

. 
limباسح -جـ  n

n
u


. 

3لدينا :       
lim lim 3

2
1 2

5

n n
n n

u
 

 
 
  
     

  

2لأن       
lim 0

5

n

n

   
 

. 

 حيث :nS المجموع nب بدلالة احس (3
0 1 2

1 1 1 1
....n

n

S
u u u u

      
 
. 

n ،3لدينا : من من أجل كل عدد طبيعي
1n

n

v
u

   3و منه
1 n

n

v
u

    : أي  1 1 1
1

3 3

n
n

n

v
v

u


   . 

إذن :   

     
1

0 1 2 0

0 1 2

1 1 1 1 1 1 1
.... 1 1 1.... 1 ..... 1

3 3 1

n

n n

n

q
S v v v v n v

u u u u q

                        
 

 أي : 
1

1 10 2
1 1

3 3 5

              

n

nS n. 

 
 [1]م[2015]باك [13]لتمرين ا

 nu: المتتالية العددية المعرفة بـــ 
2

0
1u e  و من أجل كل عدد طبيعيn :   2

1
1 1n nu u e


   . 

 أحسب : (1
1

u ،
2

u 3و
u . 

n :1أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 0nu  . 

ن أن المتتاليةبيّ  (3 nu . ّمتناقصة . هل هي متقاربة ؟ علل 

n  :نضع من أجل كل عدد طبيعي (4  3 1n nv u  

أثبت أن -أ nv.متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 
limحسبأ، ثم   nبدلالة nuو   nvأكتب  - ـب n

n
u


  . 

: من nن أنه من أجل كلبيّ  -جـ   0 1 2
ln ln ln ... ln 1 2 ln3        nv v v v n n 

      [13]لتمرينحل مقترح ل
 nu: المتتالية العددية المعرفة بـــ 

2

0
1u e  و من أجل كل عدد طبيعيn :   2

1
1 1n nu u e


   . 

1باحس (1
u ،2

u 3و
u : 

       2 2 2

1 0
1 1 1 0u u e e e

             ،           2 2

2 1
1 1 1u u e e

         
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    2 4

3 2
1 1 1u u e e

      . 

n ،1ت أنه من أجل كل عدد طبيعياثبإ (2 0nu   : 

نسمي  P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :1 0nu    " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   2، لدينا

0
1u e   و منه

0
1 0u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أي 0nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

1 0nu   . 

1حسب الفرض لدينا  0nu    لدينا و  2

1
1 1n nu u e


    و منه 

1
1 0nu    و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،1 0nu  . 

أن المتتاليةتبيان  (3 nu : متناقصة 

n،طبيعيمن أجل كل عدد لدينا :        2 2 2

1
1 1 1 1 1 1n n n n n n nu u u e u u e u u e

  
             

1و بما أنه  0nu  ،طبيعيكل عدد  من أجلn،  2و
1 0e

    إنف
1

0n nu u     المتتاليةو بالتالي nu . متناقصة تماما 

المتتالية  -ـ nu1ناقصة  و محدودة من الأسفل بالعددمت  إذن فهي متقاربة ، . 

n  :من أجل كل عدد طبيعي (4  3 1n nv u  

أن إثبات -أ nv متتالية هندسية: 

n :   لدينا من أجل كل عدد طبيعي         2 2

1 1
 3 1 3 1n n n nv u u e e v

 
      

و منه  المتتالية     nv 2هندسية أساسها
q e

  الأول  :  و حدها 
 

  2

0 0
 3 1 3v u e   . 

 : nبدلالة nvكتابة عبارة  الحد العام  -بـ 

n  :0من أجل كل عدد طبيعي  
  n

nv v q  و منه  2 2 2 2
3 3

n
n

nv e e e
      . 

  كتابة عبارة  الحد العامnu بدلالةn : 

n  :من أجل كل عدد طبيعي  3 1n nv u  و منه
1

1
3

n nu v    أي  2 2 2 21
3 1 1

3

n n

n
u e e

        . 

 حسابlim n
n

u


: 

  2 2
lim lim 1 1

n

n
n n

u e
 

 
        : لأن 

2 2
lim 0

n

n
e
 


   

 
 

: من nأنه من أجل كل تبيان -جـ   0 1 2ln ln ln ... ln 1 2 ln3nv v v v n n         

 ، nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا        

       
 

     
1

1 0 1 2 .... 1 1 112 2 2 2 2 22
0 1 2

.... 3 3 3 3

n n
n n n n nn n n

nv v v v e e e e e e e


                     

و منه          2

0 1 2
ln .... 1 ln 3

n

nv v v v n e
     أي  0 1 2ln ln ln ... ln 1 ln3 2       nv v v v n n. 

 (يمكن إستخدام طرق أخرى)
 [2]م[2015]باك [14]التمرين 

 المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j. 
(I f الدالة المعرفة على المجال 0;  : بــ  

 
  4 1

1

x
f x

x





و   fC . تمثيلها البياني 

على المجال fر الدالةتجاه تغيّ إن عيّ  (1 0; . 

أدرس وضعية (2 fC بالنسبة للمستقيم D : ذي المعادلة y x . 

لمثّ  (3 fC و D على المجال 0;6 . 

  (IIنعتبر المتتاليتين nu و nv  المعرفتين على ℕما يلي ك  :
 

0

1

2

n n

u

u f u


      

      و
 

0

1

5

n n

v

v f v


 

    

2الحدود أنشئ على حامل محور الفواصل -أ  (1 1 0
, ,u u u 3و

u ،2 1 0
, ,v v v 3و

v .دون حسابها 
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ر و تقارب كل من المتتاليتينتجاه تغيّ ن اخمّ  - ـب        nu و nv . 

2: من nأثبت أنه من أجل كل  -أ  (2 nu   5وnv    : حيث 
3 13

2
 
   

ر كل من المتتاليتيناستنتج اتجاه تغيّ  - ـب        nu و nv . 

 :من nأثبت أنه من أجل كل  -أ  (3 1 1

1

3
n n n nv u v u    

 :من  nن أنه من أجل كل بيّ  - ـب

1
1

0
3

n

n nv u


    
 

 

 استنتج أن : -جـ     lim 0n n
n

v u


  ،   ّد نهاية كل من ثم حد nu و nv . 

      [14]لتمرينحل مقترح ل
 (I f الدالة المعرفة على المجال 0;  : بــ  

 
  4 1

1

x
f x

x





و   fC . تمثيلها البياني 

على المجال fر الدالةتجاه تغيّ تعيين إ (1 0; : 

قابلة للإشتقاق  على المجال  fالدالة 0;    و     
   2 2

4 1 4 1 3

1 1

x x
f x

x x

  
  

 
 . 

لدينا :من أجل كل  0;x   ،  0f x  و بالتالي الدالةf  متزايدة تماما على المجال 0; . 

وضعية ةسادر (2 fC بالنسبة للمستقيم D : ذي المعادلة y x  . 

 لدينا : 
2

4 1 3 1

1 1

x x x
f x x x

x x

   
   

 
2و منه إشارة الفرق من إشارة 

3 1x x   على المجال 0; . 

2المعادلة
3 1 0x x    تقبل في المجال 0;  حلا : بحيث 

3 13

2
 
 . 

 
 
 

على المجال 0;  : fCيقع فوق D . 

لعلى المجا ;   : fCيقع تحت D . 

 الرسم : (3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (IIنعتبر المتتاليتين nu و nv  المعرفتين على ℕ كما يلي  :
 

0

1

2

n n

u

u f u


      

      و
 

0

1

5

n n

v

v f v


 

    

   أنظر الشكل .الرسم :  -أ  (1

المتتاليةالتخمين :  - ـب nu متزايدة و المتتالية nv 3متناقصة و كلا منهما تتقارب نحو العدد 13

2
 
  . 

 

2 3 4 5 6

2

3

4

0 1

1

u 0 u 1u 2

                                        0  x 

       0         f x x 
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n  :2 عدد طبيعي أنه من أجل كل إثبات -أ  (2 nu    5 وnv    : حيث 
3 13

2
 
  .

n ، 2من أجل كل عدد طبيعي لنبرهن بالتراجع أنه nu     
نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " يةالخاصn  :2 nu    "

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

2u  و منه
0

2  u  و بالتالي 0P صحيحة  .

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 2أي nu    صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

2  nu .

2حسب الفرض لدينا  nu  دالةبما أن ال وf  متزايدة تماما على المجال 0; فإن     2  nf uf f

أي 
1

2 3   nu  بالتاليو 1P n  . صحيحة
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،2 nu   .

n ، 5nvمن أجل كل عدد طبيعي لنبرهن بالتراجع أنه     

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :5nv    "

  نتحقق من صحة 0P.

0nمن أجل   لدينا ،
0

5v  و منه
0

5  v  و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 5أيnv    صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

5  nv .

5nvحسب الفرض لدينا    بما أن الدالة وf  متزايدة تماما على المجال 0; فإن     5  nf vf f

أي   
1

7
5

2
   nv  بالتاليو 1P n  . صحيحة

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،5nv   .
المتتاليتينر كل من ج اتجاه تغيّ ااستنت - ـب nu و nv .

n،من أجل كل عدد طبيعيلدينا :  2;nu و من أجل . 0;x  :  0 f x x : و منه 
1

0  n nu u .

و بالتالي المتتالية nu . متزايدة تماما

n،من أجل كل عدد طبيعيولدينا :  ;5nv و من أجل . ; x  :  0 f x x : و منه 
1

0  n nv v .

الي المتتاليةو بالت nv . متناقصة تماما

 :من nأنه من أجل كل إثبات  -أ  (3 1 1

1

3
n n n nv u v u   .

n، من أجل كل عدد طبيعيلدينا :          
  1 1

31 4 1 4

1 1 1 1
 

 
     

   
n nn n

n n n n

n n n n

v uv u
v u f v f u

v u v u

من جهة أخرى : و   
2

2


 

n

n

u

v
يكافئ  

  
3 1

1 1 3


 n nv u
و منه  1 1

1

3
n n n nv u v u    .

 ،  n عدد طبيعي أنه من أجل كل تبيان - ـب

1
1

0
3

n

n nv u


    
 

:

n ، من أجل كل عدد طبيعي لدينا :  1 1

1

3
n n n nv u v u   : و هذا يعني

 

 

 

1 1 0 0

2 2 1 1

1 1

1

3

1

3

....

....

1

3
 

   

   




   



n n n n

v u v u

v u v u

v u v u
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بالضرب طرف لطرف نجد            1 1 2 2 0 0 1 1 1 1

1
... ...

3
 

        
 

n

n n n nv u v u v u v u v u v u 

 : nمن أجل كل عدد طبيعي و منه :  

1
1

3


    
 

n

n nv u  
 
 (عيمكن إستخدام البرهان بالتراج)             .

 و  n  :nu عدد طبيعي من أجل كل و من جهة أخرى لدينا :  nv   0و منه n nv u . 

 : nمن أجل كل عدد طبيعي و بالتالي : 

1
1

0
3


     
 

n

n nv u  
 

 

لدينا ،  -جـ 
1

1
lim 0

3





   
 

n

n
 ستنتج أن :و منه ن  lim 0n n

n
v u


  . 

 للمتتاليتينالنهاية المشتركة         nu و nv هي العدد الحقيقيl  : الذي يحقق f l l . 
lim إذن :        lim 

 
 n n

n n
u v . 

 [1]م[2014]باك [15]التمرين 
 لتكن nu ّفة كما يلي :المتتالية العددية المعر

 0
1u  من أجل كل عدد طبيعي وn  ،1

2 4

3 3
n nu u   

  و       nv ّكما يلي : من أجل كل عدد طبيعي  فةالمتتالية العددية المعرn ، 4n nv u   

ن أنبيّ  (1 nv  ّها الأول .متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حد 

 .    nبدلالة  nuو  nvأكتب كلا من (2

 ر المتتاليةأدرس اتجاه تغيّ  (3 nu على. 

 حيث : nSالمجموع nبدلالةأحسب  (4
0 1

...n nS u u u     

لتكن (5 nwكما يلي :المتتالية العددية المعرفة على 
1

5 1
5

n

n

w
v

 
   

 . 

ن أن المتتاليةبيّ  -أ nw متزايدة تماما على. 

أحسب : -بـ 
  lim n n

n
u w


. 

 
      [15]ينلتمرحل مقترح ل

  nu ّفة كما يلي :المتتالية العددية المعر
 0

1u  من أجل كل عدد طبيعي وn  ،1

2 4

3 3
n nu u   

 و     nv ّكل عدد طبيعي كما يلي : من أجل  فةالمتتالية العددية المعرn ، 4n nv u   

أن تبيان (1 nv  متتالية هندسية: 

 ، nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا : من

 1 1

2 4 2 4 12 2 8 2 2
4 4 4

3 3 3 3 3 3 3 3 3
n n n n n n nv u u u u u v             

 

و منه  المتتالية nv ة أساسهاهندسي
2

3
q    و حدها الأول

0 0
4 5v u   . 

 :  nبدلالة nv ةباكت (2

n ،0من أجل كل عدد طبيعي

n

nv v q  2و منه
5

3

n

nv
   
 

 . 

 ةباتك nv بدلالةn  : 

n ،4nمن أجل كل عدد طبيعي nu v   2و منه
5 4

3

n

nu
    
 

 . 

 ر المتتاليةاتجاه تغيّ  ةسادر (3 nu : 

 ،  nطبيعيمن أجل كل عدد لدينا : 
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1 1

1

2 2 2 2 2 2 5 2
5 4 5 4 5 5 5 1

3 3 3 3 3 3 3 3

n n n n n n

n nu u

 



                                              
                   

n،  1طبيعيكل عدد  و بما أنه : من أجل
0n nu u   المتتاليةفإن nuمتناقصة تماما على . 

حيث : nSالمجموع حساب  (4

   

   

0 1 0 1

11

0

... ... 4 4 ... 4

1 2
4 1 15 1 4 1

1 3



           

                     

n n n

nn

S u u u v v v

q
v n n

q

5)  nwعلى  كما يلي :المتتالية العددية المعرفة
1

5 1
5

n

n

w
v

 
   

 .

أن المتتالية تبيان -أ nw متزايدة تماما على:

لدينا : المتتالية nv و منه  من أجل كل عدد طبيعي متزايدة  تماما علىn  ،1n nv v 

و منه     
1

5 5n nv v     و بالتالي 
1

1 1

5 5n nv v


 

 أي 
1

1 1
1 1

5 5n nv v

  
 

و منه   
1

1 1
5 1 5 1

5 5n nv v

   
         

إذن : 
1n nw w   ،من أجل كل عدد طبيعيn  و عليه المتتالية ، nw متزايدة تماما على.

ب :احس -بـ  lim n n
n

u w


.

   lim lim 4 0n n n n
n n

u w v w
 

     : لأنlim 0n
n

v


 1و
lim 5 lim 1 4

5
n

n n
n

w
v 

 
     

[2]م[2014]باك [16]التمرين 

(I نعتبر المتتالية العددية nuبـحدّها العام :المعرّفة على مجموعة الأعداد الطبيعية 

1

2



n

nu e (e هو أساس اللوغاريتم النيبيري )

بينّ أن (1 nu.متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدّها الأول
limأحسب (2 n

n
u


، ماذا تستنتج ؟  

حيث :nSالمجموعnبدلالة  أحسب (3
0 1

...n nS u u u   

II) نضع من أجل كل عدد طبيعيn ، lnn nv u    (ln يرمز إلى اللوغاريتم النيبيري ).

ثم استنتج نوع المتتالية،    nبدلالة  nv عبرّ عن (1 nv .
العددnأحسب بدلالة  -أ  (2

nP : حيث
  0 1 2

ln ...    n nP u u u u

بحيث : nعينّ مجموعة قيم العدد الطبيعي -بـ  
 

4 0 nP n .

  [16]لتمرينحل مقترح ل

(Iنعتبر المتتالية العددية nu ّبـفة على المعر :
1

2



n

nu e

أن تبيان (1 nu متتالية هندسية: 

،  nأجل كل عدد طبيعيمن  لدينا : من
 1 1 1

1 1
12 2 2

1

1n n n

n nu e e e e u
e

     
     

و منه  المتتالية nu هندسية أساسها
1

q
e

 و حدها الأول
1 1

0
2 2

0
u e e e


   .

limحساب (2 n
n

u


:

1

2
1

lim lim lim 0

n
n

n
n n n

u e e
e



  

       
   
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نستنتج أن المتتالية nu . متقاربة
المجموع حساب (3

nS :

 

1

1

1

0 1 0

1
1

1
... 1

11 1
1




 

                      
 

n

n
n

n n

q e ee
S u u u u e e

q e

e

II) من أجل كل عدد طبيعيn ، lnn nv u

 كتابة (1
nv  بدلالةn  :

n،من أجل كل عدد طبيعيلدينا :  lnn nv u   و منه 
1

2
1

ln ln
2

n

n nv u e n
 

    
 

 .

ج نوع المتتاليةااستنت nv :

n، من أجل كل عدد طبيعيلدينا :  1

1 1
1 1

2 2
n nv v n n

         
 

و منه المتتالية nv 1حسابية أساسهاr    و حدّها الأول   0 0

1
ln ln

2
v u e  .

ب العدداحس  -أ  (2
nP : 

n ،من أجل كل عدد طبيعيلدينا :     0 1 2 0 1 0 1
ln ... ln ln ... ln ...n n n nP u u u u u u u v v v            

و منه        2

0

1 11 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
n n

n nn n n
P v v n

           
 

بحيث : nمجموعة قيم العدد الطبيعي تعيين - ـب
 

4 0nP n .

4 0nP n يكافئ
2

1
4 0

2

n
n


  يكافئ

2
1 8

0
2

n n 
 21يكافئ 1

4 0
2 2

n n   

21 و لدينا :  1
4 0

2 2
n n   4يكافئ 17;4 17n       أي 0;8n 

4بحيث  nمجموعة قيم العدد الطبيعيو منه  0nP n : هي 0;1;2;3;4;5;6;7;8 .

[1]م[2013]باك [17]التمرين 

 (I تتاليةالم nv بــ : معرفة على
1

5

6

n

n n
v



.

بينّ أن (1 nv. متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدّها الأول
limأحسب (2 n

n
v


 .

(II المتتالية nu  : معرّفة بــ
0

1u و من أجل كل عدد طبيعي ، n   :
1

5 6n nu u  

n    ،1 برهن بالتراجع أنه ، من أجل كل عدد طبيعي (1 6nu 

أدرس اتجاه تغيرّ المتتالية  (2 nu. 

n : طبيعي  برهن أنه ، من أجل كل عدد -أ  (3 1

5
6 6

6
n nu u    .

n :0 بينّ أنه ، من أجل كل عدد طبيعي -بـ    6 n nu v   استنتج .lim n
n

u


 .

  [17]لتمرينحل مقترح ل

  (Iالمتتالية nv بــ : معرفة على
1

5

6

n

n n
v



.

أن تبيان (1 nv متتالية هندسية:

 ،nمن أجل كل عدد طبيعي
2 1 1

1 1

5 5 5 5 5 5

6 6 6 6 6 6

n n n

n nn n n
v v

  

 


    


 .
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5و منه المتتالية هندسية أساسها 

6
q  و حدّها الأول

0 1

0 0

5
5

6
v



  . 

limباسح (2 n
n

v


: 

 
5

lim lim 5 0
6

n

n
n n

v
 

      
   

0 لأن :  1q  . 

(II المتتالية nu ّفة بــ :  معر
0

1u 
:   n ، و من أجل كل عدد طبيعي   

1
5 6n nu u   

n    ،1 ن أجل كل عدد طبيعين بالتراجع أنه ، مابرهال (1 6nu  

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn ، 1 6nu    " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

1u   و منه
0

1 6u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أي 6nu   صحة ، و  نبرهن 1P n  ي أ
1

1 6nu   . 

1حسب الفرض لدينا  6nu    5منهو 5 30nu    11 و منه 5 6 36nu    11منه و 5 6 36nu     

أي 
1

1 11 6nu     بالتاليو 1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  صةالخلاn،1 6nu  . 

ر المتتالية اتجاه تغيّ  ةسادر (2 nu: 

،nمن أجل كل عدد طبيعي
   2

1

5 6 5 6 5 6
5 6

5 6 5 6

n n n n
n n

n n n n

n n n n

u u u u u u
u u u u

u u u u






    
     

  
 

و منه 
  

1

16

5 6

n n

n n

n n

u u
u u

u u







 


  

n، 6كل عدد طبيعي أجلبما أنه : من  0nu   1 و 0nu   فإن
1

0n nu u     المتتاليةو بالتالي nu .  متزايدة  تماما 

n : ن أنه ، من أجل كل عدد طبيعيابره -أ  (3 1

5
6 6

6
n nu u    

 
. 

      : nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي    

   
    

1

6 5 6 6 5 6 5 630 5
6 6 5 6

6 5 6 6 5 6 6 5 6

n n nn
n n

n n n

u u uu
u u

u u u


    
      

     
  

 
. 

1و من جهة أخرى :     6nu   1يكافئ 1

66 5 6nu


 
و منه   1

5
6 6

6
n nu u   . 

:nأنه ، من أجل كل عدد طبيعي يانتب - ـب
 
0 6 n nu v  . 

نسمي      P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :0 6 n nu v     " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

1u  و
0

5v   منه
0 0

0 6 u v    و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 6 n nu v    صحة ، و  نبرهن 1P n   أي

1 1
0 6 n nu v    . 

0حسب الفرض لدينا  6 n nu v     لدينا و 1

5
6 6

6
n nu u    1منه

5
0 6

6
n nu v    

و منه 
1 1

0 6 n nu v     بالتاليو 1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،0 6 n nu v   . 

 (يمكن إستخدام طريقة أخرى غير البرهان بالتراجع)
limاستنتاج  - n

n
u


  . 

n،0لدينا : من أجل كل عدد طبيعي     6 n nu v     و لديناlim 0n
n

v


  و منه lim 6 0n
n

u


  : أي lim 6n
n

u


  
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 [2]م[2013]باك [18]التمرين  

في الشكل المقابل ،  fCهو التمثيل البياني للدالةf رفة على المجالالمع 0;1:  بالعلاقة
 

  2

1

x
f x

x



 ، 

و        d: المستقيم ذو المعادلةy x  

1)  nuالأول ،بحدّها  المتتالية العددية المعرّفة على
0

1

2
u  

: nو من أجل كل عدد طبيعي
 

 1n nu f u  

أعد رسم هذا الشكل في ورقة الإجابة ، ثم مثل الحدود -أ 
2 1 0
, ,u u u  

و      
3

u خطوط التمثيل.برزا على محور الفواصل دون حسابها، م 
 ضع تخمينا حول إتجاه تغيرّ المتتالية -بـ  nu. و تقاربها 

متزايدة تماما على المجال fأثبت أن الدالة -أ  (2 0;1 
n:0برهن بالتراجع أنه، من أجل كل عدد طبيعي  -بـ  1nu  

 أدرس اتجاه  تغيرّ المتتالية -جـ            nu. 

3)  nvكما يلي :المتتالية العددية المعرفة على
 

1n
n

n

u
v

u


 . 

برهن -أ  nvمتتالية هندسية أساسها
1

2
، يطلب حساب حدّها الأول  

0
v . 

 أحسب نهاية -بـ  nu . 
 
 

      [18]لتمرينحل مقترح ل
f  المعرفة على المجال الدالة 0;1: كما يلي

 
  2

1

x
f x

x



 .  

1)  nu ّها الأولبحدّ  فة علىالمتتالية العددية المعر ،
0

1

2
u   من أجل كل عدد طبيعي وn :

 
 1n nu f u  

 :  رسم ال - أ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 التخمين:  -ـ ب

المتتالية             nu1متزايدة و متقاربة نحو العدد  . 

جالمتزايدة تماما على الم fت أن الدالةاثبإ -أ  (2 0;1 : 

قابلة للإشتقاق  على المجال  fالدالة   0;1    و   
   2 2

2 1 2 2

1 1

x x
f x

x x

 
  

 
 

لدينا :من أجل كل    0;1x  ،  0f x  و بالتالي الدالةf  متزايدة تماما على المجال 0;1 . 

n:0ن بالتراجع أنه، من أجل كل عدد طبيعيابرهال  -ـ ب 1nu  

 

 

0 1

1

u 0 u 1 u 2 u 3
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نسمي       P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :0 1nu    " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

1

2
u   و منه

0
0 1u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 1nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

0 1nu   . 
0حسب الفرض لدينا  1nu  و بما أن الدالةf  متزايدة تماما فإن      0 1nf f u f     أي 

1
0 1nu     

و بالتالي 1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،0 1nu  . 
 ر المتتاليةاتجاه  تغيّ  ة سادر -جـ  nu: 

،nطبيعيمن أجل كل عدد لدينا :     
   2

1

2 1 12

1 1 1 1

n n n n nn n n
n n n

n n n n

u u u u uu u u
u u u

u u u u


   
     

   
 

n،1من أجل كل عدد طبيعي و بما أنه :    0nu  0وnu   1 :فإن
0n nu u    المتتاليةو بالتالي nu تماما   زايدة مت. 

3)  nvكما يلي :المتتالية العددية المعرفة على
 

1n
n

n

u
v

u


 . 

إثبات -أ  nv1متتالية هندسية أساسها

2
  : 

  : nلدينا من أجل كل عدد طبيعي    
 

1
1

1

2 12
1

1 1 1 1 11 1

2 2 2 2 2

1 1

n nn

n n nn n
n n

n nn n n

n n

u uu

u u uu u
v v

u uu u u

u u






 


    
      

 
 

 

و منه  المتتالية      nv 1هندسية أساسها

2
q   0و حدها الأول

0

0

1
1

u
v

u


   . 

 ب نهايةاحس -ـ ب nu : 

n ،1nلدينا من أجل كل عدد طبيعي     
n

n

u
v

u


 1و منه

1n

n

v
u

   1و منه

1
n

n

u
v




1أي 

1
1

2

n n
u 

   
 

 .   

 إذن :     
1

lim lim 1
1

1
2

n n
n n

u
 

 
 
  
    

  

 لأن : 
1

lim 0
2

n

n

   
 

 . 

 [1]م[2012]باك [19]التمرين 
نعتبر المتتالية العددية nu المعرفة بحدها الأول

0
1u  و من أجل كل عدد طبيعيn :

 1
2 3n nu u      

3الدالة المعرفة على المجال  hلتكن (1   
;

2

    
كما يلي : 

   2 3h x x    و C تمثيلها البياني 

و             : المستقيم ذو المعادلةy x (أنظر الشكل المقابل)في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس. 

 

 ة الإجابة ثم مثل على محورالفواصل أعد رسم الشكل المقابل على ورق -أ      
2التاليةالحدود             1 0

, ,u u u  و
3

u ( دون حسابها وموضحا خطوط الإنشا) 

ضع تخمينا حول إتجاه تغيرّ -بـ      nu . و تقاربها  

n  :0د طبيعيبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عد (2 3nu   

أدرس اتجاه تغيرّ المتتالية -أ  (3 nu. 

إستنتج أن المتتالية -بـ            nuمتقاربة ، ثم أحسبlim n
n

u


 . 

2 3 4-1

2

3

4

0 1

1

 
 

 C
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      [19]لتمرينحل مقترح ل
نعتبر المتتالية العددية nu المعرفة بحدها الأول

0
1u  و من أجل كل عدد طبيعيn :

 1
2 3n nu u      

  الرسم : (1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 التخمين : -ـ ب    
المتتالية       nu  3متزايدة و متقاربة نحو .  
n  :0البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 3nu  . 

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :0 3nu    " 

  من صحةنتحقق 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0

1u   و منه
0

0 3u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 3nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

0 3nu   . 

0حسب الفرض لدينا    3nu    0منهو 2 6nu    3 و منه 2 93nu    3منه و 2 93nu     

أي  
1

0 3 3nu     بالتاليو 1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،0 3nu  . 

دراسة  إتجاه تغيرّ المتتالية -أ (3 nu: 

،nطبيعيمن أجل كل عدد   
   2

1

3 32 32 2
2

2 2
3

3 3

n n n n
n n

n n n n

n n n n

u u u u u u
u u u u

u u u u


     
     

   
 

 

و منه    
  

1

13

2 3

n n

n n

n n

u u
u u

u u







 


  

n، 3طبيعيكل عدد  بما أنه : من أجل    0nu    1و 0nu   1فإن
0n nu u     المتتاليةو بالتالي nu  متزايدة  تماما 

ج أن المتتاليةاستنتإ -ـ ب    nu متقاربة: 

المتتالية          nuإذن فهي متقاربة  3زايدة  و محدودة من الأعلى بالعددمت ، . 
limباحس n

n
u


 : 

lim نضع :         n
n

u l


1و منه
lim 

n
n

u l  إذن h l l  . 

      h l l 2تكافئ 3l l  2تكافئ
2 3l l   2تكافئ

2 3 0l l   
حليّن هماالمعادلة لها          

1
3l    و

2
1l  . 

2الحل )         
1l   المتتاليةمرفوض كون nu 0و  متزايدة 3nu من أجل كلn ) 

limإذن :           3n
n

u


. 

 
 

 

2 3 4-1

2

3

0 1

1

u 0 u 1 u 2u 3
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 [2]م[2012]باك [20]التمرين  

     nu0المتتالية العددية المعرفة بحدها الأول

13

4
u  و من أجل كل عدد طبيعيn :

 1
3 3n nu u    . 

:n برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (1
 
3 4nu   

: nبينّ أنه من أجل كل عدد طبيعي  (2
 

2

1

7 12

3 3

n n
n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
. استنتج أن nu. متزايدة تماما 

برّر لماذا (3 nu . متقاربة 

المتتالية  (4 nv بــ : معرّفة على ln 3n nv u  . 

برهن أن -أ  nv متتالية هندسية أساسها
1

2
 ، ثم أحسب حدها الأول .  

أكتب كلا من -بـ 
nv   و

nu  بدلالةn  ثم أحسب ،lim n
n

u


  . 

: nنضع من أجل كل عدد طبيعي  -جـ 
 

     0 1 2
3 3 3 ... 3n nP u u u u      . 

، ثم  بينّ أن : n بدلالة  nPأكتب      
1

lim
16

n
n

P


 . 

      [20]لتمرينحل مقترح ل
    nuلأولالمتتالية العددية المعرفة بحدها ا

0

13

4
u  و من أجل كل عدد طبيعيn :

 1
3 3n nu u     

:n البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (1
 
3 4nu  . 

نسمي P n كل عدد طبيعيمن أجل  " الخاصيةn  :3 4nu    " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل      لدينا ،
0

13

4
u   و منه

0
3 4u   و بالتالي 0Pة صحيح  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 3أي 4nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

3 4nu   . 

3حسب الفرض لدينا     4nu    0منهو 3 1nu     0 و منه 3 1nu      3و منه 3 4nu     

أي    
1

3 4nu   بالتالي 1P n  . صحيحة 
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،3 4nu  . 

: nن أجل كل عدد طبيعيأنه م تبيان (2
 

2

1

7 12

3 3

n n
n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
. 

 ،nطبيعيمن أجل كل عدد 

    2 2

1

3 3 3 3 3 3 7 12
3 3

3 3 3 3 3 3

n n n n n n n n
n n n n

n n n n n n

u u u u u u u u
u u u u

u u u u u u


           
       

        
 

 ج أنااستنت nuمتزايدة تماما: 

  ،nطبيعيكل عدد  من أجل لدينا :   
  2

1

37 12

3 23 3

4 n nn n
n n

n n n n

u uu u
u u

u u u u


  
  

    


  

n،3كل عدد طبيعي بما أنه : من أجلو    4nu     4فإن 0nu   3 و 0nu      و منه
1

0n nu u    . 
المتتاليةو بالتالي    nu متزايدة  تماما  . 

تبرير تقارب المتتالية (3 nu : 

المتتالية nuإذن فهي متقاربة   4زايدة  و محدودة من الأعلى بالعددمت ،. 

المتتالية (4 nv بــ : معرّفة على ln 3n nv u  . 

أنتبيان   -أ nv 1متتالية هندسية أساسها

2
  : 
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n،   كل عدد طبيعي من أجل         1 1

1 1
ln 3 ln 3 3 ln 3 l

2
3 n 3

2
n n n n n nv u u u u v             

متتاليةال و منه   nv 1هندسية أساسها

2
q   ها الأولحدّ  و 0 0

13 1
ln 3 ln 3 ln ln 4

4 4
v u

            
   

 . 

 ةباكت  -بـ 
nv  بدلالةn  : 

n  :0من أجل كل عدد طبيعي       
  n

nv v q  1 و منه 1
ln

4 2

n

nv
   
 

  . 

  كتابة
nu  بدلالةn  : 

n  :من أجل كل عدد طبيعي     ln 3n nv u   3 و منه nv

nu e    : أي
1 1

ln
4 23

n

nu e

  
   . 

 
 حسابlim n

n
u


: 

  
1 1

ln
4 2lim lim 3 3 1 4

n

n
n n

u e

  
 

 

 
     
 
 

 ، لأن :  
1

lim 0
2

n

n

   
 

 . 

n : نضع من أجل كل عدد طبيعي - جـ     0 1 2
3 3 3 ... 3n nP u u u u       

 :n بدلالة  nPكتابة       
n  :من أجل كل عدد طبيعي       ln 3n nv u   3و منه nv

nu e   : و منه 

     
1

0 0 11 2

1 1
2 ln 1

4 2....

0 1 2
3 3 3 ... 3 ....

n

nnv v v vv v v

n nP u u u u e e e e e e

        
                      

  : 1تبيان أن
lim

16
n

n
P


 . 

     

1
21 1 1 1 22 ln 1 2 ln ln

4 2 4 4 1 1
lim lim

4 16

n

n
n n

P e e e

                         

 

      
 

 ،  لأن : 

1
1

lim 0
2

n

n





   
 

 . 

 [1]م[2011]باك [21]التمرين 
   nu: ِالمتتالية العددية المعرّفة بـ

 0
1u   ومن أجل كل عدد طبيعيn   ،

1
3 1n nu u   . 

و    nv المتتالية العددية المعرّفة من أجل كل عدد طبيعيn  ِ1:  بـ

2
n nv u . 

 ، إجابة واحدة فقط منها صحيحة، حدّدها مع التعليل. اباتفي كل حالة من الحالات الثلاث الآتية اقترحت ثلاث إج   
المتتالية (1 nv                                 : 

 لا حسابية ولا هندسية.   جـ  ـ                   بـ ـ  هندسية.                               أ ـ  حسابية.      
نهاية المتتالية  (2 nu : هي         

بـ ـ                                     .    أ ـ      
1

2
    .                         جـ ـ. 

n  ،lnنضع من أجل كل عدد طبيعي (3 3 2ln 3 3ln 3 ln 31
1 ...

2

n

nS e e e e        . 

أ ـ                   
1

3 1

2

n

nS
 

                    1بـ ـ 3

4

n

nS


                     جـ ـ
1

1 3

4

n

nS


 . 

      [21]لتمرينحل مقترح ل
 nu: ِالمتتالية العددية المعرّفة بـ

 0
1u    كل عدد طبيعيومن أجلn  ، 1

3 1n nu u   .  

و    nv المتتالية العددية المعرّفة من أجل كل عدد طبيعيn  ِ1:  بـ

2
n nv u . 

 إختيار الإجابة مع التبرير :   
المتتالية (1 nv  :                  ـ  هندسية ـب .     

 التبرير :
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،   nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا : من
1 1

1 1 3 1
3 1 3 3 3

2 2 2 2
n n n n n nv u u u u v 

           
 

 

و منه  المتتالية nv 3هندسية أساسهاq    الأول و حدها
0 0

1 1

2 2
v u    . 

نهاية المتتالية (2 nu : ـ    ـج                    هي.                            

 التبرير :

n ،1من أجل كل عدد طبيعيلدينا : 

2
n nu v   1و منه 1

3
2 2

n

nu     و بالتاليlim n
n

u


   : لأنlim 3
n

n
   

،  nمن أجل كل عدد طبيعي (3
1

ln 3 2ln 3 3ln 3 ln 31 1 3
1 ...

2 4

n
n

nS e e e e
         . 

 التبرير :
 ، nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا : 

 
1 1

ln3 2ln3 3ln3 ln3 0 1 2 31 1 1 1 3 1 3
1 ... 3 3 3 3 ... 3

2 2 2 1 3 4

                            

n n
n n

nS e e e e 

 [2]م[2011]باك [22]التمرين 
 1عدد حقيقي موجب تماما  ويختلف عن. 

  nuبـِ : متتالية عددية معرّفة على 
0

6u  ومن أجل كل عدد طبيعيn   ، 
1

1n nu u  . 

 nv متتالية عددية معرّفة من أجل كل عدد طبيعيn  ِبـ  :
 

1

1
n nv u


 


. 

بينّ أنّ   ـ أ (1 nvمتتالية هندسية أساسها. 

، عبارةو nبـ ـ أكتب بدلالة
nv  ثم  استنتج بدلالةn وعبارة ،

nu. 

التي تكون من أجلها المتتالية ـ  ـ عينّ قيمّ العدد الحقيقيج nu .متقاربة 

نضع : (2
3

2
 . 

حيث :nTو  nS، المجموعين  nأحسب بدلالة ـ              
 0 1

...n nS v v v    و
0 1

...n nT u u u    . 

      [22]لتمرينحل مقترح ل
  1 ويختلف عن عدد حقيقي موجب تماما. 

   nuبـِ : متتالية عددية معرّفة على 
0

6u  يمن أجل كل عدد طبيع وn ،   
1

1n nu u  . 

    nv متتالية عددية معرّفة من أجل كل عدد طبيعيn : ِبـ
 

1

1
n nv u


 


. 

أنّ  تبيان  ـ أ (1 nv متتالية هندسية: 

 ، nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي  

 1 1

1 1 1
1

1 1 1 1
n n n n n nv u u u u v 

               
   

   
 

و منه  المتتالية nv هندسية أساسهاq    0و حدّها الأول 0

1 1 6 5
6

1 1 1
v u


    

  


  
 . 

ةباـ كت ـب
nv  بدلالةn و: 

n ،0من أجل كل عدد طبيعي    

n

nv v q   6و منه 5

1

n

nv
    

 


 . 

 ةباكت nu بدلالةn و: 

n ،1من أجل كل عدد طبيعي   

1
n nu v 


6و منه  5 1

1 1

n

nu
      

 
 

 . 

التي تكون من أجلها المتتالية قيمّ العدد الحقيقيتعيين ـ   جـ nu متقاربة . 

تكون المتتالية      nuمتقاربة إذا و فقط إذا كان 0;1لأن في هذه الحالة يكون،lim 0
n

n
 
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1و يكون 
lim

1
n

n
u


 



3: نضع  (2

2
 .

في هذه الحالة يكون أساس المتتالية nv 3هو

2
q  و حدّها الأول

0
8v  .

و  nSالمجموعين  حساب ـ
nT :

 ، nمن أجل كل عدد طبيعي   

1

11

0 1 0

3
1

1 32
... 8 16 1

31 2
1

2

n

nn

n n

q
S v v v v

q





                                 
 

n ،1طبيعيمن أجل كل عدد  لدينا :  1
2

31
1

2

n n n nu v v v     
 

و منه    

       
1

0 1 0 1

3
... 2 2 ... 2 2 1 16 2 18

2

n

n n n nT u u u v v v S n n


                   
 

[2]م[2010]باك [23]التمرين 

في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس مثلّنا المستقيمين 

  و D   : معادلتيهما على الترتيبy x     و
1 1

2 3
y x 

لتكن المتتالية (1 nuالمعرّفة على مجموعة الأعداد الطبيعية

بـ : 
0

6u  و من أجل كل عدد طبيعي :
1

1 1

2 3
n nu u    .

أنقل الشكل ثمّ مثلّ على محور الفواصل الحدود التالية : -أ  
 

3 2 1 0
, , ,u u u u و

4
u  دون حسابها مبرزا خطوط الرسم

عينّ إحداثيي نقطة تقاطع المستقيمين -بـ  و D.

أعط تخمينا حول إتجاه تغيّرالمتتالية -جـ  nu.

n ،2باستعمال الاستدلال بالتراجع ، أثبت أنهّ من أجل كل عدد طبيعي -أ  (2

3
nu  .

ليةالمتتا رإستنتج إتجاه تغيّ  -بـ  nu.

نعتبر المتتالية (3 nvالمعرّفة من أجل كل عدد طبيعيn  : بالعلاقة
2

3
n nv u .

متتاليةبينّ أنّ ال -أ  nv. هندسية يطلب تحديد أساسها و حدّها الأول
. nبدلالة nuعبارة استنتج، و   nvعبارة الحد العامnأكتب بدلالة -بـ  
0 حيث : nSالمجموع nبدلالةأحسب  -جـ   1

...n nS v v v      المجموع،  إستنتجnS   : 0 حيث 1
...n nS u u u     .

  [23]لتمرينحل مقترح ل

 nuبـِ : متتالية عددية معرّفة على 
0

6u  من أجل كل عدد طبيعي وn ،   1

1 1

2 3
  n nu u.

الرسم :  ـ أ (1

n

2 3 4 5 6

2

3

4

0 1

1

 

 D

2 3 4 5 6

2

3

4

0 1

1
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يين إحداثيي نقطة تقاطع تع -بـ  و D :

 نحل المعادلة :  f x x.

  f x x1تكافئ 1

2 3
 x x1تكافئ 1

2 3
  x x1تكافئ 1

2 3
  x2تكافئ

3
x

و بالتالي المستقيمان و D  2يتقطعان في النقطة 2
;

3 3

 
 
 

A.

 التخمين : -جـ 

 نلاحظ من الرسم أن :
4 3 2 1 0
   u u u u u

المتتالية nu صة .متناق

n   :2البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ (2

3
nu 

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn :2

3
nu "

  نتحقق من صحة 0P.

0nمن أجل       لدينا ،
0

6u  و منه
0

2

3
uو بالتالي 0P صحيحة  .

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 2أي

3
nu  صحة ، و  نبرهن 1P n   أي

1

2

3
 nu.

2حسب الفرض لدينا  

3
nu 1و منه 2 1

2 3 2
 nu 1و منه 1 1 1

2 3 3 3
  nu  أي

1

2

3
 nu.و بالتالي 1P n 

صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،2

3
nu .

 إتجاه تغيرّ  المتتالية -بـ  nu:

n،1طبيعيمن أجل كل عدد  لدينا :         

1 1 1 1 1 2

2 3 2 3 2 3


           
 

n n n n n nu u u u u u

 لدينا ممّا سبق أن : و         
2

3
nu و منه 

2
0

3
 nu .1إذن 2

0
2 3

    
 

nu .

n، 1من أجل كل عدد طبيعيو بالتالي 
0  n nu uو عليه  المتتالية ، nuناقصةمت .

n  :2نضع من أجل كل عدد طبيعي (3

3
 n nv u

ت أناثبإ -أ nv متتالية هندسية:

n  :1من أجل كل عدد طبيعي لدينا    1

2 1 1 2 1 1 1 2 1

3 2 3 3 2 3 2 3 2
 

           
 

n n n n n nv u u u u v

و منه  المتتالية nv 1هندسية أساسها

2
q.   0الأول : ها حد و 0

2 2 16
6

3 3 3
    v u.

: nبدلالة  nv عبارةكتابة  -بـ  

:  nمن أجل كل عدد طبيعي      
0

16 1

3 2

     
 

n

n

nv v q .

n    :2بدلالة  nuكتابة     16 1 2

3 3 2 3

      
 

n

n nu v

:المجاميع  -جـ 
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1

0 1 0 1

1 32 1
... 1

1 3 2





               

n

n n n

q
S v v v v

q
  

   0 1 0 1

2 2 2 2
... ... 1

3 3 3 3
              n n n nS u u u v v v S n  

 
 [1]م[2009]باك [24]التمرين 

 nu 2  كما يلي :   علىمعرّفة  متتالية 1

4 1

3 3
  n n nu u u      و

1
2u     و  

0
1u   . 

المتتالية     nv كما يليعلىمعرّفة  :
1n n nv u u  . 

0ب أحس (1
v   1و

v .  
برهن أنّ  (2 nv. متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها  

:  nSالمجموعnأحسب بدلالة -أ (3
1 2 1

...n nS v v v    .  

n : 3ل كل عدد طبيعيبرهن أنه من أج -بـ  1
1 1

2 3

n

nu
         

  

بينّ أنّ  -جـ  nu. متقاربة 
      [24]لتمرينحل مقترح ل

 nu كما يليفة علىمعرّ  متتالية :   
   2 1

4 1

3 3
n n nu u u      و  

1
2u    و   

0
1u   . 

المتتالية   nv ّكما يليعلىفة معر  :
1n n nv u u  .   

0ب احس (1
v   1و

v   : 

 ا :لدين
0 1 0

2 1 1v u u      ،
1 2 1

7 1
2

3 3
v u u      

أنّ ن ابره (2 nv متتالية هندسية: 

  : nمن أجل كل عدد طبيعي :لدينا

 1 2 1 1 1 1 1

4 1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 3
n n n n n n n n n n nv u u u u u u u u u v               

 
و منه  المتتالية nv 1أساسها هندسية

3
q   .  

  :بحيث nبدلالة nSالمجموع باحس -أ (3
0 1 1

...n nS v v v    . 

بما أن   nv 0فإن : متتالية هندسية 1 1 0

1
1

1 3 13
... 1

11 2 3
1

3

n

nn

n n

q
S v v v v

q


                              
 

 

n : 3ن أنه من أجل كل عدد طبيعيابره -ـ ب 1
1 1

2 3

n

nu
         

 . 

n  ،من أجل كل عدد طبيعي لدينا :          0 1 1 1 0 2 1 1 0
... ....n n n n nS v v v u u u u u u u u               

و منه     
0n nu S u     : 3 أي 1

1 1 1
2 3

n

n nu S
           

 . 

 (يمكن إستخدام البرهان بالتراجع ) 
المتتالية أنّ  تبيان -ـ ج nu:  متقاربة 

لدينا :         
3 1 3 5

lim lim 1 1 1
2 3 2 2

n

n
n n

u
 

            
 لأن :)

1
lim 0

3

n

n

   
 

و منه المتتالية ( nu.  متقاربة 
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 [2]م[2009]باك [25]التمرين 

 nu ية متزايدة تماما حدها الأولمتتالية هندس
1

u و أساسهاq      : 1حيث 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u

  
   

  

أحسب  -أ (1
2

u و الأساسq لهذه المتتالية  و استنتج الحد الأول
1

u  
أكتب عبارة الحد العام -بـ    

nu بدلالةn . 

حيث : nSأحسب -جـ   
1 2

...n nS u u u    بدلالةn ثم عيّن العدد الطبيعيn  728بحيث يكونnS . 

2)  nv متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn  : كما يلي
1

2v       و
1

3

2
n n nv v u    

أحسب  -أ      
2

v  ،
3

v . 

2غير معدوم: nنضع من أجل كل عدد طبيعي -بـ         

3

n
n

n

v
w

u
       بيّن أن    ، nw  1متتالية هندسية أساسها

2
. 

 . nبدلالة nvثم إستنتج nبدلالة nwأكتب -جـ    
      [25]لتمرينحل مقترح ل

 nu متتالية هندسية متزايدة تماما حدها الأول
1

u و أساسهاq     : 1 حيث 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u

  
   

  

ب احس -أ (1
2

u و الأساسq لهذه المتتالية : 

لدينا : 
1 2 3

216u u u    الهندسي و حسب خاصية الوسط 2

2 1 3
u u u  : و منه نجد  3

2
216u  أي 

2
6u  . 

 حساب الأساسq : 

 لدينا :
1 2 3

2 32u u u   و كون المتتالية nu هندسية فإن
3 2

u q u    2و
1

u
u

q
 . 

 إذن :
1 2 3

2 32u u u   6تكافئ
12 6 32q

q
    : 2أي

3 10 3 0q q   . 

2لنحل المعادلة
3 10 3 0q q   : 

64لدينا :    : و منه للمعادلة حلان هما
1

3q  و
2

1

3
q  . 

3qأكبر تماما من الواحد و منه qو بما أنها المتتالية متزايدة تماما فإن أساسها  . 
 الحد الأول حساب

1
u : 

2لدينا 
1

u
u

q
 و منه

1

6
2

3
u   . 

 : nبدلالة nuعبارة الحد العام ةباكت - بـ   
n ، 1من أجل كل عدد طبيعيلدينا :         

1

n

nu u q
   : 1و منه

2 3
n

nu
 . 

 : nبدلالة nSباحس - جـ    

              1 2 1

1 1 3
... 2 1 3 3 1

1 1 3

n n
n n

n n

q
S u u u u

q

    
                 

 

 تعيين العدد الطبيعيn  728بحيث يكونnS  : 

728nSلدينا :      3يكافئ 1 728
n    3أي 729

n   6أي
3 3

n   6و منهn    .( يمكن إستخدام اللوغاريتم) 

2)  nv متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn  : كما يلي
1

2v       و
1

3

2
n n nv v u    

ب احس -أ   
2

v  و 
3

v  : 

     
2 1 1

3 3
2 2 5

2 2
v v u                     ،

3 2 2

3 3 27
5 6

2 2 2
v v u      
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2غير معدوم: nمن أجل كل عدد طبيعي -ـ ب          

3

n
n

n

v
w

u
    . 

  أنتبيان nw  1متتالية هندسية أساسها

2
. 

 : غير معدوم nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا :       

       1
1

1

3

2 2 3 1 2 1 1 2 1 2 12

3 3 3 2 3 3 3 2 3 2 3 2 2 3 2

n n
n n n n n

n n

n n n n n n

v u
v v v v v

w w
u u u u u u






  
                 

 

و منه المتتالية          nw  1متتالية هندسية أساسها

2
. 

ةباكت - جـ
nw بدلالةn : 

n ، 1من أجل كل عدد طبيعي لدينا :        

1

n

nw w q
    : و منه

1
1 1

3 2

n

nw


   
 

 . 

 جاإستنتnv بدلالةn : 

2    : غير معدوم nمن أجل كل عدد طبيعي ا :لدين       

3
 n

n

n

v
w

u
2و منه   

3
 n

n

n

v
w

u
2أي   

3
n n nv w u

   
 

 . 

إذن :        
1

11 1 2
2 3

3 2 3

n

n

nv




        
   

 أي  :  

1

12 3 4
3

3 2 3

n

n

nv


    

 
 . 

 [1]م[2008]باك [26]التمرين 
المعرّفة على المجال fنعتبر الدالة (1 1;2I  : بالعبارة  2

4

x
f x

x



 

  

 .Iمتزايدة على fبينّ أن الدالة -أ
I ،من المجال xقيقيبينّ أنه من أجل كل عدد ح -بـ                 f x  ينتمي إلىI  . 

2)  nuكما يأتي :    هي المتتالية العددية المعرّفة على
0

3

2
u      و 1 n nu f u  

 .Iينتمي إلى n   ،nuبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي - أ

أدرس اتجاه تغيرّ المتتالية -بـ  nu . ثم استنتج أنها متقاربة 

n:  1رهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيب -أ (3
1

3
1

2

n n
u  

   
 

. 

lim عينّ النهاية : -بـ                n
n

u


 . 

      [26]لتمرينحل مقترح ل
1)  1;2I      ،  2

4

x
f x

x



 

  

 .Iمتزايدة على fدالةتبيان أن ال -أ

و   Iقابلة للإشتقاق على fالدالة    
 2

6

4
f x

x
 

 
 . 

I ،من xو منه من أجل كل     0f x    الدالةو بالتاليf  علىتماما متزايدةI. 

I  ،من المجال xتبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي -بـ  f x  ينتمي إلىI  . 

و منه من أجل كل  Iمستمرة و متزايدة تماما على fالدالة       1;2x  ،     1 ; 2f x f f    

و لدينا :       2 2f  و 1 1f    إذن من أجل كل ،x I ، f x I 

2)  nuكما يأتي :    هي المتتالية العددية المعرّفة على
0

3

2
u      و 1 n nu f u  

 .Iينتمي إلى n   ،nuع أنه من أجل كل عدد طبيعيالبرهان بالتراج -أ 

نسمي      P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :1 2nu    " 
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  ةنتحقق من صح 0P.

0nمن أجل    لدينا ،
0

3

2
u و منه

0
1 2u و بالتالي 0P صحيحة .

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn 1ي : أ 2nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   أي
1

1 2nu   .

1حسب الفرض لدينا  2nu   أ(حسب السؤال  و منه(  1 2nf u   : أي 
1

1 2nu  و بالتالي. 1P n  صحيحة
.
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،1 2nu  .
دراسة اتجاه تغيرّ المتتالية -بـ  nu :

 ، nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي  
  2

1

1 22 3 2

4 4 4

n nn n n
n n n

n n n

u uu u u
u u u

u u u


   
    

     
.

n ،   1من أجل كل عدد طبيعي : هو بما أن 2nu   1فإن 0nu    2و 0nu    4و 0nu  

 و بالتالي
1

0n nu u   .إذن المتتالية nu . متناقصة تماما

 المتتالية nu متقاربة .متناقصة و محدودة من الأسفل فهي

n: 1بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي البرهان -أ (3
1

3
1

2

n n
u  

   
 

.

نسمي P n عدد طبيعيمن أجل كل  " الخاصيةn :1
1

3
1

2

n n
u  

   
 

  "

  نتحقق من صحة 0P.

0nمن أجل   لدينا ،
0

3

2
u   و

0

1 1 3
1 1

2 23
1

2

nu     
   
 

و بالتالي 0P صحيحة  .

 ض صحةنفر P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أي
1

3
1

2

n n
u  

   
 

صحة ، و  نبرهن   1P n 

أي 
1 1

1
1

3
1

2

n n
u   

   
 

 .

 لدينا 1 1

3
3 4

2 6 6 12
1 1 1

4 4 4 3 3
3 2 1

2 2

 

               
            

   

n

n
n n n n

n n n

u
u f u

u u u

و منه  1P n  ة .صحيح

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،1
1

3
1

2

n n
u  

   
 

 .

1 -بـ    
lim lim 1 1

3
1

2

n n
n n

u
 

 
 
   
     

  

3 لأن : 
lim

2

n

n

    
 

.
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 [2]م[2008]باك [27]التمرين 

 nu  : متتالية عددية معرّفة كما يلي
0

5

2
u    و من أجل كل عدد طبيعيn  :1

2
2

3
n nu u    

أرسم في معلم متعامد و متجانس -أ (1 O ;i , jالمستقيم ، الذي معادلتهy x و المنحني dالممثل للدالةf 

بـ :  المعرّفة على       2
2

3
f x x . 

باستعمال الرسم السابق ، مثل على حامل محور الفواصل و بدون حساب الحدود :  -بـ 
3 2 1 0
, , ,u u u u   و

4
u . 

ضع تخمينا حول اتجاه تغيرّ المتتالية -جـ  nu . و تقاربها 
n   : 6nuبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ (2  

تحقق أن -بـ         nu. متزايدة 

هل -جـ         nu.متقاربة ؟ برّر إجابتك 
n  :6nنضع من أجل كل عدد طبيعي (3 nv u   

أثبت أن -أ nv. متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

limثم استنتج nبدلالة nuأكتب عبارة -بـ  n
n

u


. 

      [27]لتمرينحل مقترح ل

 nu ّفة كما يلي :  متتالية عددية معر
0

5

2
u    و من أجل كل عدد طبيعيn  :

 1

2
2

3
n nu u    

 الرسم و تمثيل الحدود :      -بـ  -أ (4

 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 التخمين : -جـ  

 نلاحظ من الرسم أن :              
4 3 2 1 0

u u u u u    
 .6الحدود تتراكم حول العدد              
وضع تخمين : المتتالية              nu 6متزايدة و متقاربة نحو . 

n   : 6nuن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيابرهال -أ (1  

نسمي     P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :6nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل       لدينا ،
0

5

2
u   و منه

0
6u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n طبيعي من أجل عددn  : 6أيnu   صحة ، و  نبرهن 1P n   1أي
6nu   . 

6nuحسب الفرض لدينا     2و منه 2
6

3 3
nu    2و منه 2

2 6 2
3 3

nu      1أي
6nu   . و بالتالي 1P n  

 صحيحة .
 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،6nu  . 

التحقق أن -بـ     nu: متزايدة 

 

2 3 4 5 6

2

3

4

5

6

0 1

1

u 0 u 1 u 2 u 3 u 4
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n، طبيعيمن أجل كل عدد  لدينا :          1

2 1 1
2 2 6

3 3 3
n n n n n nu u u u u u           

6nu لدينا ممّا سبق أن : و          6 و منه 0nu   .إذن 1
6 0

3
nu    . 

n، 1من أجل كل عدد طبيعيو بالتالي        
0n nu u   و عليه  المتتالية ، nu. متزايدة 

المتتالية  -جـ  nu متقاربة متزايدة و محدودة من الأعلى إذن هي. 
n  :6nنضع من أجل كل عدد طبيعي (2 nv u   

ت أناثبإ -أ nv متتالية هندسية: 
  :  nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا   

 1 1

2 2 2 12 2 2 6 2 2
6 2 6 4 6

3 3 3 3 3 3 3 3
n n n n n n n nv u u u u u u v 


              

و منه  المتتالية    nv 2هندسية أساسها

3
q   .    : الحد الأول

 0 0

5 7
6 6

2 2
v u      . 

 : nبدلالة  nv عبارةكتابة  -بـ  

 :  nمن أجل كل عدد طبيعي      
0

7 2

2 3

n

n

nv v q
      
 

   . 

n    :7بدلالة  nuكتابة     2
6 6

2 3

n

n nu v
       
 

  

7 -جـ  2
lim lim 6 6

2 3

n

n
n n

u
 

           
 لأن :. 

2
lim 0

3

n

n

   
 

2لاحظ أن )  
0 1

3
 )   
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