
5minةلجم Maths 
 

 الدوال الأصلية 

  الحساب التكاملي

Primitive Functions 

Integral calculation 

.Mr.CHABANE Oussama  أسامة شعبان انجاز الأستاذ:

 للشعب:موجهة 

 علوم تجريبية

 تقني رياضي

 رياضيات

 تسيير و اقتصاد

  2020مارس  -   تلمسان



 :شقرون طهللدكتور

في اتمام هذا العمل البسيط خلال فترة عطلة الربيع ليكون عز و جل وفقني الله 
 لكم مرجعا متواضعا .

في المشوار الدراسي لكم من صميم قلبي النجاح و التوفيقأتمنى   

للمادة يبهذا العمل كهدية علمية لجميع مح أقدم  

 تحياتي لعائلتي الحبيبة

 أ.شعبان



 تعليقاتكمبنفسكنفسك اصنع 

......





 athsMmin5 مجلة

:تجدون فيها
ملخص الدرس

تطبيقات

QCM

تمارين + الحل

من البكالوريا



   مجلةMaths min5  1 امليكالدوال الأصلية و الحساب الت 

 

 
I.الدالة الأصلية . 
 .الدالة الأصلية لدالة على مجال:1

 .Iدالة معرفة على مجال f تعريف:

Fمشتقتها Iقابلة للاشتقاق على Fكل دالة Iعلى المجال fنسمي دالة أصلية للدالة  هيf. 
I ،من xمن أجل كل      F x f x    

:خواص 

   إذا كانتf دالة مستمرة على مجالI فإنf تقبل دوالا أصلية علىI. 
    إذا كانتF دالة أصلية للدالةf على المجالI فإن كل الدوال الأصلية للدالةf علىI هي 

 الدوال x F x k حيثk  .عدد حقيقي ثابت 

fِـ ل.الدوال الأصلية 2 g  وkf (k) عدد حقيقي 

 :خواص 

  إذا كانتF وG دالتين أصليتين على الترتيب لدالتينf وg ى مجالعلI فإنF G  دالة 

fأصلية للدالة   g على المجالI. 

  إذا كانتF دالة أصلية للدالةf لى مجالعI فإنkF دالة أصلية للدالةkf علىI k  

 الدوال الأصلية لدوال مألوفة: .3

c .عددا حقيقي كيفي 

هي الدوال المعرفة ب ـ  Iعلى fالدوال الأصلية ل ـ  هو Iالمجال F x  f دالة معرفة علىI ب ـ f x  

 ax c a (a ) عدد حقيقي 
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.الدوال الأصلية و العمليات على الدوال4

u دالة قابلة للاشتقاق على مجالI

fالدالةIعلى fالدوال الأصلية للدالةuشروط على الدالة
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II .الحساب التكاملي 

.الدالة الأصلية و مساحة حيز تحت منحن:1
 خاصية

f دالة مستمرة و موجبة على مجالI.a وb نعددان حقيقيا

aحيث Iمن   b. fC منحنيf في معلم متعامد ; ,O A B وF  دالة أصلية ل ـf علىI.

مساحة الحيز تحت المنحني    fC بين العددينa وb  هو العدد الحقيقي   F b F a.

ملاحظات:  

الحيز تحت المنحني  fC بين العددينa وb هو
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الحيز المحدد بالمنحني  fCمحور الفواصل و المستقيمين ،

xاللذين معادلتاهما   a وx b.

:تعريف

fمستمرة على مجال .Iعددان حقيقيان منbوI.aدالة

يسمى العدد الحقيقي   F b F aحيث ،Fل ـ أصلية ، Iعلىfدالة

و نرمز إليه بالرمز  fل ـ  bإلى aالتكامل من 
b

a

f x dx.

  :ملاحظات

. عمليا لحساب العدد1 
b

a

f x dxنقوم بتعيين دالة أصليةFللدالةfعلى مجالIيشمل العددينaوb ثم

 نكتب:       
b

b

a
a

f x dx F x F b F a    

،... فيكون لدينا مثلا t،qبأحد الحروف x. يمكن تبديل المتغير2   
b b

a a

f x dx f t dt 

 نتيجة:

f دالة مستمرة و موجبة على مجالI.a وb من عددان حقيقيانI حيثa b. fC منحنيf  في

معلم متعامد    ; ,O A B وF  دالة أصلية ل ـf علىI .

ة الحيز تحت المنحنيمساح fC بين العددينa وb  هو العدد الحقيقي 
b

a

f x dx

. خواص التكامل:2

f وg ى مجالدالتان معرفتان و مستمرتان علI.

الخطية-أ
:من أجل كل عددين حقيقيين  خواصa وb منI و من أجل كل عدد حقيقيk :لدينا

 1       
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx      

 2   
b b

a a

k f x dx k f x dx 

الترتيب -ب
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                         خواص: a وb عددان حقيقيان منI  حيثa b. 
    1 إذا كان من أجل كلx من ;a b،  0f x   فإن  0

b

a

f x dx  

    2 إذا كان من أجل كلx من ;a b،   f x g x فإن   
b b

a a

f x dx g x dx  

 علاقة شال -ج

من أجل كل أعداد حقيقية  :خواصa ،b  وc منI :لدينا 
               

b c c

a b a

f x dx f x dx f x dx      

  ة المتوسطة لدالة على مجال:.القيم3
:تعريف  

f دالة معرفة و مستمرة على مجالI.a وb عددان حقيقيان منI حيثa b. 

على المجال fلمتوسطة للدالةالقيمة ا ;a b :هي العدد الحقيقي   1
b

a

m f x dx
b a


 . 

  :التفسير البياني

موجبة على المجال fنفرض أن الدالة ;a b. 

ليكن  C التمثيل البياني للدالةf في معلم متعامد ; ,O I J. 

       1
b

a

m f x dx
b a


    يعني     

b

a

m b a f x dx     

نعلم أن 
b

a

f x dx هو مساحة الحيز الواقع تحت المنحني C بينa وb. 

 m b a  هي مساحة المستطيل الذي بعداهb a وm.) القيمة المتوسطة ( 

على  fالقيمة المتوسطة ل ـ  ،mو هكذا فإن ;a bهي " ارتفاع " المستطيل  ، 

bالذي قاعدته   a و الذي له نفس مساحة الحيز الواقع تحت المنحني C بينa وb. 

 أن للحيزين الملونيين بالأزرق و الأحمر نفس المساحة.نلاحظ  

حصر القيمة المتوسطة 

    :خواص f دالة مستمرة على مجال ;a b. 

من xبحيث من أجل كل Mو mإذا وجد عددان حقيقيان    ;a b ، m f x M  :فإن 



   مجلةMaths min5  5 امليكالدوال الأصلية و الحساب الت 

     
b

a

m b a f x dx M b a    

    Mو وجد عدد حقيقي  Iعددان حقيقيان من bو aوكان Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت حالة خاصة:     

I ،من xبحيث من أجل كل   f x M      فإن 
b

a

f x dx M b a . 

 على مجالتكامل دالة سالبة .4

دالة مستمرة و سالبة على مجال  fلتكن    ;a bو ليكن . fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد ; ,O i j. 

المحدد بالمنحني Dإلى مساحة الحيز Aنرمز ب ـ   fC و بالمستقيمات التي معادلاتها 

 x a ،x b 0وy   و ب ـA  إلى مساحةD   حنيالحيز المحدد بالمن fC   

xو بالمستقيمات التي معادلاتها  a ،x b 0وy . 

سالبة على  fبما أن   ;a b   فإنf ىموجبة عل ;a b  و بالتالي 
b

a

A f x dx      

Dو Dالحيزان    متناظران بالنسبة إلى محور الفواصل فمساحتاهما متساويتان أيA A . 

و بالتالي فإن  
b

a

A f x dx  أو 
b

a

f x dx A  نقول أحيانا أن . 
b

a

f x dx  هي

 Dالمساحة الجبرية للحيز

سالبة على fفتكون سالبة إذا كانت ;a b و تكون موجبة إذا كانتf موجبة على ;a b. 

 تكامل دالة تغير إشارتها على مجال.5

دالة مستمرة و تغير إشارتها على مجال fلتكن مثلا  ;a bو ليكن fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد

 ; ,O i j    . 

المحدد بالمنحني  Dإلى مساحة الحيز Aنرمز ب ـ          fC و بالمستقيمات التي معادلاتهاx a ،x b 0وy  .                                                              

موجبة على fنلاحظ مثلا في الشكل أعلاه  أن ;c d  و سالبة على المجالين ;a c  و ;d b. 

1. لدينا 3Dإلى مساحة الحيز 3Aو ب ـ  2Dإلى مساحة الحيز 2A، ب ـ 1Dإلى مساحة الحيز 1Aنرمز ب ـ  2 3A A A A        و بما أن 1

C

a

A f x dx  

، 2

d

c

A f x dx   و 3

b

d

A f x dx    . فإن     
C d b

a c d

A f x dx f x dx f x dx      

  :ملاحظة 

xبصفة عامة لحساب مساحة حيز محدد بالمستقيمات التي معادلاتها   a ،x b 0وy  و بمنحن ممثل لدالةf  

تغير إشارتها على  ;a b  المجالات.نقوم أولا بتحديد المجالات التي تحتفظ فيها الدالة بإشارة ثابتة ) سالبة أو موجبة ( ثم نطبق النتيجة المناسبة على كل مجال من هذه 
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كامل بالتجزئة()الت  المكاملة بالتجزئة .6

 :مبرهنة

uبحيث أن الدالتين المشتقتين Iدالتين قابلتين للاشتقاق على مجال vو uلتكن  وv  مستمرتان علىI .

لدينا:  Iمن bو aمن أجل كل عددين حقيقيين  

خواص    u x

x u x e
 فإن: Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال uإذا كانت :1خاصية

الدالة :
u x

f x eقابلة للاشتقاق علىIو لدينا من أجل كلxمنI ،     u x
f x u x e .

الدالة u x
x eدالة أصلية للدالة   u x

x u x eعلىI.

 فإن: Iو موجبة تماما على مجال دالة قابلة للاشتقاق uإذا كانت :2خاصية

الدالة : lnf x u x  قابلة للاشتقاق علىIو لدينا من أجل كلxمنI ،   
 

u x
f x

u x

 .

الدالة lnx u x  دالة أصلية للدالة 
 

u x
x

u x

  علىI. 

           
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx     
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 :1تطبيق

على  المعرفتين gو fنعتبر الدالتين 1;  :كما يلي 

 
 

2

2

2 4

1

x x
f x

x


 


 و     1

2
1

x
F x x

x


 


 

على المجال fدالة أصلية للدالة Fبين أن الدالة   1; . 

 الحل:

لإثبات أن:طريقةF  دالة أصلية ل ـf على مجالI يكفي أن نثبت أنF قابلة للاشتقاق علىI و أن من أجل كل 

x منI ،   F x f x . 

F دالة ناطقة معرفة على 1;  فهي إذن قابلة للاشتقاق على 1;  و من أجل كلx من 1;      :لدينا

     
   2 2

1 1 1 1 2
2 2

1 1

x x
F x

x x

  
    

 
 

و منه:    
 

 
 

  
 

 
 

22

2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 12 2 1 2 2

1 1 1 1

x x xx x x
F x

x x x x

                 
   

 

لي: و بالتا      
   

 
2 2

2 2

2 4 2 4

1 1

x x x x
F x f x

x x

      
 

 

من xمن أجل كلو هكذا   1; ،   F x f x إذن .F أصلية ل ـ  دالةf على المجال 1; . 

 :2 تطبيق

)بـِ:    المعرفة على fالدالةنعتبر  ) 2 1f x x  

 .على f.عين كل الدوال الأصلية للدالة1

و التي تحقق على fللدالة F.عين الدالة الأصلية2 2 1F  . 

 الحل:

2هي الدوال على fكل الدوال الأصلية للدالة .1
x x x k  حيثk .عدد حقيقي 

 تطبيقات

Applications 
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من جهةلدينا  .2  2
F x x x k   و لدينا من جهة ثانية 2 1F  . 

 2 1F    22يعني 2 1k     3و منهk   نجد هكذا أن .  2 3F x x x   

 :3 تطبيق

على  المعرفتين Gو Fنعتبر الدالتين  2; :كما يلي 

                  
2 2 3

2

x x
F x

x

 



   و     2 1

2

x
G x x

x


 


 

 تان أصليتان لنفس الدالة.دال Gو Fباستعمال طريقتين مختلفتين بين أن   

 الحل:  

من xنبين أنه من أجل كل :الطريقة الأولى   2; ،   F x G x  

من xمن أجل كل 2;، 
 

2

2

4 1

2

x x
F x

x

  


و   
 

2

2

4 1

2

x x
G x

x

  


 

من xإذن من أجل كل 2; ،   F x G x .الدالتان هما إذن دالتان أصليتان لنفس الدالة . 

من xنبين أنه من أجل كل :الطريقة الثانية 2; ،   F x G x k  حيثk .عدد حقيقي 

من xمن أجل كل 2;،     2 2 22 3 2 1
2

2 2 2

xx x x
F x G x x

x x x

                  
. 

 :4 تطبيق

 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال

  3 3 5f x x x   وI    2

2
g x

x
 و ;0I     3

3 1
h x

x x
  و 0;I   

 الحل:

 دالة أصليةF للدالةf معرفة ب ـ :   على  3 1 2 4 21 1 1 3
3 5 5

3 1 2 4 2
F x x x x x x x

      


 

 دالة أصليةG للدالةg لىع ;0I       : معرفة ب ـ  1 2
2G x

x x

     
 

 

 دالة أصليةH للدالةh على 0;I      : معرفة ب ـ    3 1 2

1 3
3 2 2

3 1 2
H x x x

x x


 
        

 . 

 

  :5 تطبيق
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 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iدالة أصلية على المجال عين 

  2
2( ) 1 2 5f x x x x    وI       

2

3

1

x
g x

x



Iو   

 الحل:

لتعيين دالة أصلية على مجال:طريقةI لدالةf :يمكننا 

nتكتب على أحد الأشكال  fملاحظة إذا كانت .1
u u أو

n

u

u

 أوu

u

 عبارة  مع تحديد u x. 

حساب .2 u x ثم تحديد عددا حقيقياk   بحيثn
f k u u  أو

n

u
f k

u


  أوu

f k
u


 . 

 تطبيق قواعد الدوال الأصلية. .3

 الدالة يظهر و أنf من الشكلn
u u  مع  2 2 5u x x x  . 

لدينا   2 2u x x    أي أن   2 1u x x    و منه 1
1

2
x u x  

نجد هكذا أن:       21

2
f x u x u x      21أي أن

2
f u u . 

، من xو بالتالي فإن من أجل كل    31 1

2 3
F x u x      أي   321

2 5
6

F x x x  . 

 الدالة يظهر و أنg من الشكلu

u

  مع  2 1u x x . 

لدينا   2u x x  أي أن  و منه 3
3

2
x u x  :نجد هكذا أن   

 
3

2

u x
g x

u x


   3أي أن

2

u
g

u


 . 

، من xو بالتالي فإن من أجل كل     3
2 3

2
G x u x u x    أي  23 1G x x . 

  :6 تطبيق

)بـِ:    المعرفة على fنعتبر الدالة ) 2 cosf x x x  

 .على f. عين كل الدوال الأصلية للدالة1

و التي تحقق  على fللدالة F. عين الدالة الأصلية2  1F   . 

 الحل:    

2هي الدوال على f. كل الدوال الأصلية للدالة1 sinx x x k  حيثk .عدد حقيقي 

. لدينا من جهة2  2 sinF x x x k   و لدينا من جهة ثانية  1F   . 

  1F     2يعني 0 1k      21و منهk    نجد هكذا أن .  2 2sin 1F x x x     . 



   مجلةMaths min5  10 امليكالدوال الأصلية و الحساب الت 

2 3-1-2-3

2

0 1

1

x

y

 :7 تطبيق

 أحسب التكاملات التالية:

   1 ) 
1

2

0

1x dx           2 ) 
1

3

1

x x dx


          3 )
2

3

2x dx

 

 الحل:

1 ) 
11

2 3

00

1 1 4
1 1 0

3 3 3
x dx x x

               

2 ) 
11

3 4 2

11

1 1 1 1 1 1
0

4 2 4 2 4 2
x x dx x x



                      

3 )   
2

2 2 22

3
3

2 2 3 4 9 5x dx x




         . 

 :7 قتطبي

  .fالتمثيل البياني الذي بالأسفل هو لدالة 

( 1أحسب التكاملات التالية:  
2

3

f x dx

   2 ) 

3

3

f x dx

 3 ) 

3

0

f x dx. 

 

 

 

لموجبة على المجا fنلاحظ أن الدالة :الحل 3;3. 

1 ) 
2

3

1 2 17
3 4

2 2
f x dx




    2 ) 

3

3

17 1 2 19

2 2 2
f x dx




   3)  

3

0

1 2
2 2 5

2
f x dx


   . 

 :7 تطبيق

 f وg دالتان مستمرتان على المجال 1;3 :حيث 
3

1

2f x dx  و 
3

1

5g x dx  . 

أحسب التكاملات التالية: أ(      
3

1

f x g x dx     )ب   ، 
3

1

5f x dx  )جـ  ،   
3

1

2 3f x g x dx   

ا(   الحل:       
3 3 3

1 1 1

2 5 3f x g x dx f x dx g x dx          . 
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 ب(    
3 3

1 1

5 5 5 2 10f x dx f x dx    . 

(جـ            
3 3 3

1 1 1

2 3 2 3 2 2 3 5 19f x g x dx f x dx g x dx          . 

 :7 تطبيق

بـِ  المعرفة على fنعتبر الدالة   2

1

1
f x

x



. 

من  xبين أنه من أجل كل   0;1  ،  1f x  استنتج أن  . 
1

0

1f x dx  

من xن أجل كلم الحل: 0;1،21 1x    من أجل كلو منهx من 0;1،
2

1
1

1 x



. 

نستنتج أن 
1 1

2

0 0

1
1

1
dx dx

x


  بما أن  و 
1

1

0
0

1 1dx x   فإن
1

2

0

1
1

1
dx

x


. 

 :7 تطبيق

f دالة معرفة على 1;2  ِبـ 
 
 

2 , 1;1

2 1 , 1;2

x x
f x

x x

   
 

 . 

أحسب  
2

1

f x dx

. 

 الحل:       
2 1 2 1 2

2

1 1 1 1 1

2 1f x dx f x dx f x dx x dx x dx
  

         

لدينا: 
11

2 3

11

1 1 1 2

3 3 3 3
x dx x



                     و 
2

22

1
1

2 1 2 0 2x dx x x        

و منه  
2

1

2 8
2

3 3
f x dx



  . 

 :7 تطبيق

f على مجال دالة مستمرةI. a ،b عددان حقيقيان منI:بين أن . 

 1   0
a

a

f x dx          ، 2    
b a

a b

f x dx f x dx   

 .Iعلى fدالة أصلية للدالة Fلتكن الحل:
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      1   :        0
a

a

a
a

f x dx F x F a F a      

     2   :      0
b a a

a b a

f x dx f x dx f x dx      و منه   
b a

a b

f x dx f x dx  . 

 :7 تطبيق

بـِ:  المعرفة على  fنعتبر الدالة  2 1f x x  

على المجال fأحسب القيمة المتوسطة للدالة    1;2. 

 على المجال fالقيمة المتوسطة للدالة الحل: 1;2 هي العدد الحقيقيm :حيث 

     
2

22

1
1

1
2 1 4 2 1 1 2

2 1
m x dx x x           . 

 :7 تطبيق

 أحسب التكاملات التالية:

1 ) 
2

2

1

3 1x dx


              2 )
1

2 1

0

x
e dx

             3 )sin xdx




 

  الحل:

1 .     
2

22 3

1
1

3 1 6 0 6x dx x x




           . 

2 .   
1 2

12 1 2 1 1

0
0

1 1 1

2 2 2
x x e

e dx e e e
e

           . 

3 .     sin cos 1 1 0xdx x










    . 

 :7 تطبيق

lnxعين، باستعمال المكاملة بالتجزئة، الدالة الأصلية للدالة    x 1و التي تنعدم عند. 

 الحل:

:يمكنا دائما وضع  طريقة     u x u x v x  حيث  1v x . 
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lnxالدالة             x  مستمرة على المجال 0;هي الدالة 1. و بالتالي فدالتها الأصلية التي تنعدم عندF  المعرفة على المجال

 0;ب ـ   
1

ln
x

F x t dt .

نضع    lnu t t    ،  1v t    و منه  1
u t

t
  ، v t t

بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:    
1

1 1

1
ln ln

x x
x

F x t t t dt x x dt
t

     

و منه      
1

ln ln 1 ln 1
x

F x x x t x x x x x x       

lnxالدالة الأصلية للدالة   x  المعرفة على المجالهي الدالة 0;  ب ـ  ln 1F x x x x  . 

 :ملاحظة

lnxالدوال الأصلية للدالة x على المجال 0;  هي الدوالlnx x x x c  حيثc 

بصفة عامة نثبت بإتباع نفس الطريقة  أن الدوال ألأصلية للدالة  و   lnx x a على المجال ;a  هي الدوال

   lnx x a x a x c     معc .عدد حقيقي ثابت 
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 أختبر معلوماتي               

 

 لكل الأسئلة التالية ، إجابة واحدة صحيحة، ما هي ؟  

.f  هي الدالة المعرفة على 0; :بـ  
2 2 3

2

x x
F x

x

 



 ،F  هي دالة أصلية لدالةf على 0; 

أ(
 

2 1
:

11

x x
G x x

x

 


 
 ب( 

 
2 1

:
1

x x
G x

x

 


 جـ(   2 1

2

x
G x x

x


 


 

                     

.  f دالة معرفة على 1;  :بـ 
 2

1
2 1

1
f x x

x
  


على fللدالة  Fدالة أصلية   1; :معرفة بـ 

أ(  
 

3

2

1

1

x x
F x

x

 



 ب(  

 2

1

1

x
F x

x

 



 جـ(  

 

3

2

1
1

1

x x
F x

x

 
 


 

.f  دالة موجبة على مجالD  وF :دالتها الأصلية على هذا المجال، إذن 

  Dليست رتيبة تماما على  Fجـ(  Dمتناقصة تماما على  Fب(  Dمتزايدة تماما على  Fأ( 

.f  بـ دالة معرفة على  21f x x   
 على  fهو منحني بياني لدالة أصلية للدالة  3Cو1C ،2Cأحد المنحنيات التالية

 

 

 

المنحني  C :هو 

 3C جـ( 2Cب(  1Cأ( 
 

 

 .لتكن f  دالة معرفة و مستمرة على مجالI الحقيقية يشمل الأعداد a  ،b  وc : 

 ؟

 

  

QCM 
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1 )     
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    2)       
b b c

a c a

f x dx f x dx f x dx     

3)      
b c c

a a b

f x dx f x dx f x dx    4)      
b b a

a c c

f x dx f x dx f x dx    

. لتكنf دالة زوجية ، مستمرة و موجبة على 2;2: 

1 ) 
2

2

0f x dx


 2)    
2 2

2 0

2f x dx f x dx


  

3)   
2 2

2 0

2f x dx f x dx





  4)   
2 2

2 0

2f x dx f x dx





   

.  لتكنM  القيمة المتوسطة للدالةf جالعلى م ;a b 

1)    b

a

f b f a
M dx

b a




 2)  b

a

f x
M dx

b a


 

3)  1
b

a

M f x dx
a b


  4) 1

b

a

M f x dx
b a


  

.     
2

4

1

3
...dx

x
. 

1  )9

8
 2) 7

8
 3) 9

8
 

.  الدالة الأصلية للدالة
3

2
:

x ex
f x

x

 
1xالتي تنعدم من أجل    . 

 

1 )
2

( ) ln
2

x
F x e x


  

 

2) 
2 1

( ) ln
2 2

x
F x e x


   

 

 

3) 

2 1
( )

2 2

x
F x x


   

 
 

 
     

     

 

 

 

 



  مجلةMaths min5  16امليكالدوال الأصلية و الحساب الت

ختصر حل م

التعليلصحيحالاقتراح ال

لأن:(ج ( ) ( ) , 2F x G x k k   

لأن:(ج : 
 

3
2

2

1 1
1

1 1

x x
F x x x

x x

 
    

 

)ة كانت الدالة المشتق اذاأ( '( ) 0)f x  تماما . متزايدةة موجبة فتكون الدال

)لأن نلاحظ أن: ب 2 2( ) 1 1 0f x x x      

 متناقصة تماما  Fو بالتالي الدالة 

1+3علاقة شال

 2+4
   

2 2

2 0

2f x dx f x dx


 أو   
2 2

2 0

2f x dx f x dx





  

2+4 b

a

f x
M dx

b a


 أو 1
b

a

M f x dx
b a


 

22 22

4 3 3
1 11

3 1 1 1 7
3 1

3 8 8
dx

x x x

                .

 2
3

2

2

:

: ( ) ln ,
2

1
(1) 0

2

x ex
f x

x

e x
f x x F x e x c c

x

F c

 

       

  

اذن: 
2 1

( ) ln
2 2

x
F x e x


  
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

 في كل حالة من الحالات التالية:  Dعلى المجال fأصلية للدالة  Fبين أن الدالة  

1.)2: 3 1F x x x   ،: 2 3f x x  ،D  

2.)3 2: 6 9F x x x x ،2: 3 12 9f x x x  ،D  

3.) 
1

: 2
1

x
F x

x





  ،

 2

2
:

1
f x

x




 



f بـ:      دالة معرفة على  1
2

2
f x x 

.على  f. أعط دالة أصلية للدالة 1

.على  f. أعط كل الدوال الأصلية للدالة 2

والتي تحقق: fللدالة  F.جد الدالة الأصلية 3 1 2F  .

 

f   وF  دالتان معرفتان على 1;بـ 
 

2

2

2 2

1

x x
f x

x

  



و   

2

1

ax bx c
F x

x

 




على fأصلية للدالة  Fحتى تكون الدالة  cو a ،bعين الأعداد الحقيقية  1; حيث 0 3F .

     

f دالة معرفة على 2;   :بـ 
 

3 2

2

6 12 4

2

x x x
f x

x

  




2xحيث من أجل كل عدد حقيقي  cو  a  ، bعين الأعداد الحقيقية . 1 : 
 2

2

c
f x ax b

x
  



 تمارين

Exercises 
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على  fللدالة   F. استنتج دالة  أصلية 2 2;تحقق  3 1F  . 

                     

على fجد الدوال الأصلية للدالة  0; :للدوال التالية 

   1  )  2

1
2f x

x
     2  ) 

2

4

1x x
f x

x

 
  3  )  3 4

1 2
1f x

x x
        4 )  3

1
2

f x x
x

   

   5 )  2x
f x e

x

     6  ) 
3 2 2

3

x x
f x

 
      7)   3sin 2cos 1f x x x    

               

المعرفة على fلتكن الدالة   0; :كما يلي
2

6
( )

1

x

x

e
f x

e



 

من xبحيث يكون من أجل كل   و. عين العددين الحقيقيين 1 0;:( )
1 1

x x

x x

e e
f x

e e

 
 

 
 

على المجال  f.استخدم النتيجة السابقة لإيجاد دالة أصلية للدالة 2 0;. 

               

 أحسب التكاملات التالية:

   1 ) 
3

0

2 3x dx          2 )
1

2

2

x dx

        3 ) 

5

5

4 x dx


         4 ) 
2

2

0

1 x dx 

   5 ) 
2

2

1

2x x dx      6 ) 
0

2

1

3 2x x dx


      7 )
2

3

2

x dx


          8 ) 
1

3

*0

2 2x x dx  

9 )
2 2

2

1

2x
dx

x

 
 
 
         10 )

1 3 4

2

2

1 t t
dt

t





  
 
 
 11 )

 

1

3

0

1

1
dx

x            12 )
 

1

3

0

2

2
dx

x



 

                      

حيث    xللمتغير الحقيقي  fلتكن الدالة العددية  
3 2

2

2 3 4x x
f x

x

 
  نرمز بـ C  إلى التمثيل البياني للدالةf  في المستوي

لمنسوب إلى معلم متعامد و متجانسا ; ,O i j 

x  :بحيث من أجل كل عدد حقيقي غير معدوم  cو  a  ،b.عين الأعداد الحقيقية 1  2

c
f x ax b

x
   

. احسب المساحة2 S  للحيز المحدد بالمنحني C 

 فواصل و المستقيمين اللذين معادلتاهما:و محور ال

1x  وx  حيث  1عدد حقيقي أكبر تماما من. 
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                   

في معلم متعامد  fهو المنحني البياني الممثل لدالة   ; ,O i j 1حيثi cm 1وj cm  الممثل لدالةf  

 معرفة على  0;5حيث :
 

 
 

2

2

1 ;0 2

( ) 1
;2 5

1

x x

f x
f x x

x

   


     

  

احسب المساحة تحت المنحني C  2مقدرة بـ5و  0بين
cm. 

 

                

𝒇(𝒙) حيث  𝒇  ،𝒈أدرس تغيرات الدالتين ( 1 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟑  ،𝒈(𝒙) = −𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟖 

 (𝑪𝒈)و  (𝑪𝒇)( أرسم 2)

𝒙)والمستقيمات التي معادلتها  (𝑪𝒈)و  (𝑪𝒇)( أحسب مساحة الحيز من المستوي المحدد بالمنحنيين 3) = 𝒙)و  (− = 𝟏) 

               

امل التالي: أحسب التك
3

2

0

1x dx. 

                

نعتبر التكاملين: 
4

2

0

cosA x dx



   و
4

2

0

sinB x dx



   

Aأحسب    B  وA B  ثم استنتجA وB. 

               

نعتبر التكامل 
1

2

0

1

1
I dt

t


 

من  t.  بين أنه من أجل كل1 0;1  ،
2

1
1

1t



. 

 .  I.  استنتج حصرا للعدد2

 

 C
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               

المعرفة على fنعتبر الدالة 1;1  ِبـ  2
f x x  

. أرسم التمثيل البياني1 C للدالةf في معلم متعامد و متجانس ثم أحسب القيمة المتوسطة للدالةf على  المجال 1;1. 

 . فسر بيانيا النتيجة.2

               

المعرفة على fنعتبر الدالة 1;   ب ـ   1 ln 1f x x      

لعلى المجا f. أدرس اتجاه تغير الدالة1 0; 1e . 

. استنتج حصرا ل ـ 2 f x. 

. استنتج حصرا للعدد الحقيقي 3 
1

1

e

I f x dx



  

                

المعرفة على fنعتبر الدالة 0;  ب ـ  1
cos

2
f x x   

إشارة xثم حدد حسب قيم f. أدرس اتجاه تغير الدالة1 f x . 

. أرسم تمثيلها البياني2 C  .في معلم متعامد و متجانس 

دد بالمنحيمساحة الحيز المح A. أحسب3 C 0و بالمستقيمات التي معادلاتهاx ،x  0وy  

               

باستعمال المكاملة بالتجزئة أحسب: 
1

0

1 x
I x e dx        و

3

0

sinJ x x dx



  

               

34هو:  Rبرهن أن حجم كرة نصف قطرها

3
V R 

               

)كما يلي:    المعرفة على fلتكن الدالة   ) cosx
f x e x 

)'.احسب 1 )f x   َو"( )f x 

)،  xبحيث يكون من أجل كل عدد حقيقي   bو a. جد العددين الحقيقيين 2 ) "( ) '( )f x af x bf x  

 .على f.استنتج دالة أصلية للدالة  3
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               

I.  لتكن الدالةf المعرفة على 2;2  : بـ
2

2
( )

4

x
f x

x



 . 

 زوجية ثم ادرس تغيراتها.  f.بين أن 1

).بين أنه يمكن كتابة 2 )f x    :على الشكل( ) 1
2 2

f x
x x

 
  

 
 

 . f.عين مجموعة الدوال الأصلية للدالة 3

II . لتكن الدالةg المعرفة على 2;2D        :2بـ
( ) ln

2

x
g x x

x


 


 

C . تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 

 فردية ثم ادرس تغيراتها . g.بين أن 1

 يقبل مستقيما مقاربا مائلا يطلب تعيين معادلة له .Cبين أن المنحني 2

 . C. ارسم المنحني3

xالمعرفة  من أجل كل  h.احسب مشتقة الدالة 4 a   حيث( ) ( ) ln | |h x x a x a x       ،a . عدد حقيقي 

على المجال g.استنتج دالة أصلية للدالة 5 2;. 
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 1حل تمرين: 

 في كل حالة من الحالات التالية:  Dعلى المجال fأصلية للدالة  Fلدالة  أن ا اثبات 

1.)2: 3 1F x x x   ، 

F  المجالدالة قابلة للاشتقاقD    :حيث'( ) 2 3F x x  

)'و بالتالي:  ) ( )F x f x.  

2.)3 2: 6 9F x x x x ، 

F  المجالدالة قابلة للاشتقاقD    :2حيث'( ) 3 12 9F x x x  . 

)'و بالتالي:  ) ( )F x f x.  

2: 3 12 9f x x x  ،D   

3.) 
1

: 2
1

x
F x

x





 ، 

F  المجالقابلة للاشتقاق دالةD    :حيث
   2 2

1 1 2
'( )

1 1

x x
F x

x x

   
 

 
. 

)'و بالتالي:  ) ( )F x f x.       
 2

2
:

1
f x

x




  

 2حل تمرين: 

f بـ:      دالة معرفة على  1
2

2
f x x  

    .على  f. الدوال الأصلية للدالة 1
2 1

( ) 2 ,
2 2

x
F x x c c

 
    

 
2أي:    1

( )
2

F x x x c   

والتي تحقق: fللدالة  Fالدالة الأصلية  ايجاد .2 1 2F  .  

 .cهدف هذا السؤال هو ايجاد قيمة 

 حلول التمارين

Solutions 
 
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(1) 2

1 1
1 2

2 2

F

c c



    
2لي:  و بالتا   1 1

( )
2 2

F x x x  . 

 3حل تمرين: 

f   وF  دالتان معرفتان على 1;بـ 
 

2

2

2 2

1

x x
f x

x

  



و   

2

1

ax bx c
F x

x

 



. 

على fأصلية للدالة  Fحتى تكون الدالة  cو a ،bعين الأعداد الحقيقية ت 1; حيث 0 3F . 

F   دالة أصلية للدالةf  معناه:  من أجل كلx   عدد حقيقي من 1; :'( ) ( )F x f x  

,لة بدلا Fنشتق الدالة  ,c b a :نجد 
 

2

2

2
'( )

1

ax ax b c
F x

x

   



  

نجد:   fبالمطابقة مع الدالة 

1
1

2 2

2 , 1

(0) 3 3

a
a

a

b c b

F c

  
     

   


  

و بالتالي:  
2 3

1

x x
F x

x

 



. 

 4حل تمرين: 

f دالة معرفة على 2;   :بـ 
 

3 2

2

6 12 4

2

x x x
f x

x

  



 

2xحيث من أجل كل عدد حقيقي  cو  a  ، b. عين الأعداد الحقيقية 1 : 
 2

2

c
f x ax b

x
  


 

بالمطابقة نجد:  
1

2

4

a

b

c


 
 

أي:     
 2

3
2

2
f x x

x
  


 

و نستنتج أن: 
2 3

( ) 2
2 2

x
F x x c

x
   


 عدد حقيقي.  cحيث:    

على  fللدالة   Fج دالة  أصلية ا. استنت2 2;تحقق 

 3 1

9
6 3 1

2

3
1

2

5

2

F

c

c

c

 

    

  




و منه:  .
2 3 5

( ) 2
2 2 2

x
F x x

x
   


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 5حل تمرين: 

على fد الدوال الأصلية للدالة ايجا 0; :للدوال التالية 

1  )  2

1
2f x

x
    . 

 دالتها الأصلية هي: 
1

( ) 2F x x c
x

c

  


  

 

2  ) 
2

4

1x x
f x

x

 
   دالتها

 الأصلية هي: 
  fأولا علينا تبسط كتابة دستور الدالة 

 يعني:

 
2

4 2 3 4

1 1 1 1x x
f x

x x x x

 
    

2و منه:  3

1 1 1
( ) ,

2 3
F x c

x x x

c


   


  

3  )  3 4

1 2
1f x

x x
         

 دالتها الأصلية هي: 

2 3

2 3

1 1
( ) 2

2 3

1 1 2 1
,

2 3

F x x c
x x

x c
x x

c

   

         
   



  

4 )  3
1

2
f x x

x
   

2

( ) 3
2

x
F x x x c     

c  
 

5 )  2x
f x e

x

   . 

 دالتها الأصلية هي: 

  
2

( ) 2ln( )

ln( ) ,

x

x

F x e x c

e x c c





   

    
  

6  ) 
3 2 2

3

x x
f x

 
 . 

  fأولا علينا تبسط كتابة دستور الدالة 

   3 21
2

3
f x x x   

 دالتها الأصلية هي: 
4 31

( ) 2 ,
3 4 3

x x
F x x c c

 
     

 
  

      
   7 ) 

  3sin 2cos 1f x x x    
 دالتها الأصلية هي: 

  3cos 2sin

,

F x x x x c

c

   


 

 
 

 6حل تمرين: 

المعرفة على fلتكن الدالة   0; :كما يلي
2

6
( )

1

x

x

e
f x

e



 

من xبحيث يكون من أجل كل   وعين العددين الحقيقيين ت. 1 0;:( )
1 1

x x

x x

e e
f x

e e

 
 

 
. 

 بالمطابقة نجد:
0

3, 3
6

 
 

 
 

     
3و بالتالي:     3

( )
1 1

x x

x x

e e
f x

e e


 

 
 

على المجال  f.استخدم النتيجة السابقة لإيجاد دالة أصلية للدالة 2 0;. 

)'  مكتوبة من الشكل :  fنلاحظ أن  الدالة  ) '( )
( )

( ) ( )

ag x h x
f x b

g x h x
   

اذن دالتها الأصلية تكتب من الشكل:    ( ) 3ln 1 3ln 1x x
F x e e c       يمكن استعمال خواص الدالة اللوغاريتمية

 لتبسيطها أكثر.
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 7حل تمرين: 

 أحسب التكاملات التالية:

1 ) 
3

0

2 3x dx           

32

0
3

18

x x   


  

   2 )
1

2

2

x dx

         

13

2

1 8

3 3 3

3

x



  
   
 



  

3 ) 
5

5

4 x dx


         

52

5

4
2

25 25
20 20

2 2

40

x
x



 
  
 

          
   



   

4 ) 
2

2

0

1 x dx 

23

0

8
2

3 3

2

3

x
x
 

    
 




  

 

5 ) 
2

2

1

2x x dx      

23 2

1

2
3 2

8 4 1 1
4 2

3 2 3 2

1

2

x x
x

 
   
 

           
   




   

   6 ) 
0

2

1

3 2x x dx


     

03 2

1

1 1

2

x x


    
 


    

7 )
2

3

2

x dx


           

24

2
4

0

x



 
  
 



  

8 ) 
1

3

0

2 2x x dx  

14
2

0

2
4

1
1 2

4

13

4

x
x x

 
   
 

  



  

 

9 )
2 2

2

1

2x
dx

x

 
 
 
      

2

2

1

2

1

2
1

2

2

dx
x

x
x

 

    




  

      

10 )
1 3 4

2

2

1 t t
dt

t





  
 
 
  

 
1

2

2

2

12 3

2

1

1

2 3

13

3

t t dt
t

t t

t









  

 
    
 





  

11 )
 

1

3

0

1

1
dx

x     

        

 

1

2

0

1

2 1

1 1

8 2

3

4

x

 
  

  


 



 

12 )
 

1

3

0

2

2
dx

x



 

 
 

 

1

2

0

1

2

0

2

2 2

1

2

1 3
1

4 4

x

x

 
  

  

 
  

  

  

 

 

 8حل تمرين: 

x  :عدد حقيقي غير معدوم بحيث من أجل كل  cو  a  ،bعين الأعداد الحقيقية .  1  2

c
f x ax b

x
   

       
3 2 3 2

2 2 2 2 2

2 3 4 2 3 4 4
2 3

x x x x
f x x

x x x x x

 
       

إذن:   ; ; 2;3;4a b c  

حساب المساحة .2 S : 

                  2

1 1

4
2 3S f x dx x dx

x

 

      
   
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                   2

1

4
3x x

x


     

 

   2 24 4
3 1 3

1
 


              

 

              2 4
3 .u a 


 
 
 

   

تعيين حتى يكون  2
S  : 

  2
S    2معناه 24

3  


   

4أي                 
3


 

2أي                  4

3
                       

2و بالتالي  

3
 
  

 
2أو  

3
 
 

 
 

2 إذن: 

3
    لأن  1عدد حقيقي أكبر تماما من 

 9حل تمرين: 

في معلم متعامد  fي البياني الممثل لدالة هو المنحن  ; ,O i j 1حيثi cm 1وj cm  الممثل لدالةf  

 معرفة على  0;5حيث :
 

 
 

2

2

1 ;0 2

( ) 1
;2 5

1

x x

f x
f x x

x

   


     

  

ب المساحة تحت المنحنياحس C  2مقدرة بـ5و  0بين
cm. 

 

 

5 2 5

0 0 2

2 52

20 2

23 5

2
0

2

( ) ( ) ( )

1
1

( 1)

1 1

3 1

2 3 8 9

3 4 12

17

12

f x dx f x dx f x dx

x dx dx
x

x

x

cm

 

  


           


  



  

 

  

 

 C

يمكن كتابة f x  بعد توحيد
المقامات على الشكل : 

 
3 2

2

ax bx c
f x

x

 
  ثم نساوي

 هذه العبارة مع العبارة

3 2

2

2 3 4x x

x

  

  لحساب المساحة نطبق خواص
 التكامل.

      
b

a

bf x dx F b F a  

 fدالة أصلية للدالة   Fحيث 

  2المعادلة
x  0حيث   تقبل

 و  حلين متناظرين
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 10حل تمرين:

حيث  𝒇  ،𝒈( أدرس تغيرات الدالتين 1 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟑  ،𝒈(𝒙) = −𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟖     

جال على الم  .(𝑪𝒈)و  (𝑪𝒇)هدف هذا السؤال هو الوضع النسبي للمنحنين  1;1 .

.(𝑪𝒈)و  (𝑪𝒇)رسم ( 2)

𝒙)والمستقيمات التي معادلتها  (𝑪𝒈)و  (𝑪𝒇)ب مساحة الحيز من المستوي المحدد بالمنحنيين احس( 3) = 𝒙)و  (− = 𝟏).

على (𝑪𝒇)يقع فوق المنحنى  (𝑪𝒈)نلاحظ أن :  أن المنحنى 1;1 

و بالتالي:  

1

1

1
2 2

1

1
2

1

13

1

( ) ( )

2 8 2 3

2 5

2 5
3

26

3

S g x f x dx

x x x x dx

x dx

x
x

ua











 

      

  

 
   
 






 

 11حل تمرين:

ب التكامل التالي: احس
3

2

0

1x dx.

:نكتب، حسب قيم طريقةx عبارة ، f x الةدون رمز القيمة المطلقة لنتمكن من تعيين دوال أصلية للدf.

   2 1x   1كثير حدود من الدرجة الثانية جذراه ،1 :و بالتالي
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 من أجل كلx من 0;1 ،2 1 0x   2ن إذ 21 1x x   .

 من أجل كلx من 1;3 ،2 1 0x    2إذن 21 1x x  .

باستعمال علاقة شال يكون لدينا:    
3 1 3 1 3

2 2 2 2 2

0 0 1 0 1

1 1 1 1 1x dx x dx x dx x dx x dx             

و منه 
1 33

2 3 3

0 10

1 1 1 27 1 22
1 1 0 3 1

3 3 3 3 3 3
x dx x x x x

                                                 


 12حل تمرين:

نعتبر التكاملين: 
4

2

0

cosA x dx



   و
4

2

0

sinB x dx



 

Aباحس    B  وA B  ثم استنتجA وB.

   
4 4 4 4

2 2 2 2 4
0

0 0 0 0

cos sin cos sin
4

A B x dx x dx B x x dx dx x

   
 

           .

 
4 4 4 4 4

2 2 2 2

00 0 0 0

1 1
cos sin cos sin cos 2 sin 2

2 2
A B x dx x dx B x x dx xdx x

    

              

لدينا  
4

A B


  1و

2
A B  2. بعد حل هذه الجملة نجد

8
A

 
    2و

8
B

 
. 

 13حل تمرين:

نعتبر التكامل 
1

2

0

1

1
I dt

t




من  tأنه من أجل كل اثبات. 1 0;1  ،
2

1
1

1t



.

من tمن أجل كل 0;1،21 1t    من أجل كلو منهt من 0;1،
2

1
1

1 t



.

.  Iاستنتج حصرا للعدد . 2

0بما أن  1  و بتطبيق خاصية المحافظة على الترتيب نستنتج أن
1 1

2

0 0

1
1

1
dt dt

t


  

و بما أن  
1

1

0
0

1 1dt t   فإن
1

2

0

1
1

1
dt

t


أجل كل . من الواضح كذلك أنه منt من 0;1،
2

1
0

1 t




0Iو منه    :0. نستنتج هكذا الحصر التالي 1I .
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 14حل تمرين: 

1 .
 

1
12 3

1
1

1 1 1 1

1 1 2 3 3
x dx x




       . 

. مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني2 C و المستقيمات 

1xالتي معادلاتها    ،1x  0وy  تساوي مساحة المستطيل 

ABCD 1و 2الذي بعداه

3
علما أن  1;0A ،1

1;
3

B
 
 
 

 ،1
1;

3
C
  
 

و  1;0D . 

 15حل تمرين: 

من x. لدينا من أجل كل1 1;  ،  1
0

1
f x

x
  


متزايدة تماما على f. إذن  1;  و منه على 

المجال  0; 1e . 

من x. نستنتج أنه من أجل كل2 0; 1e ،     0 1f f x f e   أي 1 2f x . 

 ة نجد. بتطبيق حصر القيمة المتوسط3     
1

1

2 2 2
e

e f x dx e



   . 

 16حل تمرين: 

cosxنفس اتجاه تغير الدالة f.للدالة1 x فهي إذن متناقصة تماما على المجال 0; . 

لدينا   3
0

2
f  و  1

2
f    نه حسب مبرهنة القيم المتوسطة تقبل المعادلةو م  0f x  حلا وحيدا في 0; 

   0f x   2تعني

3
x


نستنتج أنه من أجل كل.x 2من

0;
3

 
  

،  0f x   

2من xو من أجل كل
;

3

  
  

،  0f x  .                                                      

                                                               .أنظر الشكل المقابل.2

1ا .لدين3 2A A A  حيث 
2

3

1

0

A f x dx



                                             + 

و 2

2

3

A f x dx





                                  .   - 
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2

3

1

0

1 3
sin .

2 3 2
A x x u a



      
1و  

2

3

1 3
sin .

2 6 2
A x x u a





        

3منه و  .
6

A u a
   
 

.

 17حل تمرين:

:لاستعمال المكاملة بالتجزئة نكتب  طريقةf  على الشكلu v .

. نضع 1  1u x x    ،  x
v x e     و منه  1u x     ،  x

v x e

بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:   
1

1

0
0

1 x x
I x e e dx     

و منه   1

0
1 1 1x

I e e e         إذن .I e .

كان بالإمكان وضع  :ملاحظة  x
u x e   ،  1v x x     و من تم  x

u x e  ،  21

2
v x x x 

إلا أننا بعد التعويض نحصل على تكامل أكثر تعقيدا من الأول. 

. نضع 2 u x x   ،  sinv x x     و منه  1u x     ،  cosv x x 

لمكاملة بالتجزئة يكون لدينا:  بتطبيق مبدأ ا 
3

3
0

0

cos cosJ x x x dx




   

و منه   3
0

3
sin

6 6 2
J x

 
      3.   إذن

6 2
J


  .

 18حل تمرين:

نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس   ; , ,O I J K  محاوره

 x x ، y y  و z z الكرة التي مركزهاO و نصف قطرهاR. 

مقطع هذه الكرة بمستو مواز للمستوي  xOy و راقمهz  حيثR z R  

هي دائرة مركزها  0;0;z  و نصف قطرهاr M  معOM R. 

Oلدينا في المثلث القائم  M :2 2 2
r R z  و منه مساحة القرص الذي مركزه صف قطرهو نR :هي 

   2 2
S z R z :الحجم هو إذن .   2 2

R R

R R

V S z dz R z dz
 

    :و بالتالي 
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2 3 3 3 3 31 1 1

3 3 3

R

R

V R z z R R R R 


                       
34و منه   

.
3

V R u v. 

 19حل تمرين:

) كما يلي:   المعرفة على fلتكن الدالة   ) cosx
f x e x

)'.احسب 1 )f x الدالة،f   علىقابلة للاشتقاق  :
 

'( ) cos sin

cos sin

x x

x

f x e x e x

e x e x

 

 

)"وَ   )f xالدالة ،'f   علىقابلة للاشتقاق  :
 ''( ) cos sin ( sin cos )

''( ) 2 cos

x x

x

f x e x x e x x

f x e x

    



)،  xبحيث يكون من أجل كل عدد حقيقي   bو aد العددين الحقيقيين فاجاي. 2 ) "( ) '( )f x af x bf x 

و بالتالي: 
"( ) '( ) 2 cos cos sin

(2 ) cos sin

x x x

x x

af x bf x ae x be x be x

a b e x be x

   

  

بالمطابقة نجد:

2 1 1

0 2

a b
a

b

 
  

 

1اذن: 
( ) "( )

2
f x f x 

.على fج دالة أصلية للدالة  ا.استنت3

1لدينا:  
( ) "( )

2
f x f x    :و منه

  

1
( ) '( ) ,

2

1
( ) cos sin ,

2
x

F x f x c c

F x e x e x c c

  

   

 20حل تمرين:

I .1 من أجل كل .x  من 2;2   ،x ينتمي إلى 2;2 

وَ 
2 2

2 2

( )
( ) ( )

( ) 4 4

x x
f x f x

x x


   

  
دالة زوجية fو منه  

من xمن أجل كل  2;2  :
2 2

8
'( )

( 4)

x
f x

x






متناقصة تماما على المجالين fإذن الدالة  0;2 و 2; الينو متزايدة على المجالين على المج ; 2  و 2;0

2 .1 1
( ) 1

2 2
f x

x x
  

 

2هي:       f. مجموعة الدوال الأصلية للدالة  3
( ) ln | 2 | ln | 2 | ln

2

x
F x x x x x k

x


       


،k ثابت حقيقي

II 1 .'( ) ( )g x f x إذن ،'( )g x  تكون موجبة على 0تنعدم عند ، ; 2  و 2; و سالبة على 2;0 و 2; .

.لدينا 2 lim ( ) 0
x

f x x


   و lim ( ) 0
x

f x x


 
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يقبل مستقيما مقاربا مائلا معادلتهCإذن المنحني

y xعندو عند

4.'( ) ln | |h x x a  

( ) ln 2 ln 2g x x x x    

على gفتكون دالة أصلية للدالة  2;

21هي: 
( ) ( 2) ln | 2 | ( 2) ln | 2 |

2
G x x x x x x      

0 1

1

x

y
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/ شعبة علوم تجريبية / الموضوع الأول 2008بكالوريا  جوان   

   على الشكل :  أكتب -.أ4

 عددان حقيقيان . و  حيث 

 . و التي تحقق:على المجال الدالة الأصلية للدالة عين -ب   

 الحل:

 للدالةبتوحيد المقامات و المطابقة مع العبارة الأولى 

 .أي:    نجد: 

 :على المجال الدالة الأصلية للدالة   تعين  -ب

      ، . 

 .تحقق:  لدينا

  .هي دالة الأصلية للدالة  و منه:  اذن:  

4التمرين  /  / شعبة تسيير واقتصاد / الموضوع الأول 2009بكالوريا  جوان   

 تمثيلها البياني في المستوي ،  يرمز ي:  كما يل  معرفة على المجال  الدالة العددية 

 .و   و المستقيمين  اللذين معادلتاهما:  و المستقيم  احسب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى

 الحل:

 حساب المساحة:

 .  و منه: 

/ شعبة تسيير م اقتصاد / الموضوع الأول 2010بكالوريا  جوان   

  يلي:    كما  دالة عددية  معرفة على 

( )f x2
( )

( 1)

b
f x x a

x
  



ab

Ff 1; (1) 2F 

f

1a b 2

1
( ) 1

( 1)
f x x

x
  



Ff 1; 

21 1
( )

2 1
F x x x c

x
   


c

F(1) 2F 

1c 21 1
( ) 1

2 1
F x x x

x
   


f

f 1 
2 3

( )
1

x
f x

x





( )

f
C

( )
f

C( )1x 2 1x e 

   
2 2

2
1 1

1

1
1 1

4
( ) ( 1) 4ln( 1) .

1

e e
e

S f x x dx dx x ua
x

 
     

    24 ln 2 8 4ln 2S lne ua ua   

f*

3 2

2

5 4
( )

x x
f x

x

 


 من البكالوريا 
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 .  و التي تحقق :  على المجالللدالة    عين الدالة الأصلية

 .وو محور الفواصل و المستقيمين أحسب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى -ب  

 الحل:

 :للدالة تعين الدالة الأصلية

 عدد حقيقي. ، حيث 

 معناه:  تحقق : لدينا

 .اذن: 

 المساحة:-ب   

و  ،و المستقيمات :   المساحة المحددة بالمنحنى  و الدالة  سالبة على المجال  : * اذا كانت يرتذك

 فان:  

       * 

   

 .و بالتالي:  و منه: 

/ شعبة تسيير م اقتصاد / الموضوع الثاني2011بكالوريا  جوان   

 .  احسب التكامل: 

 . و  من المستوي المحدد بالمنحنى  و محور الفاصل و المستقيمين اللذين معادلتهما: احسب بالسنتيمتر مربع مساحة الحيز -ب   

 الحل:

 حساب التكامل:

   . 

    المساحة:-ب

 .أي:  و منه: 

Ff 0;(2) 10F  

( )
f

C1x 2x 

Ff

21 1
( ) 5 4

2
F x x x c

x
   c

F(2) 10F  0c 

21 1
( ) 5 4

2
F x x x

x
  

f ;a bS( )
f

Cx ax b

0y ( )
b

a
S f x dx 

( ) ( ) ( )
b b a

a a b
f x dx f x dx f x dx     

2 2 1

1 1 2
( ) ( ) ( )S f x dx f x dx f x dx      

(1) (2)S F F 
3

2
S ua

1

2

0
1

x
dx

x 

0x 1x 

11 1
2

2 2
00 0

1 2 1 1
ln( 1) ln 2

1 2 1 2 2

x x
dx dx x

x x

         

1 1
2 2

2

0 0

4. ( ) 4 1
1

x
S f x dx cm dx cm

x

 
     
 

21
4 1 ln 2

2
S cm

    
 

2(4 2ln 2)S cm 
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/ شعبة تقني رياض ي / الموضوع الثاني2017بكالوريا  جوان 

.  و ،تي معادلاتها: و المستقيمات الالى مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى  نرمز ب

، أثبت أن من أجل كل      

.    ثم بين ان  

الحل:

و بما أن الدالة سالبة على المجال   و ،و المستقيمات التي معادلاتها: مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى 

اذن 

أي: 

و منه: 

و منه:

.ول الموضوع الأ  /علوم تجريبيةشعبة / 2011بكالوريا  جوان   

الحل:

S( )
f

Cx 0x 0y 

 ;0x 3 ( ) ( )f x f   

23
3

2
S   

( )
f

Cx 0x 0y 

0x  

0 0 0

( ) ( ) 3f dx f x dx dx
  

       

0 0 03
( ) 3

2
dx f x dx dx

  
       

0 0 03
( ) 3

2
dx f x dx dx

  
       

 
0

03
3

2
x S x




       

23
3

2
S   
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 ول / الموضوع الأ علوم تجريبيةشعبة / 2012كالوريا  جوان ب

 

 الحل:

 

 
 ثاني/ الموضوع العلوم تجريبيةشعبة / 2012كالوريا  جوان ب

 

 الحل:
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بالتوفيق للجميع 

أستاذ المادة: شعبان أسامة

  :تجدون هذا الملف على صفحتي الشخصيةathsM min5

احسب التكامل :
1

x
I dx

x




1 1 1 1

1 1 1 1

1
1 ln( 1) ,

1

x x x
I dx dx dx

x x x x

dx x x c c
x

  
   

   

      


  


طرحته لم أغير  1مغزى هذا التكامل  هو سحر الرياضيات  عندما أضفت  

شيئ لكنني بسطت شكل العبارة أكثر.
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اصدارات سابقة

 


