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المتتاليات العددية
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4

• 

لمزيد من الأعنال...

قرص الجامع في الرياضيات
EXTRA BACقرص  •

 •أولمبياد الرياضيات
 حوليات شهادة البكالوريا مع الحل

 فروض واختبارات محلولة لكل المشتويات
 

 

• 
• 

ي  عادل          
 الأستاذ: عبد الحفي ظ 

تجدون في هذا الملف
1 الدرس

2 تطبيقات محلولة  

إلى

 لحل التمارين هامة طرائق
 

 تمارين محلولة من

 

الإضبءة  بدايت القرن الخبسع عشر، انتشر اصطيبد حيخبن العنبر للحصول على دىونهب التي حسخعمل بشكل لافج في عنذ

عينيبث ُدذرر عذد الأفزاد العنبر التي حفرسه أمعبؤىب ليتم اسخخذامو في صنبعت العطور. في التس العموميت و كذا لأجل

 عذدىب من  ٪76من مسُخعمزاث حوث العنبر حول العبلم ببضع مئبث الآلاف وىو مب يمثل انخفبضب يصل إلى  يتالببُ

على اصطيبد الحيخبن، بدأث  2891. منذ الحظر المقرر سنت البشر طزف من اسخغلالهب ُبل بعذدىب مقبرنت الإجمبلي

 تجمعبث الحيخبن حخعبفى ببطء.

https://www.facebook.com/groups/865189223664995
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال   
   

  

[5][9]

الاستدلال  بالتراجع:

ٌّ استٔفاء شسطين: بلإسقاطَه ، يح ْاحدٗ تلْ الأخسى.لدٓيا عددًا مً قطع الدّمٔيْ مْضْع٘ ال  تخٔل أ
 

َّ  ْ الأّلىدّمٔيال قطع٘  اسقاط علٔك   بمً الدّمٔيْ يح  قطع٘أٖ سقْط ، كنا أ

 ىتقبّل بدَٓٔآًً الشسطين ، . عيد استٔفاء ٍرْالٕب في سقْط الدّمٔيْ المأٌ ٓتسبّ

ٌّ  ستسقط. قطع٘ الدّمٔيْ الأّلى  بعدكل قطع الدّمٔيْ المْضْع٘  أ

 

ٌّ  ه ّإذا عسفيا كٔفٔ٘ الاىتقالالسلّمً دزج٘  صعده. إذا عسفيا كٔف ىلدٓيا سلّ  تخٔل أ

 

الدزج٘ الأّلى التي صعدىا علَٔا. ٍرِ ٍٕ الفكسٗ التي سيقْو بإضفاء الطابع السسمٕ علَٔا. 

 

ع: راج 
دلال ب الت 

 
 الاسي

 

 مي دا

■

.

.

E

E

 الإتتذائٍحانخاصٍح 

 انخاصٍح انىساثٍح

 :
 
ة
 
[8] مي رهث  P nn0n 

 P nn0n 

0n 0P n 

n0n P n

1n  1P n  

1         (
2         (

 

 

 

                    

 

 0P n


 P n


 1P n 

 المسحل٘ الأّلى                  المسحل٘ الثاىٔ٘

إذا كاىت

 

َّ فإ  

 الخلاص٘:

مً أجل كل عدد طبٔعٕ  

 أكبر مً أّ ٓساّٖ 

 صحٔح٘.

n

0n

 P n

n0:تنبيه 0n n 0 1n  

  E

E

 بعدكييا الْصْل إلى أٖ دزج٘ تقع أىُ يم ىتقبّل بدَٓٔاًيا ، فإىّ مْالٔ٘ مً أٖ دزج٘ إلى أخسى 

 

( ) 1 
1 2 3 ... 

2 
n n 

n 
+ 

+ + + + = 1 2 +≥ nn
4 2n 3للعدد  اً مضاعف +

 البرٍاٌ علٙ صح٘ مساّاٗ ، البرٍاٌ علٙ صح٘ متبآي٘ ، البرٍاٌ علٙ أٌ مقداز مضاعف لعدد...
 

:

n صح٘ القضآا التالٔ٘ ، مً أجل كل عدد طبٔعٕ     :بالتراجع بسًٍ 

استؼذ نهثكانىسٌا يغ تىايً )تىايً ػًش( : [8]

[9]

انؼًلاق فً انشٌاضٍاخ )تىاب َىسانذٌٍ( : [9]

[10]

انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

 : [4]
: [5]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ
انكتاب انًدزسً انسىزي
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

[5]

المتتاليت العدديت:

:
 

عزت ف
 
un0n ت

( )u n

E

E

E

E

(vn) ، (un) ، H ، U ، T الرموز بأحد لمتتـالية ... إلخيرمز
) بدلا منnu بـ u بالمتتاليةnنرمز إلى صورة   )u n.  يسمى الترميز بدليل هذا الترميز الجديد.  

nu هو الحد الذي دليله nو يسمى كذالك الحد العام للمتتالية u  .   

0uللمتتالية   هو الحد الأولuعلى  إذا كانت معرفة ℕ.   

 في الحد nu ، nيس رتبته   هو دليل الحد ول.  

3 حيث أن wالمتتالية 

5n

n
w

n

+=
−

6n  معرفة من أجل      وأما رتبته فهي الرتبة 6w هو دليل الحد 6  ، ≤

  .لأول هو الحد ا6wالأولى حيث  

:
 
الي و

 
ي
 
 مت

 
ي
 
 حد ودلي لو ف

 
ي و

 
ن  زت  ت ي 

 
و
 
 العلاق

ال:
 
 مي

bu)b   رتبة حد  ∈ℕ ( من متتاليةuبالنسبة إلى الحد au) aعدد طبيعي أصغر من b ( 1هو العدد الطبيعيb a− + .  E

E

    

 
E

E

:
 
 عددب و

 
الي و

 
ي
 
هلي د مت

 
 ت

 
ٓقصد بتْلٔد متتالٔ٘ معسف٘ حدّدٍا. طرق

 

 متتالٔ٘ عددٓ٘ معسف٘ بحدٍا العاو                           : مثلًا مً أجل كل عدد طبٔعٕ     :

 : مثلًا مً أجل كل عدد طبٔعٕ     :      متتالٔ٘ عددٓ٘ معسف٘ بعلاق٘ تساجعٔ٘                 

 

un = f (n)nun = 2n + 1

un+1 = f (un)n

u0 = 2

un+1 = 2un + 3

)المتتالية   )nu  0معرفة وفق 3u 1و  = 4n nu u+ = −  .nعدد طبيعي  في حالة +
  . nبدلالة  nuثم حدد  nبدلالة  nuوخمنْ عبارة  1u ،2u ،3u ،4u ،5uسب اح
 

1      (

2      (100. استنتج عندئذ قیمة الحد الذي رتبتھ

 الأستار )تخذج أيٍٍ(يزكشاخ 

انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

[11]

: [11]
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  [12][4][5]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ[4] : 

[10]

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :  

 :اتجاه تغير متتاليت عدديت

:
 

عزت ف
 
ت

E

E

E

(un) العددية المتتالية نعتبر n طبيعي عدد كل أجل من
(un+1 − un ≥ 0) un+1 − un > 0 : N من n كل أجل من أنه يعني الترتيب) على (متزايدة تماما متزايدة (un)

(un+1 − un ≤ 0) un+1 − un < 0 : N من nكل أجل من أنه يعني الترتيب) على متناقصةتماما(متناقصة (un)

un+1 − un = 0 : N من n كل أجل من أنه يعني N (un)على ثابتة 
:تنبيه

 :
 
ة
 
: طرت ق يمكن (un)n∈N المتتالية تغير إتجاه لدراسة

un+1 − un الفرق إشارة دراسة ¶

1 بالعدد un+1

un
نقارن تماما موجبة المتتالية حدود كانت إذا ·

un = f (n) حالة في [0;+∞[ على f الدالة تغير إتجاه دراسة ¸

 
 اذاكانت متتالية متناقصة )متناقصة تماما على الترتيب( أو متزايدة )متزايدة تماما على الترتيب( 

 نقول أنّ المتتالية رتيبة )رتيبة تماما على الترتيب(

Nادرس إتجاه تغير كل من المتتاليات التالية المعرفة على    كما يلي:

بة.:تنبيه يمكن أن نستعمل الطرق الثلاث مع نفس المتتالية ، ان تحققت الشروط المطلو

      (3       (2       (12 1 
3 n 

n u 
n 

− 
= 

+ 
 2

3

n

nw
 =   

�� 	 �� � 1

 الأستار )تخذج أيٍٍ(يزكشاخ 

انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]
: [11] انؼثمشي فً انشٌاضٍاخ )تىػزج يصطفى( : [12]
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الانتقال 

 

لـــــــى الحـــــال   

      (

[10][4][5]

4
 

[11]

 :متتاليت محدودة مه الاعلى. محدودة مه الاسفل. متتاليت محدودة

 :
 

عزت ف
 
Nت على معرفة عددية متتالية (un)

كل أجل من حيث M حقيقي عدد وجود يعني الأعلى من محدودة (un) المتتالية أن القول ¶

. الأعلى من حاد عنصر M أن نقول . un ≤ M : n طبيعي عدد
كل أجل من حيث m حقيقي عدد وجود يعني الأسفل من محدودة (un) المتتالية أن القول ·

. الأسفل من حاد عنصر m أن نقول . un ≥ m : n طبيعي عدد
الأسفل من محدودة و الأعلى من محدودة أنها يعني محدودة (un) المتتالية أن القول ¸

.

.

 :
 
ة
 
N طرت ق على معرفة عددية متتالية (un).

(m حقيقي بعدد الأسفل من (أو M حقيقي بعدد الأعلى من محدودة متتالية (un) أن :لإثبات التالية الطرق إحدى نتبع
(un ≥ m (أو un ≤ M : n طبيعي عدد كل أجل من أنه لإثبات بالتراجع الإستدلال إستعمال

(un − m (أو un − M إشارة بدراسة (m و un بين (أو M و un بين المقارنة
[0;+∞[ على f الدالة تغيرات ندرس un = f (n) كانت إذا

E

E

E

 . E

2 9
n

n n
u

n

E

 
2

2

1

1
n

n n
u

n n

+ +
=

− +
.  1أثبت أن 3nu≤ n.  E الطبيعيالعدد  ن، أياً يك≥

بـ: N∗ على معرفة متتالية (un)الأسفل من محدودة (un) المتتالية أن أثبت

بـ: N على معرفة متتالية (un)un =
2n2 + 1
n2 + 4

. الأعلى من محدودة (un) المتتالية أن إستنتج ثم un − 2 الفرق أحسب

.

بـ:  N على معرفة متتالية (un)

[5]

[11] : الأستار )تخذج أيٍٍ(يزكشاخ 
انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :    انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ[4] : 

  

R
  m إلى يمين nدود الحميع ج

m

×××× × × × × × × × ×V× × × × × × × × ××××

  Mسار إلى ي nuدود الحميع ج

M
¶ ·

u
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05: تطبيق

 

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  [5][2]

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

 

:
 
 عددب و

 
الي و

 
ي
 
 مت

 
هاب و

 
 ن

+∞ عند عددية متتالية نهاية لحساب صحيحة عددية دالة نهاية لحساب الأولية المبرهنات تبقى

   

E

E

E

q

+∞∞+ ندرس دائما نهاية متتالية عند       وغالبا ما يطُلب دراسة نهاية متتالية بدون تحديد عند       .

.       
 عدد حقيقي.

1. =u nu nu nu n=nunnnnu n

3. vn
n( )= −( )= −= −= −= −( )( )1111( )

f.  2

4. wn =

5. tn = 2

7. i =u nu nu nu n=nnn
a.

b.

c.
8. kn =

d.
9. on =

e.

10

(10.1)

n

n

6. sn =

 
7
5
Ê
ËÁ
ˆ
¯̃

n

 2−n

-ÊËÁ
ˆ
¯̃

4
5

n

×16 1 1−1 11 11 11 1− ,1
1 1−1 11 11 11 1− ,1

n

×10 1 0−1 01 01 01 0− ,5
0,5

n

 

7 0−7 07 07 07 0− ,1
2 0+2 02 02 02 0+ ,99

n

n  

− 3 × 1,2 n( )
n n

n

�5 3
4

n n-4 2

2. fn =

10. pn =

11. xn =

12. yn =

3,5

0

20

∞ +

 –∞

g. 

المتتالٔ٘

 

اليَآ٘

 

المتتالٔ٘

 

غير موجودة

1. =u nu nu nu n=nunnnnu n

f.  2

4. 

5. tn =

7. innn
a.

b.

c.
8. kn

d.
9. on =

e.

6. sn

 

2. fn

10. pn =

11. 

12. yn =

1

0

4

∞ +

 –∞

g. 

المتتالٔ٘اليَآ٘المتتالٔ٘

n
n
�
�

1
2

3. 2 3− −2 32 32 32 3− −22 322222 3v n= −v nv nv nv n= −2 3v nv nv nv n2 3n2 3nnnn2 3− −2 32 32 32 3− −nnnn− −nn2 3n2 3nn2 3n2 3− −nv nnnnnv n

= += +3= +3333= +
e

2n= +nnnn= +

 w n nn � - �� �� �1 2 32

( )( )+ −( )+ −+ −+ −+ −( )( )1111( )2n n

n
� �ÊËÁ

ˆ
¯̃2

1 2

 

((   )2n + 1
ππ = cos n   + 1

4 3

1

n

n

−

+

n
n� �1

102� �

( )( )( )+ −( )+ −+ −+ −+ −( )( )+ −+ −+ −+ −( )( )+ −+ −+ −+ −( )( )3333( )( )1111( )( )+ −+ −+ −+ −( )1111( )11+ −1+ −11+ −1+ −( )( )2222( )( )+ −+ −+ −+ −( )2222( )22+ −2+ −22+ −2+ −( )( )1111( )n n( )n nn nn nn n( )( )n nn nn nn n( )

 6

( )( )= −( )= −= −= −= −( )( )1 21 21 21 2( )( )= −= −= −= −( )1 21 21 21 2( )1 21 2= −1 2= −1 21 2= −1 2= −( )w nw n= −w nw nw nw n= −= −w nw nw nw n= −( )n nn nn nn n( )( )n nn nn nn n( )nnn

× −3 e
n

n

■■

 06: تطبيق

 ذهنياً. صل كلّ متتالية بنهايتها ، إن وجدت.

ذهنياً. باستعمال العمليات على النهايات ، صلْ بما يناسب.
الانتقال  لـــــــى الحـــــال  [2][5]

[10]

: [2]© Cned – Académie en ligne

انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

 نهايت متتاليت عدديت:

0 1 qغير موجودة∞+
n

n =…
→+∞
lim

q ≤ –1  –1 < q < 1 q = 1 q > 1
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■■

: تطبيق

  

07

■■

 :الحل  

 

 

  

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  [10]

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

 :تقارب وتباعد متتاليت عدديت6

متقاربة فإنها الأعلى من محدودة و متزايدة متتالية (un) كانت إذا
متقاربة فإنها الأسفل من محدودة و متناقصة متتالية (un) كانت إذا

¸

·

¶

كانت limإذا
n→+∞

un = ℓ    .
.

(un)فإن َّ المتتالية     

(un)فإن َّ المتتالية     إذا كانت                           أو )غير موجودة( ،

:
 

عازت ف
 
ات  وت

 
ℓ(un)       متتالية عددية وَ     عدد حقيقي. مب رهي

ℓ متقاربة نحو    .

lim
n→+∞

un +∞−         متباعدة نحو        .+∞−=

 وَ       نهاية المتتالية ، إنمّا تثبت فقط وجود نهاية حقيقية لها.    لا تعطي المبرهنتين:تنبيه
 متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى بعدد      ، تكون متقاربة. ول كن نهايتهامثلا: عندما تكون 

يةً للعدد     ، بل              .  ليست بالضرورة مساو

¶·

Mℓ

M ℓ M≤

E

 :               
 
غي و راج 

 
 ت
 
و
 
 ت علاف

 
و
 
 معزّف

 
الي و

 
ي
 
 مت

 
un+1       حالو = f (un)

 إذا كانت للمتتالية       نهاية حقيقية    ، وكانت    دالة مستمرة عند     فإن َّ 
.  مم ا يعني أيضا أن َّ     هو حل  للمعادلة            

E

(un)ℓfℓf (ℓ) = ℓ.
ℓx = f (x)

 nu  ِ0بـ 5u 1 2n nu u  

1n12 n nu u 

2 nul2

3l2l l l

 

 1                 (

2      (

3      (

[11] : الأستار )تخذج أيٍٍ(يزكشاخ 
  

[5]

[5]

انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]
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■■

08: تطبيق

 7
:

 
عرت ف

 
 ت

الدرس

 ●

[11]

[10]

 

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

  

■■

 :الحل  

 

 :المتتاليت الحسابيت

فقط و إذا (r ) r حسابية              أساسها متتالية (un
) أن un+1نقول = un + r : n طبيعي عدد كل أجل من كان إذا

r نفسه الحقيقي العدد بإضافة يليه الذي الحد إلى حد من ننتقل حسابية متتالية في إذن E

ℝ∈

E

u0 u1 u2. . . . . . . . . . . . . . u
n

+ r + r + r + r

:
 
ة
 
) للبرهان على أن متتالية طرت ق )nu       متتالية حسابية يمكن البرهان على أن الفرق بين حدين متتابعين كيفيين عدد 

              . ثابت ، هذا العدد الثابت هو أساس المتتالية   

))))المتتالية أكِّد إذا كانت  ))))nu حسابية أم لا .  

1      (2      (3      (

5      (6      (7      (

   4

8      (

      (     

       

  

��

3 1nu n= −               . 1
3

2nu n= −.     22 3nu n n= +.   
  

2
nu n=.     

2

3 4

5n

n
u +

−=.   1
nu n

n
= −.     

0

1

3

2n n

u

u u+

= −
 = +

.   0

1

2

4n n

u

u u+

= −
 = −

.    

[11] : الأستار )تخذج أيٍٍ(يزكشاخ 
  

: [2]© Cned – Académie en ligne

[2]

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

[10]

 
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 الدرس
 

E

E

 
ّ
:الحد

 
 حسات ي و

 
الي و

 
ي
 
 العام لمت

0u0nu u n r  

1u 1 1nu u n r  

 n pu u n p r  p 

n بدلالةnu تعيين الحد العام يعود إلى كتابة•

E

 

■■

[10]● 09: تطبيق

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

  

■■

 :الحل  

 

1      (2      (
   

  

 

 

u0 u1 u2. . . . . . . . . . . . . . u
n

+ r + r

+ n ¥ r

+ r + r

 )تسمىّ العلاقة بين حدّين كيفيين(.

( )nuمتتالية حسابية أساسها r.   

0 1u = 15و  − 59u    .2007u وr ؛ أحسب=
17 33u = 2r و− =       .0u ؛ أحسب−

 nعين في كل حالة من الحالات الآتية قيمة العدد الطبيعي

 15 32u = ، 3r = 82nu  و− = −.   10 64u = − ، 5 14u = 114nu  و− = −.  

●

12
   

         (       (

[10]

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

استؼذ نهثكانىسٌا يغ تىايً )تىايً ػًش([8] :

[8]

: [2]© Cned – Académie en ligne

[2]
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 10: تطبيق

●

[6]

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

  

■■

 :الحل  

 

   

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

استؼذ نهثكانىسٌا يغ تىايً )تىايً ػًش([8] :

[8]

: [2]© Cned – Académie en ligne

[2]

  
 

ي:الهسط الحساب 

abc2a c b  

+ r + r

cba

 •  :
 
 حسات ي و

 
الي و

 
ي
 
ر مت

ّ
ي 
 
غ
 
اه ت ج 

ّ 
ت . ا  r اتّجاه تغيرّ متتالية حسابية يتعلقّ بإشارة الأساس    لأنَّّ )                          (

               

un+1 − un = r

. تماما متناقصة المتتالية فإن (r < 0) تماما سالبا r كان إذا
. تماما متزايدة المتتالية فإن (r > 0) تماما موجبا كان إذا

. ثابتة المتتالية فإن (r = 0) معدوما r كان إذا

E

E

E

 

  

}  لمتتالية حسابية حيث : 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2عينّ الحدود الثلاثة الأولى 
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 3
𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 = −24

 

[11] : الأستار )تخذج أيٍٍ(يزكشاخ 
  

[11]

لىاعد أساسٍح  )واضدً عثد انكسٌى( : [6]
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

  

■■

 :الحل  

 

 انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

: [2]© Cned – Académie en ligne

[2]

 

               

 

[11] : الأستار )تخذج أيٍٍ(يزكشاخ 
  

[11]

 
م

مهع الجدود:  ج 

Snمجموع حدود متتالية حسابية يعطى بالعلاقة التالية: =
الحدود) )

× +    الأخير الأول
2

الحد عددالحد
= +1 E

 

:
 
لو

 
مي

 

 ا

0 1 1........ n nS u u u u−= + + + +  0( 1)
2

nu u
  n

+ = +  
 

1          2 1........ n nS u u u u−= + + + +  1

2
nu u

  n
+ =  

 

  

E

E

E S =  
2

nu u+ 
 
 

up + up + 1 + … + un = (n – p + 1) p

 في كل    :حالة من الحالات التالية Sحسب المجموعباستعمال متتالية حسابية ، أ
 5 6 7 8 . . . 67S = + + + + +.  1      (

      (21 3 5
1 2 ... 10

2 2 2
S       

 1 3 5 . . . 101S = + + + +.  

 17 12 7 2 3 8. . . 53S = + + + − − −.  

3      (

4      (
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 8
:

 
عرت ف

 
 ت

الدرس

 ●[10]

 

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

  

■■

 :الحل  

 

 

فقط و إذا ( ) أن              أساسها :نقول nطبيعي عدد كل أجل من كان إذا

E

ℝ∈

E

:
 
ة
 
طرت ق

))))المتتالية أكِّد إذا كانت  ))))nu.  

1      (2      (3      (

5      (6      (7      (

   4

8      (

      (     

       

  

��

   

    

: [2]© Cned – Académie en ligne

[2]

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

 

 :المتتاليت الهندسيت

هندسية qqVn+1متتالية = Vn

(
Vn
)

× q

q نفسه الحقيقي بالعدد بالضرب يليه الذي الحد إلى حد من ننتقل هندسية متتالية في إذن
v0 v1 v2. . . . . . . . . . . . . . v

n

¥ q ¥ q ¥ q ¥ q

*

(vn) المتتالية أن على هندسية      للبرهان vn+1يكفي إثبات أنّ النسبة          عدد ثابت. هذا العدد هو     أساس المتتالية.متتالية

vn
q ●

ھندسیة أم لا

 5 3n
nu = − ×1

2 1n n
u =

−
.  .

1

4

3

n

n n
u +=          . 2 13 n

nu −=.   

4

6

n

nu =              . 2nu n=            . 2n
nu =.   0

2
1

1

3 n n

u

u u+

= −
 =

 .  
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E
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n بدلالةnu تعيين الحد العام يعود إلى كتابة•

E
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13: تطبيق

 

●

[10]

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

  

■■

 :الحل  

 

1      (2      (
   

 

 

)تسمىّ العلاقة بين حدّين كيفيين(.

   

[10]

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

استؼذ نهثكانىسٌا يغ تىايً )تىايً ػًش([8] :

[8]

: [2]© Cned – Académie en ligne

[2]

 العام 
ّ
:الحد

 
دسي و

 
 هي

 
الي و

 
ي
 
 لمت

0u0
n

nu u q  

1u1
1

n
nu u q   

n p
n pu u q  p 

u0 u1 u2. . . . . . . . . . . . . . u
n

¥ q ¥ q

¥ qn

¥ q ¥ q

(((( ))))nu هندسية أساسها متتاليةq.   

5 88u 8 و= 11u 100u.   5 وqأحسب . = 10u 1 و=

2
q =    .2u و0uأحسب . −

متتالیة ھندسیة أساسھا     وحدّھا الأول     .                                ●(((( ))))nuq0uصل في كلّ حالة المتتالیة بحدّھا العام.

(un)

1. q = 3 et u0 = –4 a. un = (–3)n × 4

2. q = –3 et u0 = 4 b. un = (–4)n × 3

3. q = 4 et u0 = –3 c. un = –3 × 4n

4. q = –4 et u0 = 3 d. un = (–4) × 3n

معرّفة بـ الحدّ العام

[2]
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●

[2]

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

  

■■

 :الحل  

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

استؼذ نهثكانىسٌا يغ تىايً )تىايً ػًش([8] :

[8]

: [2]© Cned – Académie en ligne

[2]

 

abc 

cba

• 

               

[11] : الأستار )تخذج أيٍٍ(يزكشاخ 
  

:
 
دسي و

 
 هي

 
الي و

 
ي
 
ر مت

ّ
ي 
 
غ
 
اه ت ح 

ّ 
ت  ا 

2a c b 

¥ q ¥ q

:
 
دسي

 
 الهسط الهي

 

: إتّجاه تغيرّ متتالية هندسية يتعلقّ u0q بإشارة      وَ      لأنَّّ

un+1 − un = q × un − un = un(q − 1) = u0 × qn(q − 1)

u0 < 0 u0 > 0

q < 0

0 < q < 1

q = 1

q > 1

(un) رتيبة غير

(un)تماما متزايدة

(un)متناقصةتماما
(un)ثابتة

(un) رتيبة غير
(un)تماما متزايدة

(un)متناقصةتماما
(un)ثابتة

 حالات خاصة:    إذا كان       فإنهّ إبتداء من    كل الحدود معدومة.
E إذا كان      فإنَّّ كل الحدود معدومة.                  

E



q = 0u1

u0 = 0

qu0لكل متتالیة ھندسیة       أساسھا    ،صل الكلمة المناسبة لرتابتھا المحتملة ، وذلك حسب قیمة الحد      المرفق (un).

1      (

2      (

q(un)

1. q = 5

2. q = –5

3. q = 0,5

u0 = 4,21

u0 = –4,21

الأساس     لـ الرتابة
رتيبة غير

تماما متزايدة
متناقصةتماما

q(un)

1. q = 5

2. q = –5

3. q = 0,5

الأساس     لـ الرتابة
رتيبة غير

تماما متزايدة
متناقصةتماما

■■

[10]15: تطبيق

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  
)لتكن  )nuالية هندسية متزايدة وحدودها سالبة  متت.  

 .ما يمكن القول عن أساسها  

1:إذا علمنا أن  3

1

4
u u× 1 و= 2 3

19

12
u u u+ + =   .1u ، 2u ، 3uأحسب −

 ●

      (1

      (2.

[2]

[11]
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 •

 

■■

[13]16: تطبيق

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

: [2]© Cned – Académie en ligne

[2]

 

               

[11] : الأستار )تخذج أيٍٍ(يزكشاخ 
  

[11]

 
م

مهع الجدود:  ج 

= +1 E

 

:
 
لو

 
مي

 

 ا

S =  E

E

E 

 

5      (

      (6

 7      (

 

مجموع حدود متتالية هندسية يعطى بالعلاقة التالية: 
 عدد الحدود

 1
1n

qS
q

 
   

 

u0 + u1 + … + un = u0 × 
−−
−−

++q
q

n1   
1   

1

S = u1 + u2 + … + un = u1 × 
−
−−

q
q

n1  
1   

 = up + up + 1 + … + un = up × 
−−
−−

q
q

n-p+11   
1   

S

 nv 1
2

3
n

n

v
 

  
 

)الأساس  
1

3
q    0و الحد الأول 2v ) 

و لتكن المتتالية  nw  حيث  n nv w a  ) مع  عددa حقيقي غير معدوم(  

احسب المجامیع والجداءات التالیة •

متتالیة ھندسیة حیث

01 1 .... nS v v v    

 
0 1

4

1 1 1
....

n

S
v v v

     

 03 1 .... nw wS w   
0 12 2.... nS v v v     

0 25 2.... nS v v v     

1 0 1 .... nP v v v     
 06 1ln ln .... ln nv v vS     ) بطريقتين( 

 

1      (

      (2

 

 

3      (

4      (

 يجايٍغ وجذاءاخ انًتتانٍاخ )ػثهح يدًذ أيٍٍ(  : [13]

 

:
 
هي رة

 
ش
 و

 
همو

م
داءات    ع وج 

امت ج 
ٛ م

a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
مرة m

= ma

a× a× · · · × a︸ ︷︷ ︸
مرة m

= am

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

a× a2 × a3 × · · · × an = a1+2+3+···n = a

n(n+ 1)

2

  

■■

 :الحل  

  انًجايٍع وانجذاءاخ فً انًتتانٍاخ انعذدٌح )يجاهذ خثٍة(  : [15]

[15]
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)بدلالة
 

) 

𝑢
𝑛

=
𝑢

+
𝑛

𝑟
 

)بدلالة 
) 

𝑢
𝑛

=
𝑢

+
ሺ𝑛

ሻ𝑟
 

>
0

 
تزا

: م
يدة تماما .

 

<
0

 
صة تماما .

ناق ت : م
 

=
0

  
تة . : ثاب

 

 
𝑆

=
(عدد الحدود)

+الحد الأول)
(الحد الأخير

2
 

 

𝑎  
 و

𝑏  
 و

𝑐  
تابعة ت ث حدود م

لا
ث

 

𝑎
+

𝑐
=

𝑏
 

)بدلالة
) 

𝑣
𝑛

=
𝑣

×
𝑞

𝑛
 

)بدلالة
) 𝑣

𝑛
=

𝑣
×

𝑞
𝑛

 

<
0

  :
بة ي ت رت

س
ي ل

 .
 

=
1

 
 :

تة ثاب
 .

 

0
<

<
1

  
 :

𝑣
0

>
0

  :
صة تماما

ناق ت م
 .

 

                         
𝑣

0
<

0
  :

تزايدة تماما 
م

. 

>
1

  :
     

 
𝑣

0
>

0
 : 

تزايدة تماما
م

. 

                         
𝑣

0
<

0
 : 

صة تماما
ناق ت م

. 𝑆
=

(الحد الأول)
(

1
−

𝑞
عدد الحدود

1
−

𝑞
          )

 

𝑎  
 و

𝑏  
 و

𝑐  
تابعة ت ث حدود م

لا
ث

 

𝑎
×

𝑐
=

𝑏
 

ቊ=
 

ل الحد 
ي دل

 
ول ل الحد الأ

ي دل
 

1 

 

+
 

بر من
ك أأ

1 
صغر من 

أأ
1 

 
0

 
 

تزايدة
م

 
تماما

 
تة ثاب

 
صة تماما

ناق ت م
 

صة تماما
ناق ت م

 
تزايدة تماما

م
 

>
0

  
 

lim
𝑛

→
+

∞
𝑢

𝑛
=

∞
  

<
0

  
 

lim
𝑛

→
+

∞
𝑢

𝑛
=

∞
 

 

=
0

  
 

lim
𝑛

→
+

∞
𝑢

𝑛
=

𝑢
0   

  

 

≤
−

1
    

 
lim

𝑛
→

+
∞

𝑞
𝑛

=
  

 𝑣
𝑛

  −
1

<
<

1
  

 
lim

𝑛
→

+
∞

𝑞
𝑛

=
  

 𝑣
𝑛

 
 

=
1

      
 

lim
𝑛

→
+

∞
𝑞

𝑛
=

 𝑣
𝑛

  

>
1

      
 

lim
𝑛

→
+

∞
𝑞

𝑛
=

 
 𝑣

𝑛  

في حالة 
ط 

فق
 

 

 

ة يدًذ(
ط رهٍُح )تىندهٍ

خشائ
 

[14]

: [14]
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17: تطبيق

9
:

 
عرت ف

 
 ت

الدرس

 
●

[10]

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

■

 

3      (    

 

[8]

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

 

●

 

 :المتتاليتان المتجاورتان

 nu nv lim 0n nn
u v


   ●

nunv )()(
:
 
ة
 
مي رهث

  
W

0
v

VQ URS
1
v 0

u
1
u

2
v

2
u

 nu nv

0 12u 0 1v n1

2

3

n n
n

u v
u 


1

3

4

n n
n

u v
v 


 

nn n nw u v 3 8n n nt u v 

  nwnwn nw

  nt nt 

  nu nv 

 nunv 4      (
     

1      (     
2      (     

   

■■

 :الحل  

[10]

  
استؼذ نهثكانىسٌا يغ تىايً )تىايً ػًش([8] :

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

[5]
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■■

18: تطبيق

10
 

الدرس

 
●

[2]

 

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 

●

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

:                      التمثيل البياني لمتتاليت معرفت بالعلاقت التراجعيت   un+1= f (un)

:
 
ة
 
طرت ق

  C  ٍfالمجاور، في الشكل 
0Aالنقطة  على محور الفواصل، ثم0u   العدد الحقيقي 

، نرمز إلى 0uCذات الفاصلة  
1فيكون  1uبالرمز  0Aترتيب  0( )u f u=.  

1u  المستقيم من  لاستفادةباعلى محور الفواصل∆ 
yمعادلته  الذي x=، 1u  هي فاصلة نقطة تقاطع∆ 

1yالذي معادلته  والمستقيم u=.  

2فيكون  2u، بالرمز 1u، التي فاصلتها 1ACنرمز إلى ترتيب النقطة  1( )u f u=     .
2u المتوالية  بهذا لتعيين القيم . ونتابعكما في السابق ∆المستقيم من  لاستفادةعلى محور الفواصل با

)للمتتالية  )nu 1 ( )n nu f u+ =.  

في معلم متعامد ومتجانسھو التمثیل البیاني للدالة(   )
(

O;
−→

i ,
−→

j
)

نعیّن

(   )على التمثیل البیاني

(   )نعیّن

(   )

نعیّن(   )من
(   )

المعرّفة بالعلاقة التراجعیة

0
A

1
A

2
A

x

y

∆

C

0
u

1
u

1
u

2
u

2
u

3
u

3
u

  

(   )

(   )

 j

 iO

●

●

.  (un)في كلّ حالة من الحالات التالیة ، مثل على حامل محور الفواصل الحدود الأولى للمتتالیة       ، ثّم ضع تخمیناً حول اتّجاه تغیّرھا ونھایتھا

∆

42

2

0

4 )(

�f )(
y

x

∆

�f

1 2 3 40

1

–1

4

2

3

 

1      (     
r
w
q

u0 = 1

    –0,2un (un – 10)un + 1 = f (un)  = 

 

2      (     
r
w
q

u0 = 0

un + 1 = f (un) 

)(

)(

2

2

4

6

4 6

y = 2x + 1
y = x

0

 

3      (     
r
w
q

u0 = 0

un + 1 = 2un + 1 

■

   

■■

 :الحل  

[5]

: [2]© Cned – Académie en ligne
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تحقق من فهمك الجيد للدرس:

 

 مــــــراجعة سريعة

■

1  

2 

 

أجة ب "صح" أو " خطأ:

                        

                         

                     

                     
                             

             
 

  

  

  

  

  
  

  

 

3 

4 

5 

◊

6 

 
7 

 

8 

 

9 

 

10 

 
11 

 
12 

  

  

 الديوان الوطىي للامتحاواث والمسابقاث[4] :

[4]
co
ll
ec
ti
o
n

TS SPÉCIFIQUE : [6]

الانتقال 
 
لـــــــى الحـــــال  

  

 
  

   

     

  

  

    

  

     

      

   

  

[6]

نفرض صحة لبرهان على صحة خاصية ل

 .و نبرهن صحة

p(n)

p(n)p(n+1)

 

   
4 : حيث n u ( )المتتالية 3 n u n = − 

 تراجعية
 هي متتالية

. 

n u : المعرفة بالعبارة المتتالية an b = + 

  و حدها الأول  حسابية أساسها هي متتالية

(v  )n

ab.

1 lim 
1000 

n 

n→+∞ 

  = +∞   
  

 

3 lim 0 
840 

n 

n→+∞ 

  =   
  

  

 lim 1 : النهاية
10 

n 

n→+∞ 

  −   
  

. غير موجودة

lim ( ) : كان إذا 0 n n n 
u v 

→+∞ 
−  فإن المتتاليتان =

( ) n V و  ( ) n u متجاورتان . 
 

100
 2 3 99  1 4 1 4 4 4 .... 4 

1 4 
− 

+ + + + + = 
− 

( ) ( )( ) 2 4 
3 5 7 ... 2 1 

2 
n n 

n 
+ 

+ + + + + = 

 . متباعدة كل متتالية حسابية غير ثابتة

 . كل متتالية هندسية متقاربة

 إذا كانت
n + 

0, lim  n u 
→ ∞ 

≠ = l l 

  . متقاربة n u ( ) فإن
 . إذا كانت متتالية محدودة فهي متقاربة

 
13  

)المتتالية )nu ِ1:  المعرفة بـ 3n nu u+ = −

  .متتالية متناقصة  هي 

 
14 

  
)المتتالية )nuالمعرفة على ℕ بالعلاقة 

( )1
n

nu =    .1 و −1:  ، تقبل نهايتين −

 
15 

1يعطى الحدان 2v = ، 2 1v ) من متتالية= )nv 

)المتتالية . ℕالمعرفة على )nv2 هندسية أساسها

2

 16  

17    

20 18  

219  

المتتالیات       أدناه ، متتالیات ھندسیة ؟ 220  un)                (

a. « un + 1 = –3,14 un. »  b. « un + 1 = 3,14 + un. »
c. « un + 1 = π un. »  d. « un + 1 = π2un. »

e. « un + 1 = π – un. »  f.  « un + 1 = 
un

3,14
. »

  

■

[4][6] ٍّش يتتانٍح ػذدٌح: إتجاِ تغ

.unu0 = 2,5)                (اربط كلّ متتالیة      معرّفة أدناه برتابتھا المحتملة ، علماً أنّ

1. un + 1 = un – 2n  n ∈ ℕ a.

2. un + 1 = un + 0,2n n ∈ ℕ b.

3. un + 1 = –un  n ∈ ℕ c.

●

العلاقة التراجعیة
;
;
;

الرتابة
غیر رتیبة
متزایدة

متناقصة

.اربط كل متتالیة أدناه ، نفرض أنھا موجبة تماما ، برتابتھا●

1. un + 1 = (2 + n)un n ∈ ℕ a.

2. un + 1 = 0,2un n ∈ ℕ b.

3. un + 1 = un n ∈ ℕ c.

العلاقة التراجعیةالرتابة

متزایدة
متناقصة

;ثابتة
;
;

1. un = 7n + 0,3 avec n ∈ ℕ a.

2. un = –0,7n + 3 avec n ∈ ℕ b.

3. un = –1 avec n ∈ ℕ c.

4. un = n × (–4)n avec n ∈ ℕ d.

.un)                (اربط كلّ متتالیة      معرّفة أدناه برتابتھا المحتملة   ●

عبارة الحد العام الرتابة
متزایدة

متناقصة
ثابتة

غیر رتیبة
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 مــــــراجعة سريعة

co
ll
ec
ti
o
n

TS SPÉCIFIQUE : [6]

■

                         ![6]
الانتقال 

 
لـــــــى الحـــــال  40  فً ألمّ يٍ        ثاٍَح 

 اربط كل متتالیة      بمتتالیة      یمكننا مقارنتھا بھا ، 
ثمّ حّدد

●)un                ()vn                (

→+∞
lim u

n
n.

(un)
ℕ…

(vn)

1. un = 2n2 + cos(n)
2. un = 3n + (n + 1)10

3. un = –3n2 + sin(n)
4. un = –n – 1 – (–1)n

a. vn = –n

b. vn = 3n

c. vn = 2n2 – 1
d. vn = –3n2 + 1

معرّفة على     بـ ℕ… معرّفة على     بـ

...  ...1. 
→+∞
lim u

n
n = ...2. 

→+∞
lim u

n
n = 3. 

→+∞
lim u

n
n = 

4. 
→+∞
lim u

n
n =  ... ■

[6]  30 فً ألمّ يٍ        ثاٍَح

●

                         !

ℕ*
→+∞
lim u

n
n

اربط كلّ متتالیة       بزوج من المتتالیات       وَ       ، المعرّفة
على      ، بحیث یمكننا حصرھا بھما ، ثمّ حدّد

)un                ()vn                ((wn)

.

(wn) (vn)

1. ( )= 2 c+2 c2 c2 c2 c+ os
u

( )nnnn( )
nn

2. ( )= + ( )−−−−( )
1= +1111= + ( )1111( )

u
nn

n

3. ( ) ( )= +sin c( )n cn cn cn c( ) +n cn cn cn c+ os
u

n n( )n nn nn nn n( ) ( )n nn nn nn n( )n cn nn nn nn nn c( )n cn cn cn c( )n nn nn nn n( )n nn nn cn nn cn nn nn cn nn c( ) +n cn cn cn c+n nn nn nn n+n nn nn cn nn cn nn nn cn nn c+ osn nn nn nn nos
nn

a. = − 2v
nn    ; = 2w

nn

b. = 1v
nn    ;  = 3w

nn

c. = − 1v n
nn   ;  = + 1w n

nn

(un)
ℕ… …*ℕمعرّفتان على      بـ *معرّفة على     بـ

وَ

...  ...1. 
→+∞
lim u

n
n = ...2. 

→+∞
lim u

n
n = 3. 

→+∞
lim u

n
n = 

(wn)ℕ

= + −w n nn 1 .

 :=
+ ++ +

1
1

w
n nn n+ +n nn nn nn n+ ++ +n nn nn nn n+ +n .
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وجد معاذ تمریناً في الریاضیات مع حلّھ ، لكنھ یتضمن
أجزاء غیر مقروءة بسبب ملامستھ للحبر. ساعد معاذ

.على إیجاد الأجزاء التي خالطت بقع الحبر

■  
أجزاء يفمىدج:        

●

النص

الحــــــل

المتتالیة المعرّفة على    بـ

n ∈ ℕ أ. أثبت أنّھ ، من أجل كل

 :

 ,*n ∈ ℕ       ب. برّر أنّھ ، من أجل كل

جـ. استنتج أنّ

اذنوَ* ب. من أجل كل

وعلیھاذنكما أنّ

وأخیراً

حسب مبرھنة الحصراذنجـ. لدینا

أ. من أجل كلّ



BAT-01-P013-030_9782011201078.indd   16BAT-01-P013-030_9782011201078.indd   16 09/03/12   13:5609/03/12   13:56

A B C D

QUIZ
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المتتالیة       معرّفة على
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 لیس لھا
نھایة

ومن أجلإذا كانت

كبیر بالقدر الكافي            فإنّ متقاربة متباعدة نھایة
لا نستطیع تحدید

الانتقال 
 
لـــــــى الحـــــال  
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[4][5][9]

 : [4]
: [5]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ
انكتاب انًدزسً انسىزي

n 0 من أجل - 0 : لدينا =  . صحيحة p 0 ( ) و منه = 0

p ( ) نفرض صحة - n 1 ( ) و نبرهن صحة p n + 

: 1 ( ) ( ) : الفرضية   1 2 3 ... 
2 

n n 
p n n 

+ 
+ + + + = 

1 ( )( ) ( ) ( ) : المطلوب 2 
1 :  1 2 3 ... 1 

2 
n n 

p n n n 
+ + 

+ + + + + + + = 

( ) ( ) : لدينا

 

1 
1 2 3 ... ( 1) 1 

2 
n n 

n n n 
+ 

+ + + + + + = + + ( ) ( ) ( )( ) 1 2 1 1 2 
2 2 

n n n n n + + + + + 
= = 

p 1 ( ) : منه و n p ( ) : إذن . صحيحة + n صحيحة من أجل كل عدد طبيعي n . 

 B�4= np  
���F2 1 ″ ا� +≥ nn ″  
 
I� (� GHI0ا��p :  

�) أ��  0=n �&#-�  :10 20 
≤11:  أي ≤+HHI� B0: إذن .   وهp 
I�I�   


=\�ض I�np 2 1:  أي +≥ nn  (و=��ه 
I�
1+np  أي:    


 ا���ا�� �-#&� �Y�� (�  :1 2 +≥ nn @&�  :   و

):  أي  ) nn n 2 1 22 ++≥× @&�):  و ) nn n 2 1 2 1 ++≥+  

2 02 و	�����E� 0≥n Bن n∈n و	�� أن  ≥n 2 1 أي ≥n  


               =b�&�4 أن Z�0وا�                                   
Z�0ا� (�   

 ( ) 1 1 2 1 ++≥+ nn 2 2:  أي 1 +≥+ nn   @&� :و
1+np
I�I�  

�) أ�� آ�  :إذن n(� nنE�  1 2 +≥ nn.   

( ) nnn n 2  1  2 2 ++≥+

1  2 ≥n ( ) nn n 2  1 2 1 ++≥+

2 2 1 +≥+ nn

  
)ة الخاص  )E n المطلوبة هي  

 »4 2n    »3مضاعفٌ للعدد  +
04 صحيحة لأنها تنص على أنّ   E(0)الخاصّة  � 2 1 2 3+ = +   .3 ، مضاعف للعدد=
�  نفترض أن( )E n ،4 نّ إ أي صحيحة 2n    ثمُّ نلاحظ أنّ  .3مضاعفٌ للعدد  +

14 2 4 4 2 (4 2) 4 24 8 2 4( ) 6nn n n+ + = × + = + × − ++ = −  
4بحسب افتراضنا،  2n 4)4ذن ، إ3مضاعفٌ للعدد  + 2)n  يكونمن ثَمّ ، و 3مضاعفٌ للعدد  +
4(4 2) 6n + ). فالقضية 3لأنه مجموع مضاعفين للعدد  3مضاعفاً للعدد  − 1)E n ن إذصحيحة.  +

( )E n  صحيحة مهما كان العدد الطبيعيn.  

�( )E n

انؼًلاق فً انشٌاضٍاخ )تىاب َىسانذٌٍ( : [9]
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انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

[4][5][12]

   لدينا 
0 1 2 3 4 5

3 1 3 1 3 1n

n

u
  

  وهكذا نرى أنّ 

  
2بصيغة أخرى  nuويمكن التعبير عن  ( 1)nnu = + .        n، التي يمكن إثبات صحتها بدلالة −

3 :

1 :n

n
u

n

= 


 زوجي

 فردي
    الحل

2اذن بما ان المتتالیة معرفة على مجموعة الاعداد الطبیعیة فان الحد الذي رتبتھ 100 دلیلھ 99 ( 1)99
99u = + − = 1

���<<î×Â<íÊ†ÃÚ<íè�‚Â<íéÖ^jjÚ�<V{e�� 	 �� � 1 �
<Ñ†ËÖ]<ì…^�c<Œ…‚Þ<íéÖ^jjÚ<†fléÇi<å^Ÿ]<íÊ†Ã¹R@8C � R@

< <
< <��8� 	 �� � 1�� � 1 	 �� � 1� � 2����1� � 1 	 �� � 2�

Väé×Âæ<��8� � �� 	 ��� � 2�� � ��� � 1� 	 2� � 1 > 0<H< <
Váƒc<<íéÖ^jj¹]����<^Ú^³<ì‚è]ˆjÚJ< <

) الحد العام للمتتالية من الشّكل ) n
 

u f n = حيث ، f  0 ] ] على فة الدالة المعر;+  ( ) : بالعبارة ∞ 2 1 
3 

x f x 
x 

− 
= 

+ 
. 

f الدالة +,0 ] ] على قابلة للاشتقاق   ( ) : ولدينا ∞ 2 2 

2( 3) (2 1)(1) 7 ' 
( 3) ( 3) 

x x f x 
x x 

+ − − 
= = 

+ + 

+;0 ] ] من x من أجل كلّ ∞ ، ( )  0 f x ′ > . منه f 0 ] ] متزايدة  تماما على المجال;+ ∞ . 

.تماما متزايدة n u ( ) المتتالية تج أن نستن

)المتتالية لنتأمّل   )
0n n

w
≥

2وفق  ℕالمعرفة على  

3

n

nw
 =   

موجبة  nwجميع حدودها   .

1 لدينا تماماً، و  2

3
n

n

w

w

+  ، كانnأياً كان العدد الطبيعي ، إذن  .nأياً كان العدد الطبيعي  =

1 1n

n

w

w

+ 1n أو > nw w+ ). فالمتتالية > )
0n n

w
≥

  متناقصة تماماً. 

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ[4] : 
 
انؼثمشي فً انشٌاضٍاخ )تىػزج يصطفى([12] :

■■

[5][4][10]04: تطبيق

1  

つづく

 

 نجد ف : − n u 2 في البداية، نحسب
2 2 2 

2 2 2 

2 1 2 1 2 8 7 2 2 
4 4 4 n 

n n n u 
n n n 

+ + − − − 
− = − = = 

+ + +

 2 ندرس إشارة

7 
4 n 

− 
+ 

 n : 2 عدد طبيعي كلّ أجل من ، فنجد

7  0 
4 n 

− 
< 

+ 
. 

n : 2 عدد طبيعي كلّ من أجل ، وبالتالي 0 n u −  . > n u 2 أن أي . >
 . 2 على بالعدد محدودة من الأ n u ( ) إذن المتتالية

 
انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]
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[5][2]05: تطبيق

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

 
 

( )nu f nf0;
2 9x x

f x
x

x
2

2

9
'

x
f x

x
30x

0'f x

7
f x

( ) 7f xn

7nunu7

)(

)(
)(

)(

[[

2

2

2 2

2

1 2
1 1 0

1 ( 1)1
1 2( 1)

3 3
1 ( 1)

 
1

0

n

n

n n n
u

n nn n

n n n
u

n nn n

+ +
− = − = ≥

+ −− +
+ + −

− = −
+ −− +

≥=

1ومنه يكون    3
n
u≤   .n، أيا كانت ≥

:لدینا

1. =u nu nu nu n=nunnnnu n

3. vn
n( )= −( )= −= −= −= −( )( )1111( )

f.  2

4. wn =

5. tn = 2

7. i =u nu nu nu n=nnn
a.

b.

c.
8. kn =

d.
9. on =

e.

10

(10.1)

n

n

6. sn =

 
7
5
Ê
ËÁ
ˆ
¯̃

n

 2−n

-ÊËÁ
ˆ
¯̃

4
5

n

×16 1 1−1 11 11 11 1− ,1
1 1−1 11 11 11 1− ,1

n

×10 1 0−1 01 01 01 0− ,5
0,5

n

 

7 0−7 07 07 07 0− ,1
2 0+2 02 02 02 0+ ,99

n

n  

− 3 × 1,2 n( )
n n

n

�5 3
4

n n-4 2

2. fn =

10. pn =

11. xn =

12. yn =

3,5

0

20

∞ +

 –∞

g. 

المتتالٔ٘اليَآ٘المتتالٔ٘

غير موجودة

■■

[5][2]06: تطبيق

1. =u nu nu nu n=nunnnnu n

f.  2

4. 

5. tn =

7. innn
a.

b.

c.
8. kn

d.
9. on =

e.

6. sn

 

2. fn

10. pn =

11. 

12. yn =

1

0

4

∞ +

 –∞

g. 

المتتالٔ٘اليَآ٘المتتالٔ٘

n
n
�
�

1
2

3. 2 3− −2 32 32 32 3− −22 322222 3v n= −v nv nv nv n= −2 3v nv nv nv n2 3n2 3nnnn2 3− −2 32 32 32 3− −nnnn− −nn2 3n2 3nn2 3n2 3− −nv nnnnnv n

= += +3= +3333= +
e

2n= +nnnn= +

 w n nn � - �� �� �1 2 32

( )( )+ −( )+ −+ −+ −+ −( )( )1111( )2n n

n
� �ÊËÁ

ˆ
¯̃2

1 2

 

((   )2n + 1
ππ = cos n   + 1

4 3

1

n

n

−

+

n
n� �1

102� �

( )( )( )+ −( )+ −+ −+ −+ −( )( )+ −+ −+ −+ −( )( )+ −+ −+ −+ −( )( )3333( )( )1111( )( )+ −+ −+ −+ −( )1111( )11+ −1+ −11+ −1+ −( )( )2222( )( )+ −+ −+ −+ −( )2222( )22+ −2+ −22+ −2+ −( )( )1111( )n n( )n nn nn nn n( )( )n nn nn nn n( )

 6

( )( )= −( )= −= −= −= −( )( )1 21 21 21 2( )( )= −= −= −= −( )1 21 21 21 2( )1 21 2= −1 2= −1 21 2= −1 2= −( )w nw n= −w nw nw nw n= −= −w nw nw nw n= −( )n nn nn nn n( )( )n nn nn nn n( )nnn

× −3 e
n

n

: [2]© Cned – Académie en ligne
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[10]    07: تطبيق

1   

2   

3   

    

( )nu0 �ِـ  معرفة 5u 1 و= 2n nu u+ = +.  
0لدينا 5u =، 1 7u 2 و= 7 5≤ 1إذن ≥ 02 u u≤ ≤.   

12نفترض  k ku u+≤ 14 يعني ≥ 2 2k ku u+≤ + ≤ ]لىبما أن الدالة الجدر التربيعي متزايدة تماما ع + [0;+ ∞ 

14فإن  2 2k ku u+≤ + ≤ 2أي + 12 k ku u+ +≤ ≤ 
n ، 12وحسب مبدأ التراجع نستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي  n nu u+≤ ≤.   

   

)من السؤال السابق ينتج أن المتتالية  )nu 2ونهايتها إذن هي متقاربة 2ومحدودة من الأسفل بالعدد  متناقصةl ≥.  

lim n
n

u l
→+∞

1lim إذن= n
n

u l+→+∞
1limجهة أخرىهذا من جهة ، ومن = lim 2 2n n

n n
u u l+→+∞ →+∞

= + = +

2lإذن  l= +.  

2lلدينا 2l و≤ l= 2 إذن + 2l l= 2 معناه + 2 0l l− − ) ومعناه = )( )1 2 0l l+ −  يكافئ =

2l 1lو أ= = 2lبما أن . − 2l فإن ≤ =.   

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

1(

2(
372

3(

■■

    08: تطبيق

1  

3  

2  

   

[10]

                 
1(

2(
372

3(

4  

6  

5  

   

2(
372

3( 8  

7  

   

1:  منnمن أجل كل 3n nu u+ − )ذن  إ= )nu  3متتالیة حسابیة أساسھا.   

1:  منnمن أجل كل 3n nu u+ − = ) إذن − )nu  3متتالیة حسابیة أساسھا− .   

1:  منnمن أجل كل 4 5n nu u n+ − = )غیر ثابتة إذن العبارة + )nu متتالیة لیست حسابیة .  

1:  منnمن أجل كل 2 1n nu u n+ − = )غیر ثابتة إذن العبارة + )nu متتالیة لیست حسابیة .  

3:  منnمن أجل كل 2
4
5n nu u+ +− = )   :  إذن− )nu4 متتالیة حسابیة أساسھا

5
2 وحدھا الأول−

3
5

u =.   

1: ∗ منnمن أجل كل
2
1n n

nu u
n+

+
− =

+
)غیر ثابتة إذن العبارة  )nu متتالیة لیست حسابیة .  

1:  منnمن أجل كل 2n nu u+ − ) إذن = )nu  2متتالیة حسابیة أساسھا.   

1:  منnمن أجل كل 5n n nu u u+ − = )غیر ثابتة إذن العبارة − )nu حسابیة  متتالیة لیست.  

ℕ

ℕ

ℕ

ℕ

ℕ

ℕ

ℕ

ℕ

1(

2(
372

.  3(

■■

[10]    09: تطبيق

1  

3  

2  

   

15 0 15u u r= 15 ومنھ + 0 4
15

u u
r

−
= 2007 ؛ = 0 2007 8027u u r= + =.   

( )0 17 10 17u u r= + =−.   

 ( )15 15nu u rn= + 53n ونجد − =.   

10 5 10
10 5

u u
r

−
= = −

−
5 ؛  5 15nu u

n
r
−

= + =.   3( 4      
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[6]    10: تطبيق

1(

2(
372

3(

■■

    11: تطبيق

1  

3  

2  

   

[10]

                 

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 3 ⇒ 3𝑢1 = 3 ⇒ 𝑢1 = 1  

𝑢0 × 𝑢1⏟
=1

× 𝑢2 = −24 ⇒ 𝑢0⏟
𝑢1−𝑟

× 𝑢2⏟
𝑢1+𝑟

= −24 ⇒ (1 − 𝑟)(1 + 𝑟) = −24 ⇒ 1 − 𝑟2 = −24 ⇒ 𝑟2 = 25 

𝑟فإنّ ،  (𝑢𝑛)بما أنّ السؤال لم يحددّ طبيعة المتتالية  = 𝑟أو  5− = 5 

 𝑟 = −5 ⇒ 𝑢0 = 1 − (−5) = 6 ; 𝑢2 = 1 + (−5) = −4 ⇒ (𝑢0, 𝑢1, 𝑢2) = (6,1, −4)  

 𝑟 = 5 ⇒ 𝑢0 = 1 − 5 = −4 ; 𝑢2 = 1 + 5 = 6 ⇒ (𝑢0, 𝑢1, 𝑢2) = (−4,1,6)  

 يق :التحق

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 6 + 1 − 4 = 3  ; 𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 = 6 × 1 × (−4) = −24  

لىاعد أساسٍح  )واضدً عثد انكسٌى([6] :

( )63 22685 67
2

S = =+.   

S1 هو مجموع حدود متتابعة من متتالية         أساسها

2
 1 3 5

1 2 ... 10
2 2 2

S = + + + + + حسابیة  .+

1وحدها الأول 

1

2
a )؛ = )1

1 1
1

2 2na a n n
 = + − = 
 

10naإذن    20n معناه= 20 وبالتالي= 1
10

2 2
S

 = + 
 

  

105Sأي  =.  

2 1nu n= ) ؛ + )51 26011 101
2

S = =+.   

3( 4  ( ) ( )17 7 3 13 23 33 43 53 12 2 8 18 28 38 48S = + − − − − − − + + − − − − −

( ) ( )74 27017 53 12 48
2

S = + = −− −  

■■

[10]    12: تطبيق

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

1° ( )nu3 ھندسیة وr = .   2° ( )nu3.    سیة   لیست ھند°( )nu4 ھندسیة و
3

r =.   

4°( )nu9 ھندسیة وr =   . 5°( )nu4 ھندسیة وr =.   6° 

7° ( )nu 8.   لیست ھندسیة° ( )nu2 ھندسیة وr =.   

1 1
3

n
n

n

u
u

u
+ ) ؛= )nu لیست ھندسیة  .  

1(2(
372

3(

1  

5  

2  

   
3( 6  

3( 3     

3( 4  

3( 7  
   

3( 8  

■■

    13: تطبيق

(un)

1. q = 3 et u0 = –4 a. un = (–3)n × 4

2. q = –3 et u0 = 4 b. un = (–4)n × 3

3. q = 4 et u0 = –3 c. un = –3 × 4n

4. q = –4 et u0 = 3 d. un = (–4) × 3n

معرّفة بـ الحدّ العام ●3 1
8

q 1 ومنھ =
2

q 100 ؛ = 92

11
2

u =.   ●

0 320u = 2 ؛ − 80u = −.   

1° 

4°

1( 1  

3( 2  

[10][2]
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[2]    14: تطبيق

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

1      (

2      (

q(un)

1. q = 5

2. q = –5

3. q = 0,5

u0 = 4,21

u0 = –4,21

الأساس     لـ الرتابة
رتيبة غير

تماما متزايدة
متناقصةتماما

q(un)

1. q = 5

2. q = –5

3. q = 0,5

الأساس     لـ الرتابة
رتيبة غير

تماما متزايدة
متناقصةتماما

■■

[10]    15: تطبيق

0 1r< < 1° 

4°

1( 1  

3( 2  
2

1
2

u = 212 ثم نحل المعادلة− 13 3 0x x+ + = ، 25∆ = ، 3'
4

x = − ، 1"
3

x =  وبما أن المتتالیة −

1متزایدة فإن 
3
4

u = − ، 2
1
2

u = − ، 3
1
3

u = −.   

 

: [2]© Cned – Académie en ligne
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[13]    16: تطبيق

1° 

4°

1( 1  

3( 2  

01 1 .... nS v v v    
المتتالية  nv  1هندسية أساسها

3
q   0الأول وحدها 2v   إذا

1
1

1
3

2
2

3

n  
  
  

 
 
 

 
0 1

1 0

1

1

nq
S v

q

  
  

 

1
1

3 1
3

n  
      

 

2S  عبارة عن مجموع متتالية هندسية أساسهاq 0وحدها الأولv   و لكن الإختلاف مع
1S  يكمن في عدد الحدود فقط  

إذا 

2 1

3

2

3

1
1

2

n  
  
  

 
 
 

 
2 0 1

2 0

1 9

1 9

n

vS

  
 
 
 

 
2 1

1
3 1

3

n  
      

المتتالية  nw سية ندبدلالة المتتالية الهمكتوبة ها لا حسابية و لا هندسية و لكن nv   لديناn nw v a  

نكتب كل حدود لمتتالية  nw   بدلالة حدود المتتالية nv :فيصبح لدينا 

4°3( 3  

3 0 1 . ns v a v a v a       

نجمع حدود المتتالية   nv  لوحدهم و الأعداد a إذا  لوحدهم أيضا
2

3 0 1
.... n

S

v v v aS a a a        
 

(n+1)مرة

حدود المتتالية لأن كل حد من  aحد من الأعداد  1nهناك  nv  يرافقه عددa    إذا 3 1 1S S a n    つづく

0 12 2.... nS v v v     

 03 1 .... nw wS w   

 
 يجايٍغ وجذاءاخ انًتتانٍاخ )ػثهح يدًذ أيٍٍ(  : [13]
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4°3( 4  

1لدينا  1 1
3

21
2

3

n

n

nv
  

 
 
 

إذا بعد البرهان نجد أن   
1

n

 
 
 

هندسية أساسها متتالية  
1

3
q


و حدها الأول  
0

1 1

2v
   إذا  نطبق قانون مجموع متتالية هندسية فنجد 

1
11 1 3 1

3 1
2 2 4

n
n


 

   
 

4S  

 
0 1

4

1 1 1
....

n

S
v v v

     

4°3( 5
5

   0 25 2.... nS v v v     

22نلاحظ أن  2

2 2 0

.n

n

v v
q

v v

  ( علىحد كل قسمة )5 إذا المجموع   الحد الذي يسبقهS  هو مجموع متتالية

نسميها  0vو حدها الأول  2qهندسية أساسها  2

0

n

nx v q    إذا 
0 1

2

0 2

1

1

n

q
v

q

  
 
 
 

 
5 0 1

.... nS x x x     

4°3( 6
5

   1 0 1 .... nP v v v     
نكتب كل حدود المتتالية  nv  0بدلالةv  وq  بإستخدام عبارة الحد العام لمتتالية هندسية أي

0

n

nv v q  

إذا 
2

1 0 0 0 0. nv v q v q qP v     1 2

0 0 0.... .... nv v v q q q        1 1 2 . ..

0

.n nv q    

1نلاحظ أن  2 3 .... n     المجموع بدأ من )لاحظ أن  و حدها الأول   حسابية أساسها هو مجموع لمتتالية

 ( هو و الفرق بين حد و الحد الذي يليه 

(n+1)مرة

111

حسابية نجد تتالية مجموع مإذا بعد تطبيق قانون 1 1
1 2

2

n n
n


   

و منه 

 1

2
1 1

2
3

n n

n



  
  

 

 1
1 2

1 0

n n

nP v q



   

06 1ln ln .... ln nv v vS      4°3( 7   
نكتب كل حدود المتتالية   بتطبيق خواص الدالة اللوغاريتمية: 1طريقة  nv  0بدلالةv  وq  أي

0بإستخدام عبارة الحد العام لمتتالية هندسية 

n

nv v q :2فنجد

0 06 0 0ln ln ln . ln nS v v q v q v q         

lnنطبق خاصية الدالة اللوغاريتمية  ln lna b a b     2يصبح لدينا

0 0 06 0ln ln ln ln ln .... ln ln nv v q v qS v q         
lnبتطبيق خاصية الدالة اللوغاريتمية  lnna n a   و بجمع الحدود

0ln v  و الحدود من الشكل لوحدهمln nq

0  لوحدهم نجد  0 0

( 0 1)

6 ln ln .... ln ln 2ln . ln

n

v v v q q n qS

 

         
مرة

   06 1 ln 1 2 . lnn v qS n     

 
 

0

1
1 ln ln

2

n n
n v q


   

إذا  
 

6

1 1
2 1 ln

2 3

n n
S n


   

つづく
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lnنستخدم العلاقة  المتتالة الهندسية()شرط أن نكون قد وجدنا جداء  :2طريقة  ln lna b a b   

نجد 
1ln P  16 0ln . nv vS v     

  إذا
 2

1 2
0ln ln

n n

nv q



 
 

1

6

1

2
0ln

n n

nS v q




 

   
 

  
0

2
( 1) ln ln

2

n n
n v q


   

■■

[10]    17: تطبيق

1° 

4°

1( 1  

3( 2  

4°3( 3   

2 3

3 4

n n n nu v u v 
   

         1

4 8 3 9

12 12

n n n n n n
n

u v u v u v
w 

   
   1أي

1

12
n nw w . 

إرن           nw
1

12
q0 11w. 

n
1

11
12

n

nw
1

1 1
12

 nwlim 0n
n

w

   
1 1 1

3 2 8 3
3 8

3 4

n n n n

n n n

u v u v
t u v  

 
   

1 2 2 6 3 8n n n n n n nt u v u v u v      1n nt t ( )nt

0lim 44n
n

t t

1

2 2 3

3 3

n n n n n
n n n

u v u v u
u u u

  
   

 
1

2 2

3 3

n n

n n n

u v
u u w

 
   

1

22 1

3 12

n

n nu u

 
    

 
n1 0n nu u   nu

1

3 3 4

4 4

n n n n n
n n n

u v u v v
v v v

  
   

 
1

1

4 4

n n

n n n

u v
v v w


  

1

11 1

4 12

n

n nv v

 
   

 
n1 0n nv v   nv

lim 0n
n

wn n nw u v lim 0n n
n

u v

 nu nv0 nu nv

 nu nv

 nu nv

0lim 44n
n

t tlim 3 8 44n n
n

u v

lim lim 4n n
n n

u v

4°3( 4   

  انكتاب انًذسسً انجزائشي : [10]

1nv 1nu w 1n
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[2]    18: تطبيق

)ا تخمين: )nu  تماما ومتقاربة 

 

∆

42

2

0

4

u 1 = f (u0)

u2 = f (u1)

u0 u1 u2 u3

u3 = f (u2) )(

4°3( 1   

5نحو متزایدة

�f )(y

x

�f

1 2 3 40

1

–1

4

2

3

)(

)(

)ا تخمين: )nu  متزایدة تماما ومتقاربة

0u

)0u(f = 1u

1u

)1u(f = 2u

u u2

)2u(f = 3u

3u

∆

4°3( 2   

2

2

4

6

4 6

y = 2x + 1
y = x

0

0u u1 u2 3u

 
4°3( 3   

)ا تخمين: )nu   نحوتماما ومتباعدةمتزایدة+∞

: [2]© Cned – Académie en ligne
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 8

 

تحقق من فهمك الجيد للدرس:

 

 

■

1  

2 

 

أجة ب "صح" أو " خطأ:

                        

                         

                     

                     
                             

             
 

  

  

  

  

  
  

  

 

3 

4 

5 

◊

6 

 
7 

 

8 

 

9 

 

10 

 
11 

 
12 

  

  

 الديوان الوطىي للامتحاواث والمسابقاث[4] :

[4]
co
ll
ec
ti
o
n

TS SPÉCIFIQUE : [6]

 

  

 
  

   

     

  

  

    

  

     

      

   

  

[6]

نفرض صحة لبرهان على صحة خاصية ل

 .و نبرهن صحة

p(n)

p(n)p(n+1)

 

   
4 : حيث n u ( )المتتالية 3 n u n = − 

 تراجعية
 هي متتالية

. 

n u : المعرفة بالعبارة المتتالية an b = + 

  و حدها الأول  حسابية أساسها هي متتالية

(v  )n

ab.◊

1 lim 
1000 

n 

n→+∞ 

  = +∞   
  

 

3 lim 0 
840 

n 

n→+∞ 

  =   
  

  
◊

 lim 1 : النهاية
10 

n 

n→+∞ 

  −   
  

. غير موجودة

lim ( ) : كان إذا 0 n n n 
u v 

→+∞ 
−  فإن المتتاليتان =

( ) n V و  ( ) n u متجاورتان . 
 

100
 2 3 99  1 4 1 4 4 4 .... 4 

1 4 
− 

+ + + + + = 
− 

◊

( ) ( )( ) 2 4 
3 5 7 ... 2 1 

2 
n n 

n 
+ 

+ + + + + = ◊

◊ . متباعدة كل متتالية حسابية غير ثابتة

 . كل متتالية هندسية متقاربة

 إذا كانت
n + 

0, lim  n u 
→ ∞ 

≠ = l l 

◊  . متقاربة n u ( ) فإن

 . إذا كانت متتالية محدودة فهي متقاربة
 

13  

)المتتالية )nu ِ1:  المعرفة بـ 3n nu u+ = −

  .متتالية متناقصة  هي 

 
14 

  ◊
 

15 

 16  

17  

218  

219  

المتتالیات       أدناه ، متتالیات ھندسیة ؟ 220  un)                (

a. « un + 1 = –3,14 un. »  b. « un + 1 = 3,14 + un. »
c. « un + 1 = π un. »  d. « un + 1 = π2un. »

e. « un + 1 = π – un. »  f.  « un + 1 = 
un

3,14
. »

  
◊

◊ ◊

◊

■
[4][6] ٍّش يتتانٍح ػذدٌح: إتجاِ تغ

.unu0 = 2,5)                (اربط كلّ متتالیة      معرّفة أدناه برتابتھا المحتملة ، علماً أنّ

1. un + 1 = un – 2n  n ∈ ℕ a.

2. un + 1 = un + 0,2n n ∈ ℕ b.

3. un + 1 = –un  n ∈ ℕ c.

●

العلاقة التراجعیة
;
;
;

الرتابة
غیر رتیبة
متزایدة

متناقصة

.اربط كل متتالیة أدناه ، نفرض أنھا موجبة تماما ، برتابتھا●

1. un + 1 = (2 + n)un n ∈ ℕ a.

2. un + 1 = 0,2un n ∈ ℕ b.

3. un + 1 = un n ∈ ℕ c.

العلاقة التراجعیةالرتابة

متزایدة
متناقصة

;ثابتة
;
;

1. un = 7n + 0,3 avec n ∈ ℕ a.

2. un = –0,7n + 3 avec n ∈ ℕ b.

3. un = –1 avec n ∈ ℕ c.

4. un = n × (–4)n avec n ∈ ℕ d.

.un)                (اربط كلّ متتالیة      معرّفة أدناه برتابتھا المحتملة   ●

عبارة الحد العام الرتابة
متزایدة

متناقصة
ثابتة

غیر رتیبة

  . وحیدةمتتالیة نھایة فإنھا تكون خطأ لأن إذا قبلت 

           
)لا یمكن الحكم علىخطأ لأنھ  )nv أنھا ھندسیة من 

  .  فقط 2v و1vالحدین 
 لأن كل متتالية متناقصة هي محدودة صحيحة

  .من الأعلى بحدها الأول
 0كل متتالية متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد

  لأن نهايتها موجبةجملة خاطئةفتكون نهايتها معدومة ، 

                          

ويمكن أن تكون غير معدومة 

إذا كانت متتالية متزايدة فإنها محدودة من الأسفل بحدها 
  .صحيحةالأول؛ والجملة المعطاة 

 سريعةالمــــــراجعة حل ال  
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 مــــــراجعة سريعة

co
ll
ec
ti
o
n

TS SPÉCIFIQUE : [6]

■

                         ![6]  40  فً ألمّ يٍ        ثاٍَح

 اربط كل متتالیة      بمتتالیة      یمكننا مقارنتھا بھا ، 
ثمّ حّدد

●)un                ()vn                (

→+∞
lim u

n
n.

(un)
ℕ…

(vn)

1. un = 2n2 + cos(n)
2. un = 3n + (n + 1)10

3. un = –3n2 + sin(n)
4. un = –n – 1 – (–1)n

a. vn = –n

b. vn = 3n

c. vn = 2n2 – 1
d. vn = –3n2 + 1

معرّفة على     بـ ℕ… معرّفة على     بـ

+∞  − ∞1. 
→+∞
lim u

n
n = +∞2. 

→+∞
lim u

n
n = 3. 

→+∞
lim u

n
n = 

4. 
→+∞
lim u

n
n =  − ∞ ■

[6]  30 فً ألمّ يٍ        ثاٍَح

●

                         !

ℕ*
→+∞
lim u

n
n

اربط كلّ متتالیة       بزوج من المتتالیات       وَ       ، المعرّفة
على      ، بحیث یمكننا حصرھا بھما ، ثمّ حدّد

)un                ()vn                ((wn)

.

(wn) (vn)

1. ( )= 2 c+2 c2 c2 c2 c+ os
u

( )nnnn( )
nn

2. ( )= + ( )−−−−( )
1= +1111= + ( )1111( )

u
nn

n

3. ( ) ( )= +sin c( )n cn cn cn c( ) +n cn cn cn c+ os
u

n n( )n nn nn nn n( ) ( )n nn nn nn n( )n cn nn nn nn nn c( )n cn cn cn c( )n nn nn nn n( )n nn nn cn nn cn nn nn cn nn c( ) +n cn cn cn c+n nn nn nn n+n nn nn cn nn cn nn nn cn nn c+ osn nn nn nn nos
nn

a. = − 2v
nn    ; = 2w

nn

b. = 1v
nn    ;  = 3w

nn

c. = − 1v n
nn   ;  = + 1w n

nn

(un)
ℕ… …*ℕمعرّفتان على      بـ *معرّفة على     بـ

وَ

0  01. 
→+∞
lim u

n
n = 12. 

→+∞
lim u

n
n = 3. 

→+∞
lim u

n
n = 

(wn)ℕ

= + −w n nn 1 .

 :=
+ ++ +

1
1

w
n nn n+ +n nn nn nn n+ ++ +n nn nn nn n+ +n .

    0 ≤ wn ≤ 1
2 n

.

=
→+∞
lim w

n
n ..

n

 

∈

 

ℕ, 

=wn

    
= + −

+ +
=

+ +
1+ −1111+ −
1+ +1111+ +

1
1+ +1111+ +

n n+ −n nn nn nn n+ −+ −1111+ −n nn nn nn n+ −n nn n1n n1n nn n1n n1+ −
n nn n+ +n nn nn nn n+ ++ +1111+ +n nn nn nn n+ +n nn n1n n1n nn n1n n1+ + n nn n+ +n nn nn nn n+ ++ +1111+ +n nn nn nn n+ +n nn n1n n1n nn n1n n1+ +

.

n ∈ ℕ  , 

wn ≥ 0.

n + 1 ≥ n+ ≥1n nn nn n+n nn nn nn n+ ≥n nn nn nn n≥1n nn nn nn n1

+ +
≤1

1+ +1111+ +n nn n+ +n nn nn nn n+ ++ +1111+ +n nn nn nn n+ +n nn n1n n1n nn n1n n1+ +
wn ≤ 1

2 n
.

= == == =
→+∞ →+∞
lim 0 lim= =limlimlimlim= =1

2
0

nn n→+n nn nn nn n→+∞ →n nn nn nn n∞ →

→+∞
lim w

n
n

وجد معاذ تمریناً في الریاضیات مع حلّھ ، لكنھ یتضمن
أجزاء غیر مقروءة بسبب ملامستھ للحبر. ساعد معاذ

.على إیجاد الأجزاء التي خالطت بقع الحبر

■  
أجزاء يفمىدج:        

●

النص

الحــــــل

المتتالیة المعرّفة على    بـ

n ∈ ℕ أ. أثبت أنّھ ، من أجل كل

 :

 ,*n ∈ ℕ       ب. برّر أنّھ ، من أجل كل

جـ. استنتج أنّ

اذنوَ* ب. من أجل كل

وعلیھاذنكما أنّ

وأخیراً

حسب مبرھنة الحصراذنجـ. لدینا

أ. من أجل كلّ

    0 

�√n + 1 − √n��√n + 1 + √n�
√n + 1 + √n

√n + 1 > 0 √n > 0 

1
√n + √n

 = 0. 
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A B C D

QUIZ

 .حٛالصحٗ ) أٔ الأجٕبٛ ( الإجابٛ حٕه إطاز  ضع ، التالٗٛ الأسئمٛ وَ سؤاه لكن

01 Pn

« 3n ≥ n + 2 ».

Pn + 1      :
« 3n + 1 ≥ n + 2 »

« 3 × 3n ≥ 
(n + 1) + 2 »

« 3n + 1 ≥ n + 3 » « 3n + 1 ≥ n + 3 »

02

« 13 + 23 + ... + n3 = 
n n( )n n( )( )( )( )n n( )++++( )














 














( )1111( )

2

2

 ».
« 14 + 24 + ... + n4  

= 
n n( )n n( )( )( )( )n n( )++++( )














 














( )1111( )

2

3

 »

« 23 + 33 + ... +
(n + 1)3  

= 
n n( )n n( )( )( )( )n n( )n n( )( )( )( )n n( )+ ++ ++ ++ +( )n n( )( )( )( )n n+ ++ ++ ++ +n n+ ++ +( )+ +( )+ ++ +( )+ +( )n n














1 2( )1 21 21 21 2( )( )1 21 21 21 2( )+ +1 21 21 21 2+ +n n+ ++ ++ ++ +n n1 21 21 21 2n n1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +n n( )+ ++ ++ ++ +( )1 21 21 21 2( )1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +( )n n( )( )( )( )n n+ ++ ++ ++ +n n+ ++ +( )+ +( )+ ++ +( )+ +( )n n1 21 21 21 2n n1 21 2( )1 2( )1 21 2( )1 2( )n n1 2( )n n1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +n n1 21 2+ +1 2+ +( )1 2+ +( )1 21 2+ +1 2+ +( )1 2+ +( )n n( )+ ++ ++ ++ +( )1 21 21 21 2( )1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +( )n n( )( )( )( )n n+ ++ ++ ++ +n n+ ++ +( )+ +( )+ ++ +( )+ +( )n n1 21 21 21 2n n1 21 2( )1 2( )1 21 2( )1 2( )n n1 2( )n n1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +n n1 21 2+ +1 2+ +( )1 2+ +( )1 21 2+ +1 2+ +( )1 2+ +( )n n
2

2

 »

 « 13 + 23 + ... + 
(n + 1)3  

= 
n n( )n n( )( )( )( )n n( )n n( )( )( )( )n n( )+ ++ ++ ++ +( )n n( )( )( )( )n n+ ++ ++ ++ +n n+ ++ +( )+ +( )+ ++ +( )+ +( )n n1 2( )1 21 21 21 2( )1 2( )1 21 21 21 2( )+ +1 21 21 21 2+ +n n+ ++ ++ ++ +n n1 21 21 21 2n n1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +n n( )+ ++ ++ ++ +( )1 21 21 21 2( )1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +( )n n( )( )( )( )n n+ ++ ++ ++ +n n+ ++ +( )+ +( )+ ++ +( )+ +( )n n1 21 21 21 2n n1 21 2( )1 2( )1 21 2( )1 2( )n n1 2( )n n1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +n n1 21 2+ +1 2+ +( )1 2+ +( )1 21 2+ +1 2+ +( )1 2+ +( )n n( )+ ++ ++ ++ +( )1 21 21 21 2( )1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +( )n n( )( )( )( )n n+ ++ ++ ++ +n n+ ++ +( )+ +( )+ ++ +( )+ +( )n n1 21 21 21 2n n1 21 2( )1 2( )1 21 2( )1 2( )n n1 2( )n n1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +n n1 21 2+ +1 2+ +( )1 2+ +( )1 21 2+ +1 2+ +( )1 2+ +( )n n

4

21 222221 2+ +1 21 21 21 2+ +2222+ +221 221 2221 221 2+ +n n+ ++ ++ ++ +n n1 21 21 21 2n n1 21 2+ +1 2+ +1 21 2+ +1 2+ +n n2222n n22+ +2+ +22+ +2+ +n n2+ +n n221 221 2221 221 2n n221 221 2+ +21 2+ +221 221 2+ +21 2+ +n n 2

 »

 « 13 + 23 + ... + 
n3 + 1  

= 
n n( )n n( )( )( )( )n n( )++++( )














 














( )1111( )

2

2

+ 1 »

: لتكن     القضیة

القضیة         ھي

Pnلتكن     القضیة :

Pn + 1القضیة         ھي      :

03 * 

vn = 2 + 
n
5 v0

 
             (vn) ℕ المتتالیة       معرّفة على

بـ الحدّ الأول ھو v1الحدّ الذي یسبق     ھو الحدّ الأول ھو v5

v4
v5v4الحدّ الذي یلي     ھو

04              ( bn) 

b1 = 1  n ∈ ℕ

bn + 1 = bn – 5

b0 = 6 b0 b3 = –9 b3 = –11
المتتالیة        معرّفة بـ

ومن أجل كل
غیر موجود

05

 5 –11

             ( bn) المتتالیة        معرّفة بـ
حسابیة
أساسھا

حسابیة
أساسھا متزایدة b1n ∈ ℕمتناقصة

bn + 1

ومن أجل كل
             ( bn) المتتالیة       ھي.

 = 5

bn – 11. = 

d0n ∈ ℕ

dn + 1

ومن أجل كل
             ( dn) المتتالیة       ھي.

06

 –7 1,5

             ( dn) المتتالیة        معرّفة بـ
 = –7

 = 1,5dn.

ھندسیة
أساسھا

ھندسیة
أساسھا متزایدةمتناقصة

 = 5tn – 0,8.

t0n ∈ ℕ

t n + 1

ومن أجل كل
             ( tn) المتتالیة       ھي.

07              ( tn المتتالیة        معرّفة بـ (
 = –3 حسابیة ھندسیة حسابیة وھندسیة لیست حسابیة

ولا ھندسیة

08                (un) 

u0 < u1 < u2 < u3.
(un)ℕ

(un) 

ℕ
u3 < u4.

                      (un)

:              المتتالیة       تحقق

متناقصة على على
متزایدة تماماً  لا نستطیع تحدید

إتجاه تغیّر

09 = +
→+∞

∞lim c
n

n

= +
→+∞

∞lim d
n

n
( )− =( )− =− =− =− =( )

→+∞
lim 0( )c dc dc dc d( )( )− =− =− =− =( )c dc dc dc d( )c dc d− =c d− =c dc d− =c d− =( )

n
( )n nn nn nn n( )( )c dc dc dc d( )n nn nn nn n( )n nn nc dn nc dn nn nc dn nc d( ) . ( )( )c dc dc dc d( )( )−−−−( )c dc dc dc d( )c dc d−c d−c dc d−c d−( )( )n nn nn nn n( )c dc dn nn nn nn nc dn nc d =

→+∞

c
dn

n

n
lim 1. 














c
d

n

n

:             فإنّوَ مباشرةنھایة مباشرةنھایة

إذا كانت لا نستطیع تحدیدلا نستطیع تحدید

10              (vn) ℕ  

= 2 5+2 52 52 52 5+
3 2×3 23 23 23 2×

vn

n2 5nnnn2 5
n.

= +
→+∞

∞lim v
n

n . =
→+∞
lim 1

3
v

n
n . =

→+∞
lim 5

3
v

n
n .

(vn) 

11 = −
→+∞

∞lim x
n

nn  

yn ≤ xn          :
= −

→+∞
∞lim y

n
n . (yn) (yn) yn

المتتالیة       معرّفة على
بـ

 لیس لھا
نھایة

ومن أجلإذا كانت

كبیر بالقدر الكافي            فإنّ متقاربة متباعدة نھایة
لا نستطیع تحدید
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 

 

 

 

تمارين المستوى الأول

un+1 = 3un + 1 ،n طبيعي عدد كل أجل من و u0 = −1 : بـ المعرّفة العددية المتتالية (un)

vn = un +
1
2

n طبيعي عدد كل أجل من المعرفّة العددية المتتالية (vn): بـ
التعليل مع حدّدها صحيحة، منها فقط واحدة إجابة إجابات، ثلاث اقترحت الآتية الثلاث الحالات من حالة كل في

: (vn) المتتالية .1
حسابية هندسية(ا) هندسية(ب) لا و حسابية لا (ج)

: هي (un) المتتالية نهاية 2

+∞ 1−(ا)
2

∞−(ب) (ج)

Sn = −1
2

�
1+ eln3 + e2 ln3 + e3 ln3 + · · ·+ en ln3

� ،n طبيعي عدد كل أجل من نضع .3

Sn =
3n+1 − 1

2
Sn(ا) =

1− 3n

4
Sn(ب) =

1− 3n+1

4
(ج)

1) 1.  1

2)

3) 

2

3.

2

3

 َماط( 10الأول )انًىضىع  1100عهىو تجشٌثٍح 

 َماط( 10انًىضىع انثاًَ ) 1102آداب وفهسفح+نغاخ أجُثٍح 

بحيث 5 أساسها و U0 الأول حدها حسابية متتالية (Un)U0 +U1 +U2 +U3 = 34

.U0 أحسب (1

.Un = 5n+1 ، n طبيعي عدد كل أجل من أنه بين (2

: بحيث n الطبيعي العدد عين (3.Un+1 +Un −8n = 4033

.S =U0 +U1 + ...+U2013 : اموع أحسب (4

Nعلى     بالعبارة معرفة (Vn) العددية المتتالية (5Vn = 2Un +1

. (Vn) المتتالية تغير اتجاه ادرس أ)
.S′ =V0 +V1 + ...+V2013 : اموع احسب ب)

:

:

 
.1
2
.3

1) 1.  1
2)

3) 
2

3.

2

3

(2

(3

2
.3

2)

3) 
2

3.

4

5

3
 

الانتقال   لـــــــى الحـــــال   

(1

(2

(3

.1
2
.3

1) 1.  1

2)

3) 
2

3.

2

3

 َماط( 12انًىضىع الأول ) 1103تسٍٍش والتصاد 

vn = lnun بـ: على المعرفة (vn)المتتالية و تماما موجبة علىNحدودها معرفة عددية (un)متتالية

متقاربة. (vn)فإن متقاربة (un)كانت إذا
متناقصة. فإن متناقصة كانت إذا
حسابية. فإن هندسية كانت إذا

الآتية: الحالات من حالة كل في ير، التبر مع خطا أو بصحيح أجب
N

(vn) (un)

(vn) (un)

 

أحـــجيةأحـــجية  

16 
  

  

 

 
 

كم عدد المربعات سيكون في الخطوة

الخطوة 1   2 الخطوة 3 الخطوة

؟100
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�/0�<<^ã‰^‰_<Hì‚è]ˆjÚ<íée^Šu<íéÖ^jjÚ.<Ùæù]<^âfl‚u<H/�<æ/) � 7J< <
<íÖ÷‚e<gŠu]<D_.<V°ñ]‚¢]=� � /� � /1 æ=	 � /	 � /(J< <

<<
<Œ^‰ù]<àfléÂ<Dh.<Voéj=	 � =� � 27J< <

<Ä–Þ. � 3J< <
<<<Ý^ÃÖ]<fl‚£]<ì…^fÂ<gjÒ]<D_/0<<íÖ÷‚e�J< <
<<<êÃéf�<�‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<Ä–Þ<Dh�<VÝæ‚ÃÚ<�Æ20 � /� � /	 � ⋯ � /0J< <

<<<<Vflá_<àflée20 � )0>?0	<J< <
<<<êÃéfŞÖ]<�‚ÃÖ]<‚Žq<Dt�<Voéj20 � 145J< <

<fl‚£]<gjÒ]<D_/0�1<<íÖ÷‚e�J< <

<<‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<äflÞ_<ÐfÏ <Dh<êÃéf�<��<VÝæ‚ÃÚ<�Æ
@ABC0 � 3 � �)0J< <

<<íéÃéfŞÖ]<�]‚Âù]<sjßj‰]<Dt�<<�‚ÃÖ]<^ã×q_<àÚ<áçÓè<�Ö]
@ABC0<J^éÃéf�< <

(1

(2

(3

.1

2

.3

1)

 
1.  1

2)

3) 

2

3.

2

3

 

 
 

الانتقال  لـــــــى الحـــــال   55

)المتتال�ة العدد�ة  )nw  معرّفة على مجموعة الأعداد الطب�ع�ة  : 4بـ 5 - 2 1n
nw n= × + 

n  :0 نضع من أجل كل عدد طب�عي    1 2 ...n nS w w w w= + + + + 
 nS  :أ)         �ساوي  ( )215 1n n+ − 1  ب)           + 25n n+ 25n  جـ)              − n−   

التعليل مع حدّدها صحيحة، منها فقط واحدة إجابة إجابات، ثلاث اقترحت الآتية الثلاث الحالات من حالة كل في

)لتكن  )nu  متتال�ة هندس�ة أساسهاe  0وحدها الأولu  ،حیث : 
1- 2

0u e= . )eري)یأساس اللوغار�تم النیب 
)   :نضع nطب�عي ل عددمن أجل ك )0 1 . . .ln     n nS u u u= × × ×  

2 1
2

n −
           

2 1
2

n +
 

2

2
n  nS  :جـ)               ب)             أ)         �ساوي 

)لتكن  )nu  حساب�ة  معرّفة على متتال�ة  2و أساسها  1�حدّها الأول 
n :0نضع من أجل كلّ عدد طب�عي  1 ... nu uu

nP e e e= × ×  هــي: nP.   ع�ارة ×
)  )أ 1)n ne   )ب                          +

2( 1)ne )  )جـ                                      + 1)n ne− + �#��<<Ùflæù]<^âfl‚u<íée^Šu<íéÖ^jjÚ#$ � 1<<^ã‰^‰_æ4<íÛéÎ<W�<áçÓè<^ã×q_<àÚ<�Ö]<< <#" � #� � ⋯ � #� � 2015<H<Vêâ
< <

<<<<<<<<<<<<<<<<<� � 31<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<� � 32<<<<<<<<<<<� � 33< < )جـ   )ب )أ

)جـ )ب つづく)أ

ًّؼح يٍ ػذّج دوساخ نجًٍغ انشؼة  يج

الانتقال   لـــــــى الحـــــال 1 َماط( 10انًىضىع انثاًَ ) 110آداب وفهسفح+نغاخ أجُثٍح   

 
 فيديو 

القصة الشيقة لمبرهنة
فيثاغورس الشهيرة.

fc.com/adel.maths17

https://www.facebook.com/watch/?v=1537685636243954
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< <
<<<<<<<<<<<<<<<<<

<<<<<
)جـ <<<<< )ب )أ

ا حد ا عام  لمتتا ية ا عددية nu :0ا معرّفة ب ـ 3u  ومن أجل  ل عدد طبيعيn ،1
1

3
2n nu u   :هو 

1
3 6

2

n

nu
    
 

1
3

2

n

nu
   
 

11 3
3

2 2

n

nu
   

 
. 

       
 a  عدد حق�قي، الأعدادa  ،2a+ ، 6a+   :بهذا الترتیب هي حدود متتا�عة لمتتال�ة هندس�ة من أجل 

                       
2a =

                   
  2a = −

               
 4a =

     
)جـ )ب )أ

)جـ  )ب   )أ

n طبيعي عدد كل أجل من المعرفّة العددية المتتالية (vn): � بـ � 3*��J^ã‰^‰_<íé‰‚ßâ<íéÖ^jjÚ (vn) 
1

     
  9

               
 -9

     
)جـ )ب )أ

9
__

( )nw معرفة على هندس�ة  متتال�ة  حق�قي  عدد اأساسهو حدودها موج�ة تماماq 1یختلف عن و موجب تماما 
n،  lnnعدد طب�عي من أجل كلّ   نضع:    nv w=  ( )nv ي متتال�ةـــه :   

        
 .لا حساب�ة و لا هندس�ة  )جـ                                  .حساب�ة   )ب                              .هندس�ة  )أ

 
 

.

<íéÖ^jj¹]<�jÃÞ����<<êÃéf�<�‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<íÊfl†Ã¹]�<VÝ^ÃÖ]<^â‚j�� � 5  2�  3��"J< <
<<<<<<<<<<<<<<<<<����<<<<<<<<<<<<< íée^Šu<<<<<<<<<<<<<<����<<<<<<<<<<<<<<   íé‰‚ßâ<<<<<����<Jíée^Šu<÷æ<íé‰‚ßâ<kŠéÖ )جـ )ب )أ

 

< <

الانتقال   لـــــــى الحـــــال   6
نعتبر المتتالیة العددیة  nuوعة الأعداد الطبیعیةالمعرفة على مجمبحدها العام:

1
2

n

nu e


.
 )eبیري یهو أساس اللوغاریتم الن (.

ن أنّ بیّ 1 nuو حدّها الأوّلمتتالیة هندسیة ، یُطلب تعیین أساسها.
limاحسب2 n

n
u


، ماذا تستنتج ؟ 

0: حیثnSالمجموع nاحسب بدلالة3 1 2 ...n nS u u u u    .
IIمن أجل كل عدد طبیعي،نضعn، lnn nv u)lnبیريییرمز إلى اللوغاریتم الن( .

المتتالیة استنتج نوعثم nبدلالة nvعبّر عن 1 nv .
:حیثnPددالعnبدلالةبسحا) أ2 0 1 2ln ...n nP u u u u    .

4: بحیثnعیّن مجموعة قیم العدد الطبیعي ) ب 0nP n .

(1

(2

(3

.1
2
.3

1) 1.  1
2)

3) 
2

3.

2

3

1

2

(1

(2

.1
2
1)1.  1
2)22

I- I(I 

 )II(II
 

 

الانتقال   لـــــــى الحـــــال    7
 : حدودا متعاقبة بهذا الترتيب لمتتالية هندسية فإنّ أعد د حقيقيةثلاثة   a،b ،cبيّن أنّه إذا كانت  1

  2 2 2a b c a b c a b c       

  .3276مجموع مربعاتها  و  78 هو  جد ثلاثة حدود متعاقبة لمتتالية هندسية علما أنّ مجموعها  2

ا 1

2

1

2

(1

(2

.1

2

1)1.  1

2)22

 َماط( 12انثاًَ )انًىضىع  4102ػهىو تجشٌثٍح 

 شؼثح ػهىو انطثٍؼح واندٍاج )انُظاو انمذٌى(

 
 فيديو 

fc.com/adel.maths17
 خوفو في مصر

 بحساب ارتفاع هرم
شاهد كيف قام طالس

https://www.facebook.com/watch/?v=1634737906538726
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< <

الانتقال   لـــــــى الحـــــال  
المعرّفة على المجالfنعتبر الدالة 1 1;2I : بالعبارة

2
( )

4



 

xf x x  

 .Iمتزايدة                      علىfبيّن أن الدالة -أ

)، Iمن المجال xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي -بـ  )f x  ينتمي إلىI  . 

2 ( )nu0كما يأتي :   هي المتتالية العددية المعرّفة على

3

2
u     1و ( ) n nu f u  

 .Iينتمي إلى n   ،nuبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي - أ

)أدرس اتجاه تغيّر المتتالية -بـ  )nu. ثم استنتج أنها متقاربة 

  :nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ 3
1

1
3

1
2

 
 

 
 

n nu. 

lim عيّن النهاية : -بـ 


nn
u .

 

8

تماماً

 َماط( 12انًىضىع الأول ) 4112ػهىو تجشٌثٍح 

<<
<<

<<<<
<<

(1

(2

(3

.1

2

.3

1)

 
1.  1

2)

3)
 

2

3.

2

3

 
 
 

 فيديو 

fc.com/adel.maths17

لماذا يختار النحل الشكل
السداسي لبناء بيوته؟

https://www.facebook.com/Adel.Maths17/posts/2008286392517207


1

BAT-12-203-218_9782011201078.indd   204BAT-12-203-218_9782011201078.indd   204 07/03/12   08:5007/03/12   08:50

 

 

2
 

 

 

  

44

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 

 

تمارين المستوى الثاني

<íè�‚ÃÖ]<íéÖ^jj¹]����<Vê×è<^ÛÒ<íÊ†ÃÚ�< � 3 <êÃéf�<�‚Â<ØÒ<Øq_<àÚæ�<W��9& � � �� � 1<J

<êÃéf�<�‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<äflÞ_<Äq]�Ö^e<àâ†e<�<<fládÊ�� > �3< <
<<<íéÖ^jj¹]<flá_<àflée<����<J^Ú^³<í’Î^ßjÚ< <
<<<íéÖ^jj¹]<flá_<sjßj‰]<����<Jíe…^ÏjÚ< <

<àÓjÖ����<<^ã‰^‰_<íe…^ÏjÚ<íé‰‚ßâ<íéÖ^jjÚM<<Voéu�< � 6<ælim�→9:��< � �& � ⋯ � ��� � 18
<<<Vflá_<àflée<lim�→9:��< � �& � ⋯ � ��� � OP&�QJ< <

<Œ^‰ù]<gŠu]<M<<Ý^ÃÖ]<‚£]<ì…^fÂ<àfléÂ<flÜm��<<íÖ÷‚e�<J< <

<<êÃéf�<�‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<äflÞ_<àâ†e<�<W�� � �� � 3<<ì…^fÂ<sjßj‰]æ��<<íÖ÷‚e�J< <

�
A  أ/

/ب

B2.  2

 2.
 

1

/ج    

<<

<<

/أ  

/ب

 

/ج    

( )
n

u #$� �	
�� �
: �ـ ℕ������� ��د
0

2u  و=
1

3 4
n n

u u n
+

= + +.  

)و )
n

v #$� �	
�� �������ℕ 3: �ـ 4
n

v n= +.  

� أن.1�� ( )
n

v����!" �������  .ولCو"�ه� ا �D0�0أ ���.  

2.
���, 
n

S 9�" ا�/6/7ع :
0 1 2 1

....
n n

S v v v v
−

= + + + +.  

� أن .3�� 
0n n

S u u= −  .  

 ا�0=�> ا�%� ا���م.4
n

u ��8�� n.  +�/�) يF؟13�� ر<�� ا�%� ا�   

<<
<<A

B2.  2

2.1

<<
<<A

B2.  4

2.3

3
 

 
  

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  
.
u0 = 0

un+1 =
1

2− un

: يلي كما معرفّة عددية متتالية (un)n∈N

. u3 و u2 ، u1 الحدود احسب .1
.wn =

n

n+ 1
: حيث ،(wn)n∈N للمتتالية الأربعة والحدود (un)n∈N للمتتالية الأربعة الحدود بين قارن .2

.un = wn : n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ برهن بالتراجع، البرهان باستعمال .3
.vn = ln

(
n

n+ 1

)
: معدوم غير n طبيعي عدد كل أجل من نضع،
.v1 + v2 + v3 = − ln 5 : أنّ برهن .1

.Sn = v1 + v2 + · · ·+ vn : حيث ،Sn المجموع n بدلالة اكتب .2
. lim
n→+∞

Sn احسب .3

+ v4
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  ( )nv : على         كما يلي 
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 n nv u. 
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)بيّن أن 1 )nvمتتالية هندسية أساسها

1

2
 أحسب حدّها الأول .ثم  

 . nبدلالةnu، ثم استنتج عبارة nبدلالةnvأكتب 

0حيث :nSالمجموع  nأحسب بدلالة 3 1 2 ....    n nS v v v v ثم أحسب ،lim


nn
S . 

0حيث :nPالجداء  nأحسب بدلالة 4 1 2 ....    n nP u u u u ثم أحسب ،lim


nn
P . 

5

)هندس�ة المتتال�ة ال )nv  0 حدّها الأولv وأساسها q   5    :وموج�ان تماما 3

5 3

ln ln 8ln 2

ln ln 2ln 2

v v

v v

+ =

− =





 

5بیّن أنّ:  1 32v 3و = 8v = 
2qبیّن أنّ:  . أ  2 0و  = 1v = 

   

 . nبدلالة  nv اكتب .ب 
)من حدود المتتال�ة  حدّ  1024هل العدد  .جـ     )nv؟ 

) المتتال�ة 3 )nw  معرّفة على مجموعة الأعداد الطب�ع�ة 2:    بـ 3 2nw nn = − +    
w  : أنّ  تحقّق . أ  u vn n n= )حیث ،  + )nu  0وحدّها الأول متتال�ة حساب�ة ُ�طلب تعیین أساسهاu.  

0نضع:    nمن أجل كل عدد طب�عي  .ب 1 . . .    n nS w w w= + + +  
): nمن أجل كل عدد طب�عي  هبیّن أنّ      )( ) 11 3 2 1n

nS n n ++ − + −=  
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Ɗعتبر اƅمتتاƅيتين nu و nv معرفƅطبيعيةاƅكما يلي تين على مجموعة اأعداد ا: 
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1
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1
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v v





 

 ي

 ي  1v و  1uين: احسب اƅحد   

2اƄتب  (أ  1n nu u   ةƅ1  بداn nu u ي 

ن  اƅمتتاƅية أ ستعمال اƅبرهان باƅتراجع برهنبا (ب        nu  يةمتزايدة تماما وƅمتتاƅا nv اقصة تمامايƊمت 
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Ɗعتبر اƅمتتاƅية   nw  معرفة علىƅكما يلي :   اn n nw u v ي 

       
ةبرهن أن  اƅمتتاƅي nw دسية يطلب تعيين أساسهاƊهq ل ها اأو   يnبداƅة nwثم عب ر عن 0wو حد 

بي ن أن  اƅمتتاƅيتين   nu و  nv متجاورتاني 



8
 f ƅة اƅعددية داƅاƅمتزايدةمعر  اƅمجال  فة واƅتماما على ا 0; بـ  2

. 1

x
f x

e x



(e أساس )يبيريƊƅلوغاريتم اƅا 

و nu متتاƅمعرفة بحدها اأولاƅعددية اƅية اƅ0
5

4
u

e
  جل كل عدد طبيعي أمن وn:   1n nu f u   

n  :1جل كل عدد طبيعي أه من Ɗ  أباƅتراجع  برهن 
nu

e
 . 

   

n :1جل كل عدد طبيعي أمن ه بي ن أƊ   (ب 

1
. ( )

. 1

n n

n n
n

e u u
eu u

e u



 

  ، 

تغير اƅمتتاƅية  اتجاƋاستƊتج ثم       nu و   Ɗر أ  متقاربة.ها بر 
 اƅمتتاƅيةƅتƄن   nv معرفةƅأجل كل عدد طبيعي  من اn  يلي:كما .

. 1
n

n
n

e u
v

e u



  

    
 أن   أثبت nv دسية أساسهاƊية هƅ0، يطلب تعيين حدها اأول  2متتاv عبارة   وnv  ةƅبداn. 

: من nجل كل أمن أƊ ه تحقق  (أ   
1

1
. 1n

n

v
e u

 


limثم أحسب  nبداƅة nuستƊتج عبارة و ا   n
n

u


.  

0 حيث: nS اƅمجموع nبداƅة حسب ا (ب      1 .......n nS v v v   . 
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تماين المستوى الثالث

)ا مستوي منسوب إ ى ا معلم ا متعامد وا متجانس ; , )O i j . 
fا مجال  ا دا ة ا معرّفة على 4;1  :3كما يلي 16

( )
11

x
f x

x





  

) يكنو   )fC ا ممثل  ها، ىا منحن( ) ا معاد ة وا مستقيم ذy x    
 ) ّا دا ة نّ أق تحقf ا مجال  تماما على متزايدة 4;1  ّن أنّ ثم بي:  

كلجل أمن          4;1x    ّفإن ( ) 4;1f x   
 

 

( )nu  ّ0ل ها اأوّ متتا ية معرّفة بحد 0u    جل كل عدد طبيعيأومنn، 1 ( )n nu f u  . 
 )ا يطلب حساب ا حدود( 3uو 0u ،1u ،2uمحور ا فواصل ا حدودحامل نقل ا شكل ا مقابل ثمّ مثّل على ا 1

) ثمّ ضع تخمينا حول اتجا  تغيّر ا متتا ية     )nu .وتقاربها 

n  ، 4برهن با تراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي   0nu   

)أنّ ا متتا ية بيّنثمّ  )nu .متناقصة تماما 

) ت ن ا متتا ية ا عددية  )nv من أجل كل عدد طبيعي ا معرّفة كما يلي :n ، 1 4n n nv u v    . 

)متتا يةا  أثبت أنّ         )nv1حسابية أساسها

7
 حيث  Sحسب ا مجموعا، ثم 

                      0 0 1 1 2016 2016
...S v u v u v u        . 

 

 
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فة علىاƅمعر   Ɗfعتبر اƅداƅة 0;  :3كما يلي 1
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x
f x

x





)و  )fC  ىƅسوب إƊمƅا Ȑمستوƅي في اƊبياƅتمثيلها ا

اƅمعلم اƅمتعامد واƅمتجاƊس  ; ,O i j مستقيمƅوا( )  ةƅمعادƅذا اy xي   
،عدد حقيقي موجب( )nu يةƅمتتاƅع اƅمعر   دديةاƅ0بحدها اأولفة علىاu 0حيثu   

n  :1 طبيعي عدد جل كل  أومن     ( )n nu f u  
I)   ةن قيمعيα   ون حتƄى ت( )nu يةƅثابتةي متتا 

5ما يلي كل Ɗضع في    

 اƅفواصل محور حامل ىلع مث ل ثم   اƅمقابل اƅشكل اƊقل (أ 

 ( اƅحدوددون حساب )0u  ،1u  ،2u،3uاƅحدود   

)ا حول اتجاƋ تغي ر اƅمتتاƅيةضع تخميƊ (ب       )nu وتقاربهاي 

)اƅمتتاƅية Ɗعتبر   )nv  معرƅ1بـ: فة علىا

1
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u
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u





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)متتاƅية اƅ برهن أن   (أ )nvدسية أساسهاƊ1ه

2
 يها اأولحد   يطلب تعيين 

limاحسبثم  nuو nvعن n ر بداƅةعب   (ب n
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u

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20161حيث:  nSاƅمجموع n احسب بداƅة 0
...

nn n nS v v v    . 

حيث:  nSاƅمجموع nاستƊتج بداƅة ثم          
1 2 2016

1 1 1 1...
1 1 1 1n

n n n n

S
u u u u  

     
   

. 

3-3)1)1D3.  3

]تماما على المجال  ومتزایدة معرفة f العدد�ة الدالة    بــ:  ∞+;0]
2

3( )
4 5

xf x
x

=
+

 .( )fC   تمثیلها الب�اني في

)المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  ; , )O i j
 

)و  )D المعادلة  والمستق�م ذy x= .  

)العدد�ة المتتال�ة  )nu  0 �حدها الأولمعرفةu  :0حیث
1
2

u =  

n : 1من أجل كل عدد طب�عي  و ( )n nu f u+ = 
 على حامل محور الفواصل مثّل الشكل المقابل ثمّ  أعد رسم .أ   1

 .الإنشاءمبرزا خطوط   3uو 0u ، 1u  ،2uالحدود          

   

)ر المتتال�ة تخمینا حول اتجاه تغیّ ضع   ب.   )nu .وتقار�ها 

n: 1ه من أجل كل عدد طب�عي برهن أنّ  .أ 2 1
2 nu≤ <  .  

)المتتال�ة بیّن أنّ  ب.      )nu  ّها متقار�ة.استنتج أنّ  متزایدة تماما، ثم  

)العدد�ة المتتال�ة  3 )nv  على معرفة :بـ 
2

21
n

n
n

uv
u

=
−

 

) المتتال�ة برهن أنّ     )nv 9 هندس�ة أساسها
5

 .0v طلب تعیین حدها الأول�ُ  

 .n بدلالة nu استنتج ع�ارة ثمّ  n بدلالة nv كتب ع�ارةا . أ  4
) حسب نها�ة المتتال�ةا .ب      )nu                                           . 

0 1
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0
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معرفة على fالدالة العددیة  ;O كما یلي : 
22

4

x
f x

x



 . fCالمنحنى الممثل للدالةfفي المستوي

المتجانس إلى المعلم المتعامدلمنسوبا ; ,O i j
 

.أدناهكما ھو مبین في الشكل

.متزایدة تماماfن أنّ الدالةبیّ 1
2 nU 0:معرفة بـالالمتتالیة العددیة 3U  من أجل كل عدد طبیعيوn؛ 1 nnU f U 

 تھالمستقیم الذي معادلy x

باستعمال المنحنى )أ fC المستقیم و  ّعلى حامل محور،لمث
.دون حسابها4Uو0U ،1U ،2U ،3U: الحدود،الفواصل

ضع تخمینا حول اتجاه تغیر المتتالیة )ب nUوتقاربها.
0؛nمن أجل كل عدد طبیعي برھن بالتراجع أنھّ)أ3 3nU 

ن أنّ المتتالیة بیّ )ب nU متناقصة.

استنتج أنّ )ج nUمتقاربة.

17ادرس إشارة العدد )أ4 6 nnU U  من أجل كل هاستنتج أنّ و
1؛ nعدد طبیعي 

6
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5 

6؛ nمن أجل كل عدد طبیعيھنراجع أبرھن بالت)ب
0 3

7

n

nU
    
 

احسب نھایة المتتالیة )ج nU عندما یؤولnإلى
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"$ض #� ه>ا ا�s1ال أن a �G�G0 ل آ�"�  ��د	ا��  ��[ 0 ;  1].   
  . nu < 0 > 1 #�ن  n '$ه� '	�
$ا&% أ
y �� أ&� آ� ��د _����-   أ


	���'$ه -ب 
) � أن ا�� )nu 	�	�� ا��ةF
�  .  
6
h ؟-&ـ 
   �	ذا �1

1

2

1

   2
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2-

1
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 %X
 
8
1=a���	

�ّ$ف ا��
)  ، و )nv ��� 	آ� :nn uv  1 −=.    

    .1v  و0vَ اe10-   أ
6
nv��I�' nv h+1 اآ
e ��	رة-ب 
    .fQ  nv ��I�' n ا�

6
h ��	رة ا�2ّ� ا��	م -&ـ 
     .nu ��I�' n ا�


	���-د  

�	�� ا�� e10ا ( )nv���	


�	�� ا�� fQ ، ( )nu.    

2   22-2)1)1D3.3

 

   

つづく

 6
متجانسوا  متعامدا معلم منسوب إ   ا ا مستوي  O;i , j. 

(I f  ا مجال فة عل دا ة ا معرّ ا  0;  ـب  :
4 1

( )
1

x
f x

x





و   fC ا بياني هاتمثيل. 

 عل  ا مجال fا دا ةاتجاƋ تغير  عيّن0 0;. 
وضعية  ادرس fC   ا مستقيم  با نسبة إ D ا معاد ة يذ y x. 
ل  مثّ  fC   D عل  ا مجال 0;6. 

نعتبر ا متتا يتين   nu و nv  ّما يلي: ن عل يفتا معر   
 

0

1

 2  

  n n

u

u f u


 

   و   
 

0

1

 5  

  n n

v

v f v


 

 . 

    دون حسابها. 3vو  0v ،1v  ،2v؛ 3uو  0u ،1u ،2u:محور ا فواصل ا حدودحامل عل   أنشئأ(   (0

تقارب  ل من ا متتا يتينن اتجاƋ تغير و خمّ  ب( nu و nv. 

I)(II(I 

(IIII(II

1
   

   2
3 

1
    

1-

2-

3-

1

2)

3)

131

1)1D3.2

1)1D3.3

3 3-3)1)1D3.1

 (7111تكانىسٌا انهُذ )أفشٌم 

َماط( 10انًىضىع انثاًَ ) 7100عهىو تجشٌثٍح 

#»#»



  
الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

           
  

 
 فيديو 

fc.com/adel.maths17
بحساب مساحة الدائرة

شاهد كيف قام أرخميدس

https://www.facebook.com/Adel.Maths17/videos/1605642846114899/
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7

2  :من nه من أجل  لأثبت أنّ ( أ 2 nu     5وnv    :حيث  
3 13

2
 
 .  

 ل من ا متتا يتين ( استنتج اتجاƋ تغير ب     nu و nv . 

 :من nه من أجل  لأنّ  أثبتأ(  (3 1 1
1

3n n n nv u v u   
 
.   

:من nه من أجل  لأنّ  بيّن( ب
1

1
0

3

n

n nv u


     
 

 . 

: استنتج أنّ  (جـ lim 0n n
n

v u


   حدّد نهاية  ل من ثمّ ؛  nu و nv . 

   2

3
 

2-

-

2)

3)

1)1D3.2

1)1D3.3

f (x) = 3+
p

x − 1 : بالعبارة [1 ;+∞[ المجال على المعرّفة f الدالة نعتبر
(O; #»ı , #»ȷ ) المتجانس و المتعامد المعلم إلى المنسوب المستوي في البياني تمثيلها هو (C f )

( 2 cm المحورين على الوحدة )
هندسيا النتيجة فسّر و lim

x
>→1

f (x)− f (1)
x − 1

احسب ا) .1

f الدالة تغيّرات ادرس ب)
(C f ) المنحنى أنشئ ، " التربيعي الجذر " دالة باستعما منحنى ج)

y = x معادلته الذي (D) المستقيم المعلم نفس في ارسم د)
u0 = 2

un+1 = f (un)
: كالآتي N المجموعة على (un) المتتالية نعرّف .2

الفواصل محور على u2 ، u1 ، u0 الحدود مثّل ، (C f ) و (D) باستعمال ا)

تقاربها و (un) المتتالية تغيّر اتجاه حول تخمينا ضع ب)

un+1 > un و 2⩽ un ⩽ 5 : لدينا n طبيعي عدد كل أجل من أنّه بالتراجع برهن ا) .3
lim

n→+∞un احسب متقاربة. (un) أنّ استنتج ب)

ل

 

8

つづく

01

   2

3 

11-

2-

3-

1

2)

3)

131

1)1D3.2

1)1D3.3

f (x) =
2x + 3
x + 2

بالعبارة [0 ; 2] المجال على المعرّفة f العددية الدالة نعتبر
[0 ; 2] المجال على f الدّالة تعيّرات ادرس ا) .1

( 4 cm المحورين على الوحدة ) (O; #»ı , #»ȷ ) متجانس و متعامد معلم في f للدّالة الممثل المنحنى (C f ) أنشئ ب)

f (x) ∈ [0;2] فإنّ x ∈ [0;2] كان إذا أنّه برهن ج)
u0 = 0

un+1 = f (un)
: كالآتي N على (un) العددية المتتالية نعرّف 2

u2 و u1 الحدّين احسب . (un) المتتالية وجود برّر ا)

y = x المعادلة ذو (D) المستقيم و (C f ) بالمنحنى بالاستعانة ذلك و الفواصل عل   محور u2 و u1 ، u0 الحدود مثل ب)

السابق التمثيل من انطلاقا تقاربها و (un) تغيّر اتجاه حول تخمينا ضع ج)

.1

2

01

   2

11-

2-

1

2)

131

1)132

.

ـى

َماط( 10انًىضىع الأول ) 7112سٌاضٍاخ 

َماط( 12انًىضىع الأول ) 7112تمًُ سٌاضً 

 

n

n

n

  
الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

           
  

  
الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

           
  

 
 فيديو 

 π هل تعتقد انك تعرف العدد
تعرف على الوجه الآخر له ...

.

fc.com/adel.maths17

π

https://www.facebook.com/Adel.Maths17/videos/1541281932550991/?v=1541281932550991
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0⩽ un ⩽
p

3 ،n طبيعي عدد كل أجل من أنّه بالتراجع برهن ا) .3
un+1 > un : فإنّ n الطبيعي العدد يكن مهما أنّه برهن ب)

؟ (un) تقارب إلى بالنسبة تستنتتج ماذا
معدوم غير n طبيعي عدد كل أجل من un+1 −p3⩽ 2−p3

un + 2

�
un −p3
� : أنّ تحقق un+1��ج) −p3

��⩽ k
��un −p3
�� : بحيث ]0 ;1[ من k حقيقيا عددا عيّن

lim
n→+∞un استنتج .

��un −p3
��⩽ kn
��u0 −p3
�� : n ∈ N∗ أجل من أنّه بيّن

.333-3)1)1D3.3
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

تمارين المستوى الرابع

(1

(2

.1

2

1)

 

1.  1

2)22

 0201 )انُظاو انمذٌى( ػهىو انطثٍؼح واندٍاجشؼثح 

a و b 0حقٌقٌان حٌث a b  . nuو  nv 0متتالٌتان معرفتان بــــu a ،0v b طبٌعً  و من أجل كلn 

 
1n n nu u v     و    

1
2

n n
n

u v
v 


 

0 أن nأثبت من أجل كل طبٌعً   n nu v . 

عددان

 أن nبٌن من أجل كل طبٌعً  (أ  1 1

1

2
n n n nv u v u    .(  1ٌمكن استعمال النتٌجة

x y

x y





0xحٌث   0 وy  )

استنتج أن (ب 
1

2
n n n

v u b a   ًمن أجل كل طبٌع n. 
أثبت أن المتتالٌتٌن   nuو  nvمتجاورتان . 
2aفٌما ٌلً نضع   5 وb  

 ثم استنتج قٌمة مقربة بالنقصان إلى 3uبواسطة آلة حاسبة احسب 
310

 .للمتتالٌتٌنللنهاٌة المشتركة 

(1

(2

.1
2

1)1.  1

2)22
 

(1

(2

.1
2
1)1.  3
2)24

3
 

 
    

الانتقال  لـــــــى الحـــــال   

        nu  : متتالية عددية معرفة كما يلي 

1 01 , 1u u     ومن أجل كل عدد طبيعيn  :2 1

1

4
n n nu u u  . 

1) 
أحسب 

5 4 3 2, , ,u u u u .أكتب النتائج على شكل كسر غير قابل للإختزال 
نعرف المتتاليتين  (2 nv  و nw  من أجل كل عدد طبيعيn  : كما يلي 

                    1

1

2
n n nv u u           2وn

n nw u 

بين أن المتتالية  ( أ nv  هي متتالية هندسية أساسها
1

2
ثم عبر عن   

nv  بدلالةn. 

بين أن المتتالية  ( ب nw  ثم عبر عن   3هي متتالية حسابية أساسها
nw  بدلالةn. 

استنتج عبارة   ( ت
nu  بدلالةn. 

2nأ( برهن بالتراجع أنه من أجل كل  (3   ،
3

2

n

n
 

 
 

. 

ب( استنتج نهاية 

2n

n
limثم   إلى  nعندما يؤول   n

n
u


 

 

(1

(2

.1
2
1)1.  1
2)22

(1.11)1.

 

3

  

 
    

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  4 

نعتبر المتتالية  nu  المعرّفة من أجل كل عدد طبيعيn  0: بـ 2u   و
1

2 1
1

3 3
n nu u n    . 

n  :3nuبرهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  (أ( 1 n  . 

تغيرّ المتتالية  اتجاهأدرس  (ب    nu  . つづく
1) 
 

(1.11)1.  1

    
الانتقال  لـــــــى الحـــــال   

 َماط(10شعثح انشٌاضٍاخ ) 6102الأيح يذسسح أشثال 

انًًراص فً انشٌاضٍاخ )ساعذ أخًذ(

 َماط(10شعثح عهىو ذجشٌثٍح ) 6102يذسسح أشثال الأيح 

 
 فيديو 

     π 
    

fc.com/adel.maths17

تعرف على كتاب اقليدس الشهير
الأكثر تأثيرا في تاريخ الرياضيات.

https://www.facebook.com/watch/?v=1549464855066032
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال          

 

 

استنتج أنّ المتتالية  (ج    nu  هل هي متقاربة ؟ برّر. محدودة من الأسفل. 

نعتبر المتتالية ( 2 nv ن أجل كل عدد طبيعي المعرّفة مn بـ :n nv u n  

برهن أنّ المتتالية  (أ nv هندسية يطلب تعيين أساسها و حدّها الأوّل.
 

 . nبدلالة nuارة ثمّ استنتج عب nبدلالة nvأكتب عبارة  (ب  

0: أحسب المجموع  (ج   1 ........n nS u u u   . 

نعتبر المتتالية ( 3 nt  المعرّفة بـ : lnn nt v 

برهن أنّ المتتالية  (أ nt يطلب تعيين أساسها و حدّها الأوّل  حسابية. 

': أحسب المجموع  (ب 

0 1 .......n nS t t t   . 

2) (222)22

   

2 )2) (222)23

العدديتان متتاليتانال   nu و  nv  بـ: علىمعرفتان     

            
 

0

1

1

3 1 3n n n

u

u u v 

 

 





           و     

 
0

1

3

3 1 3n n n

v

v v u 



 





       ( حقيقي عدد) 

 المتتالية العددية   nw  ّبـ :   علىفة معرn n nw v u  
 . بدلالة 1w احسب ثمّ  0w احسب . أ   

متتالية هندسية أساسها  نّ ن أبيّ  .ب     6 1. 
lim كون:تى حتّ   ن قيمعيّ  ثمّ  ،  و nبدلالة  nw اكتب عبارة .جـ     0n

n
w


. 

1:  ما يلي نفرض في كلّ  1
36

  

 متناقصة تماما.  أنّ  متزايدة تماما و  المتتالية ثبت أنّ أ . أ  
 . متقاربتان نحو نفس النهاية   استنتج أنّ  .ب     

n: 2n ه من أجل كل عدد طبيعين أنّ بيّ  nu v  ، واستنتج قيمة . 
0 حيث: S المجموع  احسب بدلالة 1 2020S u u u   . 

  nw

 nu nv 
 nu و  nv 

1)

2)

3)

 

(1

(2

.1

2

1)1.  1

2)22

(1.11)1.

 

3
3)(1.11)1.4

  

 
      

الانتقال  لـــــــى الحـــــال   6

 nu   :ية  عددية معرفة كما يليƅ0متتا 0u  و من أجل كل عدد طبيعي n   :1

2 3
ln

2 1n n

n
u u

n

     
  

 . 3uو  1u  ،2uاحسب كا من  

n :2بي ن أƊه من أجل كل عدد طبيعي   3
1

2 1

n

n





ثم استƊتج اتجاƋ تغير اƅمتتاƅية   nu . 

  nv  ية عددية معرفة من أجل كل عدد طبيعيƅمتتاn   : 2بـ 1nv n . 
n ،nuطبيعي برهن باƅتراجع أƊه من أجل كل عدد  (أ

ne v. 
استƊتج عبارة اƅحد اƅعام ƅلمتتاƅية  (ب nu  ةƅبداn  ثم  احسبlim n

n
u


. 

 حيث: Tو  nSاحسب اƅمجموعين  
        1 2

0 1 1

ln ln ... ln n
n

n

vv v
S

v v v 

    
       

    
1439و    1440 2018...u u uT e e e    

 

   

2)

3)

(222)23

(1.11)1.1
3)(1.11)1.2

 2)(222)24

 َماط( 10انًىضىع انثاًَ ) 6161سٌاضٍاخ 

 َماط( 10انًىضىع انثاًَ ) 6102عهىو ذجشٌثٍح 

 
 فيديو 

    
   

fc.com/adel.maths17

في سن العاشرة وجد سؤال
اجله. قصة مسألة فيرما 

الأخيرة...
 حياته من 

كرس

 
 فيديو 

fc.com/adel.maths17

 
 تعلم طرق وأساليب تحسين

 الذاكرة من بطل العالم في الذاكرة.

     

     

  

 
 فيديو 

fc.com/adel.maths17

 
 جولة ممتعة في زمن العصر
 الذهبي للعلوم عند العرب...

     

     

  

https://www.facebook.com/Adel.Maths17/posts/2274377482574762
https://www.facebook.com/Adel.Maths17/videos/1714113405267842/
https://www.facebook.com/Adel.Maths17/videos/1699432676735915/
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال          

 

 

  

 
      

الانتقال  لـــــــى الحـــــال   8

7
فܳللنعترلامتتاليتنلالعǳܱيتن  ل:لللبـلnم̬لأأج̣لللعǳܱلطبيع̺لܘنامع

0لل

1

5

4n n n

u

u u v


   
0للللوللل

1

2

2 3n n n

v

v u v

 
  

ل

n،لللnأأج̣لللعǳܱلطبيع̺لن́ع (1 n na u v  

ه̬ܳلأأنَلامتتاليܑل (أألل ب naابتܑل. 

 .لnaعرلع̬لاܱ߬لالعامل (Ǭل

ع̸لnبܱاةأأحܹبل (ǰل :لاج̫
0

i n

n i

i

S a




 

2nل:للnيع̺أأج̣لللعǳܱلطبللن́علم̬  n nb u v . 

ه̬ܳلأأنَلامتتاليܑل (أألل ب nbهنܱس يܑليطلبلتعينلأأساسهالوحܱهالالأول.ل 

 .nبܱاةللnbأأحܹبلعباǭǵلاܱ߬لالعامل (Ǭل

ع̸:للnأأحܹبلبܱاة (ǰل اج̫
0

i n

n i

i

S' b




. 

 .nبܱاةللnvوللnuاس تنܘجلعباǵيلللم̬ل (ǳل

   
3)(1.11)1.1

3)(1.11)1.2

نعتبر   nU 0 :ب متتالٌة عددٌة معرفة 1u و  
1 2u   ًغٌر معدوم    ومن أجل كل عدد طبٌعn:

 

    

 2

1 12 3n n nu u u    حٌث  عدد حقٌقً من المجموعة    1;1 0  

n :  1 نضع ومن أجل كل عدد طبٌعً  3n n nv u u  

أثبث أن  nV متتالٌة هندسٌة ٌطلب تحدٌد أساسها و حدها الأول  بدلالة  . 

هل المتتالٌة  nVمتقاربة ؟  

0   : المجموع n وأحسب  بدلالة  1 ......n nS v v v    

 علما أن عٌن قٌمة العدد الحقٌقً 
3

lim
4

n
n

S


 

  ثم بٌن أن  n بدلالة  nUاستنتج عندئد  - nUمتقاربة . 

فً كل ماٌلً نضع ( 5
1

3
   ًومن أجل كل عدد طبٌع n :     0 1 ..........n nv v v    

 :  بٌن أن /أ

2 2

21

3

n n

n

 

 
  
 

 

443n حتى ٌكون nعٌن أصغر عدد طبٌعً   / ب
 

2)

3)

(222)23

(1.11)1.1
3)(1.11)1.2

2)(222)24

2)(222)25

 يىاضٍع يمرشخح نلأسرار )ثاتد اتشاهٍى(

 َماط( 10.0شعثح عهىو ذجشٌثٍح ) 6102يذسسح أشثال الأيح 

 
 فيديو 

     π 
    

fc.com/adel.maths17

تعرف على الفيلسوف هيباسوس    
مكتشف الأعداد غير النسبية وما

كان جزاؤه؟
    

 
 فيديو 

fc.com/adel.maths17

 
طرق رائعة وعملية لرسم

 دائرة جملية باليد الحرة...

     

     

  

https://www.facebook.com/watch/?v=1538750312804153
https://www.facebook.com/Adel.Maths17/videos/1699420586737124/
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  
 

 

 

 

تمارين المستوى الخامس

  *n n N
U


متتالية معرفة بحدها العام  

 
1

1
n

U
n n




 . 

 . 3Uو 1U ،2U بحسا 
المتتالية  أن   نبي     *n n N

U


 ليست حسابية. 
المتتالية  له   *n n N

U


 ر جوابك.هندسية؟ بر   
0فإن  غير معدومnه من أجل كل عدد طبيعي برهن أن    1nU  . 

المتتالية  ت أن  أثب   *n n N
U


 متقاربة. 

2019:حيث 2019S حسب المجموعا  1 2 2019....S U U U   . 

1)

2)

3)

1  
 2
1)  1

1)  2

11) 
 

3

1)

2)

3)

1  
 2
1)  4

1)  5

11) 
 

6

 يتكرر لا نهاية من المرات (. 43) العدد  A......3,2434343حيث :  Aالعدد نعتبر       , 
نضع : 

0 3,2u   ،
1 3,243u   ،

2 3,24343u   ، ...... ،3,24343.........43n

n

u  . 

2تحقق أن :  

1 43 43 43
32 ......

10 100 100 100
n n

u
 

     
 

 . 

المجموع  nأحسب بدلالة 
nS  : حيث

2

43 43 43
.......

100 100 100
n n

S     . 
إستنتج نهــاية المتتــالية  nu . 

 على شكل كسر .  Aأكتب العدد  

1)

2)

3)

1  
 2

1)  1

1)  2

11) 
 

3

1)1  1)  4

3
 

 

     
الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 

 
 

.


u0 =
3
√
2

2

un+1 =
3

√
1− u3

n

7
, n ∈ N

: التالية بالعبارة المعرفّة (un)n∈N العددية المتتالية نعتبر

.vn = 8u3
n − 1 : نضع ،N من n كل أجل ومن

.0 < un < 1 : لدينا ،N من nكل أجل من أنهّ بالتراجع برهن
.−1 < vn < 7 : لدينا ،N من n كل أجل من أنهّ استنتج ب-

.v0 أحسب أ-
أساسها. محدّدا هندسية متتالية (vn)n∈N أنّ بينّ ب-

.n بدلالة un عبارة واستنتج ،n بدلالة vn عبارة أوجد أ-
.Sn =

n+2020∑
k=0

vk = v0 + v1 + · · ·+ vn+2020 : المجموع ،n بدلالة أحسب ب-

1)

2)

3)

1  

 2

1)  1

1)  2

11) 3

أ-

 َماط( 10) 9102يفتش انتعهٍى انًتىسط  يساتمح

 فمشج كمّ ٌىو سؤال تفكشج )تهماسى عثذ انشصاق(

 يىاضٍع يمتشخح )جٍىخ انعشتً(

 
 فيديو 

     π
    

fc.com/adel.maths17

لماذا نستعمل الحرف      للدلالة    
    على المجهول في الرياضيات؟

X

 
 فيديو 

fc.com/adel.maths17

 
 طريقة رائعة ومفيدة جدا

وانت واقف على الأرض.
 

     

     

  

لحساب طول أي شيء عالي

 
 فيديو 

fc.com/adel.maths17

 
أجمل أنشودة ممكن تسمعها
 حول الرياضيات / الإحصـــــاء.

     

     

  

https://www.facebook.com/watch/?v=1596795633666287
https://www.facebook.com/195210881253514/videos/290686554907515/
https://www.facebook.com/watch/?v=2150502918533162
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

نعرف على 
*

)المتتالية   )
n
u    كما يلي :

2

2n n

n
u   . 

:   nكل عدد طبيعي غير معدومنضع من أجل كل 
1n

n
n

u
v

u
  . 

:  ن أنّبيّ( أ   

1
lim

2nn
v  . 

من   nه من أجل كل ن أنّبيّ( ب  
*

:   يكون  

1

2n
v . 

n : إذا كان  : بحيث  ، pن أصغر عدد طبيعي عيّ( جـ p  ،فإن : 

3

4n
v . 

n: ه إذا كان إستنتج أنّ( د   p  يكون  هفإن :
1

3

4n n
u u   . 

 :  5nنضع من أجل 2
5 6

.....
n n
S u u u  . 

 : يكون  5nه من أجل كل برهن بالتراجع أنّ( أ
5

5

3
( )
4n

nu u . 

 :يكون    5nه من أجل كل ن أنّبيّ( ب
2

5

53 3
( ) ...... ( )
4

3

4 4
1

n

nS u  . 

:  يكون   5nه من أجل كل إستنتج أنّ( جـ
5

4
n
S u  . 

المتتالية  ن أنّبي3ّ
5

( )
n n
S    استنتج أنها متقاربة   ، ثمّمتزايدة. 

 
 

 
  5

)نعتبر المتتالية  )
n
u   المعرفة بـــ :

0
0u  ،

1
1u ،  1عدد طبيعي و من أجلn  : 

1 1
7 8

n n n
u u u . 

)المتتالية  لتكن1 )
n
s كما يلي المعرفة على   :

1n n n
s u u  . 

)بيّن أنّ المتتالية ( أ      )
n
s  هندسية يطلب تحديد أساسها و حدها الأول. 

إستنتج عبارة ( ب  
n
s  بدلالةn  . 

)1: نضع   2 )
nn

n uv  ، ونعتبر المتتالية( )
n
t  كما يلي   المعرفة على :

1n n n
t v v . 

ر عن عبّ*(   
n
t  بدلالة

n
s  . 

ر عن عب3ّ
n
v  ّعن   ثم

n
u   بدلالةn   ( . يمكن حساب المجموع :

0 1
...

n
t t مختلفتين ، بطريقتين . ) 

lim:  النهاية  عند ئذ ن عيّ*(    ( )
8
n
nn

u
   . 

 
 

 
  6

نعرّف على 
*

)المتتالية   )
n
u  كما يلي :

10

2n n

n
u . 

 :   يكون nبرهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  1

            
1
0,95

n n
u u إذا وافقط إذا كان ،  :

10( ) 1,
1

1 9
n

 . 

: يلي كما  ;1المعرّفة على  fنعتبر الدالة 2
1011( ) ( )f x
x

 . 

 . ، ثم أحسب نهايتها عند  fأدرس إتجاه تغيّر الدالة ( أ   

)1:   بحيث ;1من المجال  بيّن أنّه يوجد عدد وحيد ( ب ,) 9f . 

عيّن العدد الطبيعي ( ج
0
n  يكون ، بحيث :

0 0
1n n . 

1)

2)

3)

1

  
 2

1)  1

1)  2

11) 3

: ، يكون  16nبرهن أنّه من أجل كل ( د
10( ) 1,
1

1 9
n

  . つづく

1)

2)

3)

1   

 2

1)  1

1)  2

11) 3

1)

2)

1

  
 2

1)  1

1)  2

 )تهماسى عثذ انشصاق(سهسهح تًاسٌٍ فً انًتتانٍاخ 

   
الانتقال  لـــــــى الحـــــال  )تهماسى عثذ انشصاق(سهسهح تًاسٌٍ فً انًتتانٍاخ  

 
     

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  )تهماسى عثذ انشصاق(سهسهح تًاسٌٍ فً انًتتانٍاخ  

 
 فيديو 

     π    

fc.com/adel.maths17

    
قطعة

من  مربع  لأخذ   طريقة رياضية 

أحد...
 

ذلك
 

يلاحظ

 

أن

 

دون

 

الشوكولاتة

    

 
 فيديو 

 

fc.com/adel.maths17

 
رسوم متحركة جميلة...

 

     

فتيات القوة | باتركاب في مواجهة

 الرياضيات. 

https://www.facebook.com/195210881253514/videos/367706943951837/
https://www.facebook.com/195210881253514/videos/584217555332414/
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)عيّن إتجاه تغيّر المتتالية ( أ3 )
n
u  16إبتداءا من الرتبة . 

 .  ماذا نستنتج بالنسبة لهذه المتتالية ؟ ( ب   

:يكون  16nبرهن بالتّراجع أنّه من أجل كل ( أ4
16

16
0,950 ( )n

n
u u . 

)ستنتج نهاية المتتالية إ( ب    )
n
u . 

3)11) 
 

3

1)1  1)  4

 
 

 
  7

: التالية التراجعية بالصيغة المعرفّة العددية المتتالية (an)n∈N a0لتكن = 0, a1 = 1

an+2 = an+1 + an , ∀n ∈ N

. ω =
1 +

√
5

2
: حيث ، 1

ω
= ω − 1 ، ω2 = ω + 1 : أنّ تحقّق .1

. lim
n→+∞

an واستنتج ،an =
1√
5
(ωn − (1− ω)n) : لدينا ،N من n كل أجل من أنهّ بينّ .2

.bn =
an+1

an
: بالعلاقة N∗ من n كل أجل من المعرفّة (bn)n∈N∗ العددية المتتالية نعتبر .3
.ωn (bn − ω) an = (−1)n : لدينا ،N∗ من n كل أجل من أنهّ أثبت أ-

. lim
n→+∞

bn أوجد ّ ثم متقاربة، (bn)n∈N∗ المتتالية أنّ بينّ ب-

1)

2)

3)

1
   2

1)  1

1)  2

11) 3

 
 

 

 
  8   

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

  

つづく

: حيث q′ أساسها و d0 الأوّل حدّها تماما متزايدة هندسية متتالية (dn) (I)

(F) :


d0 + d1 + d2 = −13

27
......... (1)

d0 × d1 × d2 = − 1
729

......... (2)
.q′ الأساس استنتج ّ ثم ،d2 و d1 ،d0 احسب - 1

. lim
n→+∞

dn احسب ّ ثم ،n بدلالة dn اكتب -
. dn ≺ − 3

103 : يكون حتىّ n طبيعي عدد أكبر عينّ 3

. تماما موجب حقيقي وسيط a (II)
. fa (x) = ln

(
a + x

1 + ax

)
+ x : كمايلي ]−∞;−a[∪

]
− 1

a ;+∞
[ المجال على المعرفة العددية الداّلة fa

. lim
x→+∞

fa (x) و lim
x→−∞

fa (x) احسب 1

: بـ N على المعرفة العددية المتتالية (vn) (III){
v0 = a
vn+1 = e fa(vn)−vn

. vn ̸= 0 : N من n كل أجل من أنهّ بالترّاجع برهن - 1

. ثابتة (vn) المتتالية تكون حتىّ a قيمة عينّ 2

. 1
a
عن يختلف تماما موجب حقيقي عدد b . a ̸= 1 أنّ نفرض (IV)
. wn =

vn − b
vn + b

: بـ N على المعرفة العددية المتتالية (wn)

. a بدلالة w0 الأول وحدّها ،q أساسها من كل تعيين يطلب هندسية. (wn) المتتالية تكون حتىّ b قيمة جد - أ 1

. a و n من كل بدلالة vn عبارة استنتج ّ ثم ،wn عبارة اكتب السابقة b قيمة أجل من - ب

1)

2)

3

1
 2
1) 1
1) 2

11)3

  

1

3

1)

2)

3

1

 2

1) 1

1) 1

11)2

11)11) 1
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 يىاضٍع يمتشخح )جٍىخ انعشتً( 

 يسأنح شايهح فً انًتتانٍاخ )أخًذ عثذ انشخًاٌ لىادسي(

 
 فيديو 

fc.com/adel.maths17
 

sin لما سمي جيب الزاوية

 

الزاوية

 

تمام

 

جيب

 

و

 

cos...الاسم بهذا  
     

     
  

 
 فيديو 

fc.com/adel.maths17

 
 لغز حدسية بوانكاري...

 قصة شيقة لعالم رياضيات خارق...

     

     

  

https://www.facebook.com/195210881253514/videos/2134912650092952/
https://www.facebook.com/195210881253514/videos/280224366085498/
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. lim
n→+∞

vn و lim
n→+∞

wn : من كل احسب - ج
. a = 3 و b = 1 يلي مماّ كلٍّ في نضع 2

. lim
n→+∞

sn احسب ّ ثم ،sn = w0 + w1 + w2 + ........ + wn : حيث sn المجموع n بدلالة اكتب - أ
. s′n =

1
v0 + 1

+
1

v1 + 1
+

1
v2 + 1

+ ........ +
1

vn + 1
: حيث s′n المجموع n بدلالة اكتب - ب

. (s′n) المتتالية طبيعة استنتج ّ ثم ، lim
n→+∞

s′n احسب •
. s′′n =

1

(v0 + 1)2 +
1

(v1 + 1)2 +
1

(v2 + 1)2 + ........ +
1

(vn + 1)2 : حيث s′′n المجموع n بدلالة اكتب - ج
. 1 من تماما أكبر طبيعي عدد m مع hn = wm

0 + wm
1 + wm

2 + ....... + wm
n : حيث hn المجموع m و n من كل بدلالة اكتب - د

. Gn = |w0 × w1 × w2 × .......... × wn| : حيث Gn الجداء n بدلالة اكتب - ه
. (Gn) المتتالية طبيعة استنتج ّ ثم ، lim

n→+∞
Gn احسب •

. En = ew0 × ew1 × ew2 × .......... × ewn : حيث En الجداء n بدلالة اكتب - و
. إجابتك بررّ ؟ (En) المتتالية طبيعة ماهي •

. Pn = w2020
0 × w2020

1 × w2020
2 × ..... × w2020

n : حيث Pn الجداء n بدلالة اكتب - ي
. متقاربة (Pn) المتتالية أنّ بينّ •

. 2
1 + αn+2 − 1 =

1 − αn+2

1 + αn+2 : فإنّ α ∈ R∗ −{1} و n ∈ N كل أجل من أنهّ تحقّق - أ 3

. lim
n→+∞

vn جديد من احسب ّ ثم ،vn =
2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1 : n ∈ N كل أجل من أنهّ بالتراجع برهن - ب

. f3 (x) = ln
(

3 + x
1 + 3x

)
+ x : كمايلي [1; 4] المجال على المعرفة العددية الداّلة f3 نعتبر (V)

.
∥∥∥−→i ∥∥∥ = 2cm : حيث (O;

−→
i ,

−→
j
) والمتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستوٍ في البياني تمثيلها (C f3

) ونسميّ
. [1; 4] المجال على f3 الداّلة تغيرّات ادرس 1

.[1; 4] المجال على y = x المعادلة ذو (∆) المستقيم إلى بالنسبة (C f3

) المنحنى وضعية ادرس ّ ثم ،ln( 3 + x
1 + 3x

)
= ln

(
1
3
+

8
3 + 9x

)
أنّ بينّ 2

. [1; 4] المجال على (C f3

) المنحنى بيانيا مثلّ 3

تجنبه- ُمكن ي التكاملي الحساب على التعرفّ بعد فقط حله يتم السؤال هذا 3

. f ′3 (x) ⪯ f ′3 (4) : فإنّ [1; 4] المجال من x كل أجل من أنهّ بينّ - أ
. f ′3 (4) احسب - ب

. ( un∫
1

f ′3 (x) dx ⪯
un∫
1

f ′3 (4) dx المتباينة استعمل : إرشاد ) . un+1 − 1 ⪯ 83
91

(un − 1) : n ∈ N كل أجل من أنهّ بينّ - ج
. lim

n→+∞
un استنتج ّ ثم ،0 ⪯ un − 1 ⪯ 2

(
83
91

)n
: طبيعي عدد n كل أجل من أنهّ بينّ - د

. f3 (x) ∈ [1; 4] : فإنّ x ∈ [1; 4] كان إذا أنهّ برهن 4

. un+1 = f3 (un) : n طبيعي عدد كل أجل ومن u0 = 3 بـ المعرفة العددية المتتالية (un) (VI)
. (un) المتتالية وجود بررّ - أ 1

. ( الإنشاء خطوط ومبرزا حسابها دون ) الفواصل محور على u3 و u2 ، u1 ، u0 الحدود مثلّ .(∆) والمستقيم (C f3

) المنحنى باستعمال - ب
. وتقاربها (un) المتتالية تغيرّ اتّجاه حول تخمينا ضع - ج

. 1 ⪯ un ≺ 4 : n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بالتراجع برهن - أ 2

. (un) المتتالية تغيرّ إتّجاه استنتج ّ ثم ،un+1 ⪯ un : n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بينّ - ب
. نهايتها أوجد ّ ثم متقاربة، (un) المتتالية أنّ أثبت - つづくج

2) 21) 2

  
3311)3

111)11) 1
111)11) 2

111)11) 3
111)11) 3

111)11) 4

111)11) 1

111)11) 2
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: حيث lim
n→+∞

Tn احسب 4

Tn =
k=n−1

∑
k=0

ln
(

1 + 3uk

uk + 3

)
= ln

(
1 + 3u0

3 + u0

)
+ ln

(
1 + 3u1

3 + u1

)
+ ln

(
1 + 3u2

3 + u2

)
+ ................ + ln

(
1 + 3un−1

3 + un−1

)

. a = 5 : الجزء هذا في نضع (VII)
. Ln+1 = 2Ln f5 (Ln)− L2

n : لدينا n ∈ N كل أجل ومن L0 =
1
5
بـ المعرفة العددية المتتالية (Ln)

. x = 1 لماّ g (x)− x = 0 وأنّ ، متزايدة g (x) = 2x ln
(

5 + x
1 + 5x

)
+ x2 : بـ [0; 1] على المعرفة الداّلة g أنّ نأخذ -

. 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بالتراجع برهن 1

. 2 ln
(

5 + x
1 + 5x

)
+ x ⪰ 1 : x ∈ [0; 1] كل أجل من أنهّ بينّ - أ 2

. ( موجبة (Ln) المتتالية حدود أنّ تذكرّ ) متزايدة (Ln) المتتالية أنّ أثبت - ب
. نهايتها أوجد ّ ثم متقاربة، (Ln) أنّ بينّ - ج
. متجاورتان (Ln) و (un) المتتاليتان أنّ بينّ 3

 
 

 
   9   

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

つづく

: ʏيڴ Nكما ʄعڴ المعرفة المتتالية (un)لتكن : الأول اݍݨزء u0 = α (α ̸= 1)

un+1 =
8un − 6

un + 1

.un ̸= 1 :Nمنn ɠل أجل من بال؅فاجع برɸن (1

x2 − 7x + 6 = 0 : xالتالية اݝݨɺول ذات Rالمعادلة ʏࢭ ʄحڴ (2

. ثابتة (un) المتتالية تɢون αحۘܢ اݍݰقيقي العدد قيمة ع؈ن (3

.u0 = 8 : ʏيڴ ما ɠل ʏنفرضࢭ : الثاɲي اݍݨزء

un ≥ 6 أن بال؅فاجع برɸن un،ثم = 8 −
14

un + 1
أن تحقق (1

،un+1 − un =
− (un − 1) (un − 6)

un + 1
: أن أثȎت (2

.(un) المتتالية Ȗغ؈ف اتجاه استɴتج -

ℓ2 − 7ℓ + 6 = 0 : يحقق وَ ℓ العدد نحو متقارȋة (un) أن أثȎت (3

. lim
n→+∞

un الٔڈاية ع؈ن (4

f (x) =
8x − 6

x + 1
: بِـ [1; 8] fدالةمعرفة ɲعت؄ف : الثالث اݍݨزء

. البياɲي تمثيلɺا (Cf) أɲآۜܡ ثم f الدالة أدرسȖغ؈فات (1

.f (x) ∈ [4; 8] فإن ،x ∈ [4; 8] ɠان إذا أنھ ب؈ن (2

. 6 ≤ un ≤ 8 :Nمنn ɠل أجل من بال؅فاجع برɸن (3

.u2 u1وَ ،u0 اݍݰدود الفواصل محور ʄعڴ مثل (4

. وتقار٭ڈا (un) المتتالية Ȗغ؈ف اتجاه حول أعطتخمينا

ثم

un = 1 −
5(

2

7

)n+1

− 1

، N من n ɠل ʄعڴ بال؅فاجع برɸن (6

. lim
n→+∞

un استɴتج

{
v0 = 4
vn+1 = f (vn)

: Nبـ ʄعڴ معرفة متتالية (vn) : الراȊع اݍݨزء

. 4 ≤ vn ≤ 6 :Nمنn ɠل أجل من بال؅فاجع برɸن (1

؟ Ȗستɴتج ماذا ، م؅قايدة متتالية (vn) أن أثȎت (2

. v2 وَ v1 ، v0 اݍݰدود الفواصل محور ʄعڴ مثل (3
. تقار٭ڈا وَ (vn) المتتالية Ȗغ؈ف اتجاه تخمينكحول ɸو ما (4

wn+1 = f (un) − f (vn) : نضع اݍݵامس: اݍݨزء

.wn+1 =
14 (un − vn)

(un + 1) (vn + 1)
:n ∈ N أجل أثȎتمن (1

.wn ≥ 0 :Nمنn ɠل أجل من بال؅فاجع برɸن (2

.un+1 − vn+1 ≤
14

35
(un − vn) : أن ب؈ن (3

un − vn ≤ 4

(
14

35

)n

:n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من أنھ أثȎت (4

. متجاورتان (vn) و (un) المتتاليتان أن استɴتج -

2111)11) 4

2111)11) 1

2111)11) 2

2111)11) 3

2111)11) 1

2111)11) 2

2111)11) 3

2111)11) 1

2111)11) 2

2111)11) 3

2111)11) 4

(1

(2

2111)11) 1

2111)11) 2

(3

(4

2111)11) 3

2111)11) 4

(12111)11) 5

(12111)11) 6

(1

(2
2111)11) 1

2111)11) 2

(3
(4
2111)11) 3
2111)11) 4

(1

(2

2111)11) 1

2111)11) 2

(3

(4

2111)11) 3

2111)11) 4

 يسأنح شايهح فً انًتتانٍاخ )تىايً عًش(
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؟   Ȗستɴتج ماذا ، lim
n→+∞

un ثم lim
n→+∞

Ln أحسب (3

.Sn = L0 + L1 + L2 + ... + Ln : nاݝݨموع بدلالة أحسب (4
: nاݝݨموع بدلالة استɴتج -

S′
n =

1

u0 − 1
+

1

u1 − 1
+ ... +

1

un − 1

.Pn = L2018
0 × L2018

1 × ... × L2018
n : اݍݨداء أحسب (5

: الساȊع اݍݨزء

.un+1 − 6 =
2 (un − 6)

un + 1
:Nمنn ɠل أجل من برɸن

: بحيث ]0; 1[ اݝݨال من k حقيقياً عدداً ع؈ن
. |un+1 − 6| ≤ k |un − 6|

|un − 6| ≤ 2

(
2

7

)n

:Nمنn ɠل أجل من ب؈ن

. ٰڈايْڈا Ȗعي؈ن يطلب ، متقارȋة (un) المتتالية أن استɴتج

.Ln =
un − 6

un − 1
: Nبـ ʄعڴ معرفة متتالية (Ln) : السادس اݍݨزء

. أساسɺا Ȗعي؈ن يطلب ɸندسية متتالية (Ln) أن برɸن (1

.n unبدلالة استɴتج nثم Lnبدلالة العام اݍݰد عبارة أوجد

(1

(2

2111)11) 1

2111)11) 2
(3

(4

2111)11) 3

2111)11) 4

(12111)11) 5

(1

(2

2111)11) 1

2111)11) 2

(3

(4

2111)11) 3

2111)11) 4
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< <

تمارين المستوى الأول

A   المتتالية(𝑣𝑛):  ⟻  ب/ هندسية 

 التعليل:
𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 +

1

2
 = 3𝑢𝑛 + 1 +

1

2
 = 3𝑢𝑛 +

3

2
 = 3(𝑢𝑛 +

1

2
) = 3𝑣𝑛 

B   نهاية المتتالية(𝑢𝑛):  ⟻    /ج−∞ 

 لدينا: التعليل:
𝑣𝑛 = 𝑣0𝑞

𝑛 = −
1

2
(3)𝑛 :ولدينا 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +

1

2
⟹ 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 −

1

2
 

⟹ 𝑢𝑛 = −
1

2
(3)𝑛 −

1

2
 

⟹ 𝑢𝑛 = −
1

2
(3𝑛 + 1) 

𝑙𝑖𝑚 ومنه:
𝑛→+∞

(𝑢𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(−
1

2
(3𝑛 + 1)) = −∞ 

C   ⟻   /ج  𝑆𝑛 =
1−3𝑛+1

4
 𝑆𝑛 = −

1

2
(1 + 𝑒ln 3 + 𝑒2 ln 3 + 𝑒3 ln 3 +⋯+ 𝑒𝑛 ln 3) 

= −
1

2
(𝑒0 ln3 + 𝑒1 ln 3 + 𝑒2 ln 3 +⋯+ 𝑒𝑛 ln 3) 

= −
1

2
(𝑒ln 3

0
+ 𝑒ln 3

1
+ 𝑒ln 3

2
+⋯+ 𝑒ln 3

𝑛
) 

= −
1

2
(30 + 31 + 32 +⋯+ 3𝑛) 

= −
1

2
(
1 − 3𝑛+1

1 − 3
) 

= −
1

−4
(1 − 3𝑛+1) 

=
1 − 3𝑛+1

4
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تمارين المستوى الأول
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الآتية: الحالات من حالة كل في ير، التبر مع خطا أو بصحيح الإجابة
بـ: N على المعرفة المتتالية (vn) و تماما موجبة حدودها N على معرفة حسابية متتالية (un). vn = lnun

خطأ (1(un) المتتالية حدود أن واضح un =

(
1

3

)
n

بـ N على معرفة (un) مثلا نأخذ التعليل
لـكن، lim

n→+∞
un = lim

n→+∞

(
1

3

)n

= 0 لأن 0 نحو متقاربة (un) المتتالية ان و تماما موجبة
. متقاربة ليست (vn) اذا lim

n→+∞
vn = lim

n→+∞
ln(un) = −∞

صحيح ومنه2) n طبيعي عدد كل أجل من un+1 < un أن تعني متناقصة (un) التعليل
متناقصة. (vn) وبالتالي vn+1 < vn أي ln(un+1) < ln(un)

مجهح انمتتانٍاخ انعذدٌح )ٌاخً سشٍذ(
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04  تًسٌٍان

تمارين المستوى الأول

صحيح حيث3) un+1

un

= q يكون n طبيعي عدد كل أجل من فإنه هندسية (un) كانت إذا التعليل
فإن n طبيعي عدد كل أجل من وبالتالي (un) المتتالية أساس هو q

vn+1 − vn = ln(un+1)− ln(un) = ln

(
un+1

un

)
= ln(q)

r = ln(q) أساسها حسابية (vn) وبالتالي

<V^ßè‚Ö�/0�<<íéÖ^jjÚì‚è]ˆjÚ<íée^Šu<^ã‰^‰_<H.<HÙæù]<^âfl‚u<\^<æ/) � 7J< <
1<íÖ÷‚e<h^Šu<D_JW<°ñ]‚¢]<p^ � \^ � \_<æpm � \m � \q<V< <

V^ßè‚Ö</0 � /r � �� � s�.< <

VäßÚæ</0 � \i � �� � i�.<Väé×Âætu
v/� � \i � �1 � i�. � w � 2./	 � \i � �2 � i�. � w � .  /( � \i � �4 � i�. � w � .  /1 � \i � �5 � i�. � w � 2.< <

VêÖ^jÖ^eæ<p^ � /� � /1 � �7 � 2.��7 � 2.� � 7	 � �2.�	 � qx � qWm<< <
<<<<<<<<<<<<<<ÿæ<pm � /	 � /( � �7 � .��7 � .� � 7	 � �.�	 � qx � Wm< <

<Œ^‰ù]<°fléÃi<DhW<<Hoéjpm � p^ � mwV< <
V^ßè‚Ö<=	 � =� � 27<VóÊ^ÓŁi<�49 � .	� � �49 � 4.	� � 27<< <

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<VäßÚæ<<49 � .	 � 49 � 4.	 � 27<< <

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<Väé×Âæ<.	 � 	P)<< <

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<Vë_<. m � 9< 

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<VêÖ^jÖ^eæ. � √9 � 3<æ_<. � �√9 � �3<< <

flá`²æ<�/0�<ì‚è]ˆjÚ<íée^Šu<EgqçÚ<^ã‰^‰_D<HVfládÊ<. � 3<J< <
2<Ä•çeJ. � 3J< <
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VfládÊ</0 � /� � �� � 1�.H<V‚¨<˜èçÃjÖ^e</0 � 1 � �� � 1��3�<Váƒc</0 � 3� � 2J
Dh`] � \^ � \m � ⋯ � \]<<E]<DÝæ‚ÃÚ<�Æ<êÃéf�<�‚Â< <

<Hflá_<á^fléfi`] � i]m?]mV< <

V^ßè‚Ö<20 � /� � /	 � ⋯ � /0 � �� � 1 � 1� '@Q�@A	 * � � '���)0?	�	 * � � ')0?�	 * 

VäßÚæ<20 � 0�)0?��	 � )0>?0	J< <つづく

يجهخ انعجمشي فً انشٌبضٍبد )ثىعزح يصطفى(



حلول المسائل

65

تمارين المستوى الأول

<êÃéfŞÖ]<�‚ÃÖ]<�^«]<Dt]<Hoéj<`] � ^q_<V< < 20 � 145<Vå^ßÃÚ<
)0>?0	 � 145<< <

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<VäßÚæ<3�	 � � � 290 � 0<< <
<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<^âˆéºV<∆� ��1�	 � 4�3���290� � 1 � 3480 � 3481 N a< 

V^Ûâ<àèˆè^ÛjÚ<°×u<íÖ�^ÃÛ×Ö< <

<�� � ?y�√∆	D � ?�?���√)(e�	�)� � ��1zO � O
O � 10 ∈ ℕ< <

æ<<��� � ?y?√∆	D � ?�?��?√)(e�	�)� � �?1zO � ?	z) ∉ ℕ< <

Váƒc<� � 10<<E2�
 � 145<JD< <
3fl‚£]<íe^jÒ<D_J<\]�_<<íÖ÷‚e]V<<< <

V^ßè‚Ö</0 � 3� � 2<< <

VäßÚæ</0�1 � 3�� � 5� � 2 � 3� � 15 � 2 � 3� � 13<HVáƒc</0�1 � 3� � 13J

<êÃéf�<�‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<äflÞ_<ÐfÏvjÖ]<Dh]<HÝæ‚ÃÚ<�Æ<
\]B_] � i � ^i]V< <

V^ßè‚Ö<
@ABQ0 � )0��)0 � )00 � �)0 � 3 � �)0< <

<íéÃéfŞÖ]<�]‚Âù]<t^jßj‰]<Dt]<�‚ÃÖ]<^ã×q_<àÚ<áçÓè<�Ö]<
\]B_]<V^éÃéf�< < @ABQ0 ∈ ℕ<Vå^ßÃÚ<3 � �)0 ∈ ℕ<VäßÚæ<

�)0 ∈ ℕ<Väé×Âæ<� ∈ K�)<Vë_<� ∈ }1; 13~<< <

<ÜéÎE�<<�‚ÃÖ]<Ü‰]çÎ<êâ13D< <

Váƒc<� � 1<æ_<� � 13J< <
< <

05  تًسٌٍان

   لدينا  
nn wwwS  ...10

1254 و   nw n

n
12 نضع   nvn

n و 
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المتتالية الحسابية  nu معرفة على   10  بحدها الأول u2 و أساسهاrنضع  nuuu

n eeeP  ...10.  

nP :حساب عبارة  n
n

uu
n

uuu

n eeP







0
10 2

1

...  و  منه  
 121

2

1





n

n

n eP إذن  21 n

n eP الصحيحة هي بالإجابة  و منه) 
و v1 = v0 + 4 = 1 + 4 = 5 لدينا: 4؛ أساسها و v0 = 1 الأول حدها حسابية متتالية (vn):ومنه vn = v0 + 4n = 1 + 4n

v0 + v1...+ vn =
n

2
(v1 + vn) =

n

2
(5 + 1 + 4n) =

n

2
(6 + 4n)

مميزها الثانية. الدرجة من معادلة وهي 4n2 + 6n − 3030 = 0 أي n

2
(6 + 4n) = 2015 ومنه:

هما: حلان تقبل المعادلة وبالتالي: ∆ = 62 − 4× 4× (−4030) = 64516

طبيعي. عدد n لأن مرفوض الحل وهذا −6−
√
64516

2(4)
=

−6− 254

8
= −32, 5

: هي الصحيحة الإجابة وبالتالي −6 +
√
64516

2(4)
=

−6 + 254

8
= 31 هو: الثاني nالحل = 31 أ)

المتتالية العددية    nvمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n  :      1ln2ln  nnvn و
        1ln2ln...2ln3lnln12ln...10  nnvvv nيعني أن 

     2ln1ln2ln...10  nnvvv n الإجابة الصحيحة هي ب إذن) 
المتتالية الهندسية  nw معرفة على حدودها موجبة تماما أساسها العدد الحقيقي  q  الموجب تماماَ و الذي يختلف

نضع  : 1عن  nn wv ln 
لدينا    qwwv nnn .lnln 11   أي أن    qwv nn lnln1  و منه  qvv nn ln1   و منه   nv حسابية 

أساسها  qln الصحيحة هي ب الإجابة إذن) 
un = 5× 2n × 3n−1 العام: بحدها n طبيعي عدد كل أجل من المعرفة (un) المتتالية نعتبر

لدينا: n طبيعي عدد كل أجل من
un+1

un

=
5× 2n+1 × 3n−1+1

5× 2n × 3n−1
=

�5×��2n × 2×��3n

�5×��2n ×��3n × 3−1
= 2× 3 = 6

: هي الصحيحة الإجابة 6وبالتالي أساسها هندسية (un) ب)
 الحد العام للمتتالية العددية المعرفة بــ  
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 .محققة      

 a ًعدد حمٌم  :a 2 وa 6 وa حدود متتابعص من متتالٌص هندسٌص ٌعنً أن    226.  aaa أي أن 

446 22  aaaa 446 ٌكافئ أن    aa 42 أي أن a 2  و منهa القحٌحص أ الإجابص). 

  1 عدد حمٌمً تكون الأعدادe 2 وeو e.2 ًحدود متتابعة  من متتالٌة هندسٌة ٌعن 

   222.1   eee ً4422 ٌعن 22   eeee 0422 ٌكافئ   ee بوضع xe   تصبح  

0422المعادلة   xx 20 نحسب الممٌز 51 منه
2

522
x1 


 51 ممبول و

2

522
x 2 


  مرفوض  

51e و منه  51ln  الإجابة الصحٌحة هً جــ و منه) 
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II) من أجل كل عدد طبيعيn ، lnn nv u     

 :  nبدلالة  nv كتابة (1
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n  ،من أجل كل عدد طبيعيلدينا :  1
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، nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :    
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07  تًسٌٍان

   

:

 
 

4 ث :بحي nتعيين مجموعة قيم العدد الطبيعي -بـ  0nP n . 

4 0nP n يكافئ

21
4 0

2

n
n


  يكافئ

21 8
0

2

n n 
  يكافئ

21 1
4 0

2 2
n n    

21 و لدينا :  1
4 0

2 2
n n   4يكافئ 17;4 17n    

 
أي   0;8n  

4بحيث  nمنه مجموعة قيم العدد الطبيعيو  0nP n : هي 0;1;2;3;4;5;6;7;8 . 

1 (( )( ) 2 2 22a b c a b c a ca b c+ + − + = + − +   

��2b أن � ac= نv� 22 2b ac=  ، U	و�( )( ) 2 2 2a b c a b c a b c+ + − + = + +  

2 ( �	���2 2 2

78

3276

a b c

a b c

+ + =
 + + =

 ��	6� ( )( )
78

3276

a b c

a b c a b c

+ + =
 + + − + =

 أي 
78

42

a b c

a b c

+ + =
 − + =

2إذن  78 42 36b = − 18bأي = =.  

2

60

18 324

a c

ac

+ =
 = =


�ل  ه�� �: ا���6د�
 ذات c وa ؛ !�2:  ا�����
 xا� 60 324 0x x− + إذن   .=

( ) ( ); ; 6;18;54a b c ) أو= ) ( ); ; 54;18;6a b c =.  

08  تًسٌٍان
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1)      ،  

 .متزايدة علىfتبيان أن الدالة -أ

 . و   قابلة للإشتقاق على الدالة   

 .علىتماما متزايدة  الدالةو بالتالي   ، من و منه من أجل كل   

 .  ينتمي إلى  ،  من المجال تبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي -بـ 

  ، و منه من أجل كل  مستمرة و متزايدة تماما على الدالة      

 ، ، إذن من أجل كل   و و لدينا :      

  و     كما يأتي :    هي المتتالية العددية المعرّفة على (2

 .ينتمي إلى ،   البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ 

 "   :  من أجل كل عدد طبيعي " الخاصية نسمي     
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  نتحقق من صحة.  0P

 .  صحيحة و بالتالي  و منه  ، لدينا  من أجل 

  أي  صحة ، و  نبرهن  أي :  من أجل عدد طبيعي صحةنفرض . 

 .و بالتالي أي :   )أ(حسب السؤال  و منه  حسب الفرض لدينا  

 صحيحة .

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصة، . 

 : دراسة اتجاه تغيّر المتتالية -بـ 

 .   ، لدينا : من أجل كل عدد طبيعي    

  و  و  فإن     ، من أجل كل عدد طبيعي : هو بما أن    

 ناقصة تماما .مت إذن المتتالية.  و بالتالي    

 متقاربة .متناقصة و محدودة من الأسفل فهي  المتتالية 

 .  :بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي البرهان -أ (

 "   :  من أجل كل عدد طبيعي " الخاصية نسمي    

  نتحقق من صحة. 

 .  صحيحة و بالتالي  و  ، لدينا  من أجل
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 nuو nv  كما يلي  متتاليتان معرّفتان على     :
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2كتابة -أ (2 1n nu u    1بدلالةn nu u  : 

n  ،من أجل كل عدد طبيعي  2 1 1 1 1 1

3 3 3 3
1 1 1

4 4 4 4
n n n n n n n nu u u u u u u u     

 
          

 
   

البرهان بالتراجع أن المتتالية -بـ   nu : متزايدة تماما 

 ، nمن أجل كل عدد طبيعيلنثبت أنه : من        

نسمي        P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :   " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل  0 ، لدينا 1u   1و

7

4
u  1منه  و 0u u  و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : و  نبرهن صحة  أي ، 1P n   2أي 1n nu u  . 

1و منه   لدينا حسب الفرض  0n nu u    ينا مما سبق  و لد 2 1 1

3

4
n n n nu u u u       

2و منه   1n nu u     بالتاليو 1P n  . صحيحة 

  من أجل كل عدد طبيعيالخلاصة :n، أي أن المتتالية nu . متزايدة تماما 

البرهان بالتراجع بيّن أن المتتالية  - nv : متناقصة  تماما 

n ،1nمن أجل كل عدد طبيعيلنثبت أنه : من       nv v  

نسمي        P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :1n nv v    " 

1n nu u 

1n nu u 

1n nu u 

1n nu u 

1n nu u 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل    1منه  و  و   ، لدينا 0v v  و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أيn nv v   و  نبرهن صحة ، 1P n   2أي 1n nv v  . 
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 من أجل كل عدد طبيعي الخلاصة :n،1n nv v   و بالتالي المتتالية nv . متناقصة  تماما 

المتتاليةنعتبر  (3 nw كما يلي المعرّفة على: n n nw u v  

تبيان أن المتتالية nw : هندسية 
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و منه  المتتالية nw هندسية أساسها
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4
q     0و حدّها الأول 0 0 1 6 5w u v      . 

  كتابة عبارة  الحد العامnw بدلالةn : 
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تبيان أن المتتاليتين (4 nuو nv :متجاورتان 

لدينا : المتتالية nu متزايدة تماما  و المتتالية nv . متناقصة  تماما 
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 f المعرفة على المجاللدالة ا 4;1: كما يلي  
3 16

11

x
f x

x





 . 

 (Iتحقق أن الدالةالf متزايدة تماما على المجال 4;1 . 

قابلة للإشتقاق  على المجال  fالدالة 4;1    و 
   

   
2 2

3 11 3 16 49

11 11

x x
f x

x x

  
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 
 

لدينا :من أجل كل  4;1x   ،  0f x  و بالتالي الدالةf  متزايدة تماما على المجال 4;1 . 

تبيان أنه من أجل  4;1x   فإن   4;1f x   : 

متزايدة تماما على المجال  fلدينا : الدالة  4;1 و بالتالي من أجل 4;1x   فإن     4 ; 1f x f f     

 أي :  
13

4;
12

f x
 

   
 

و  لدينا    
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4; 4;1
12

 
    
 

من أجل كل  و منه :  4;1x   فإن   4;1f x   . 

(II  nu  متتالية عددية معرفة بحدها الأول
0 0u   و من أجل كل عدد طبيعيn :  1n nu f u      

 تمثيل الحدود : -أ (1

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

المتتالية التخمين :          nu4متناقصة و  متقاربة نحو العدد  . 

n ، 4البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 0nu     

نسمي P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :4 0nu     " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   0، لدينا 0u   و منه
04 0u    و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 4أي 0nu    و  نبرهن صحة ، 1P n   أي
14 0nu    . 

4لدينا حسب الفرض    0nu   و بما أن الدالةf   متزايدة تماما فإن     4 0nf f u f     

أي    
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nu         و بالتالي 1P n   . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،4 0nu   . 
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تبيان أن المتتالية - nu : متناقصة تماما 

 ،nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا : 
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1 و منه :   0n nu u    المتتاليةو بالتالي nu   متناقصة تماما. 
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و منه  المتتالية   nv حسابية أساسها
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  حساب المجموعS  : حيث
0 0 1 1 2016 2016.....S v u v u v u        
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02  تًسٌٍان 

 المعرفة على المجال : fنعتبر الدالة   0; : كما يلي  
3 1
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f x
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  ، عدد حقيقي موجب nu المتتالية العددية المعرفة على بحدها الأول
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1 ر الدالة ٌّ  .f تعٌٌن إتجاه تغ

 تقبل الإشتقاق على fالدالة 0; ولدٌنا  
 

   
2 2

4 1 4 1 3
'

1 1

x x
f x

x x

  
 

 
. 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; لدٌنا  ' 0f x  وبالتالً الدالة f متزاٌدة تماما على  0;. 

2 دراسة وضعٌة  fC بالنسبة إلى المستقٌم  D. 

 عددا حقٌقٌا من المجال xلٌكن  0;. 

 
 

2 2

2

3 13 3 13

2 24 1 4 1 3 1

1 1 11

x x
x x x x x x

f x x x
x x xx

    
    

              
  

 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; ،

3 13

2
0

1

x

x

  
 

  


  ومنه إشارة  f x xمثل إشارة  

 
3 13

2
x

 
  
 

. 

 
3 13

2


 0 

x 

         0  +  f x x 

  fC تحت  D                       fC فوق  D 

   fC و  D 

                     ٌتقاطعان فً النقطة ذات 

              الإحداثٌتٌن  
3 13 3 13

;
2 2

  
 
 

 

 
 الوضعٌة

 
 

II)  نعتبر المتتالٌتٌن nu و  nvًالمعرفتٌن كما ٌل  :
 

0

1

2

n n

u

u f u





 و 

 
0

1

5

n n

v

v f v





. 

1إنشاء على محور الفواصل الحدود  ( أ
0u ،

1u ،
2u ،

3u ،
0v ،

1v ،
2v و  

3v. 

تخمٌن اتجاه تغٌر وتقارب كل من المتتالٌتٌن  (ب nu و  nv. 

حسب الشكل ٌبدو أن المتتالٌة  nuمتزاٌدة و  nv متناقصة وٌتقاربان نحو العدد 
3 13

2


. 

2إثبات أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أn ،2 nu   5 وnv  . 

02لدٌنا  u   0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

2نفرض أن  nu   ًمن أجل عدد طبٌع n 12 ونبرهن صحة الخاصٌة nu  . 

2 nu   معناه      2 nf f u f  لأن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  0;. 

بما أن  1n nu f u  و  f   و   2 3f  إذن  
13 nu   12 أي nu  . 

n ،2ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع ٌكون من أجل عدد طبٌعً  u  . 
n

 سهسهح تًاسٌٍ يدهىنح فً انًتتانٍاخ )يصطفاي عثذ انعزٌز(
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0وكذلك لدٌنا  5v   0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

5nvنفرض أن    ًمن أجل عدد طبٌع n 1 ونبرهن صحة الخاصٌة 5nv  . 

5nv   معناه      5nf f v f  لأن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  0;. 

بما أن  1n nv f v  و  f   و   
7

5
2

f  1  إذن

7

2
nu   1 أي 5nv  . 

n ،5nvومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع ٌكون من أجل عدد طبٌعً    .

 

 
 

ر المتتالٌتٌن   (ب ٌّ استنتاج اتجاه تغ nu و  nv. 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً 0; ،  0f x x ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع  n، 

2 nu   فإن   0n nf u u  أي  
1 0n nu u   وعلٌه المتتالٌة  nuمتزاٌدة . 

 من المجال xومن أجل كل عدد حقٌقً  ;  لدٌنا   0f x x ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،

5nv   فإن   0n nf v v  أي 
1 0n nv v   وعلٌه المتتالٌة   nvمتناقصة . 

3تبٌان أنه من أجل كل عدد طبٌعً  ( أn ، 1 1

1

3
n n n nv u v u   . 

  1 1

4 1 4 1 4 . 4 1 4 . 4 1

1 1 1 1

n n n n n n n n n n
n n

n n n n

v u v u v u v u v u
v u

v u v u
 

        
   

   
 

  
 

  1 1

33 3

1 1 1 1

n nn n
n n

n n n n

v uv u
v u

v u v u
 


  

   
 

n ،2nuلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً   1 معناه 3nu   2  وnv  5  لأنnv   1 معناه 3nv   

إذن   1 1 9n nv u   ٌكافئ  
  

3 1

1 1 3n nv u


 
، n  وبما أنه من أجل كل عدد طبٌعً 

n nv u 

فإنّ 
 

  
 

3 1

1 1 3

n n

n n

n n

v u
v u

v u


 

 
 أي  1 1

1

3
n n n nv u v u   . 

، nتبٌٌن أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب
1

1
0

3

n

n nv u



 
    

 
. 

لدٌنا 
0 0 5 2 3v u    و  

0 1 1
1 1

3
3 3

 

   
    

   
  أي 

0 1

0 0

1

3
v u



 
   

 
0n  ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجل  . 

نفرض أنّ 
1

1

3

n

n nv u



 
   

 
 ونبرهن أن 

1 1

1 1

1

3

n

n nv u

 

 

 
   

 
1  أي نبرهن أن  1

1

3

n

n nv u 

 
   

 
. 

لدٌنا 
1

1

3

n

n nv u



 
   

 
  معناه  

1
1 1 1

3 3 3

n

n nv u



 
   

 
  أي  

1 1

3 3

n

n nv u
 

   
 

  ولدٌنا حسب السؤال السابق 

n ،من أجل كل عدد طبٌعً 1 1

1

3
n n n nv u v u    1  ومنه 1

1

3

n

n nv u 

 
   

 
  

، nوعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً 
1

1

3

n

n nv u



 
   

 
. 

n ،nuومن جهة أخرى لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  و  nv  ومنه  n nv u 0  أيn nv u . 

: nوبالتالً من أجل كل عدد طبٌعً
1

1
0

3

n

n nv u



 
    

 
. つづく
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استنتاج أن  (جـ lim 0n n
n

v u


 . 

بما أنّ 
1

1
lim 0

3

n

n





 
 

 
 حسب النهاٌات بالمقارنة نستنتج أن  lim 0n n

n
v u


  .

تحدٌد نهاٌة كل من  nu و  nv. 

لدٌنا المتتالٌة  nu متزاٌدة والمتتالٌة  nv متناقصة و  lim 0n n
n

v u


  إذن المتتالٌتان  nu و  nv  متجاورتان

 .فهما متقاربتان ولهما نفس النهاٌة 
بما أن  nu متقاربة فإن 

1lim limn n
n n

u u
 

   ولدٌنا  1n nu f u والدالة f مستمرة على  0; إذن  

 f   وحسب ماسبق 
3 13

2


 ًوبالتال  

3 13
lim lim

2
n n

n n
u v

 


 . 
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0/ ��MI ا�����* ���� ا���Qا���@�/ : ا��( )c 1+�8 "��8 	�� *�N�Q9* ذات ا��1 ا��     
  .�8ازي 
@�ر ا���ا���    �?� 
��س 

ّ��ات ا��ا�* a� *0دراf:   
[ \��d%� *�E��ق ��	 ا����ل f ا��ا�* -      و   1 ; +∞]


" أ1W آ1 -  xا� "
[���ل   [∞+ ; 1  ، ( ) 0>′ xf )   *ا��ا�f �

�Lا�8ة ��� (  
�ات ا��ا�* - �a� ول�W f :   
  
  
  
  
  

) إ��3ء ا���@�/  )c:   
  �)   ا���1�B ا�+���/ ���ا�*:�Iآ� ) λλ: ′++xxf ga   

��	  fو   gا������B" ا�+�����" </ 
���                ���ا���"   fCو   gC إذا آ�ن  

��E                    Z!��@�ب ا�Iي  gC ه� �NرةfC ا������ <`ن��d .  

) λ و  λ′ ن�����دان  �� (  

x 1
( )xf  ′

3

( )xf

+
∞+

∞+

( )  ;  ; jiO

ji λλ ′+−

( )
12

1

−
=′

x
xf

(1

 ��8��  :( ) 13 −+= xxf Z�
):  و ) ( ) 31 +−= xx gf A�   :  

 g  *ه/ ا��ا� ″ /��E�  ″ ا��Iر ا��

) �����: أن ا���@�/  )c  *ا��ا� /�@�
   �E!��@�ب  ″ ا��Iر ا�����E/ ″ ه� �Nرة 
Z���d يI1 ; 3  ا� u.                  ( )つづく
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@�ر ا��Qا2u 1N و 1�B�� 0u ، 1u ا�@�ود - أ 	�� :  
 *�N�Qا� "
 H�9�� 20 =u/�@�ا�� "
���� ا���9* � ،  ( )c*�N�Qا� MI�� H>ا���ا    
 ���9�8 1u . 1 ا���د��E م��1 �u ر�@

" أ1W هIا ، �����1 وا��Qا1N  إ�	    
)ا�������   )D  ./�����E2 <`ن وu  "
)ا���@�/ ه� ����� ا���9*  )c  *�N�Qذات ا�   

1u  .1 ا���د��E م���2u 1Nا�Qر ا��@
)هIا ، �����1 ا�������  
" أ1Wو إ�	  )D   

ّ�� ا�����-بa� Mل ا����  "���� UYو  *��( )nu ��Eر��و� :  

) ا�������*  )nu /�> /�����Eو 	��
�Lا�8ة و
@�ودة 
" ا.  *�N�> �@� *Eر���
 *9��    

  UC���( )c  َو( )D*�N�Qا� MIا�@1 ، ه H>ا�� l *د������ ( ) xxf = Z�
    l=5  :و


" أ1W آ1 ��د C+��/ - أ Zأ� UWا����E ه�ن�n ، 5  2 ا�+ ≤≤ nu:   
  /���np  *�N2  5 ″ ا��� ≤≤ nu ″  

*@N "
 H�@0ا��p:   

 ��8�� : 52  0 ≤≤ u  522 :أي   ≤≤  *��@
   0p*@�@N: إذن . وه/ 

�ض أن Q�np أي *@�@N : 5  2 ≤≤ nu ،  

و�+�ه" أن  
1+np أي *@�@N  :52  1  ≤≤ +nu  

> "
 UWا���Y* ا�� : 2  5 ≤≤ nu أن ا��ا�* و ��Ef 	�� �

�Lا�8ة ���] [∞+ ; 1     

): �����: أن  ) ( ) ( )5  2 fff nu 54 :أي  ≥≥  1  ≤≤ +nu  Z�
52: و  1  ≤≤ +nu  
 : و���Z <`ن 

1+np@N *@�  

�ى  o* أ�8�C:UWا���Y* ا��> "
  : 5  2 ≤≤ nu ا���د *>�Y`Eا�@�ود −1 و 	إ�   
 ��� *&%B1  41 : ا� ≤−≤ nu .   *أن ا��ا� ��Eو″ /��E�
�Lا�8ة ���
� ″ ا��Iر ا��    

 	��[ 1  21 : �����: أن  0 ; +∞] ≤−≤ nu ا���د *>�Y`Eا�@�ود  3 و 	إ�   

 	�� 1?@� *&%B34  51:   ا� ≤−+≤ nu 54:  أي  1  ≤≤ +nu Z�
  :    و

 52  1  ≤≤ +nu    ن`> Z��� :و
1+np*@�@N   


" أ1W آ1 ��د C+��/ :إذن  n،  5  2 ≤≤ nu .   

(2

(3

 *  /��+C د��
" أ1W آ1  Zأ� UWا����E ه�ن�n ،    1ا�+ nuun >+:     /���np  *�N1    ″ ا��� nuun >+ ″  

*@N "
 H�@0ا��p:   

 ��8��  :   01 uu 24:  أي < > *��@
   0p*@�@N: إذن .  وه/ 

*@N ض�Q�np  1   :أي nuun N@*و�+�ه"  +<
1+np 12   : أي ++ > nuun  

UWا���Y* ا��> "
  :    1 nuun ��	 ��Ef أن ا��ا�* و +< �

�Lا�8ة ���] [∞+ ; 1     

):  �����: أن  ) ( )  1 nuu ff n 12   :  أي +< ++ > nuun  

�Zو :  

1+np*@�@N .   


" أ1W آ1 ��د C+��/ :إذن  n،     1 nuun >+ .    

) ا�0���ج أن - ب )nu *Eر���
 :  


" أ1W آ1 :  ��8�� n"
 n،     1 nuun )�����: أن  +< )nuا�8ةL�
 �
���   


" أ1W آ1 : ��8��  وn"
 n، 5  2 ≤≤ nu  أن :�����( )nu"

@�ودة  	��   ا.

) �����: أن ا�������*  )nu *Eر���
  ) . *�Eا���ّ��* ا��� *@N آ�z8 �
つづく  ) .هIا 
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  ��ب 
∞+→n nu  lim:   

�ض أن Q� ( )nu /���@ا���د ا� �@� *Eر���
 l Z�
:   و
∞+→∞+→ + ==

nn nn uu l1  lim  lim  


" ا��%\*   :( )nn uu f=+1 13:   �����: أن −+= ll*ا����د� MI1 ه@Eو   
 ���  :5=l.   

 :إذن  
∞+→

=
n nu  lim 5  

   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

•

( )D

( )c

2u
1u0u

08  تًسٌٍان

1f 0;2

2x 3
f (x)

x 2






2(x 2) (2x 3) 1
f '(x)

(x 2)² (x 2)²

  
 

 

f '(x) 0f 0;2f

20x 

f'(x) 

7

4
3

2
 

f(x)

(C)0u1u2u0

 x 0;2 f (x) 0;2
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الديوان الوطىي للامتحاواث والمسابقاث

02  تًسٌٍان

 

0uلدينا -1 a0وv b 0موجبان تماما لنفرض أنnu 0 وnv 0إذنn nu v  0 و
2

n nu v
 

1يعني  0nu   1 و 0nv  لدينا  ومنو نستخمص المطموبa b 0 يعني 0u v لنفرض أنn nu v إذن
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0nu و بما أن  0 وnv 1فإن 1n nu v  و منو نستخمص المطموب.  
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   
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تمارين المستوى الرابع

من السؤال السابق نجد  
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    و منو nuمتزايدة عمى. N

nمن أجل كل طبيعي 
1

2
             0

2

n n
n n n

n nu v
v v v

u v



  


 
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  نفرض أن P n  صحيحة . لدينا
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n :3nuن بالتراجع أناه من أجل كل عدد طبيعي ابره -أ n  
0nنتحقق من صحة الخاصية من أجل  ،0 0 3u   0صحيحه لأنا 2u  
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لدينا   
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413000حساب   .أ .1  uvw   
و

111 uvw  أي     00001 313313 vuuvw   أي أن    31333191 w إذن 
4241  w. 
اثبات أن المتتالية .ب nw ىندسية:     nnnnnnn vuuvuvw  313313111   أي أن 

    nnnnnnn vuuvuvw     و منو 313111  nnn uvw  161  إذن   nn ww 161   و منو 
المتتالية ىندسية و أساسها  16 . 

كتابة عبارة الحد العام . ج nn ww 160   أي أن  nnw 16.4   
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2
0  أي 
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1
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إثبات أن المتتالية - أ .2 nu  متزايدة :  nnnnn uvuuu    أي أن 3131
      nnnnnn uvvuuu  .3131131  ٍيعت     nnnn wuu 16314311   الفرق
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الفرق سالب  و منو المتتالية nv  متناقصة . 
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:لدينا  nu متتاليةّ معرّفة من أجل كل عدد طبيعي n كما يلي :   
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2 3
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2 1
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


  
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 ------------------------------------------------------------------------------------------:  1u ،2u  ،3u: حساب الحدود ( 1     

      1 0 ln 3 ln 3u u    ،       2 1 ln
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ln ln 3 ln 5 ln 3
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5u u
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 nبيان أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ( .        
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
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
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2 1

n

n

 
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 
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، المتتالية  n من أجل كل عدد طبيعي: إذن   nu  متزايدة تماما.    

n  ،2لدينا من أجل كل عدد طبيعي ( 3    1nv n  : 

n  ،nuبرهان بالتراجع أنه من أجل كل  (أ

ne v : --------------------------------------------------------------- 

:  نضع الخاصية   : nu

nP n e v . 

نتحقق من صحة  - 0P  ، 0: أي

0

u
e v  ، 1: و منه 1  ، 0إذن الخاصية محققة من أجلn  . 

نفرض صحة  -   P n  أي ، :nu

ne v  و نبرهن صحة ، 1P n   ، 1:  أي

1
nu

ne v

 . 

nu :لدينا فرضا أنّ  : البرهان 

ne v  ، 1: أي
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2 1
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   1: ، أي
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2 1
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n


 

  
 

  ،1 1nu n
n

n

v
e v

v
    ،1: ه و من

1
nu

ne v

 . 

إذن الخاصية  1P n   صحيحة يستلزم P n  من أجل كل : صحيحة ، أيn  :nu

ne v . 

nuلدينا :  nة بدلال nuعبارة  -

ne v  ، أي : lnn nu v  و منه ، : ln 2 1nu n  . 

limحساب  - n
n

u


  : lim lim ln 2 1n
n x

u n
 

    . 

------------------------------------------------------------------------------------------:  T و   nS حساب المجموعين ( 4      

nS:1حساب -      2

0 1 1

ln ln ... ln n
n

n

v v v
S

v v v 

     
        

    
1: ، أي   0 2 1 1ln ln ln ln ... ln lnn n nS v v v v v v       

0ln: أي    lnn nS v v    ،أي  : ln 2 1n nS u n    ،و منه  : ln 2 1nS n  . 
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 : nمه أجل كل عدد طبٍعً - 1-
2

1 1 12 3 3n n n nv u u u       1( 3 )n n nu u v       
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 
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     

   

     

2 2

21

3

n n 

 
  
 

 

 
 

 1 1
1

2 2
1 1 1 1

3
3 3 3

n n n n
n

n

 
 

      
      

      

 /ب
443n
معناه

2 2

4423 3
n n 


 معناه  10 9 0n n  و n10عدد طبٌعً    نجدn  10طبٌعً هو    ومنه أصغر عددn       

َماط( 10.0شعثح عهىو ذجشٌثٍح ) 6102يذسسح أشثال الأيح    



حلول المسائل

  تًسٌٍان

 
  

 

01

 
 

تمارين المستوى الخامس

 
1- 1

1

2
U  , 2

1

6
U ,  3

1

12
U . 

2- 2 1 3 2U U U U  . 

3- 32

1 2

UU

U U
.  

  أو الدالة المرفقة. بالتراجع -0
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1

2 

ية لعدد بمجموع لحدود متتابعة من متتالية هندسية .  ية الدور  كيفية التعبير عن الكتابة العشر
 حساب مجموع لحدود متتابعة من متتالية هندسية .

ية له . ية لعدد إلى الكتابة ال كسر ية الدور يل الكتابة العشر  3 تحو

 

التحقق أن :  
2

1 43 43 43
32 ......

10 100 100 100
n n

u
 

     
 

 

43n.....3,24343لدينا :    
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3 5 7 2 1

43 43 43 43
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
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u
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u
 

     
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  

    
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32
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n nu S   : 1أي 43 1
32 1

10 99 100
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  
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1أي نجد :   3211 43 1
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1و منه يكون :          3211
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10 99
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
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lim 0
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lim n
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u


 . 

3211هي العدد  يؤول إلى  nلما  nuنلاحظ أن نهاية       

990
3211و عليه يكون :  

990
A  . 
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: ليق  ـاتع      
: : في الخطوة  الجواب الأول    

3 5 7 2 1

32 43 43 43 43
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1 1 1
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100 100 100n

 
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 هو مجموع لحدود متتابعة لمتتالية هندسية  
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100
1و حدها الأول  

100
 . 

limيعتبر  Aيتكرر مالانهاية من المرات إذن العدد  43بما أن العدد :  الجواب الرابع    n
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u

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: ∀n ∈ N : 0 < un < 1 : أنّ بالتراجع برهان أ-
.0 < u0 < 1 : إذن ،u0 =

3
√
2

2
: لدينا n = 0 أجل من �

.0 < un+1 < 1 : العبارة صحة معا ولنبينّ ،0 < un < 1 : صحة لنفترض �
.0 <

3

√
1− u3

n

7
< 3

√
1

7
< 1 : إذن ،0 <

1− u3
n

7
<

1

7
: بالتالي ،−1 < −u3

n < 0 : إذن ،0 < un < 1 : لدينا
.0 < un+1 < 1 : أنّ نجد وأخيرا،

: العبارة أثبتنا قد نكون n∀فهذا ∈ N : 0 < un < 1

: ∀n ∈ N : −1 < vn < 7 أنّ استنتاج ب-
.−1 < 8u3

n − 1 < 7 : وعليه ،0 < u3
n < 1 أنّ يستلزم وهذا ،0 < un < 1 : لدينا ،N من n كل أجل من

: أنّ يعني n∀وهذا ∈ N : −1 < vn < 7

102

.v0 = 8u3
0 − 1 = 8

(
3
√
2

2

)3

− 1 = 1 2.أ-

つづく
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: هندسية متتالية (vn)n∈N أنّ تبييّن ب-
.vn+1 = 8u3

n+1 − 1 = 8

(
3

√
1− u3

n

7

)3

− 1 = 8

(
1− u3

n

7

)
− 1 = −1

7
vn : لدينا ،N من n كل أجل من

.q = −1

7
وأساسها هندسية، متتالية (vn)n∈N ومنه

.vn = v0 × qn =

(
−1

7

)n : لدينا ،N من n كل أجل من 3.أ-
: أنّ نجد وأخيرا، ،un = 3

√
vn + 1

8
أنّ يستلزم وهذا ،vn = 8u3

n − 1 : لدينا ،N من n كل أجل من

∀n ∈ N : un =
1

2
3

√
1 +

(
−1

7

)n

ب-

.Sn =
n+2020∑
k=0

vk = v0
1− qn+2021

1− q
=

1−
(
−1

7

)n+2021

1 +
1

7

=
7

8

[
1−

(
−1

7

)n+2021
]
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: لدينا 
2

2n n

n
u  مع ،*n . 

n  :1n*لدينا من أجل كل ( 1
n

n

u
v

u
 . 

1lim: لنبينّ أنّ ( أ
2nn

v . 
2

2 21
1

2 1 2 2

( 1)
( 1) 2 1 ( 1)2

22

2

nn
n

n n
n

n

n
u n n

u n n n
: أي 

2

2

1 ( 1) 1
lim lim

2 2nn n

n
v

n
 : ، لأنّ  

2

2

( 1)
lim 1
n

n

n
 .و هو المطلوب .  

1: يكون  n*لنبينّ أنهّ من أجل كل ( ب
2n

v  .  ّبما أن :
2

2

1 ( 1)

2n

n
v

n
: و نعلم أنّ  

2

2

( 1)
1

n

n
 

: أي 
2

2

1 ( 1) 1

2 2

n

n
1: ، و منه  

2n
v . 

v

3: ، بحيث يكون  pتعيين ( ج
4n

v . 

3: لدينا 
4n

v  أي ، :
2

2

1 ( 1) 3

2 4

n

n
: يتحقق إذا كان ، و هذا  

2

2

( 1) 3

2

n

n
2: ، أي   22( 1) 3n n 

つづく
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2: أي 22( 2 1) 3n n n 2 : ، أي 4 2 0n n 
2لندرس إشارة *(  4 2 0x x  بعد دراسة الإشارة نلاحظ أنهّ  :  على : 

2: يكون  4 2 0n n  2: إذا كان 6n ،  4,44: أيn  5: ، و منهn . 

3كي يكون  nأصغر قيمة لـ : إذن 

4n
v  5: أي أنّ  . 5: هيp . 

3 :فإنّ  5n: أي  5p: إذا كان ( د
4n

v  ،  1: أي 3

4
n

n

u

u
: ، و منه  

1

3

4n n
u u . 

: لدينا ( 2
5 6

....
n n
S u u u . 

5n :5لنبرهن بالتراجع من أجل ( أ

5

3
( )
4
n

n
u u 

5 : ، أي  5nلنتحقق من أجل *(  5

5 5

3
( )
4

u u  0: أي

5 5

3
( )
4

u u  و منه ، :
5 5
u u (محققة. ) 

5: لنفرض أنّ *( 

5

3
( )
4
n

n
u u  ّ4    : ، و لنثبت أن

1 5

3
( )
4
n

n
u u . 

5 :لدينا 

5

3
( )
4
n

n
u u5: ، أي

5

3 3 3
( )

4 4 4
n

n
u u  4: أي

5

3 3
( )

4 4
n

n
u u  ّو نعلم أن ، : 

1

3

4n n
u u 

4: إذن 

1 5

3
( )
4
n

n
u u  و هو المطلوب ،. 

5 : يكون  5nو أخيرا من أجل *( 

5

3
( )
4
n

n
u u 

: لدينا ( ب
5 6

....
n n
S u u u 

 : يصبح ( أ)السؤال ، و حسب 

5 5

5 5

6 5

6 5

7 5

7 5

5

5

3
( )
4
3
( )
4
3
( )
4

:

3
( )
4
n

n

u u

u u

u u

u u

0: بالجمع نجد   1 2 5

5

3 3 3 3
( ) ( ) ( ) .... ( )
4 4 4 4

n

n
S u  

2: و منه  5

5

3 3 3
1 ( ) .... ( )
4 4 4

n

n
S u  ،        و هو المطلوب. 

2: أولا لنحسب المجموع ( ج 53 3 3
1 ( ) .... ( )
4 4 4

n 3ساسها نلاحظ أنّ المجموع لمتتالية هندسية أ

4
و حدها الأول  

つづく
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: ، أي  4n: ، و عدد حدودها هو  1هو     
4

2 5

3
1 ( )3 3 3 41 ( ) .... ( ) 1

34 4 4
1
4

n

n  43
4 1 ( )

4
n  

43: نعلم أنّ 
1 ( ) 1
4
n  43: أي

4 1 ( ) 4
4
n  ،  4: و منه

5 5

3
4 1 ( ) 4

4
n u u  . 

2: نعلم أنّ  5

5

3 3 3
1 ( ) .... ( )
4 4 4

n

n
S u  4: أي

5

3
4 1 ( )

4
n

n
S u  ، 

: إذن 
5

4
n
S u  و هو المطلوب ،. 

)لنبينّ أنّ المتتالية ( 3 )
n
S  متزايدة: 

1 5 6 5 6 1
( ... ) ( ... )

n n n n
S S u u u u u u

: و منه 
2

1 1 1

( 1)

2n n n n

n
S S u . 

: نلاحظ أنّ 
1

0
n n
S S  المتتالية : ، إذن( )

n
S  5متزايدة من أجل كلn . 

)المتتالية *(  )
n
S  متزايدة و محدودة من الأعلى بــ

5
4u   اربة فستكون متق: إذن. 
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: لدينا 
0
0u  ،

1
1u  و

1 1
7 8

n n n
u u u

: لدينا ( 1
1n n n

s u u . 
)لنبينّ أنّ المتتالية ( أ )

n
s  هندسية : 

1 2 1 1 1
7 8

n n n n n n
s u u u u u         

1 1
8 8 8( )
n n n n
u u u u _

: و منه  
1
8

n n
s s  إذن المتتالية ،( )

n
s  ، هندسية

: ، و حدها الأول  8أساسها 
0 1 0

1s u u . 
عبارة ( ب

n
s  بدلالةn  : 

0

n
n
s s q  8: ، و منهn

n
s . 

 

): لدينا ( 2 1)n
n n
v u  و

1n n n
t v v

 
التعبير عن *( 

n
t  بدلالة

n
s  : 

1

1 1
( 1) ( 1)n n

n n n n n
t v v u u 1 1

( 1) 1 ( 1) ( )n n

n n n n
u u u u 

                ( 1) ( 1) 8n n n
n
s 
): و منه  8 )

n

n
t . 
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: لنحسب المجموع ( 3
0 1 1

...
n

t t t  يقتين  : بطر
يقة الأولى   : الطر

0 1 1( 8) ( ( 8) ) ... ( ( 8) )n 
   2 11 ( 8) ( 8) ... ( 8)n 

)نلاحظ أنّ المجموع لمتتالية هندسية أساسها   .حد  n: ، و عدد حدودها هو  1: الأول هو و حدها  (8

0 1 1

( 8) 1 ( 8) 1
...

8 1 9

n n

n
t t t  و منه :

0 1 1

( 8) 1
...

9

n

n
t t t . 

يقة الثانية   : الطر

: لدينا 
1n n n

t v v  أي ، :

0 1 0

1 2 1

2 3 2

1 1

:

n n n

t v v

t t v

t v v

t v v

: نجد بالجمع  
0 1 1 0

...
n n

t t t v v  

0: و بما أنّ 

0 0
( 1) 0v u  فسيكون ، : ( 8) 1

9

n

n
v . 

كتابة *( 
n
u  بدلالةn   : 

): لدينا  1)n
n n
v u  أي ، : 

( 8) 1

9
( 1) ( 1)

n

n
n n n

v
u .  و منه :( 8) 1

9 ( 1)

n

n n
u . 

lim: حساب النهاية *(  ( )
8
n
nn

u . 
( 8) 1

( 8) 19 ( 1)
lim ( ) lim lim

8 8 9 ( 1) (8)

n

nn
n
n n n nn n n

u ( 8) 1 1 1
lim lim

99 ( 8) 9 ( 8)

n

n nn n
 

1lim: و منه  ( )
98

n
nn

u  ّ1: ، لأن
lim 0

9 ( 8)nn
 . 
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: لدينا 
10

2n n

n
u  . 

لدينا : البرهان ( 1
1
0,95

n n
u u  ّ1: معناه أن 0,95n

n

u

u
): لأنّ   0)

n
u  َو

1
( )0
n
u  ، 

1: أي 

0

1

1

0

1

2 0,9

(

5

2

)
n

n

n

n
: أي  

1

0

1

1

0

1 2
0,9

2

( )
5

n

n

n

n
10: أي    1

(
1

1 ) 0,95
2n

1)10 :ومنه ،  ) 1,
1

9
n
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2 )f  1011: بـــ  ;1الدالة  المعرفّة على( ) ( )f x
x

  

:  إتجاه التغيرّ( أ
2

9( ) 10 (
1
) ( )

1
1
x x

f x  ،
): نلاحظ أنّ  ) 0f x و منه الدالة   ،  ;1علىf  متناقصة.   

1lim ( )
x

xf . 
 ،  1024;1هي ;1وَ صورة المجال  ،  ;1مستمرة و رتيبة على  fالدالة ( ب

1,9وَ  )1، ومنه المعادلة  1024;1 ,) 9f  1: ، حيث  حلا وحيدا  تقبل; . 

15: بالحاسبة نجد ( ج : ، أي  16
0
( 6)1n . 

)1: يكون  16nمن أجل :  البرهان( د ) )6(f fn  ( لأنّ الدالةf  متناقصة ) 10: ، أي(
1

1 16) ( )f
n

 

): و لدينا  )16 1,9f  10: ، و منه( ) 1,
1

1 9
n

 . 

)10:لدينا  16nمن أجل ( أ( 3 ) 1,
1

1 9
n

: أنّ معناه  
1
0,95

n n
u u  1: أي 0,95 1n

n

u

u
  ، 

)و منه فإنّ المتتالية  )
n
u  متناقصة. 

)بما أنّ المتتالية ( ب )
n
u  لأنّ  0بـــ متناقصة وَ محدودة من الأسفل :( 0)

n
u  متقاربة، ومنه فإنها . 

16: إثبات أنّ ( 4

16
0,950 ( )n

n
u u  ،  16من أجلn  ( : نستعمل البرهان بالتراجع. ) 

  16نتحقّق من أجلn  :16

16

16

16
0,950 ( )u u  ومنه ، :

16 16
0 u u  ،محقّقة . 

  16: نفرض صحة

16
0,950 ( )n

n
u u . 

  16: و نثبت صحة

16

1

1
0,950 ( )n

n
u u  أي :

1 16

150,90 ( )5 n
n
u u . 

16: لدينا فرضا : البرهان 

16
0,950 ( )n

n
u u  ،  16: أي

16
0,95 0,95 0,950 ( )n

n
u u  ،

15:أي 

16
0,0 0,95 ( )95 n

n
u u  ،  وَ لدينا :

1
0,95

n n
u u  ،  15: ومنه

1 16
0,90 ( )5 n

n
u u . 

16n :16إذن من أجل كل 

16
0,950 ( )n

n
u u  

  إستنتاج نهاية( )
n
u  :0lim ( )

nn
u  ،  ّ160,95: لأنlim ( ) 0n

n
 .( حسب خاصية النهايات بالحصر )         
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تمارين المستوى الخامس

: 1

ω
= ω − 1 و ω2 = ω + 1 : أنّ التحقّق .1

: أنّ وضوحا ω2لدينا =

(
1 +

√
5

2

)2

=
2 + 2

√
5

4
+

4

4
= ω + 1

: أيضا ولدينا
ω2 = ω + 1 =⇒ ω (ω − 1) = 1

=⇒ 1

ω
= ω − 1 , ω ̸= 0

: an =
1√
5
(ωn − (1− ω)n) : لدينا ،N من n كل أجل من أنهّ تبييّن .2

: تخمين �
: نجد السابق، السؤال من استفدنا ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣فإذا

ω2 = ω + 1

ω3 = ω2ω = (ω + 1)ω = ω2 + ω = ω + 1 + ω = 2ω + 1

ω4 = ω3ω = (2ω + 1)ω = 2ω2 + ω = 2 (ω + 1) + ω = 3ω + 2

ω5 = ω4ω = (3ω + 2)ω = 3ω2 + 2ω = 3 (ω + 1) + 2ω = 5ω + 3

...
: على فنتحصل السابقة، الفكرة بنفس نواصل ... وهكذا

ωn = anω + an−1 (R)
: التراجعية بالعلاقة معرفّة متتالية (an)n∈N a0حيث = 0, a1 = 1

an = an−1 + an−2,∀n ∈ N∗ − {1}

: (R) العلاقة لإثبات بالتراجع البرهان نستعمل �
: لدينا .n = 2 أجل من ،(R) العبارة لنختبر �ω2 = a2ω + a1 =

a1 + a0︸ ︷︷ ︸
=1

ω + a1 = ω + 1

.n+ 1 أجل من صحتها ولنبرهن ،n أجل من صحيحة (R) العلاقة أنّ لنفترض .n = 2 أجل من محقّقة (R) العلاقة ومنه
.(R) التراجع فرضية من لدينا أوّلا،

: على فنتحصّل ،ω في (R) العلاقة لنضرب ثانيا،
ωn+1 = anω

2 + an−1ω = an (ω + 1) + an−1ω =

an + an−1︸ ︷︷ ︸
=an+1

ω + an = an+1ω + an

つづく
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: العبارة بدوره يكافئ ωn+1وهذا = an+1ω + an

البرهان. يكتمل وأخيرا،
: تخمين �

: نجد الأوّل، السؤال من استفدنا ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣فإذا

ω−1 =
1

ω
= ω − 1

ω−2 = ω−1ω−1 = (ω − 1) (ω − 1) = −ω + 2

ω−3 = ω−2ω−1 = (−ω + 2)ω−1 = 2ω − 3

ω−4 = ω−3ω−1 = (2ω − 3)ω−1 = −3ω + 5

...
: على فنتحصل السابقة، الفكرة بنفس نواصل ... وهكذا

ω−n = (−1)n (an+1 − anω) (Z)

: التراجعية بالعلاقة معرفّة متتالية (an)n∈N a0حيث = 0, a1 = 1

an = an−1 + an−2,∀n ∈ N∗ − {1}

للطالب. الإثبات يتُرك الغرض لهذا ،(R) العلاقة إثبات بنفس (Z) العلاقة إثبات يمكن �
: فنجد ،(−1)n في (Z) العلاقة نضرب �(−1)nω−n = an+1 − anω (Q)
: فنجد ،(R) من (Q) المعادلة ωnبطرح − (−1)nω−n = anω + an−1 − (an+1 − anω)

= 2anω + an−1 − an+1

= 2anω + an−1 − (an + an−1)

= (2ω − 1) an

=
√
5an

: أنّ نستنتج anومنه، =
1√
5

(
ωn − (−1)nω−n

)
: نجد النهاية، limوبادخال

n→+∞
an = lim

n→+∞

1√
5

(
ωn − (−1)nω−n

)
= +∞

: ωn (bn − ω) an = (−1)n : لدينا ،N∗ من n كل أجل من أنهّ إثبات .3
.(Z) العلاقة من نستفيد أوّلا،

: أنّ استنتجنا ،bn =
an+1

an
: لدينا ،N∗ من n كان لماّ ω−nثانيا، = (−1)n (anbn − anω) = (−1)nan (bn − ω)

: نجد ،(−1)nωn في الأخيرة فهذه نضرب بعد n(1−)وعليه، = ωn (bn − ω) anつづく
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.an+2

an+1

= 1 +
an
an+1

: فنتحصّل ،an+1 على الطرفين بقسمة ،an+2 = an+1 + an : لدينا ،n ≥ 1 كل أجل من
.(bn =

an+1

an
: (لأنّ bn+1 = 1 +

1

bn
: أنّ يعني وهذا

. lim
n→+∞

bn+1 = lim
n→+∞

(
1 +

1

bn

)
: فنجد الأخيرة، هذه الطرفين على النهاية بادخال

.l2 = l + 1 : أخرى بعبارة ،l = 1 +
1

l
: ومنه ، lim

n→+∞
bn = l : نضع

.l = ω : فإنّ ،ω > 0 : أنّ وبما ،l مجهولها الثانية الدرجة من معادلة وهي

110



الأول الجـزء
q′ الأساس استنتاج ّ ثم d2 و d1 ، d0 حساب - 1

. d1 = −1
9
إذن d3

1 = − 1
729

: نجد (2) المعادلة في يض بالتعو d2
1 = d0 × d2 : فإنّ هندسية (dn) المتتالية أنّ بما لدينا

: نجد (4) في (3) المعادلة يض بتعو


d0 = −10
27

− d2..... (3)

d0 × d2 =
1

81
..... (4)

: معناه


d0 + d2 = −10
27

d0 × d2 =
1

81

: تكافئ تصبح (F) الجملة

(dn) المتتالية أنّ وبما d2 = − 1
27

و d2 = −1
3
: هي حلولها نجد الأخيرة هذه بحل ،−d2

2 −
10
27

d2 −
1

81
= 0 : يكافئ

(
−10

27
− d2

)
d2 =

1
81

. d0 = −1
3
على نتحصل (3) المعادلة في يض وبالتعو d2 = − 1

27
فإنّ متزايدة

. q′ =
d2

d1
=

d1

d0
=

1
3
: هو (dn) المتتالية أساس

lim
n→+∞

dn حساب ّ ثم n بدلالة dn كتابة - 2

. −1 ≺ 1
3
≺ 1 : لأنّ lim

n→+∞
dn = lim

n→+∞

(
−1

3

(
1
3

)n)
= 0 و dn = −1

3

(
1
3

)n
: إذن dn = d0(q′)n : ومنه هندسية (dn) المتتالية

dn ≺ − 3
103 : يكون حتىّ n طبيعي عدد أكبر تعيين - 3

n ln
(

1
3

)
≻ ln

(
9

103

)
معناه ln

(
1
3

)n
≻ ln

(
9

103

)
أي
(

1
3

)n
≻ 9

103 : يكافئ −1
3

(
1
3

)n
≺ − 3

103 : يكافئ dn ≺ − 3
103 : لدينا

. n = 4 : هو dn ≺ − 3
103 يحقّق n طبيعي عدد أكبر أنّ نجد هنا من n ≺ 4.2877 أي n ≺

ln
(

9
103

)
ln
(

1
3

) ومنه

الثاني الجـزء
lim

x→+∞
fa (x) و lim

x→−∞
fa (x) حساب - 1

lim
x→−∞

fa (x) = lim
x→−∞

(
ln
(

a + x
1 + ax

)
+ x

)
= lim

x→−∞
ln
(

a + x
1 + ax

)
+ lim

x→−∞
x = ln

(
1
a

)
+ lim

x→−∞
x = −∞

lim
x→+∞

fa (x) = lim
x→+∞

(
ln
(

a + x
1 + ax

)
+ x

)
= lim

x→+∞
ln
(

a + x
1 + ax

)
+ lim

x→+∞
x = ln

(
1
a

)
+ lim

x→+∞
x = +∞

الثالث الجـزء

. vn+1 =
a + vn

1 + avn
: ومنه vn+1 = e fa(vn)−vn = e

ln

(
a + vn

1 + avn

)
+vn−vn

= e
ln

(
a + vn

1 + avn

)
: لدينا

vn ̸= 0 : N من n كل أجل من أنهّ بالترّاجع البرهان - 1

. n = 0 أجل من محقّقة " vn ̸= 0 " الخاصية إذن v0 ̸= 0 ومنه a ̸= 0 أنّ ونعلم v0 = a : لدينا n = 0 أجل من •
. vn+1 ̸= 0 أنّ ونبرهن vn ̸= 0 أنّ نفرض •

أي avn ̸= 0 : لدينا أخرى جهة ومن جهة من هذا vn + a ̸= 0...... (∗) إذن a ̸= 0 و vn + a ̸= a يكافئ vn ̸= 0 : الفرض من لدينا
. vn+1 ̸= 0 أنّ نجد بطرف طرف (∗∗) في (∗) بضرب 1

1 + avn
̸= 1...... (∗∗) يكافئ avn + 1 ̸= 1

. vn ̸= 0 : N من n كل أجل من فإنهّ بالتراجع البرهان حسب إذن

  تًسٌٍان
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ثابتة (vn) المتتالية تكون حتىّ a قيمة تعيين - 2

: معناه a3 − a = 0 أي a
(
1 + a2) = 2a يكافئ a =

a + a
1 + a · a

: نجد بالتعويض وعليه vn+1 = vn = v0 = a معناه ثابتة (vn) المتتالية
. a = 1 : هي (vn) المتتالية تكون حتىّ a قيمة فإنّ a ∈ R∗

+ أنّ وبما s = {−1; 0; 1} : هي الأخيرة المعادلة هذه حلول a
(
a2 − 1

)
= 0

الرابع الجـزء
a بدلالة w0 الأول وحدّها q أساسها من كل تعيين مع هندسية (wn) المتتالية تكون حتىّ b قيمة إيجاد - 1

: لدينا فإنهّ 1 − ba ̸= 0 أنّ بما

wn+1 =
vn+1 − b
vn+1 + b

=

a + vn

1 + avn
− b

a + vn

1 + avn
+ b

=

a + vn − b − bavn

1 + avn
a + vn + b + bavn

1 + avn

=
(1 − ba) vn + (a − b)
(1 + ba) vn + (a + b)

=
1 − ba
1 + ba

·
vn +

a − b
1 − ba

vn +
a + b

1 + ba{
a
(
b2 − 1

)
= 0

a
(
b2 − 1

)
= 0

: معناه
{

a − b = −b + b2a

a + b = b + b2a
: يكافئ


a − b

1 − ba
= −b

a + b
1 + ba

= b
: يكون أن يجب هندسية (wn) المتتالية تكون حتىّ ومنه

. b = 1 فإنّ تماما موجب حقيقي عدد b أنّ وبما b = −1 و b = 1 : هي حلولها b2 − 1 = 0 : فإنّ a ∈ R∗
+ أنّ بما

. wn+1 =
1 − a
1 + a

·
vn +

a − 1
1 − a

vn +
a + 1
1 + a

=
1 − a
1 + a

· vn − 1
vn + 1

=
1 − a
1 + a

· wn : نجد b = 1 أجل من إذن

. w0 =
v0 − 1
v0 + 1

=
a − 1
a + 1

الأوّل وحدّها q =
1 − a
1 + a

أساسها هندسية متتالية (wn) b = 1 أجل من وعليه
a و n من كل بدلالة vn عبارة استنتاج ّ ثم wn عبارة كتابة السابقة b قيمة أجل من -

wn = −
(

1 − a
1 + a

)n+1
ومنه wn =

a − 1
a + 1

(
1 − a
1 + a

)n
= −

(
1 − a
1 + a

)(
1 − a
1 + a

)n
: وعليه wn = w0 × qn : معناه هندسية (wn) •

: ومنه wn + 1 = vn (1 − wn) : معناه wn · vn + wn = vn − 1 : أي wn (vn + 1) = vn − 1 : يكافئ wn =
vn − 1
vn + 1

: لدينا •

. و.ه.م vn =

1 −
(

1 − a
1 + a

)n+1

1 +
(

1 − a
1 + a

)n+1 : إذن vn =

1 +

(
−
(

1 − a
1 + a

)n+1
)

1 −
(
−
(

1 − a
1 + a

)n+1
) : نجد الأخيرة المعادلة في wn عبارة بتعويض vn =

1 + wn

1 − wn

lim
n→+∞

vn و lim
n→+∞

wn : من كل حساب -

: ومنه ، ( تماماً موجب حقيقي عدد 1 + a أنّ واضح ) −1 ≺ 1 − a
1 + a

≺ 1 : وعليه − (1 + a) ≺ 1 − a ≺ 1 + a : لدينا

• lim
n→+∞

wn = lim
n→+∞

(
−
(

1 − a
1 + a

)n+1
)

= − lim
n→+∞

(
1 − a
1 + a

)n+1
= 0

• lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞


1 −

(
1 − a
1 + a

)n+1

1 +
(

1 − a
1 + a

)n+1

 =

lim
n→+∞

(
1 −

(
1 − a
1 + a

)n+1
)

lim
n→+∞

(
1 +

(
1 − a
1 + a

)n+1
) =

1 − lim
n→+∞

(
1 − a
1 + a

)n+1

1 + lim
n→+∞

(
1 − a
1 + a

)n+1 =
1 − 0
1 + 0

= 1

. a = 3 و b = 1 يلي مماّ كلٍّ في نضع - 2

. q = −1
2
و w0 =

1
2
: لدينا a = 3 أجل من sn المجموع n بدلالة كتابة -

sn = w0

(
1 − qn+1

1 − q

)
=

1
2


1 −

(
−1

2

)n+1

1 −
(
−1

2

)
 =

1
2


1 −

(
−1

2

)n+1

3
2

 =
2
3
· 1

2

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)

=
1
3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)

. −1 ≺ −1
2
≺ 1 : لأنّ lim

n→+∞
sn = lim

n→+∞

1
3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)

=
1
3
: ولدينا
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s′n المجموع n بدلالة كتابة -
: ومنه wn =

vn − 1 + 1 − 1
vn + 1

=
vn + 1 − 2

vn + 1
=

vn + 1
vn + 1

− 2
vn + 1

= 1 − 2
vn + 1

: يكافئ wn =
vn − 1
vn + 1

: لدينا
: وبالتالي 1

vn + 1
=

1
2
(1 − wn) : إذن 2

vn + 1
= 1 − wn

s′n =
1

v0 + 1
+

1
v1 + 1

+
1

v2 + 1
+ ........ +

1
vn + 1

=
1
2
(1 − w0) +

1
2
(1 − w1) +

1
2
(1 − w2) + ........ +

1
2
(1 − wn)

=
1
2
((1 − w0) + (1 − w1) + (1 − w2) + ...... + (1 − wn)) =

1
2
(1 + 1 + 1 + ...... + 1 − (w0 + w1 + w2 + ...... + wn))

=
1
2
((n + 1)− sn) =

1
2

(
(n + 1)− 1

3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
))

=
n
2
+

1
2
− 1

3
− 1

3

(
−1

2

)(
−1

2

)n+1

s′n =
n
2
+

1
6
− 1

3

(
−1

2

)n+2
: ومنه

(s′n) المتتالية طبيعة استنتاج ّ ثم ، lim
n→+∞

s′n حساب - •

. lim
n→+∞

s′n = lim
n→+∞

(
n
2
+

1
6
− 1

3

(
−1

2

)n+2
)

= lim
n→+∞

(
n
2
+

1
6

)
− lim

n→+∞

(
1
3

(
−1

2

)n+2
)

= +∞ : لدينا
. متباعدة (s′n) المتتالية ومنه
s′′n المجموع n بدلالة كتابة -

: إذن
(

1
vn + 1

)2
=

(
1
2
(1 − wn)

)2
: نجد الطرفين بيع وبتر 1

vn + 1
=

1
2
(1 − wn) : السابق السؤال في وجدنا

: إذن 1

(vn + 1)2 =
1
4
(
1 − 2wn + w2

n
) : ومنه 1

(vn + 1)2 =
1
4
(1 − wn)

2

s′′n =
1

(v0 + 1)2 +
1

(v1 + 1)2 +
1

(v2 + 1)2 + ........ +
1

(vn + 1)2

=
1
4
(
1 − 2w0 + w2

0
)
+

1
4
(
1 − 2w1 + w2

1
)
+

1
4
(
1 − 2w2 + w2

2
)
+ ........ +

1
4
(
1 − 2wn + w2

n
)

=
1
4
(
1 − 2w0 + w2

0 + 1 − 2w1 + w2
1 + 1 − 2w2 + w2

2 + ........ + 1 − 2wn + w2
n
)

=
1
4
(
1 + 1 + 1 + ........ + 1 − 2 (w0 + w1 + w2 + ........ + wn) +

(
w2

0 + w2
1 + w2

2 + ........ + w2
n
))

=
1
4
(
(n + 1)− 2sn +

(
w2

0 + w2
1 + w2

2 + ........ + w2
n
))

=
1
4

(
(n + 1)− 2sn +

((
w0q0)2

+
(
w0q1)2

+
(
w0q2)2

+ ........ + (w0qn)2
))

=
1
4

(
(n + 1)− 2sn + w2

0
(
q0)2

+ w2
0
(
q1)2

+ w2
0
(
q2)2

+ ........ + w2
0(qn)2

)
=

1
4

(
(n + 1)− 2sn + w2

0

(
q0 + q2(1) + q2(2) + ........ + q2(n)

))
=

1
4

(
(n + 1)− 2sn + w2

0

(
1 −

(
q2)n+1

1 − q2

))

=
1
4

(n + 1)− 2

(
1
3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
))

+

(
1
2

)2


1 −

((
−1

2

)2
)n+1

1 −
(
−1

2

)2





=
1
4

(n + 1)− 2
3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)
+

1
4


1 −

(
1
4

)n+1

3
4




=
1
4

(
(n + 1)− 2

3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)
+

1
3

(
1 −

(
1
4

)n+1
))

=
1
4

(
(n + 1)− 1

3

((
−1

2

)n
+

(
1
4

)n+1
)
− 1

3

)

. s′′n =
n
4
− 1

12

((
−1

2

)n
+

(
1
4

)n+1
)
+

1
6
ومنه
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hn المجموع m و n من كل بدلالة كتابة -
wm

n = (w0qn)m = wm
0 (qn)m = wm

0 · qn(m) = wm
0 · (qm)n =

(
1
2

)m
·
((

−1
2

)m)n

: لدينا

: وعليه wm
0 =

(
1
2

)m
: هو الأول وحدّها qm =

(
−1

2

)m
: هو أساسها هندسية (wm

n ) المتتالية ومنه

hn = wm
0

(
1 − (qm)n+1

1 − qm

)
=

(
1
2

)m


1 −

((
−1

2

)m)n+1

1 −
(
−1

2

)m

 =
1m

2m


1 −

((
−1

2

)m)n+1

1 − (−1)m

2m



=
1

2m


1 −

(
−1

2

)m(n+1)

2m − (−1)m

2m

 =


1 −

(
−1

2

)m(n+1)

2m − (−1)m



. ( hn = sn يصُبح m = 1 لماّ أنهّ لاحظ ) . 1 من تماما أكبر طبيعي عدد m حيث hn =


1 −

(
−1

2

)m(n+1)

2m − (−1)m

 ومنه

Gn الجداء n بدلالة كتابة -
ومن جهة من هذا ln Gn = ln |w0 × w1 × w2 × .......... × wn| = ln |w0| + ln |w1| + ln |w2| + .......... + ln |wn| : لدينا
: هو أساسها حسابية (ln |wn|) المتتالية إذن ln |wn| = ln |w0 · qn| = ln |w0| + ln |qn| = ln |w0| + n ln |q| : لدينا أخرى جهة

: إذن ln |w0| = ln
∣∣∣∣12
∣∣∣∣ = − ln 2 : هو الأول وحدها r = ln |q| = ln

∣∣∣∣−1
2

∣∣∣∣ = ln
∣∣∣∣12
∣∣∣∣ = − ln 2

ln Gn =

(
n + 1

2

)
(ln |w0|+ ln |wn|) =

(
n + 1

2

)
(ln |w0|+ ln |w0|+ n ln |q|) =

(
n + 1

2

)
(2 ln |w0|+ n ln |q|)

= (n + 1)
(

ln |w0|+
n
2

ln |q|
)
= (n + 1)

(
− ln (2)− n ln (2)

2

)
= − (n + 1) ln (2)

(
1 +

n
2

)

Gn = e
−(n+1) ln(2)

(
1+

n
2

)
: وعليه

(Gn) المتتالية طبيعة استنتاج ّ ثم ، lim
n→+∞

Gn حساب - •

. متقاربة (Gn) المتتالية ومنه lim
n→+∞

− (n + 1) ln (2)
(

1 +
n
2

)
= −∞ : لأنّ lim

n→+∞
Gn = lim

n→+∞
e
−(n+1) ln(2)

(
1+

n
2

)
= 0 : لدينا

En الجداء n بدلالة كتابة -

En = ew0 × ew1 × ew2 × .......... × ewn = ew0+w1+w2+..........+wn = esn = e

1
3

1−
(
−

1
2

)n+1


الإجابة ير تبر مع (En) المتتالية طبيعة - •

. lim
n→+∞

(
−1

2

)n+1
= 0 : لأنّ lim

n→+∞
En = lim

n→+∞
e

1
3

1−
(
−

1
2

)n+1

= e

1
3 : ير التبر ، متقاربة (En) المتتالية إنّ

Pn الجداء n بدلالة كتابة -
Pn = w2020

0 × w2020
1 × w2020

2 × ..... × w2020
n =

(
w0q0)2020 ×

(
w0q1)2020 ×

(
w0q2)2020 × ..... × (w0qn)2020

= w2020
0 ·

(
q0)2020 × w2020

0 ·
(
q1)2020 × w2020

0 ·
(
q2)2020 × ..... × w2020

0 · (qn)2020

= w2020
0 · w2020

0 · w2020
0 · ..... · w2020

0 × q2020(0) · q2020(1) · q2020(2) · ..... · q2020(n)

=
(
w2020

0
)n+1 × q2020(0+1+2+.....+n) = w2020(n+1)

0 × q
2020

(
n + 1

2

)
(0+n)

= w2020(n+1)
0 × q1010n(n+1)

=

(
1
2

)2020(n+1)
×
(
−1

2

)1010n(n+1)
=

(
1
2

)2020(n+1)
×
(

1
2

)1010n(n+1)
=

(
1
2

)2020(n+1)+1010n(n+1)
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. Pn =

(
1
2

)1010(n+1)(2+n)
: ومنه

متقاربة (Pn) المتتالية أنّ تبيين - •

. متقاربة (Pn) المتتالية وبالتالي lim
n→+∞

Pn = lim
n→+∞

(
1
2

)1010(n+1)(2+n)
= 0 لدينا

2
1 + αn+2 − 1 =

1 − αn+2

1 + αn+2 : فإنّ α ∈ R∗ −{1} و n ∈ N كل أجل من أنهّ التحّقّق - 3

2
1 + αn+2 − 1 =

2
1 + αn+2 −

(
1 + αn+2

1 + αn+2

)
=

2 − 1 − αn+2

1 + αn+2 =
1 − αn+2

1 + αn+2

lim
n→+∞

vn جديد من حساب ّ ثم vn =
2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1 : n ∈ N كل أجل من أنهّ بالتراجع البرهان -

محقّقة " vn =
2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1 " الخاصية ومنه 2

1 +
(
−1

2

)0+1 − 1 =
2

1 − 1
2

− 1 = 4 − 1 = 3 = v0 : لدينا n = 0 أجل من •

. n = 0 أجل من
. vn+1 =

2

1 +
(
−1

2

)n+2 − 1 : أنّ ونبرهن vn =
2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1 : أنّ نفرض •

vn+1 =
3 + vn

1 + 3vn
=

3 +

 2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1



1 + 3

 2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1


=

2 +
2

1 +
(
−1

2

)n+1

−2 +
6

1 +
(
−1

2

)n+1

=

2

(
1 +

(
−1

2

)n+1
)
+ 2

−2

(
1 +

(
−1

2

)n+1
)
+ 6

=

4 + 2
(
−1

2

)n+1

4 − 2
(
−1

2

)n+1 =

4

(
1 −

(
−1

2

)(
−1

2

)n+1
)

4

(
1 +

(
−1

2

)(
−1

2

)n+1
) =

1 −
(
−1

2

)n+2

1 +
(
−1

2

)n+2 =
2

1 +
(
−1

2

)n+2 − 1

. vn =
2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من فإنهّ بالتراجع البرهان حسب إذن

. −1 ≺ −1
2
≺ 1 : لأنّ lim

n→+∞
vn = lim

n→+∞

 2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1

 = 1 : ولدينا

الخامس الجـزء
[1; 4] المجال على f3 الداّلة تغيرّات دراسة - 1

المشتقة
: هي المشتقة ودالتها [1; 4] المجال على للاشتقاق وقابلة معرفّة f3 الداّلة

f3
′ (x) =

1 + 3x − 3 (3 + x)

(1 + 3x)2

3 + x
1 + 3x

+ 1 =
−8

(3 + x) (1 + 3x)
+ 1 =

−8 + 3 + 9x + x + 3x2

(3 + x) (1 + 3x)
=

3x2 + 10x − 5
(3 + x) (1 + 3x)

. [1; 4] المجال على تماما موجب (3 + x) (1 + 3x) : لأنّ 3x2 + 10x − 5 إشارة من f3
′ (x) إشارة
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: هي حلولها إذن √∆ =
√

160 : وعليه ∆ = b2 − 4ac = 100 + 60 = 160 هو مميزها 3x2 + 10x − 5 = 0 : التالية المعادلة لنحل
: كالتالي A (x) = 3x2 + 10x − 5 الحدود كثير إشارة وتكون . x2 =

−10 +
√

160
6

و x1 =
−10 −

√
160

6

x

A (x)

−∞ x1 x2 +∞

+ 0 − 0 +

: كمايلي تغيرّاتها جدول يكون و . [1; 4] المجال على تماما متزايدة f3 الداّلة إذن f3
′ (x) ≻ 0 : ومنه x2 ≺ 1 و x ∈ [1; 4] : لـكن

x

f3
′ (x)

f3 (x)

1 4

+

11

ln
( 7

13
)
+ 4ln

( 7
13
)
+ 4

ln
(

3 + x
1 + 3x

)
= ln

(
1
3
+

8
3 + 9x

)
أنّ تبيين - 2

ln
(

1
3
+

8
3 + 9x

)
= ln

(
1 + 3x
3 + 9x

+
8

3 + 9x

)
= ln

(
9 + 3x
3 + 9x

)
= ln

(
3 (3 + x)
3 (1 + 3x)

)
= ln

(
3 + x
1 + 3x

)

[1; 4] على y = x المعادلة ذو (∆) المستقيم إلى بالنسبة (C f3

) المنحنى وضعية دراسة -
. f3 (x)− y = f3 (x)− x = ln

(
3 + x
1 + 3x

)
= ln

(
1
3
+

8
3 + 9x

)
: لدينا

f3 (x)− y إشارة دراسة
. x = 1 : ومنه 3 + x = 1 + 3x : معناه 3 + x

1 + 3x
= 1 : أي ln

(
3 + x

1 + 3x

)
= 0 : معناه f3 (x)− y = 0

ln
(

1
3
+

8
3 + 9x

)
≺ ln

(
5

12

)
: وعليه 1

3
+

1
9x + 3

≺ 5
12

: يكافئ 1
9x + 3

≺ 1
12

: أي 9x + 3 ≻ 12 : معناه 9x ≻ 9 : يكافئ x ≻ 1 لماّ
. f3 (x)− y ≺ 0 : ومنه

. (1; 1) النقطة في يتقاطعان و (∆) المستقيم تحت يقع (C f3

) المنحنى x ∈ ]1; 4] لماّ -

[1; 4] المجال على (C f3

) المنحنى إنشاء - 3

u3 و u2 ، u1 ، u0 الحدود وتمثيل (C f3

) المنحنى إنشاء
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f3 (x) ∈ [1; 4] : فإنّ x ∈ [1; 4] كان إذا أنهّ برهان - 4

: أنّ بما 1 ⪯ f3 (x) ⪯ ln
(

7
13

)
+ 4 : يكافئ f3 (1) ⪯ f3 (x) ⪯ f3 (4) : فإنّ متزايدة f3 الداّلة أنّ بما 1 ⪯ x ⪯ 4 : معناه x ∈ [1; 4] : لدينا

. f3 (x) ∈ [1; 4] : ومنه 1 ⪯ f3 (x) ⪯ 4 : فإنّ ln
(

7
13

)
+ 4 ≺ 4

السادس الجـزء
(un) المتتالية وجود تبرير - 1

. موجودة (un) المتتالية وعليه un ∈ [1; 4] : فإنّ الخامس الجزء في 4 السؤال من لدينا
. السابق الرسم في ممثلّة u3 و u2 ، u1 ، u0 الحدود تمثيل -

وتقاربها (un) المتتالية تغيرّ اتّجاه حول تخمين وضع -
) الأول المنصف مع (C f3

) المنحنى تقاطع نقطة نحو ٺتقارب أنّها نلاحظ كما متناقصة أنّها نخُمنّ وبالتالي ٺتناقص (un) المتتالية حدود أنّ نلاحظ البيان خلال من
. 1 الفاصلة ذات النقطة نحو متقاربة أنّها نخُمنّ وعليه ( (∆) المستقيم

1 ⪯ un ≺ 4 : n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بالتراجع البرهان - 2

. n = 0 أجل من محقّقة " 1 ⪯ un ≺ 4 " الخاصية ومنه 1 ⪯ u0 ≺ 4 : ومنه 1 ⪯ 3 ≺ 4 : أنّ ونعلم u0 = 3 لدينا n = 0 أجل من •
. 1 ⪯ un+1 ≺ 4 : أنّ ونبرهن 1 ⪯ un ≺ 4 : أنّ نفرض •

: أنّ بما 1 ⪯ un+1 ≺ ln
(

7
13

)
+ 4 : يكافئ f3 (1) ⪯ f3 (un) ≺ f3 (4) : فإنّ متزايدة f3 الداّلة أنّ بما 1 ⪯ un ≺ 4 : الفرض من لدينا

. 1 ⪯ un+1 ≺ 4 : فإنّ ln
(

7
13

)
+ 4 ≺ 4

. 1 ⪯ un ≺ 4 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من فإنهّ بالترجع البرهان حسب إذن
(un) المتتالية تغيرّ إتّجاه استنتاج ّ ثم un+1 ⪯ un : n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ تبيين -

f3 (un) ⪯ un : أي f3 (un)− un ⪯ 0 : فإنّ 1 ⪯ un ≺ 4 : أنّ بما وعليه f3 (x)− x ⪯ 0 : فإنّ [1; 4] المجال من x كل أجل من أنهّ سبق مماّ وجدنا
. متناقصة (un) المتتالية أنّ يبُېنّ ما هذا un+1 ⪯ un : إذن

متقاربة (un) المتتالية أنّ إثبات -
. 1 نحو متقاربة فإنّها متناقصة أنّها وبما 1 بالعدد الأسفل من محدودة (un) المتتالية معناه 1 ⪯ un ≺ 4 : n ∈ N كل أجل من لدينا

(un) المتتالية نهاية إيجاد -
. حقيقي عدد l حيث lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
un+1 = l فإنّ متقاربة (un) المتتالية أنّ بما

l إيجاد
l = 1 : ومنه 3 + l = 1 + 3l : وبالتالي 3 + l

1 + 3l
= 1 : معناه ln

(
3 + l
1 + 3l

)
= 0 : أي ln

(
3 + l

1 + 3l

)
+ l = l : يكافئ f3 (l) = l : لدينا

. lim
n→+∞

un = 1 : إذن

f ′3 (x) ⪯ f ′3 (4) : فإنّ [1; 4] المجال من x كل أجل من أنهّ تبيين - 3
: هي المشتقة ودالتها [1; 4] المجال على للاشتقاق وقابلة معرفة f ′3 الداّلة

f3
′′ (x) =

(6x + 10) (3 + x) (1 + 3x)− (6x + 10)
(
3x2 + 10x − 5

)
(3 + x)2(1 + 3x)2 =

(6x + 10)
[
3x2 + 10x + 3 −

(
3x2 + 10x − 5

)]
(3 + x)2(1 + 3x)2

. [1; 4] على تماما متزايدة f ′3 الداّلة ومنه f3
′′ (x) ≻ 0 : فإنّ [1; 4] : المجال من x كل أجل من أنهّ واضح ، f3

′′ (x) =
16 (3x + 5)

(3 + x)2(1 + 3x)2 : ومنه
. و.ه.م f3

′ (x) ⪯ f3
′ (4) : فإنّ [1; 4] المجال على تماما متزايدة f ′3 الداّلة أنّ بما وعليه x ⪯ 4 : لدينا

f ′3 (4) حساب -

f ′3 (4) =
3(4)2 + 10 (4)− 5
(3 + 4) (1 + 3 (4))

=
3 (16) + 40 − 5

(7) (13)
=

83
91
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un+1 − 1 ⪯ 83
91

(un − 1) : n ∈ N كل أجل من أنهّ تبيين -
un∫
1

f3
′ (x) dx ⪯

un∫
1

f3
′ (4) dx : فإنّ 1 ⪯ un ≺ 4 : أنّ وبما [1; 4] المجال على المكاملة تقبل فإنّها مستمرة f ′3 الداّلة أنّ وبما f3

′ (x) ⪯ f3
′ (4) : لدينا

- حقيقين عددين c2 و c1 حيث - [ f3 (x) + c1]
un
1 ⪯ f3

′ (4) [x + c2]
un
1 : معناه un∫

1
f3

′ (x) dx ⪯ f3
′ (4)

un∫
1

dx : يكافي
. و.هـ.م un+1 − 1 ⪯ 83

91
(un − 1) : ومنه f3 (un)− f3 (1) ⪯ f3

′ (4) (un − 1) : وعليه
0 ⪯ un − 1 ⪯ 2

(
83
91

)n
: طبيعي عدد n كل أجل من أنهّ تبيين -

: لدينا - un+1 − 1 ⪯ 83
91

(un − 1) - السابقة المتباينة باستعمال

n = 0 : u1 − 1 ⪯ 83
81

(u0 − 1)

n = 1 : u2 − 1 ⪯ 83
81

(u1 − 1)

n = 2 : u3 − 1 ⪯ 83
81

(u2 − 1)
...

n = n − 2 : un−1 − 1 ⪯ 83
81

(un−2 − 1)

n = n − 1 : un − 1 ⪯ 83
81

(un−1 − 1)

: نجد بطرف طرف المتباينات بضرب
(u1 − 1) (u2 − 1) (u3 − 1) ......... (un−1 − 1) (un − 1) ⪯

(
83
91

)n
(u0 − 1) (u1 − 1) (u2 − 1) ......... (un−2 − 1) (un−1 − 1)

جهة من هذا un − 1 ⪯ 2
(

83
91

)n
: ومنه un − 1 ⪯

(
83
91

)n
(3 − 1) : يكافئ (un − 1) ⪯

(
83
91

)n
(u0 − 1) : نجد الاختزالات بعد إذن

. و.هـ.م 0 ⪯ un − 1 ⪯ 2
(

83
91

)n
: نجد إذن 0 ⪯ un − 1 : وعليه 1 ⪯ un : لدينا أخرى جهة ومن

lim
n→+∞

un استنتاج -

: على نتحصّل بالحصر النهّايات حسب إذن −1 ≺ 83
91

≺ 1 : لأنّ lim
n→+∞

2
(

83
91

)n
= 0 وكذلك 0 ⪯ un − 1 ⪯ 2

(
83
91

)n
: لدينا

. lim
n→+∞

un = 1 : ومنه lim
n→+∞

(un − 1) = 0

lim
n→+∞

Tn حساب - 4

: إذن ln
(

1 + 3uk

3 + uk

)
= uk − uk+1 : ومنه − ln

(
3 + uk

1 + 3uk

)
= uk − f3 (uk) : يكافئ f3 (uk) = ln

(
3 + uk

1 + 3uk

)
+ uk : لدينا

Tn = ln
(

1 + 3u0

3 + u0

)
+ ln

(
1 + 3u1

3 + u1

)
+ ln

(
1 + 3u2

3 + u2

)
+ ................ + ln

(
1 + 3un−1

3 + un−1

)
= (u0 − u1) + (u1 − u2) + (u2 − u3) + ................ + (un−2 − un−1) + (un−1 − un)

= u0 − un

. lim
n→+∞

Tn = lim
n→+∞

(3 − un) = 3 − lim
n→+∞

un = 3 − 1 = 2 : وعليه . Tn = 3 − un : ومنه
السابع الجـزء

Ln+1 = 2Ln f5 (Ln)− L2
n = 2Ln

(
ln
(

5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ Ln

)
− L2

n = 2Ln · ln
(

5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ 2L2

n − L2
n = 2Ln · ln

(
5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ L2

n : لدينا
. Ln+1 = g (Ln) : أنّ نلاحظ وعليه

0 ⪯ Ln ⪯ 1 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بالتراجع البرهان - 1

. n = 0 أجل من محقّقة " 0 ⪯ Ln ⪯ 1 " الخاصية إذن 0 ⪯ L0 ⪯ 1 : وعليه 0 ⪯ 1
5
⪯ 1 : أنّ ونعلم L0 =

1
5
: لدينا n = 0 أجل من •
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. 0 ⪯ Ln+1 ⪯ 1 : أنّ ونبرهن 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : أنّ نفرض •
. 0 ⪯ Ln+1 ⪯ 1 : وعليه g (0) ⪯ g (Ln) ⪯ g (1) : فإنّ متزايدة g الداّلة أنّ بما 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : الفرض من لدينا

. 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من فإنهّ بالتراجع البرهان حسب إذن

2 ln
(

5 + x
1 + 5x

)
+ x ⪰ 1 : x ∈ [0; 1] كل أجل من أنهّ تبيين - 2

. h (x) = 2 ln
(

5 + x
1 + 5x

)
+ x : [0; 1] : المجال من x كل أجل من نضع

: هي المشتقة ودالتها [0; 1] المجال على للاشتقاق وقابلة معرفّة h الداّلة

h′ (x) = 2


1 + 5x − 5 (5 + x)

(1 + 5x)2

5 + x
1 + 5x

+ 1 = 2
(

−24
(1 + 5x) (5 + x)

)
+ 1 =

5x2 + 26x − 43
(1 + 5x) (5 + x)

. [0; 1] المجال على تماما موجب (5 + x) (1 + 5x) : لأنّ 5x2 + 26x − 43 إشارة من h′ (x) إشارة
: هي حلولها إذن √∆ =

√
1536 : وعليه ∆ = b2 − 4ac = 676 + 860 = 1536 هو مميزها 5x2 + 26x − 43 = 0 : التالية المعادلة لنحل

: كالتالي B (x) = 3x2 + 10x − 5 الحدود كثير إشارة وتكون . x2 =
−13 + 8

√
6

5
و x1 =

−13 − 8
√

6
5

x

B (x)

−∞ x1 x2 +∞

+ 0 − 0 +

. [0; 1] المجال على تماما متناقصة h الداّلة إذن h′ (x) ≺ 0 : ومنه x1 ≺ 0 و x2 ≻ 1 و x ∈ [0; 1] : لـكن
. و.هـ.م 2 ln

(
5 + x
1 + 5x

)
+ x ⪰ 1 : ومنه h (x) ⪰ 1 : أي h (x) ⪰ h (1) : فإنّ [0; 1] المجال على تماما متناقصة h الداّلة أنّ وبما x ⪯ 1 : لماّ وعليه

متزايدة (Ln) المتتالية أنّ إثبات -
: فإنّ موجبة (Ln) المتتالية حدود أنّ بما

السابق السؤال ومن Ln+1

Ln
=

2Ln f5 (Ln)− L2
n

Ln
= 2 f5 (Ln)− Ln = 2

(
ln
(

5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ Ln

)
− Ln = 2 ln

(
5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ Ln

: وعليه 2 ln
(

5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ Ln ⪰ 1 : فإنّ 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : أنّ وبما 2 ln

(
5 + x
1 + 5x

)
+ x ⪰ 1 : فإنّ [0; 1] المجال من x كل أجل من أنهّ وجدنا

. و.هـ.م متزايدة (Ln) المتتالية أنّ الأخير في لنجد Ln+1 − Ln ⪰ 0 : إذن Ln+1 ⪰ Ln : ومنه Ln+1

Ln
⪰ 1

نهايتها إيجاد ّ ثم متقاربة (Ln) أنّ تبيين -
. 1 نحو متقاربة فهي متزايدة أنّها وبما 1 بالعدد الأعلى من محدودة (Ln) المتتالية أنّ معناه هذا 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : أنّ وجدنا

(Ln) المتتالية نهاية إيجاد
. حقيقي عدد l1 حيث lim

n→+∞
Ln = lim

n→+∞
Ln+1 = l1 : فإنّ متقاربة (Ln) أنّ بما

. lim
n→+∞

Ln = 1 ومنه l1 = 1 : أنّ نجد x = 1 لماّ g (x)− x = 0 معُطى ماهو حسب ومنه g (l1)− l1 = 0 : أي l1 = g (l1) : لدينا

متجاورتان (Ln) و (un) المتتاليتان أنّ تبيين - 3
: أنّ سبق مماّ وجدنا

. متزايدة (Ln) المتتالية بينما متناقصة (un) المتتالية •
. lim

n→+∞
Ln = lim

n→+∞
un = 1 •

. متجاورتان (Ln) و (un) المتتاليتان إذن
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 u0 = α ; α ̸= 1

un+1 =
8un − 6

un + 1

: ʏيڴ Nكما ʄعڴ معرفة متتالية (un) لدينا الأول: اݍݨزء

p (n) : un ̸= 1 :Nمنn ɠل أجل من بال؅فاجع لن؄فɸن (1

. محققة p (0) u0إذن = α ̸= 1 : nلدينا = 0 أجل من :p (0) منܵݰة لنتحقق 3
.un+1 ̸= 1 : pأي (n + 1) لن؄فɸنܵݰة unو ̸= 1 : pأي (n) نفرضܵݰة 3

un = 1 ʇun+1ستلزم = 1 :Nمنn ɠل أجل من أنھ إثبات يكفي

un = 1 : إذن 7un = 7 : أي 8un − un = 6 + 1 : منھ و 8un − 6 = un + 1 : منھ و
8un − 6

un + 1
= 1 : un+1منھ = 1 لدينا

ܵݰيحة p (n + un+1أي(1 ̸= 1 unفإن ̸= 1 ɠان إذا إذن

. un ̸= 1 ،n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من إذن

:x2 − 7x + 6 = 0 التالية Rالمعادلة ʏࢭ حل (2

: ɸما مختلفان حلان للمعادلة إذن ،∆ = 49 − 24 = 25 : ∆منھ = b2 − 4ac : لدينا

x2 =
−b +

√
∆

2a
=

7 + 5

2
= 6 وَ x1 =

−b −
√
∆

2a
=

7 − 5

2
= 1

: ثابتة (un) المتتالية تɢون αحۘܢ اݍݰقيقي العدد قيمة Ȗعي؈ن (3

un+1 = un = u0 = α :Nمنn ɠل أجل من ʇعۚܣ ثابتة متتالية (un)

α2 + α = 8α − 6 : منھ αو (α + 1) = 8α − 6 : αمنھ =
8α − 6

α + 1
: un+1نجد =

8un − 6

un + 1
: العلاقة من

(α ̸= 1 مرفوضلأن )α = 1 أو (مقبول) α = 6 : عليھ و ، السابقة المعادلة ʏۂ α2و − 7α + 6 = 0 : أي

.
.u0 = 8 : ʏيڴ ما ɠل ʏنفرضࢭ : الثاɲي اݍݨزء

un = 8 −
14

un + 1
: أن لنتحقق (1

. un = 8 −
14

un + 1
: منھ 8 −

14

un + 1
=

8 (un + 1) − 14

un + 1
=

8un + 8 − 14

un + 1
=

8un − 6

un + 1
: لدينا

p (n) : un ≥ 6 :Nمنn ɠل أجل من بال؅فاجع لن؄فɸن -

. محققة p (0) u0إذن = 8 > 6 : nلدينا = 0 أجل من :p (0) منܵݰة لنتحقق 3
.un+1 ≥ 6 : pأي (n + 1) لن؄فɸنܵݰة unو ̸= 1 : pأي (n) نفرضܵݰة 3

−14

un + 1
≥

−14

7
: منھ و

1

un + 1
≤

1

7
: منھ unو + 1 ≥ 7 : unمنھ ≥ 6 : أن ال؅فاجع حسبفرضية لدينا

pܵݰيحة (n + un+1منھ(1 ≥ 6 : أي 8 −
14

un + 1
≥ 8 − 2 : منھ و

. un ≥ 6 ،n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من إذن

  تًسٌٍان
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تمارين المستوى الخامس

حلول المسائل

 كتاتح الأستار: تىايً عًش
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un+1 − un =
8un − 6

un + 1
− un =

8un − 6 − un (un + 1)

un + 1
=

8un − 6 − u2
n − un

un + 1
=

−
(
u2
n − 7un + 6

)
un + 1

: لدينا

un+1 − un =
− (un − 1) (un − 6)

un + 1
: إذن

:(un) المتتالية Ȗغ؈ف اتجاه استɴتاج -
un + 1 > 0 −وَ (un − 1) < 6 unوَ − 6 ≥ 0 unفإن ≥ 6 أن بما

. متناقصة (un) المتتالية ʏبالتاڲ un+1و − un ≤ 0 : إذن

: متقارȋة (un) المتتالية أن إثبات (3
ℓ اݍݰقيقي العدد نحو تق؅فب و متقارȋة فࢼܣ متناقصة و الأسفل من محدودة متتالية (un) unفإن ≥ 6 أن بما

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

un+1 = ℓ : منھ

ℓ2 + ℓ = 8ℓ − 6 : ȃاࢭɢت ℓ =
8ℓ − 6

ℓ + 1
: منھ و lim

n→+∞
un+1 = lim

n→+∞

8un − 6

un + 1
: un+1منھ =

8un − 6

un + 1
: لدينا

. ℓ2 − 7ℓ + 6 = 0 : ȃاࢭɢت

lim
n→+∞

un : الٔڈاية Ȗعي؈ن (4

ℓ = 6 أو ℓ = 1 أجل من ℓ2 − 7ℓ + 6 = 0 : لدينا
. lim
n→+∞

un = 6 : عليھ و ℓ = 6 unفإن ≥ 6 أن بما

f (x) =
8x − 6

x + 1
:x ∈ [1; 8] أجل من لدينا : الثالث اݍݨزء

: f الدالة Ȗغ؈فات دراسة (1

x

f ′(x)

f(x)

1 8

+

11
58
9
58
9

f ′ (x) =
8 (x + 1) − 1 (8x − 6)

(x + 1)2
=

8 + 6

(x + 1)2
=

14

(x + 1)2
> 0 :x ∈ [1; 8] ɠل أجل من

. [1; 8] اݝݨال ʄعڴ تماماً م؅قايدة دالة f منھ

.f (x) ∈ [4; 8] فإن ،x ∈ [4; 8] ɠان إذا أنھ لنب؈ن (2

f (x) ∈
[
26

4
;
58

9

]
: منھ و f (x) ∈ [f (4) ; f (8)] : منھ ، تماماً م؅قايدة دالة f xوَ ∈ [4; 8] : لدينا

. f (x) ∈ [4; 8] : فإن
[
26

5
;
58

9

]
⊂ [4; 8] : أن بما

.p (n) : 6 ≤ un ≤ 8 :Nمنn ɠل أجل من بال؅فاجع لن؄فɸن (3

. محققة p (0) 6إذن ≤ u0 ≤ 8 : u0منھ = 8 : nلدينا = 0 أجل من :p (0) منܵݰة لنتحقق 3
. 6 ≤ un+1 ≤ 8 : pأي (n + 1) لن؄فɸنܵݰة و 6 ≤ un ≤ 8 : pأي (n) نفرضܵݰة 3

6 ≤ un+1 ≤
58

9
: أي f (6) ≤ f (un) ≤ f (8) : منھ ، تماماً م؅قايدة دالة f وَ 6 ≤ un ≤ 8 : ال؅فاجع حسبفرضية لدينا

ܵݰيحة p (n + 1) منھ 6 ≤ un+1 ≤ 8: فإن
58

6
≤ 8 أن بما و

. 6 ≤ un ≤ 8 ،n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من إذن

un+1 − un =
− (un − 1) (un − 6)

un + 1
: أن إثبات (2
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p (n) : 4 ≤ vn ≤ 6 :Nمنn ɠل أجل من بال؅فاجع لن؄فɸن (1

. محققة p (0) إذن 4 ≤ v0 ≤ 6 : منھ v0 = 4 : nلدينا = 0 أجل من :p (0) منܵݰة لنتحقق 3
. 4 ≤ vn+1 ≤ 6 : pأي (n + 1) لن؄فɸنܵݰة و 4 ≤ vn ≤ 6 : pأي (n) نفرضܵݰة 3

26

5
≤ un+1 ≤ 6 : أي f (4) ≤ f (vn) ≤ f (6) : منھ ، تماماً م؅قايدة دالة f وَ 4 ≤ vn ≤ 6 : ال؅فاجع حسبفرضية لدينا

ܵݰيحة p (n + 1) منھ 4 ≤ vn+1 ≤ 6 : فإن
26

5
≥ 4 أن بما و

. 4 ≤ vn ≤ 6 ،n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من إذن

: م؅قايدة متتالية (vn) أن إثبات (2

vn+1 − vn = f (vn) − vn =
8vn − 6

vn + 1
− vn =

− (vn − 1) (vn − 6)

vn + 1
: لدينا

vn + 1 > 0 −وَ (vn − 1) < 6 وَ vn − 6 ≤ 0 فإن 4 ≤ vn ≤ 6 أن بما

. م؅قايدة (vn) المتتالية ʏبالتاڲ و vn+1 − vn ≥ 0 : إذن

. ℓ′ اݍݰقيقي العدد نحو تق؅فب و متقارȋة فࢼܣ م؅قايدة و الأسفل من محدودة متتالية (vn) فإن 4 ≤ vn أن بما : الاستɴتاج

. أدناه الشɢل أنظر : v2 وَ v1، v0 اݍݰدود الفواصل محور ʄعڴ تمثيل (3

: التخم؈ن (4
: أي y = x المعادلة ذو المستقيم مع (Cf) تقاطع نقطة فاصلة نحو تق؅فب و متناقصة م؅قايدة (vn) المتتالية فإن v0 < v1 < v2 : أن نلاحظ الشɢل من

. lim
n→+∞

vn = ℓ′ = 6

x

y

O−1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

−1

1

2

3

4

5

6

7

8

−→
i

−→
j

(Cf)

y = x

u0u1u2v0 v1v2

{
v0 = 4
vn+1 = f (vn)

: ʏيڴ كما معرفة (vn) nمنNالمتتالية ɠل أجل من لدينا الراȊع: اݍݨزء
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wn+1 = f (un) − f (vn) : ʏيڴ Nكما ʄعڴ المعرفة (wn) المتتالية لدينا اݍݵامس: اݍݨزء

wn+1 =
14 (un − vn)

(un + 1) (vn + 1)
:n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من أنھ لنثȎت (1

wn+1 = f (un) − f (vn) =
8un − 6

un + 1
−

8vn + 1

vn + 1
=

(8un − 6) (vn + 1) − (8vn + 1) (un + 1)

(un + 1) (vn + 1)
: لدينا

=
(8unvn + 8un − 6vn − 6) − (8vnun + 8vn − 6un − 6)

(un + 1) (vn + 1)
=

+8un − 6vn − 8vn + 6un

(un + 1) (vn + 1)

=
14un − 14vn

(un + 1) (vn + 1)
=

14 (un − vn)

(un + 1) (vn + 1)

. wn+1 =
14 (un − vn)

(un + 1) (vn + 1)
:n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من إذن

wn ≥ 0 :Nمنn ɠل أجل من بال؅فاجع لن؄فɸن (2

wn = un − vn : wn+1أي = un+1 − vn+1 : wn+1منھ = f (un) − f (vn) : لدينا
. محققة p (0) w0إذن = u0 − v0 = 8 − 4 = 4 ≥ 0 : nلدينا = 0 أجل من :p (0) منܵݰة لنتحقق 3

.wn+1 ≥ 0 : pأي (n + 1) لن؄فɸنܵݰة wnو ≥ 0 : pأي (n) نفرضܵݰة 3
14 (vn − un) ≥ 0 : منھ vn − un ≥ wnأي0 ≥ 0 : ال؅فاجع حسبفرضية لدينا

wn+1 ≥ 0 : ʏبالتاڲ و
14 (un − vn)

(un + 1) (vn + 1)
≥ 0 : فنجد تماماً الموجب (un + 1) (vn + 1) العدد ʄعڴ الطرف؈ن نقسم

. wn ≥ 0 ،n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من إذن ، pܵݰيحة (n + أي(1

un+1 − vn+1 ≤
14

35
(un − vn) :n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من لنب؈ن (3

1

(un + 1) (vn + 1)
≤

1

35
: أي (un + 1) (vn + 1) ≥ 35 : منھ و

{
un + 1 ≥ 7
vn + 1 ≥ 5

: منھ
{

un ≥ 6
vn ≥ 4

: لدينا

un − vn

(un + 1) (vn + 1)
≤

14

35
(un − vn) : فنجد 14 (un − vn)الموجب بالعدد المتباينة ʏنضربطرࢭ

. un+1 − vn+1 ≤
14

35
(un − vn) : إذن

un − vn ≤ 4

(
14

35

)n

:n ʏطبيڥ عدد ɠل أجل من أنھ أثȎت (4

u1 − v1 ≤
14

35
(u0 − v0)

u2 − v2 ≤
14

35
(u1 − v1)

u3 − v3 ≤
14

35
(u4 − v4)

...
un − vn ≤

14

35
(un−1 − vn−1)

: منھ vn+1 − un+1 ≤
1

4
(vn − un) : لدينا

.un − vn ≤
(
14

35

)n

(u0 − v0) : نجد لطرف المتبايناتطرفاً بضرب
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. un − vn ≤ 4

(
14

35

)n

: u0فإن − v0 = 8 − 4 = 4 : أن بما و

. متجاورتان (vn) و (un) المتتاليتان فإن lim
n→+∞

(un − vn) = 0 وَ م؅قايدة متتالية (vn) وَ متناقصة متتالية (un) أن بما : الاستɴتاج

Ln =
un − 6

un − 1
: ʏيڴ Nكما ʄعڴ معرفة (Ln) المتتالية لدينا : السادس اݍݨزء

: ɸندسية متتالية (Ln) أن لن؄فɸن (1

Ln+1 =
un+1 − 6

un+1 − 1
=

8un − 6

un + 1
− 6

8un − 6

un + 1
− 1

=

8un − 6 − 6 (un + 1)

un + 1
8un − 6 − (un + 1)

un + 1

=
8un − 6 − 6 (un + 1)

8un − 6 − (un + 1)
=

2un − 12

7un − 7
: لدينا

Ln+1 =
2

7

(
un − 6

un − 1

)
=

2

7
Ln : منھ

. L0 =
2

7
: L0أي =

u0 − 6

u0 − 1
=

8 − 6

8 − 1
الأول حدɸا و q =

2

7
أساسɺا ɸندسية متتالية ɸندسية متتالية (Ln) إذن

:n Lnبدلالة العام اݍݰد عبارة إيجاد (2

. Ln =

(
2

7

)n+1

: Lnإذن =
2

7
×
(
2

7

)n

: Lnمنھ = L0 × qn : لدينا

:n unبدلالة استɴتاج -

Lnun − un = Ln − 6 : ȃاࢭɢتLnun − Ln = un − 6 : ȃاࢭɢتLn (un − 1) = un − 6 : Lnمنھ =
un − 6

un − 1
: لدينا

. un =

(
2

7

)n+1

− 6(
2

7

)n+1

− 1

: unإذن =
Ln − 6

Ln − 1
: ȃاࢭɢتun (Ln − 1) = Ln − 6 : ȃاࢭɢت

: الٔڈايات حساب (3

. 0 نحو متقارȋة متتالية (Ln) أن ɲستɴتج ، lim
n→+∞

Ln = 0 : منھ lim
n→+∞

(
2

7

)n+1

= 0 : 1−فإن <
2

7
< 1 أن بما 3

. 6 نحو متقارȋة متتالية (un) أن ɲستɴتج ، lim
n→+∞

un = 6 : منھ lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

(
2

7

)n+1

− 6(
2

7

)n+1

− 1

=
−6

−1
= 6 : وَ 3

:Sn nاݝݨموع بدلالة حساب (4

Sn = L0

(
1 − qn+1

1 − q

)
: Snمنھ = L0 + L1 + L2 + ... + Ln : لدينا

. Sn =
2

5

(
1 −

(
2

7

)n+1
)

: Snإذن =
2

7


1 −

(
2

7

)n+1

1 −
2

7

 =
2

7
×

1 −
(
2

7

)n+1

5

7

: منھ و
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Ln − 1 = −
5

un − 1
: Lnومنھ = 1 −

5

un − 1
: Lnومنھ =

un − 1 − 5

un − 1
: Lnمنھ =

un − 6

un − 1
: لدينا

1 − Ln

5
=

1

un − 1
: أي

Sn
′ =

1 − L0

5
+

1 − L1

5
+ ... +

1 − Ln

5
: Snمنھ

′ =
1

u0 − 1
+

1

u1 − 1
+

1

u2 − 1
+ ... +

1

un − 1
: لدينا و

Sn
′ =

n + 1 − Sn

5
Snأي:

′ =
1 + 1 + ... + 1 − (L0 + L1 + ... + Ln)

5
: منھ و

. Sn
′ =

n + 1 −
2

5

(
1 −

(
2

7

)n+1
)

5
: إذن

:Pn nاݍݨداء بدلالة حساب (5
Pn = L2018

0 × L2018
1 × L2018

2 × ... × L2018
n : لدينا

Pn = L2018
0 × (L0q)

2018 ×
(
L0q

2
)2018 × ... × (L0q

n)2018 : ȃاࢭɢت
Pn = L2018

0 × L2018
0 q2018 × L2018

0 q2×2018 × ... × L2018
0 qn×2018 : ȃاࢭɢت

Pn = L2018
0 × L2018

0 × L2018
0 × ... × L2018

0 × q2018+2×2018+...+n×2018 : ȃاࢭɢت

Pn =

(
2

7

)2018(n+1)

×
(
2

7

)2018×
n

2
(1+n)

: ȃاࢭɢتPn =
(
L2018

0

)n+1 × q2018(1+2+...+n) : ȃاࢭɢت

. Pn =

(
2

7

)3027(n+1)

: Pnإذن =

(
2

7

)2018(n+1)

×
(
2

7

)1009(n+1)

: ȃاࢭɢت

الساȊع: اݍݨزء

un+1 − 6 =
2 (un − 6)

un + 1
:Nمنn ɠل أجل من لن؄فɸن (1

un+1 − 6 =
8un − 6

un + 1
− 6 =

8un − 6 − 6 (un + 1)

un + 1
=

8un − 6 − 6un − 6

un + 1
=

2un − 12

un + 1
: لدينا

. un+1 − 6 =
2 (un − 6)

un + 1
: منھ

|un+1 − 6| ≤ k |un − 6| : بحيث ]0; 1[ اݝݨال من k اݍݰقيقي العدد Ȗعي؈ن (2

(1)....|un+1 − 6| =
2

un + 1
|un − 6| : un+1منھ − 6 =

2 (un − 6)

un + 1
: لدينا

2 |un − الموجب|6 بالعدد الطرف؈ن نضرب
1

un + 1
≤

1

7
: منھ unو + 1 ≥ 7 : unمنھ ≥ 6 : لدينا و

(2)....
2

un + 1
|un − 6| ≤

2

7
|un − 6| : نجد

. k = q =
2

7
: عليھ و |un+1 − 6| ≤

2

7
|un − 6| : نجد (2) ʏࢭ بتعوʈض(1)

:S′
n اݝݨموع استɴتاج -
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

|u1 − 6| ≤
2

7
|u0 − 6|

|u2 − 6| ≤
2

7
|u1 − 6|

|u3 − 6| ≤
2

7
|u2 − 6|

...

|un − 6| ≤
2

7
|un−1 − 6|

: منھ |un+1 − 6| ≤
2

7
|un − 6| : لدينا

|un − 6| ≤
(
2

7

)n

|u0 − 6| : نجد لطرف المتبايناتطرفاً بضرب

. |un − 6| ≤ 2

(
2

7

)n

: u0فإن − 6 = 8 − 6 = 2 : أن بما و

. ٰڈايْڈا Ȗعي؈ن يطلب ، متقارȋة (un) المتتالية أن استɴتاج (4

lim
n→+∞

|un − 6| ≤ 0 : منھ و lim
n→+∞

|un − 6| ≤ lim
n→+∞

2

(
2

7

)n

: منھ |un − 6| ≤ 2

(
2

7

)n

: لدينا

. 6 نحو تق؅فب و متقارȋة متتالية (un)أي ، lim
n→+∞

un = 6 : إذن lim
n→+∞

(un − 6) = 0 : أي

|un − 6| ≤ 2

(
2

7

)n

:Nمنn ɠل أجل من لنب؈ن (3
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