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44 ــابالبــــدالة اللوغاريتم النيبيري
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• 

لمزيد من الأعنال...

قرص الجامع في الرياضيات
EXTRA BACقرص  •

 •أولمبياد الرياضيات
 حوليات شهادة البكالوريا مع الحل

 فروض واختبارات محلولة لكل المشتويات
 

 

• 
• 

عنذيا يمىت كائن . 41ا ين جقذير عمش الهىحات والنقىش المكحشفة في كهف لانقذ تمكنّ

قانى  أ  اكربتى  يحثع  : نقىلالمحيطة بمشوس الىقثالزي يححىيه تاننسثة نلمىاد  41حي ، جقم نسثة اكربتى  

 نيثيري ، ، تاسكحخذاو الهىغاسيتم ال ، وتانحالي نىحات الكهىف فحى الخشةحساب عمش  يتمالإشعاعي. حناقصال

 لانةبد المضمحهَة 41رسات اكربتى   عذد         ،  الزينهى      ، حيث                                        نشيز نه ب        حيث:

 تمايًا. ا يىجث اتحا هما ث   و     و الزين

ln t = – 1
λ

ln
A t
A
( )A t( )( )( )( )A t





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
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




tA(t)  

A0λ
0

ي  عادل          
 الأستاذ: عبد الحفي ظ 

تجدون في هذا الملف
1 الدرس

2 تطبيقات محلولة  

إلىمسائل محلولة من

 لحل التمارين هامة طرائق

سكو بفرنسا بفضل التأريخ بالكربون

https://www.facebook.com/groups/865189223664995
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عرت ف
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واص:
 
  خ

1  

2  

3  : التغيرات البيانيجدول التمثيل 4  :

■■

: : تطبيق التالية العبارات بسط

■■

 :الحل  

01

      (12      (3      (4      (

 الدرس

[1]

[2]

[3]

: [1] 

الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد(

 

: [2]© Cned – Académie en ligne

: [3]

الانتقال 
 
لـــــــى الحـــــال  

 :تعريف الدالت اللىغاريتويت النيبيريت
بكل ترفق التي و ln بـ لها نرمز التي الدالة ية النيبير اللوغاريتمية الدالة نسمي

f (x) = ln x نكتب و ln x الحقيقي العدد
]0;+∞[ من x حقيقي عدد

]0;+∞[ من b و a حقيقيان عددان كل أجل :من لدينا n نسبي صحيح عدد كل أجل من و
ln(a ×b) = ln a + lnb ، lne = 1 ، ln1 = 0

ln an = n ln a

ln

(
1

a

)
=− ln a ، ln

( a

b

)
= ln a − lnb ،

ln
p

a = 1
2 ln a ،

a < b يعني ln a < lnb ، a = b يعني ln a = lnba ≥ b يعني ln a ≥ lnb ،

E

E

يعني ln a > 00 < a < 1 يعني ln a < 0 و a > 1

ln x2 = 2ln |x| : R من x حقيقي عدد كل أجل من :تنبيه

E

x > 0 أجل من معرفة هي و f (x) = ln x : لدينا التعريف: Dمجموعة f = ]0;+∞[ أي
lim

x→+∞ ln x =+∞ ، lim
x

>→0

ln x =−∞ النهايات:

x 0 1 e +∞

x
1

+

ln(x)

  +∞

  
 
  –∞

1

0

i

j

O e1

1 �ln

xnlnوبصفة عامة:  =

 : زوجي n

: فردي n
    

|x|ln     n

xln     n

elna= a ،

1
ln 3 ln

3
   +�2 1 2 1ln ln+ + −  

     
3

2    ln ln ee
e

−( ) ( )2   ln 128 ln 16 32− ×   

[4][5]

[4] : انهىغازٌتًٍح )تخدج أيٍٍ(سهسهح تًازٌٍ خىل اندوال 
: [5]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ
انكتاب انًدزسً انسىزي

 
 
مي و

 
ازت ي

 
 اللهع

 
ي رات  الدالو

 
غ
 
 ت
 
 :دزاسو
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 

 

الدرس

 
2 

 

 

:
 
ة
 
 مي رهث

[1]
معرفة f الدالة تكون ، عددية دالة u حيث f (x) = lnu(x) u(x)نضع > 0 كان: إذا فقط و إذا

■■

: تطبيق

  

02

1      (2      (3      (

7      (
■■

 :الحل  

حالة كل في الدالة تعريف مجموعة عين

4      (5      (6      (

                  

9      (  

[4]
الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 :مجوىعت تعريف الدالت اللىغاريتويت

2

2

ln( 3) ln(1 ) ln( )

1 1
ln( 4 ) ln(1 )

ln
3

ln ln 1 ln 1
2

x x x

x x x
x x

x
x x

x

− −

+ +

 −  + − −  − 

   

  ( ) ln x−

[4] :  انهىغازٌتًٍح )تخدج أيٍٍ(سهسهح تًازٌٍ خىل اندوال [1] :
: [5]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ
انكتاب انًدزسً انسىزي

[5]

8        (



03

BAT-01-P013-030_9782011201078.indd   16BAT-01-P013-030_9782011201078.indd   16 09/03/12   13:5609/03/12   13:56

 

 

 الدرس
3  

 

 

[1]

 حل المعادلاث والمتراجحاث:

ln[u(x)] = a الشكل من معادلة )لحل ln[u(x)] < a الشكل من (متراجحة
.( (المتراجحة المعادلة يف تعر مجموعة D نعين

.( u(x) < ea (المتراجحة u(x) = ea المعادلة D في نحل

ln[u(x)] = ln[v(x)] الشكل من معادلة )لحل ln[u(x)] < ln[v(x)] الشكل من (متراجحة
.( (المتراجحة المعادلة يف تعر مجموعة D نعين

.( u(x) < v(x) (المتراجحة u(x) = v(x) المعادلة D في نحل

E

E

      (1

      (1

      (2

      (2

  .D  ولا نحتفظ من هذه الحلول إلا َّ بتلك التي تنتمي إلى المجموعة

  .D  ولا نحتفظ من هذه الحلول إلا بتلك التي تنتمي إلى المجموعة

:
 
ة
 
 طرت ق

 

■■

: تطبيق
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1      (2      (3      (

■■

 :الحل  

   

 : التالية المعادلات R في حل
الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 2ln ln9x = 

2ln 4x =  ( )ln  ln 2 1x x−    − =4      ((ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 6 = 0

[3][4][6]

لىاعد أساسٍح فً اندوال انهىغازٌتًٍح )واضدً عثد انكسٌى(

الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد( : [3]
 : [4]

: [6]
اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ

[5]

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

ln 2 ln 2 0x x+ + − = 5      (

 
 انهىغازٌتًٍح )تخدج أيٍٍ(سهسهح تًازٌٍ خىل اندوال [1] :
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■■

 :الحل  

 

 

5      (6      (

الدرس

                  

الانتقال 
 

لـــــــى الحـــــال   : التالية المتراجحات R في حل

1 ln 2x− ≤ ≤  
2

ln( 1) 0x − ≥ln 1x <(ln 𝑥)2 − 1 ≤ 0       (

( )2 4  ln 0x x x− ≥( )ln  ln 1  ln6x x+ − >

[3][4][6]

لىاعد أساسٍح فً اندوال انهىغازٌتًٍح )واضدً عثد انكسٌى(

الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد( : [3]
 : [4]

: [6]
اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ

         

[5]

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :



05

BAT-01-P013-030_9782011201078.indd   16BAT-01-P013-030_9782011201078.indd   16 09/03/12   13:5609/03/12   13:56

 

 

الدرس
4

:
 
ة
 
 مي رهث

[1]

 :اللىغاريتويت دالتالهشتقت 

u > 0 و عددية دالة u حيث f (x) = lnu(x) : نضع
قابلة f الدالة فإن I المجال على للإشتقاق قابلة u الدالة كانت إذا

f ′(x) = u′(x)

u(x)
: بالتالي و

I المجال على للإشتقاق

f ′(x) = v ′(x)

v (x)
فإن f (x) = ln |v (x)|كانت إذا :ملاحظة

       

 

■■

: تطبيق

  

05

1      (3      (5      (

■■

 :الحل  

 

2      (4      (6      (

حالة كل المشتقة    في الدالة أحسب

   7

8      (

      (     

  

         

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  
( ) 21 ln

2
f x x x x= − +

( ) ( )2ln 5 6x xf x e e= − +

  

     ( )  lnf x x x=

  ( ) ( )21 ln
2

f x x=

��( ) 1 2ln

2

x

f x x= − + +

�

1

x

k( x )

ln x

=

−

�( )

ln

e

f x

x

=

1

1

x

h( x ) ln

x

−

=

+

  

[3][4][5]

الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد( : [3]
اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ[4] :  انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

 انهىغازٌتًٍح )تخدج أيٍٍ(سهسهح تًازٌٍ خىل اندوال [1] :
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 

 النهايات الشهيرة:5

:
 
ة
 
 مي رهث

الدرس

[1]

lim
x

>→0

x ln = 0− ، lim
x

>→0

ln x =−∞ ، lim
x→+∞ ln x =+∞

lim
x→0

ln(x +1)

x
= 1 ، lim

x→1

ln x

x −1
= 1 ، lim

x→+∞
ln x

x
= 0+

lim
x

>→0

xn ln x = ، lim
x→+∞

ln(x)

xn = 0+

x

    n0−
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: تطبيق
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1      (3      (5      (

■■

 :الحل  

 

 

2      (4      (6      (

: التالية النهايات أحسب

7

8      (

      (

 

  
0

ln   lim
x

xx
x>

→

 − 
 

 

  
2   lim ln

1x

x
x→+∞

 
 + 

 

0
   lim

ln

x

x

e
x>

→ x
    

( )2    lim ln
x

x x
→+∞

−         
( )2ln

   lim
x

x
x→+∞

  
1     lim  ln 1

x
x

x→+∞

 + 
 

  

1

ln

x

x

+   lim
x→+∞

 
 
 

lim
ln

0 2xx

( )1( )( )( )( )1x( )( )( )( )x( )++++( )













 
















→

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  [2][4][5]

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :
: [2]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ[4] : 

Cned – Académie en ligne © انهىغازٌتًٍح )تخدج أيٍٍ(سهسهح تًازٌٍ خىل اندوال [1] :
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■■

07: تطبيق

 6
:

 
عرت ف

 
 ت

الدرس

 ●

[1]

[3]

 

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

دالت اللىغاريتن العشري:

المعرفة و log بالرمز لها نرمز التي الدالة العشري يتم اللوغار دالة logنسمي x = ln x

ln10
بـ: ]0;+∞[ المجال على

واص:
 
log10 خ = 1 ، log1 = 0

10n ≤ x ≤ 10n+1 : حيث حقيقيا عددا x كان nإذا ≤ log x ≤ n +1 فإن
log الدالة قبل من صحيحة تبقى ln للدالة ية الجـبر الخواص كل

E

E

�����n������ا���د�ا�������
1234

2n =  

 .logn��ن��������ل�������ا���ء�ا����������د

ا������ا�����ا�����:
371 372

10 10n≤ <.  

��������د�أر��م�ا���د��
1234

2  

 : [1] الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد( انهىغازٌتًٍح )تخدج أيٍٍ(سهسهح تًازٌٍ خىل اندوال : [3]

  

■■

 :الحل  

 

      (1

      (2

      (3
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■■

08: تطبيق

1      (

 

 

 

2      (

الدرس

   

الانتقال 
 

لـــــــى الحـــــال  [4][5]

log(1)  وlog(10) ثم ،log(100) وlog(1000) وlog(10000).  

  : احسب المجموع 

احسب
1 2 3 98 99 =  log +log +log + . . . +log +log
2 3 4 99 100

S     

في  التالية \حل  المتراجحات  و  المعادلات    :  

( )log log 1 log6x x+ − =          ( )22 log 5log 3 0x x+ − = log 3x > ( )log 6 2logx x− >     

3      (

◗◗ ◗ ◗

  

■■

 :الحل  

 : [4]
: [5]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ
انكتاب انًدزسً انسىزي
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■■

09: تطبيق

 7

الدرس

●

[5]

 

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 

E

 اللىغاريتن العشري: بعض استعوالاث 

ل:
 

لاز  علم الز 
 
ي
 
 ف

M تساوي Iإلى شدة قاعدية مرجعية، وعندها نقول إن درجة زلزال شدته  0I يشير المقدار 

)0log إذا كان  / )M I I= 6علمت أنّ إذا  1971 فما درجة الزلزال الذي وقع في لوس أنجلس عام
050.01 10I I= ×.  

  

■■

 :الحل  

.

،

مي اء:  ي 
 الك

 
ي
 
ء ف

■■

10: تطبيق

  

■■

 :الحل  

●

E

.

[7]

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 : [7]
انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

انكتاب انًدزسً انمطسي
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تحقق من فهمك الجيد للدرس:

 

 مــــــراجعة سريعة

■

1  

2  

3 

 

أجة ب "صح" أو " خطأ:

                       

                       

                        

                         

                     

                    

                     
                             

             
 

  

      
  

    

  

  

  

  

  

  

 

4 

5 

6 

7 

◊

8 

 
9 

 
10 

 

11 

 

12 

 
13 

 
14 

  

  

        

     

                   

■

 الديوان الوطىي للامتحاواث والمسابقاث[4] :

[4]
co
ll
ec
ti
o
n

TS SPÉCIFIQUE : [6]

الانتقال 
 
لـــــــى الحـــــال  

  
): الدالة )2lnx x6 معرفة على∗

+\  

فإنα من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم
2ln 2 lnα = α  

: x من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما 

ln 0x >

  

  :   من أجل كل عددان حقيقيان موجبان تماما 

     

( )ln ln lna b a b+ = +  

1xإذا كان  ln: فإن > 0x <  

  

lim
lnx

x
x→+∞
= +∞  

( )ln
x
Lim x
→−∞

 − = +∞ 

( )1830ln 2 1830ln2− =  

    
ln12 12ln ln4
ln3 3

= =  

   e5ln(2) × e7ln(4) = 219

xln(x) = 3ln(x)  ]∞+ ; 0[في المجالللمعادلة

.و1َ    3 : حلان مختلفان ھما

a) × ln(b) = ln(a × b)        ln(

  :  من أجل كل عددان حقيقيان موجبان تماما                     

(ln(a))n = n ln(a) n ∈ ℕ, a > 0 : 

عددان حقیقیان غیر معدومین xy  : وَ

ln(y2)x = y = (x2)إذا كان        lnفإن

     

     

     

     

     

     

■  
أتًى ياٌهً:

a. ln(e–5) = … b. eln( )( )1( )( )( )( )1
2( )( )( )( )2  = … 

c. ln(…) = –1 d. ln(e…) = 1
e

e. eln(…) = 2  f.  ln(…) = 3
7

 ياٌهً:    ≠   أو     = أكًم تعلايح   

 ln(6) + ln(11)   ln(17)
 ln(2) ln(8) – ln(4) 

 ln(7) × ln(9) ln(63)
  0

 ........................

 ........................
 ........................

 .......

y

x
 j

�1

�2

�3

�4

O  i

من بین المنحنیات المقابلة ، أي
 منھا یمثل الدالة اللوغاریتمیة

النیبیریة؟             
�1  �2  �3  �4  

■  
           

اختس الاجاتح انصدٍدح:   

وجد معاذ تمریناً في الریاضیات مع حلّھ ، لكنھ یتضمن
أجزاء غیر مقروءة بسبب ملامستھ للحبر. ساعد معاذ

.على إیجاد الأجزاء التي خالطت بقع الحبر

■  
أجزاء يفمىدج:          

x  :

ln(1 + ex) = x + ln(1 + e–x).

x + ln(1 + e–x)  = ln(ex) + ln(1 + e–x) 

= ln(ex (1 + e–x))
= ln(ex + ex – x)

= ln(ex + 1)

)  = ln(e)  = ln(exx) + ln(1 + e) + ln(1 + e

(1 + e(1 + e––xx––xxxx–x– ))))
= ln(e= ln(exx + e + exx + e + e + e + ex + ex

 + 1) + 1)

النص
أثبت أنّھ من أجل كل عدد حقیقي     ، لدینا

الحــــــل
x  :  من أجل كل عدد حقیقي     ، لدینا

■

 ln(3)  ln(0,5)  ln(1,01)

 ln(0,95)  ln(e–1) ( )ln 22

وضّح إشاسج كم عذد خمٍمً يًا ٌهً: 

[6]
[6]

142 142

ln[( 2 1) ] ln[( 2 1) ]− + + 
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 مــــــراجعة سريعة

co
ll
ec
ti
o
n

TS SPÉCIFIQUE : [6]

■

فً ألم يٍ دلـٍمح 

                         !
:

1. f (x) = ln(x) + 3 2. g (x) = |ln(x)| 3. h(x) = 3ln(–x) 4. k (x) = ln( )x( )( )( )( )x  5. l (x) = ln(x3) 6. m(x) = ln(x + 3)

a. b. c. d. e. f.  
y

xO  i

 j

 

y

xO  i

 j

 

y

x

 i

 j
O

 x

y

O  i

 j
 

y

xO  i

 j

 
x

y

O  i

 j

 

أرفق كل عبارة دالة بالتمثیل البیاني الموافق لھا

■

أسئهخ الإختٍبس يٍ يتعذد: .حٛالصحٗ ) أٔ الأجٕبٛ ( الإجابٛ حٕه إطاز  ضع ، التالٗٛ الأسئمٛ وَ سؤاه لكن

A B C D
01  ln( )( )1( )( )( )( )1

2( )( )( )( )2
 + ln( )( )1( )( )( )( )1

3( )( )( )( )3
 = … –ln(6) ln(6) ln( )( )1( )( )( )( )1

6( )( )( )( )6
ln( )( )5( )( )( )( )5

6( )( )( )( )6

02  ln(10e2) = … 2ln(10) + 2 4,302 585 093 2ln(10e) ln(10) + 2

03

04  

06

07

08  

ln(a) + ln(b) e  = … ab a + b  a
b

a  + ln(b)

ln(5a) – ln(a)  = …
 ln(4a)  ln(5)  4 ln(a)  ln(5a - a) 

(e + e2) ln05  = …
 ln(e) + ln(e2)  ln(e + 1) + 1  ln(e3)  ln(3e )

 ln(64) = …  2ln(8)  ln(4) + ln(16) ln(2) × ln(32)  6ln(2)

fℝ

f (x) = xe–x

:الدالة   معرفة على    بـ

.1  ln(2) fصورة       بـ    ھي:
 –2ln(2)  ln(2)  1

2
ln(2)  2ln(2)

  lnf (e3)صورة         بـ    ھي .2:  3e–3
  

( )3ln e( )n en en en e( )
e3   –3eln(3)  3 

e3

g (x) = ln(ln(x)) ∞[          ]1 ; +Dg =.

g ′(x) = …
 

( )xx
1

ln
  x

1  × x
1   ( )x x( )x xx x

1
lnlnln

 
( )xxln

 
 x
1

[6]
الانتقال 

 
لـــــــى الحـــــال  



حلول التطبيقات

■■

01: تطبيق

1  

2 

3 

4  

■■

02 : تطبيق

13

 ln 3 ln 3 0   − =  
  

( )( ) ( )( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 0ln ln ln ln ln ln+ + − = + − = + − = − = =

( )
1 31

3 3 22 22
2

1    ln ln ln ln ln ln ln 2ln
2

ee e e e e e e
e

− = − + = − +
3 1 2 3
2 2

= − + =  

( ) ( ) ( ) ( )22 7 4 5 14 9   ln 128 ln 16 32 ln 2 ln 2 2 ln2 ln2− × = − × = −  

                  

 14 ln 2 9ln 2 5ln 2= − =  

[3][4][5]

الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد( : [3]

 : [4]
: [5]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ
انكتاب انًدزسً انسىزي

 
�    2ln( )x  2 عندما  معرف 0x }، أي < }\ 0x ∈ R .  
� ln(1 )x−  1عندما   معرف 0x− 1x، أي < 1x,، إذن >  ∈   

−∞ .  
� ln( 3)x 3عندما   معرف  − 0x − 3x، أي < x,3، إذن <  ∈ +∞  

 .  

� 1
ln(1 )x
x

1في حالة   معرف  + 0)x+ )و < 0x x(1ي أ ≠ )و <− 0x   ، إذن ≠

] 1, [\{0} ] 1,0[ ]0, [x ∈ − +∞ = − +∞∪  
� 1

lnx
x(0في حالة   معرف  ln)و   < 0x x(0أي  ≠ )و   < 1x   إذن ،≠

]0, [\{1} ]0,1[ ]1, [x ∈ +∞ = +∞∪  
� 2ln( 4 )x x+ 2عندما   معرف 4 0x x+ > .2 4x x+  0ثلاثي حدود من الدرجة الثانية، جذراه 

2، فتتحق المتراجحة −4و 4 0x x+ )2lnهذين الجذرين، بمعنى أن  خارج < 4 )x x x+֏  معرف
,على  4 ,0   − +∞      

−∞ ∪.  

� ln 1 ln 1x x+ − 1 في حالة   معرف − 0x + 1و ≠ 0x − }\على أي  ≠ 1, 1}− +R،  

	 3ln
2

x

x

 −    − 
3عندما   معرف  

0
2

x

x

−

−
2,3 على المجالأي . < 

 .  

1  

2 

3 

4  

5  

6  

7  

8  

9  

0x− 0x:   تكافئ  < [ :    ومنه > [;0D = −∞

[4][5]
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03 : تطبيق

1   

 2   

 3   
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04: تطبيق
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[3][4][6]

لىاعد أساسٍح فً اندوال انهىغازٌتًٍح )واضدً عثد انكسٌى(

الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد( : [3]
 : [4]

: [6]
اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ

 2ln ln9x = 
0x��ه�ا���د������������أ��� [أي��< [0 ,D = +∞  

2ln ln9x =�������2ln 2ln3x 3xو�����= }وأ���ا�����= }3S =.  

2ln:   لدينا  4x }:    مجموعة التعريف   = }: 0D x x= ∈ D:    ومنه \≠ ∗= \   

2ln:     وعليه المعادلة تكافئ  4 lnx e= 2:     أي 4 ln  lnx e=     ومنه      :2 4x e= 2:    أيx e=  2  أوx e= −    

2:      إذن الحلول هي  2 ,   e e−    

):   لدينا  )ln  ln 2 1x x− − مجموعة التعريف     =
    

 :{ }: 0; 2D x x x= ∈ > >\   

ومنه 
    

 :] [2;D = ln :   وعليه المعادلة تكافئ ∞+  ln
2
x e
x

  = − 
أي أن    

    

 :
2
x e
x

=
−

x:    ومنه  xe  e= −

):   إذن  )1 e x− = −
      

:      ومنه 
1

2ex
e

−
=

−
   ) <2لأن    (   

    

 (ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 6 = 0  

  

𝑥 > 0 ⇒ 𝑫 = ]𝟎;+∞[ ; ln 𝑥 = 𝑋 

(ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 6 = 0 ⇒ 𝑋2 − 𝑋 − 6 = 0 ⇒ (𝑋 − 3)(𝑋 + 2) = 0 

⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 3 = −2 ⇒ 𝑥 = 𝑒3 أو 𝑥 = 𝑒−2; {𝑒
−2 ∈ 𝐷 
𝑒3 ∈ 𝐷

⇒ 𝑆 = {𝑒−2; 𝑒3}  

: التعريفمجموعة   4 

1 ln 2x− ≤ 1�ا���ا���  ≥ ln 2x− ≤ 0x���������أ����≥ [أي��< [0,D = +∞  

1 ln 2x− ≤ ≤�������
1 2

e x e

−

≤ أي���≥
2

1

,S e

e

 
=
 
 

  

1    

 أي�����������أ����ا���ا����

������( )
2

1 1x − أي���≤
2

2x 2xأي����≤ 2xأو���≤ ,إذن�−≥ 2 2 ,S    = −∞ − ∪ +∞
   

   

2

ln( 1) 0x − ≥
2

1 0x − >] [ ] [, 1 1,D = −∞ − ∪ +∞

2

ln( 1) 0x − ≥

2   

ln:  لدينا  1x }:   مجموعة التعريف  > }: 0D x x= ∈ و المتراجحة تكافئ   \≠

   

 :ln  lnx e<

x:  ومنه  e< إذن  :e x e− < [:    وعليه حلول المتراجحة هي المجموعة     > [ ] [;0 0;e e− ∪.   
3   

(ln 𝑥)2 − 1 ≤ 0 ; 𝑫 = ]𝟎;+∞[     

(ln 𝑥)2 − 1 ≤ 0 ⇒ (ln 𝑥 − 1)(ln 𝑥 + 1) ≤ 0 ⇒ −1 ≤ ln 𝑥 ≤ 1 

⇒ 𝑒−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒 ⇒ 𝑆 = [𝑒−1; 𝑒]  

4   

つづく 

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

[3][4][6][5]

   

 ln 2 ln 2 0x x+ + − =

}المعادلة معرّفة على  }2,2\I −= ℝ 2. وهي تكافئ 2 1x x− + 2أو  = 4 1x − . فإمّا =
2أن يكون  5x 2أو يكون  = 3x }  معادلة المعطاة هي . فمجموعة حلول ال= 5, 3, 3, 5}S = − −  

5     

2

e2مقبول
1

2e
e

−
−

.
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):  لدينا  )2 4  ln 0x x x− [: مجموعة التعريف   ≤ [0;D = +∞   

  +∞       4               1         0  x  
+  -  -  2 4x x−  
+  +  -   lnx  
+  -  +  ( )2 4  lnx x x−

      

[:  موعة حلول المتراجحة  مج ] [ [0 ;  1 4 ;  + ∞∪.   

6  

  
): لدينا )ln  ln 1  ln6x x+ − >

 
التعريف

 
مجموعة

 
   :

  

   { }: 0, 1D x x x= ∈ > [:   حيث \< [1;D = +∞  
):      و المتراجحة تكافئ  )ln 1  ln6x x − 2:   إذن  > 6x x− >    

2:     وعليه  6 0x x− − 2:  ومنه < 13    ,    2   ,    = 25x x= = − ∆  
∞ +      3         2-      −∞      x  
+          -  +      2 6x x− −

[:    وعليه حلول المتراجحة هي المجموعة  [ ] [; 2 3;−∞ − ∪ +∞  
[لكن  [1;D = [:  ومنه مجموعة حلول المتراجحة هي ∞+ [3;+∞  

■■

05: تطبيق
    

[3][4][5]

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

لىاعد أساسٍح فً اندوال انهىغازٌتًٍح )واضدً عثد انكسٌى(

الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد( : [3]
 : [4]

: [6]
اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ

1   

2   

   

3   

):  لدينا  ) 21 ln
2

f x x x x= − [معرفة و قابلة للاشتقاق على fالدالة     + )  : حيث ∞+;0] )
21 11 x xf x x

x x
− +′ = − + =  

] [ ] [;ln 2 ln 3;−∞ ∪ +∞ الدالة 
  

fيث ح تقبل الاشتقاق على  :( )
2

2

2 5
5 6

x x

x x
e ef x

e e
−′ =

− +

��.h������������] [ ] [1 1, ,−∞ − ∪ +∞��.  

  .و�����

1

1

x

h( x ) ln

x

−

=

+

1

1 1

1

x

h( x ) ln ln x ln x

x

−

= = − − +

+

2

1 1 2

1 1 1

h'( x )

x x x

= − =

− + −

つづく 
4   ] [ ] [ ;  0 0 ;  −∞ ∪ + ∞ الدالة 

   
f حيث  تقبل الاشتقاق على  :( ) 11lnf x x x

x
′ = + × ln 1x= +
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    06: تطبيق

انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :
الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد( : [3]

اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ[4] : 

] [0;+∞ الدالة 

   

f حيث  تقبل الاشتقاق على :( ) ( )1 12 ln
2

f x x
x

′ = × × ×  ln x
x

=

������������ ( ) 1 2ln

2

x

f x x= − + +  

7   

6   
   

.f] [0,
f

D = +∞( )
4

'

2

x

f x

x

−

وَ  �=

�

1

x

k( x )

ln x

=

−

��.k�����������] [ ] [0 ,e e ,∪ +∞

�  
و����

2 2

1

1 1

2

1 1

( ln x ) x

ln xx

k'( x )

( ln x ) ( ln x )

 
× − − −

 
− 

= =

− −

.  

������������ 8   
   

fَو ( )

ln

e

f x

x

=  .] [0,
f

D = +∞( )

( )
2

'

ln

e

f x

x x

= −  

[2][4][5]

: [2]© Cned – Académie en ligne

   

0 0

ln 1 ln
x x

xlim x lim x x
x x> >

→ →

   − = − = +∞   
   

1   

2   

3   

4   

    ( )2 ln ln
x x

xlim x x lim x x
x→+∞ →+∞

 − = − = +∞ 
 

  

0
   lim

ln

x

x

e
x>

→ x
= −∞

2
2

2 2

1  ln ln ln1 11 1 1
x x x

x xlim lim lim
x x

x x
→+∞ →+∞ →+∞

  
     = = = −∞  +      + +        

  

ln(x + 1)
x2  = ln(x + 1)

x
 × 1

x
5  

7  

6   

lim: لدينا
x→0

ln(1 + x)
x

limوَ 1 = 
h→0
x>0

�1
x
�  = +∞lim

h→0
x   0

�1
x
�  = -∞

>

وَ

lim:     وعليه 
x→0
x>0

�ln(x + 1)
x2 �  = +∞lim

x→0
�ln(x + 1)

x2 �  = - ∞ وَ
x   0

>

1لدينا ∞+في جوار 
( ) 1

ln

x
f x

x x

 = + ×  
1 ولكن .

lim 1 1
x x→+∞

  + =  
limو 

lnx

x

x→+∞

  = +∞  
 ،

إذن 
+
lim ( )
x
f x

→
= +∞. 

∞
 

   ( )
0

1 ln 1  ln 11   ln 1 11x x

xlim x lim lim
x

x
>→+∞ →+∞

τ→

 +  + τ   + = = =  τ 
1بوضع      (   

x
τ= (  لماx + 0τ:  فإن 6∞ >6  

つづく 
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اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ[4] : انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :
: [2]© Cned – Académie en ligne

8   
( ) ( )

( )
( )

( )

22 2
2

2 2

ln 2lnln
x z x

x xx
lim lim lim

x x x→+∞ →+∞ →+∞

       = =  

           
2 2ln ln4 4 0

x t

x tlim lim
tx→+∞ →+∞

   = = =       
   

xبوضع   (  t= (  لما :x t:  فإن 6∞+ +∞6  

1(�
1234

log log 2 1234log 2n = log�������ل�الآ���ا�������������= 371,47101....n ≃�  

  .�logn����371ا���ء�ا����������دإذن�

371��ن��logn����371���ن�ا���ء�ا����������د)2 372log n≤ و�����>
371 log 372

10 10 10

n

≤ و�����>
371

372

10 10n≤ <
.  

3(������
371 1234 372

10 2 10≤ و�������د�أر��م�ا���د�>
1234

  .�ر����372���إذن��2

■■

[3]    07: تطبيق

   
1  

3  

2  

   

الممتاز في الرياضياث ) ساعد أحمد( : [3]

1(

2(
372

3(

■■
    08: تطبيق

1  

3  

2  

   

[4][5]

    نعلم أنln
log( )

ln10

x
x ln10، ، إذن= ln10

log(10 )
ln10 ln10

n
n n

n= =   ومنه =

log(1) log(10) و =0 log(100) و =1 log(1000)و  =2 log(10000) و =3 4=.  

              1 2 3 88 99.....
2 3 4 99 1000

S log  = × × × × × 
 

   

                      

1 1000
1000

  log log = = − 
 

                   310 3 log= − =    :Sحساب   −

◗

                  
( )6 1log logx log x= + 0x: تكون المعادلة معرفة من أجل   − 1 و < 0x − >  

1x و منه  [ و عليه فالمعادلة معرفة على < ) و المعادلة ∞+;1] ):  تكافئ   1( )1 6logx x log− ):  و هي تكافئ = )1 6x x − =  

  : حل كل المعادلات و المتراجحات 

 

2: إذن  6 0x x− − 2:    ومنه = 13     ;     2    ;   25x x= = − ∆ }و عليه للمعادلة حل وحيد   = }3s =  

◗( )22 5 3 0logx logx+ − 0xالمعادلة معرفة من أجل    = logx بوضع < t= 22 نجد 5 3 0t t+ − :    ومنه =

2 1
13    ;        ;   49
2

t t= − = ∆ 1لما     = 1 :  
2 2

logx t= ln:    ومنه = 1
ln10 2
x
1ln:  وعليه = ln10

2
x =     

ln: ومنه  ln 10x 10x:        وعليه = =  

logلما  3 :  3x τ= − = ln:       وعليه − 3
ln10
x
= 3ln:  وعليه    − ln10x 310x:      و منه =− −=   

}:  مجموعة حلول المعادلة هي  }310;10s −=  

つづく
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اندٌىاٌ انىطًُ نلايتداَاخ وانًساتماخ[4] : انكتاب انًدزسً انسىزي[5] :

■■

[5]    09: تطبيق

                 

3log x 0x المتراجحة تكون معرفة من أجل    < ln :  وهي تكافئ    < 3
 ln10
x
ln 3:    أي <  ln10x 310x:    وعليه < >   

310: ل   مجموعة الحلو ;s  = +∞   

( )6 2log x logx− 0xتكون المتراجحة معرفة من أجل   < 6 و < 0x − 6x:   وعليه < [ومنه فهي معرفة على   < [6;+∞.   

): المتراجحة تكافئ و  ) 26log x logx− 26x:  وهي تكافئ < x− 2:     إذن    < 6 0x x− + −   .    وعليه ليس للمتراجحة حلول >

◗

◗

◗

0log( / )M I I= 6 :حساب درجة زلزال لوس انجلس
050.01 10 I×ـــــــــــــــــــــــــــــــ

I0

=
650.01 10× )(loglog= 7.7

■■

[7]    10: تطبيق

انكتاب انًدزسً انمطسي[7] : 

◗
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تحقق من فهمك الجيد للدرس:

 

 

■

1  

2  

3 

 

أجة ب "صح" أو " خطأ:

                       

                       

                        

                         

                     

                    

                     
                             

             
 

  

      
  

    

  

  

  

  

  

  

 

4 

5 

6 

7 

◊

8 

 
9 

 
10 

 

11 

 

12 

 
13 

 
14 

  

  

        

     

                   

■

 الديوان الوطىي للامتحاواث والمسابقاث[4] :

[4]
co
ll
ec
ti
o
n

TS SPÉCIFIQUE : [6]

  
): الدالة )2lnx x6 معرفة على∗

+\  

فإنα من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم
2ln 2 lnα = α  

: x من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما 

ln 0x >

  

  :   من أجل كل عددان حقيقيان موجبان تماما 

     

( )ln ln lna b a b+ = +  

1xإذا كان  ln: فإن > 0x <  

  

lim
lnx

x
x→+∞
= +∞  

( )ln
x
Lim x
→−∞

 − = +∞ 

( )1830ln 2 1830ln2− =  

    
ln12 12ln ln4
ln3 3

= =  

   e5ln(2) × e7ln(4) = 219

xln(x) = 3ln(x)  ]∞+ ; 0[في المجالللمعادلة

.و1َ    3 : حلان مختلفان ھما

a) × ln(b) = ln(a × b)        ln(

  :  من أجل كل عددان حقيقيان موجبان تماما                     

(ln(a))n = n ln(a) n ∈ ℕ, a > 0 : 

عددان حقیقیان غیر معدومین xy  : وَ

ln(y2)x = y = (x2)إذا كان        lnفإن

     

     

     

     

     

     

■  
أتًى ياٌهً:

a. ln(e–5) =  b. eln( )( )1( )( )( )( )1
2( )( )( )( )2  =  

c. ln( ) = –1 d. ln(e ) = 1
e

e. eln( ) = 2  f.  ln( ) = 3
7

 ياٌهً:    ≠   أو     = أكًم تعلايح   

 ln(6) + ln(11)   ln(17)
 ln(2) ln(8) – ln(4) 

 ln(7) × ln(9) ln(63)

y

x
 j

�1

�2

�3

�4

O  i

من بین المنحنیات المقابلة ، أي
 منھا یمثل الدالة اللوغاریتمیة

النیبیریة؟             
�1  �2  �3  �4  

■  
           

اختس الاجاتح انصدٍدح:   

وجد معاذ تمریناً في الریاضیات مع حلّھ ، لكنھ یتضمن
أجزاء غیر مقروءة بسبب ملامستھ للحبر. ساعد معاذ

.على إیجاد الأجزاء التي خالطت بقع الحبر

■  
أجزاء يفمىدج:          

x  :

ln(1 + ex) = x + ln(1 + e–x).

x + ln(1 + e–x)  = ln(ex) + ln(1 + e–x) 

= ln(ex (1 + e–x))
= ln(ex + ex – x)

= ln(ex + 1)

––xxxx–x–

النص
أثبت أنّھ من أجل كل عدد حقیقي     ، لدینا

الحــــــل
x  :  من أجل كل عدد حقیقي     ، لدینا

■

 ln(3)  ln(0,5)  ln(1,01)

 ln(0,95)  ln(e–1) ( )ln 22

وضّح إشاسج كم عذد خمٍمً يًا ٌهً: 

[6]
[6]

 سريعةالمــــــراجعة حل ال 

◊

◊

◊

◊

◊

◊

◊

_ +
+__+

 –5 1
2

e
–1

2  

1
e

3
7    e

≠

=
≠

=

◊

  0142 142

ln[( 2 1) ] ln[( 2 1) ]− + + 
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co
ll
ec
ti
o
n

TS SPÉCIFIQUE : [6]

■

فً ألم يٍ دلـٍمح 

                         !
:

1. f (x) = ln(x) + 3 2. g (x) = |ln(x)| 3. h(x) = 3ln(–x) 4. k (x) = ln( )x( )( )( )( )x  5. l (x) = ln(x3) 6. m(x) = ln(x + 3)

y

xO  i

 j

 

y

xO  i

 j

 

y

x

 i

 j
O

 x

y

O  i

 j
 

y

xO  i

 j

 
x

y

O  i

 j

 

أرفق كل عبارة دالة بالتمثیل البیاني الموافق لھا

■

أسئهخ الإختٍبس يٍ يتعذد: .حٛالصحٗ ) أٔ الأجٕبٛ ( الإجابٛ حٕه إطاز  ضع ، التالٗٛ الأسئمٛ وَ سؤاه لكن

A B C D
01  ln( )( )1( )( )( )( )1

2( )( )( )( )2
 + ln( )( )1( )( )( )( )1

3( )( )( )( )3
 = … –ln(6) ln(6) ln( )( )1( )( )( )( )1

6( )( )( )( )6
ln( )( )5( )( )( )( )5

6( )( )( )( )6

02  ln(10e2) = … 2ln(10) + 2 4,302 585 093 2ln(10e) ln(10) + 2

03

04  

06

07

08  

ln(a) + ln(b) e  = … ab a + b  a
b

a  + ln(b)

ln(5a) – ln(a)  = …
 ln(4a)  ln(5)  4 ln(a)  ln(5a - a) 

(e + e2) ln05  = …
 ln(e) + ln(e2)  ln(e + 1) + 1  ln(e3)  ln(3e )

 ln(64) = …  2ln(8)  ln(4) + ln(16) ln(2) × ln(32)  6ln(2)

fℝ

f (x) = xe–x

:الدالة   معرفة على    بـ

.1  ln(2) fصورة       بـ    ھي:
 –2ln(2)  ln(2)  1

2
ln(2)  2ln(2)

  lnf (e3)صورة         بـ    ھي .2:  3e–3
  

( )3ln e( )n en en en e( )
e3   –3eln(3)  3 

e3

g (x) = ln(ln(x)) ∞[          ]1 ; +Dg =.

g ′(x) = …
 

( )xx
1

ln
  x

1  × x
1   ( )x x( )x xx x

1
lnlnln

 
( )xxln

 
 x
1

[6]

 سريعةالمــــــراجعة حل ال 

a. b. c. d. e. f.  5 1 3  2 6 4
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 فة على المجالالمعرّ fلدالة العدديةنعتبر ا 0; بـ :      
2

ln 2ln 3f x x x   

و  fC  (هو رمز  اللوغاريتم النبيري) .متجانستمثيلها البياني في معلم متعامد و 

حل في المجال -أ (1 0;المعادلة:   0f x  ثم فسّر النتيجة هندسيا .

 حلّل                  إلى -بـ  f x. جداء عاملين 

حل في المجال -جـ  0;المتراجحة:  2ln 2 0x   . 

أحسب (2 f x  ّر الدالةو استنتج اتجاه تغيf .

بيّن أن المنحنى (3 fC إنعطاف يطلب تعيين                     ةيقبل نقط

1.

2.

3.

 

 
 

2

3

1

ln

J^ãéém]‚uc<

 َمبط( 10انًىضىع الأول ) 9101تسٍٍش والتصبد 

f�ا��ا���ا����������ا���ل[ ]2 , )و��−5 )Γ����������������������ا����������( ), ,O i j

� ��

وا��ي������ا�����

( ) ( ) ( ) ( )
9

2 , 9 , 0 , 4 , 1 , , 2,5 , 4 , 0

2

A B C D E

 
−

 

 

.  

)ا���س����������Dو���B���ا������ن� )Γ��.��ازي����ر�ا���ا��  
)ا������� )CF�������ا���س�����( )Γ�������ا����C����( )3,6F   

 ���اءة��������: )1

����     f����������xأدرس�ا���ه�����ات�ا��ا���  ) أ

(0)أ����  ) ب , '(1) , '(2)f f f. 
]���ا���ل��xأدرس���������  ) ت ]2 , 5−

)'،�إ��رة� )f x. 
]���ا���ل��xأدرس���������  ) ث ]2 , 5−

)،�إ��رة� )f x. 
g����ا��ا���gأو����������������ا��ا��� )2

)ا�������ـ� )( ) ln ( )g x f x=. 
)أ���� )3 2) , (0) , (2)g g g−  
)��ن� )4 )

4

4

lim

x

x

g x

→

<

 

)'أ������ )5 )g x�����وا������ول�����ات�ا��اg�ا���ل����[ [2 , 4−. 

]�ا���ل� ]2 , 5−. 

1 . 1.  1

2 

3 . 

4 . 

5 .  

2

3.

.

 

 

 
 

2

3

4

5

أحـــجيةأحـــجية 

ماهي المسافة القصوى التي يمكنك السفر01
بها مع دراجة بثلاثة إطارات جديدة. علماً أنّ

؟km 6000كل إطار يجب استبداله بعد 

 سبعذ أخًذ( انًًتبص فً انشٌبضٍبد )



  

03

أحـــجيةأحـــجية

كيف نربط بين النقاط                   
أربعة أضلاع التسع          برسم

   و بدون رفع القلم؟

4
 

 

 

 

3
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

f دالة عددية لمتغير حقيقي x معرفة كما يلي :  
                                  

( ) ( )2 2ln 1f x x x x= − + + +  

( )c تمثيلها البياني في معلم  متعامد متجانس ; ,O i j
→ → 

 
 

  

  .    f أدرس تغيرات الدالة – 1
) هل توجد مماسات للمنحنى – 2 )c كتابة معادلاتها في حالة وجودها    حيث يطلب    3 معامل توجيهها

     
.  

) بين أن المعادلة – 3 ) 0f x 0 حيث 0x تقبل حلا وحيدا =
52
2

x< <  

) ثم أنشئ 3 أنشئ المماسات ذات معامل التوجيه – 4 )c.   

)         :    المعرفة بالعبارةg نعتبر الدالة – 5 ) ( )2 2ln 1g x x x x= − + + +  

  . دالة زوجية g أثبت أن –أ 
) أكتب –ب )g x دون رمز القيمة المطلقة .  
) أنشئ التمثيل البياني –ج )γ  للدالة g انطلاقا من ( )c.  

 

1 . 
2 . 
1.  1

2.  2

 

2 . 2.  3

 

2 . 2.  5

 2 . 2.  4

أحـــجيةأحـــجية 

02
هي اكثر

أحد قطعي الذهبية التسع مزيفة.
وزناًمن الأخريات. 

كيف يمكن العثور عليها  باستعمال ميزان
ذو كفتين مرتين فقط.

g (x) = x −1

x +1
: ِ بـ R− {−1} على المعرفة g الدالة نعتبر I

المتعامد المعلم إلى المنسوب المستوي في البياني تمثيلها (Cg
و(

المقابل) (الشكل (
O;

−→
i ,

−→
j
): بيانية بقراءة

.g الدالة تغيرات جدول شكّل أ)

.g (x) > 0 المتراجحة بيانيا حل ب)
0 < g (x) < 1 أجلها من يكون التي x قيم بيانيا عينّ ج)

: ِ بـ المجال]∞+;1[ على المعرفة f الدالة لتكن II

f (x) = x −1

x +1
+ ln

(
x −1

x +1

)
(
C f

و(
.(O;

−→
i ,

−→
j
)

هندسيا. النتيجتين فسرّ ّ ثم ، lim
x→+∞ f (x)و lim

x
>→1

f (x) أحسب (1

: المجال]∞+;1[ من x حقيقي عدد كل أجل من أنه بينّ أ) (2.g ′ (x) = 2

(x +1)2

. f الدالة تغيرات جدول شكل ّ ثم إشارتها وادرس f ′ (x)أحسب ب)

والمتجانس

المتعامد المعلم إلى المنسوب المستوي في البياني تمثيلها
والمتجانس

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4(
Cg

)

O i⃗

j⃗ x

y

1 1 . 1  1

(111 . 1  2

- 



- I 

- II 

 َمبط( 10انًىضىع الأول ) 1100عهىو تجشٌجٍخ 
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5
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  
I لتكن الدالة العددٌة g المعرّفة على المجال 0;ًكما ٌل  :  22 2 lng x x x    

 .، ثىّ شكم جدٔل ذغٛساذٓاgادُزض ذغٛسّاخ اندانح . 1

احسب . 2 1gثمّ استنتج إشارة  g x على 0;. 

IIf دالة عددٌة معرّفة على المجال  0;ًكما ٌل  : 
1 ln

2 2
x

f x x e
x

 
   

      و fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

أـ احعة . 1 lim
x

f x


 و  
0

lim
x

f x



.  

ٌّن أنّ المنحنى  ب ـ ب fC
 

ٌقبل المستقٌم   2 ذا المعادلة 2y x e   مقاربا مائلا له عند . 

جـ ـ حدّد وضعٌة المنحنى  fC
 

بالنسبة إلى المستقٌم  . 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً. 2  من المجال xأ ـ ب 0; : 
 

2
'

g x
f x

x


 

ٌّر الدالة ٌّراتهاfب ـ استنتج اتجاه تغ  .، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّ انًعادنح . 3 أ ـ أثثد أ  0f x  0 ذمثم حلا ٔحٛداx فٙ انًجال  0,4;0,5. 

    ب ـ أَشئ   ٔ  fC. 

I - - I 

II- II 

 

(1

(2

11 . 1  1

(111 . 1  2

 

(1

(2

11 . 1  1

(111 . 1  2

2 . 
(2(111 . 1  3

أحـــجيةأحـــجية

منبه وينعكس في مرآة04
الساعة 03:00

.نقرأ 
عليه ، بينما تشير 

الساعة 09:00.صورته إلى
 جد توقيتاً على المنبه بحيث

يكون فرق القراءة بين الإثنين هو 3 ساعات.
أولمبیاد الریاضیات مقاطعة باریس

 انذوال انهىغبسٌتًٍخ )يصطفبي عجذ انعزٌز(سهسهخ تًبسٌٍ يدهىنخ فً 
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

متجانسوا  متعامدا معلم منسوب إ   ا ا مستوي  O;i , j . 
(I   لدا ة ا تمثيل ا بياني lnx x و   ا مستقيم ذو ا معاد ة
   3y x   ؛    هي فاصلة نقطة تقاطع  

و   . 
 يةوضعد حدّ بقراءة بيانية 0      با نسبة إ    عل 0;. 
  2g فة عل  ا مجالا معرّ  ا دا ة 0; ـب:  3 lng x x x  

إشارة  xاستنتج حسب قيم g x. 
2,2:  أن قتحقّ 3   2,3  .                                                        

(II f فة عل  ا مجال ا معرّ  ا دا ة 0; ـب :   1
1 ln 2f x x

x
    
 

و    fC ا بياني هاتمثيل. 

 احسب 1    
0

lim ( )
x

f x


limو   ( )
x

f x


 . 

من  xلثبت أنّه من أجل  أ2     0; :   
2

g x
f x

x
  ل جدول تغيرات ا دا ة ش ّ  ثمّ   ؛f . 

:  بيّن أنّ 3       2
1

f





 
 لعدد استنتج حصرا  ثمّ  ؛  f  . 

 يةوضعادرس 4     fC   أنشئ   ثمّ  ؛ محور ا فواصلحامل  با نسبة إ fC  20عل  ا مجال ; e  . 
(III F  لدا ة صلية اأدا ة ا f ل  ا مجال ع 0;  ق:تحقّ ا تي و  1 3F   . 
 .فاصلتيهما تعيين طلبموازيين  حامل محور ا فواصل في نقطتين ي  يقبل مماسين   Fمنحن  ا دا ة  ن أنّ بي1ّ 

lnxن أنّ بيّ   2 x x x  أصلية  لدا ةهي دا ةlnx x عل  0;  ا دا ة عبارةاستنتج  ثمّ ؛F. 

0 1

1

x

y

i

j



   

 

  

 

. 

⃗⃗

⟼

⟼⟼

 (I

(II

1)

2)

3

4)

1.

2

3.

 

 

 

 

2

3

4

1

(III

  0

  2

  3

1)

2)

3

1.

2

3.

 

 

 

2

3

1

 1  01)1.  1

 2   22)2  2

 
;∞−[ المعرفة على المجال  𝑓لتكن الدالة  𝑓(𝑥) كما يلي: ]0 = 𝑥 + 5 + 6 ln (

𝑥

𝑥 − 1
) 

;𝑂)تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  (𝐶𝑓) و  𝑖, 𝑗). 

 
A  

 

𝑙𝑖𝑚احسب  /أ
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) .ثم فسر النتيجة هندسيا ،

 

𝑙𝑖𝑚احسب  /ب
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

B  

 

;∞−[ من  𝑥بين أنه من أجل كل عدد حقيقي  /أ 0[ : 𝑓′(𝑥) =
𝑥2 − 𝑥 − 6

𝑥(𝑥 − 1)
 

 ، ثم شكل جدول تغيراتها.𝑓تنتج اتجاه تغير الدالة سا /ب

C 

    

𝑦الذي معادلة له:  (Δ)بين ان المستقيم  /أ = 𝑥 +  .∞−بجوار  (𝐶𝑓) هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى  5

 .(Δ)بالنسبة للمستقيم  (𝐶𝑓) ادرس وضعية المنحنى  /ب

D  بين أنّ المعادلة𝑓(𝑥) = 3.5−حيث:  𝛽 و  𝛼تقبل حلين  0 < 𝛼 < 1.1−وَ  3.4− < 𝛽 < −1 

E  أنشئ المنحنى (𝐶𝑓)  والمستقيم(Δ). 

 

 

2.

3.

.

 

 

 

 

 

2

3

4

5

 2.  1

   

つづく

 َمطخ( 1.62انًىضىع الأول ) 1102عهىو تجشٌجٍخ 

 َمبط( 10انًىضىع الأول ) 1101عهىو تجشٌجٍخ 



  

   

                                 

 

      

 

  5

 

.
 5

3
 

 

    

 )

 

        

      

 

II(II
 

1)

  

111.

 

1

  

25

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

F   نعتبر النقطتين  /أ𝐴 (−1; 3 + 6 ln (
3

4
𝐵وَ  (( (−2;

5

2
+ 6 ln (

3

4
)) 

𝑦نّ بين أ =
1

2
𝑥 +

7

2
+ 6 ln

3

4
 .(𝐴𝐵)معادلة ديكارتية للمستقيم  

  𝑀0في نقطة  (𝐶𝑓) يمس المنحنى  (𝐴𝐵)بين أنّ المستقيم  /ب

G  لتكن𝑔  الدالة المعرفة على ]−∞; 𝑔(𝑥) كما يلي: ]0 =
𝑥2

2
+ 5𝑥 + 6𝑥 ln (

𝑥

𝑥 − 1
) + 6 ln(1 − 𝑥) 

;∞−[ على المجال  𝑓دالة أصلية للدالة  𝑔بين أنّ  - 0[. 

تـيطلب تعيين إحداثي  يها.

6.  6

7.7

حيث  Dعلىا معرفة fا دا ة ا عددية  نعتبر    ; 1 1;D      2: ـ ــــــــب 1
( ) ln

3 1

x
f x x

x

     
،    

  fC ا تمثيل ا بياني  لدا ةf  نس ى ا معلم ا متعامد وا متجاإفي ا مستوي ا منسوب( ; , )O i j.  
 .بيانيا ر ذ كفسّ  ثمفردية  fا دا ة ن أنّ بيّ   
: ا نهايات ا تا ية  احسب  

1
lim

x
f x


،  

1
lim

x
f x


 ، lim

x
f x


و    lim

x
f x


 

استنتج أنّ     fC يقبل مستقيمين مقاربين موازيين  حامل محور ا تراتيب. 

D  ،من  xه من أجل كلبيّن أنّ ( أ   
2

2

2 2

3 1

x
f x

x

     
. 

 جدول تغيراتها.ل شكّ  ثمّ  fر ا دا ةاستنتج اتجا  تغيّ ( ب        
ا معاد ة بيّن أنّ    0f x  تقبل حا وحيدا 1,8حيث 1,9  . 
ا مستقيم أنّ  بيّن   : 2 ذا ا معاد ة

3
y x ىمستقيم مقارب مائل  لمنحن fC أدرس وضعية ثم 

ى منحنا fC  مستقيمإ ى ا با نسبة  . 
أنشئ ا مستقيم    ىوا منحن fC .              
 m ،قيم ا وسيط ا حقيقي  حسببيانيا ناقش  وسيط حقيقيm 1 :عدد حلول ا معاد ة

(2 3 ) 3ln 0
1

x
m x

x

     
. 

⃗⃗
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  
I- g  حقيقيƅمتغير اƅعددية ذات اƅة اƅداƅاx  معرفة علىƅا 0; :بـ 

      1
ln ² ln 1g x x x

x
     و( )gC  هاƅ ممثلƅي اƊبياƅى اƊحƊمƅا 

 ن في اƅشكل اƅمقابل: كما هو مبي      
احسب  - 1g  ياƊتج بياƊشارة إثم است g x. 

f ةƅداƅعددية اƅحقيقي اƅمتغير اƅذات اx  معرفة علىƅا 0;  
بـ:      1 ln

1 ln

x
f x

x x





  fC  سوبƊي في مستو مƊبياƅتمثيلها ا 

اƅمتجاƊس إƅى اƅمعلم اƅمتعامد     ; ,O i j. 
احسب    

0
lim

x
f x


  ن أن  و بي    lim 0

x
f x


  

  ر اƊƅتيجتين بياƊيا.ثم فس    

( )gC

つづく

1

3
      

  4
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I(I 

 َمبط( 10انًىضىع الأول ) 1100عهىو تجشٌجٍخ 

 َمبط( 10انًىضىع انثبًَ ) 1102عهىو تجشٌجٍخ 

C

أحـــجيةأحـــجية 

05. في نفس الوقت A,Bيتدرّب ثلاثة عدائين         وَ     للماراثون
  يتواجد بين    وَ    ،    يتواجد بين    وَ    ، وَ    يتواجد بين    وَ  

  كيف يمكن أن يحدث هذا ؟
B A C A B CCAB .
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من  xه من أجل كلبي ن أƊ   أ(   0; :   
 

'
1 ln ²

g x
f x

x x



. 

  و شكل جدول تغيراتها. fاستƊتج اتجاƋ تغير اƅداƅة  ب(
بي ن أن    

²

1 1

e e
y x

e e
     

هي معادƅة ƅـ  T ىƊحƊمƅمماس ا fC  قطة تقاطعه مع حامل محورƊ في
اƅفواصل، ثم ارسم اƅمماس T ىƊحƊمƅو ا fC. 

بحيث تقبل اƅمعادƅة  mاƅحقيقي  عي ن بياƊيا قيم اƅوسيط    1 ²e f x e x me     ين متمايزين.حل 
 n  1عدد طبيعي حيثn  ، nI حƊمƅفواصل و اƅمحدد بحامل محور اƅمستوي اƅحيز من اƅىمساحة اƊ fC 

1xواƅمستقيمين اƅلذين معادƅتيهما    وx n. 
1nحيث  nبي ن أƊ ه من أجل كل عدد طبيعي    : ln 1 lnnI n n . 
اƅمتتاƅية ادرس اتجاƋ تغير  nI. 
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

6)6.  5

 
I ℎ  كما يلي: ]∞+;1−[ دالة عددية معرفة على ℎ(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + ln(𝑥 + 1) 

A  احسب𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

ℎ(𝑥)   َو𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) 

B  بين أنه من أجل كل عدد حقيقي𝑥  1−[ من;+∞[: ℎ′(𝑥) =
1 + 2(𝑥 + 1)2

𝑥 + 1
 

 ، ثم أنجز جدول تغيراتها.ℎواستنتج اتجاه تغير الدالة 

C  احسبℎ(0)  واستنتج إشارةℎ(𝑥)  حسب قيم𝑥. 

II)  لتكن𝑓 كما يلي: ]∞+;1−[ لة معرفة على دا 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 −
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
 

 𝑓المنحنى الممثل للدالة  (𝐶𝑓) نسمي 

A   احسب  /أ𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

(𝑥).ثم فسر النتيجة بيانيا 

𝑙𝑖𝑚باستخدام النتيجة  /ب
𝑡→+∞

𝑒𝑡

𝑡
= 𝑙𝑖𝑚، برهن أنّ  ∞+

𝑢→+∞

ln𝑢

𝑢
= 0 

𝑙𝑖𝑚استنتج  /ج
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

𝑙𝑖𝑚احسب  /د
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 −  .(𝐶𝑓) للمنحنى واستنتج وجود مستقيم مقارب مائل  [(1

 .بالنسبة للمستقيم المقارب المائل  (𝐶𝑓) ادرس وضعية  /ه

B  بين أنه من أجل كل𝑥 ∈  ]−1;+∞[: 𝑓′(𝑥) =
ℎ(𝑥)

(𝑥 + 1)2
 .𝑓ل تغيرات الدالة وثم شكل جد 

C  بين أن المنحنى (𝐶𝑓)  يقطع المستقيم ذو المعادلة𝑦 = 3.4و  3.3عند نقطة فاصلتها محصورة بين  2

 D  ارسم (𝐶𝑓) 

 والمستقيمات التي معادلاتها:(𝐶𝑓) احسب مساحة الحيز المستوي المحدود بالمنحنى  

𝑦 = 𝑥 − 1  𝑥 = 𝑥 و 0 = 1 

 

𝑓

(𝑂; 𝑖, 𝑗).  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس 

;

II(I 
1  1(1.1

 

 

 
 

2

3

5(.4
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 )II(II
 

 

   A 1  1(1.1

B 2222

C
 

3  3.3 

 َمبط( 10انًىضىع انثبًَ ) 1112عهىو تجشٌجٍخ 
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

     .متجانسمعلم متعامد المستوي منسوب إلى 
)كل المقابلفي الشّ  )C و( )  مث�لان الب�ان�انرتیب التّ التّ على هما 

[ المجال ن علىفتیمعرّ الن العددیتین التیلدّ ل [1 ;− +  بـ: ∞

     21x x  2    و (1 )ln(1 )x x x x  
( )C و( ) فاصلتها وحیدة نقطة یتقاطعان في α :0,78 تُحقِّق 0,79α< <

[ المجال معرّفة على g العدد�ةالة الدّ  [1 ;− +    :ــبِ  ∞
                             2( ) 1 2 (1 )ln(1 )    g x x x x x 

د �قراءة ب�ان�ة،  )1 [ المجال من xحسب ق�م حدِّ [1 ;− + )وضع�ة  ∞ )C  النس�ة إلى�( )   
[ المجال من xق�م  حسب استنتج )2 [1 ;− + ) إشارة ∞ )g x 

[ المجال فة علىمعرّ  fالة العدد�ة الدّ   [1 ;− + 2     بـ:   ∞
ln(1 )( )
1





xf x

x
 

 ( )fC  متعامد المتجانس المعلم الالمستوي المنسوب إلى تمثیلها الب�اني في( ; , )
 

O i j    2 :( الوحدةcm ( 
 احسب أ .1

1
( )lim

x
xf

→−> ن أنّ بیّ و  :lim ( ) 0
x

xf
→ + ∞

=    

ر النّ  ب.      هایتین هندس�ا.فسِّ
[من المجال  x ن أنّه من أجل كلّ بیِّ   أ .2 [1 ;− + ∞ : 2 2

( )'( )
( 1)(1 )

g xf x
x x


 

 

 راتها.ل جدول تغیّ شكِّ  ثمّ  fالة ر الدّ استنتج اتجاه تغیّ  ب.       

1 :ن أنّ بیِّ  جـ.       
2 ( )1

( )f
α α

α
+

)ـ استنتج حصرا لِ  ثمّ  = )f α 

) ـاكتب معادلة لِ  د.          )T  المنحنىمماس ( )fC  عند المبدأO        
)م ارسُ  )3 )T  و( )fC      :نأخذ ) ( ) 0,36f α ( 

2بـ:   فة على معرّ  hالة العدد�ة الدّ  )4
ln(1 | |)( )

1
xh x

x





)و    )hC الب�اني في المعلم السابق هاتمثیل. 

 زوج�ة. hالدّالة ن أنّ بیِّ  أ .    
 .ثمّ فسّر ذلك ب�ان�ا الصفر عندغیر قابلة للاشتقاق  hالة ن أنّ الدّ بیِّ  .ب    
)اشرح ك�ف�ة رسم  .جـ     )hC

 
)انطلاقا من  )fC .ثمّ ارسمه

 

  

( )C  

( )  

α  

(II )II(II

1D3.  1

6.  2

6  1

6.  2

6.  3

6.  4

 .:  بالعبارة معرّفة على المجال الدّالة 

ٌّر الدالة -1  .على المجال  ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّ المعادلة -2  .: وأنّ :  حٌث تقبل حلا وحٌدا  ب

ٌّم -3  . إشارة  استنتج، حسب ق

g 1;      
2

1 2 ln 1g x x x    

g 1; 

  0g x 0,31 0,32    
2

ln 1 2 1    

x g x

 .:  بالعبارة  معرّفة على المجال الدّالة

 .  فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  منحنى

f 1;       
22

1 2 ln 1f x x x    

 fCf ; ,O i j
 

(II(I 

1)

2)

3)

1D3.  1

1)1D3.  2

1)1D3.  3

(II )II(II

 َمبط( 16انًىضىع انثبًَ ) 1110سٌبضٍبد 

 َمبط( 16انًىضىع الأول ) 1102تمًُ سٌبضً 

أحـــجيةأحـــجية 

إحدى هذه الساعات06
min

1
2
3

4
567

8
9
10

1112

 

1
2
3

4
567

8
9
10

1112

 

1
2
3

4
567

8
9
10

1112

تتقدم في التوقيت ب       45
والأخرى تتأخر ب   1 وَ       10  ،والأخيرة معطلة

كم التوقيت الصحيح؟
hmin.



3
 

   

 

     

    

    

28

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 . و احسب -   1

. : من  أثبت أنّه، من أجل كل -   2

ٌّر الدالة -   3 ٌّراتها ادرس اتجاه تغ  .، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ -   4  .، ثمّ استنتج حصرا للعدد :  ب

 . على المجال  مثّل المنحنى-   5

 .:  بالعبارة المعرّفة على المجال  المنحنى الممثل للدّالة 

 . فاصلتها  نقطة من  و النقطة ذات الإحداثٌتٌن 

 . تعطى بالعبارة  أثبت أنّ المسافة -1

 .:  بالعبارة معرّفة على المجال  الدّالة -2

ٌّن أنّ للدالتٌن أ ـ ٌّر على المجال  و ب  .  نفس اتجاه التغ

ٌّن إحداثٌتً النقطة ب ـ  . أصغر ما ٌمكن، بحٌث تكون المسافة  من  ع

ٌّن أنّ جـ ـ  .:  ب

 
1

lim
x

f x



 lim

x
f x



x 1;  
 2

'
1

g x
f x

x




f

      2 2
1 1 1f       f 

 fC 1;2

 h 1;    ln 1h x x 

A 1;2M x

AM AM f x

k 1;    k x f x

kf 1; 

B AM

   
2

1 1 1AB     

4)

5)

1)

2)

3)1)1D3.  4

3)1)1D3.  5

5)3)1)1D3.  1

5)3)1)1D3.  2

1)5)3)1)13  3

1)5)3)1)13  1

1)5)3)1)13  2

(III (III

u(x) = ex −3x +4 : بـ ]0;+∞[ اݝݨال ʄعڴ معرفة u الدالة (1
.u الدالة Ȗغ؈ف ادرساتجاه ا)

ex −e > 3x −4 ، ]0;+∞[ اݝݨال من x حقيقي عدد ɠل اجل من انھ، ب؈ن ب)
v(x) =−3x3 +4x2 −1+ ln x : بـ ]0;+∞[ اݝݨال ʄعڴ معرفة v الدالة (2

( v للدالة المشتقة الدالة ʄاڲ v ′ يرمز ) . v ′(1) = 0 : ان ب؈ن ا)
v(x) ≤ 0 ، ]0;+∞[ اݝݨال من x حقيقي عدد ɠل اجل من انھ، اثȎت ب)

−1+ ln x

x2 ≤ 3x −4 ، ]0;+∞[ اݝݨال من x حقيقي عدد ɠل اجل من انھ استɴتج، ج)

ex −e + 1− ln x

x2 > 0 : ]0;+∞[ اݝݨال من x حقيقي عدد ɠل اجل من انھ، اثȎت (3

. f (x) = ex −ex + ln x

x
: بـ ]0;+∞[ اݝݨال ʄعڴ معرفة f الدالة

(O;
#»
i ;

#»
j ) والمتجاɲس المتعامد المعلم ʄاڲ المɴسوب المستوي ʏࢭ f للدالة الممثل المنحۚܢ (C f )

lim
x→+∞ f (x) و lim

x
>→0

f (x) : احسب (1

Ȗغ؈فاٮڈا. جدول شɢل ثم ، ]0;+∞[ اݝݨال ʄعڴ تماما م؅قايدة f الدالة ان ب؈ن (2
.
]

0;
5

2

]
اݝݨال ʄعڴ (C f ) المنحۚܢ مثل ثم ، f (1) احسب (3

.( f

(
5

2

)
≈ 5.75 و f (1.64) ≈ 1 ، f (2) ≈ 2.3 : ناخذ )

معادلْڈما اللذين المستقيم؈ن و الفواصل محور وحامل (C f ) بالمنحۚܢ اݝݰدد مساحة         المستوي احسب (4x = 2 و x = 1
2

−e

 الحيّز

(II(I 

(II )II(II

 

2)

3)
   

1)5)3)1)1D3.  2

1)5)3)1)1D3.  3

2)1)5)3)1)1D3.  1

1.

2.

3.

1)1D3.  1

2)

3)

1)1D3.  2

1)1D3.  3

    (33. 3)1)1D3.  4

 َمبط( 15انًىضىع الأول ) 1102سٌبضٍبد 



 
 

 

 
 

 

       
      
      

(II )II(II

 

 

(II(I 
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس ; ,O i j
 

gالدالة المعرفة على المجال 0;3 ِبـ:  lng x x x x 

gأدرس تغیرات الدالة1

ن أن المعادلةبیّ ) أ  2g x تقبل حلا وحیدافي 0;3

1,45تحقق أنثم 1,46 

استنتج إشارة ) ب  2g x 

التمثیل البیاني المقابل fCهو للدالةf المعرفة على
المجال 0;3بـ :  2 lnf x x x 

باستعمال fCضع تخمینا حول قابلیة اشتقاق الدالةf2ندع
.نكیأثبت صحة تخم

fأدرس تغیرات الدالة

h0الدالة المعرفة على;
2
 

 
 

: كما یلي     2 cos ln cosh x x x 

ن أن المستقیمبیّ  ذو المعادلة
2

x

مقارب للمنحنى hC حیث؛ hC هو التمثیل البیاني للدالةh

ارسمو ثم شكل جدول تغیراتها،hأدرس اتجاه تغیر الدالة و hC

2 3

-1

0 1

1

x

y

 fC
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1
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72

131

1

72

131
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

            

5
 : بالعبارة الدالة العددٌة المعرّفة على لتكن

 .يعهى يرعايد ٔيرجاَطالمستوي المنسوب إلى  تمثٌلها البٌانً فً 

 .ادزض ذغٛسّاخ اندانح 

ٌّ انًُحُٗ   . فٙ َمطرٍٛ ٚطهة ذعٍٛٛ إحداثٛاذًٓا ٚمطع انًعرمٛى أثثد أ

 ، ياذا ذعرُرج ؟احعة

f
* 

2ln
1

x
f x

x
 

 fC ; ,O i j
 

.1f

.2 fC  : 1y 

.3   f x f x 

ٌّ انًعادنح  حٛث ذمثم حلا ٔحٛدا تٍّٛ أ 0,71; 0,70   

  فً نقطتٌن وٌمسّ المنحنى ٌشمل النقطة ٌقبل مماسا  أثبت أنّ المنحنى

 .     ٌطلب حساب إحداثٌات كل منهما، اكتب معادلة المماس 

 . والمنحنىارُسم المماس 

 : عدد حلول المعادلةناقش بٌانٌا، وحسب قٌم الوسٌط الحقٌقً 

 .: حٛثاندانح انعددٚح نهًرغٛسّ انحمٛمٙ 

ٌّن أنّ (أ  . دالة زوجٌة ب

ٌّرات (ب  .، علل ذلك، ارُسم دون دراسة تغ

.4  0f x 

.5 fC T 0;1A fC

 T

.6 T fC

.7m  1f x mx 

.8hx 
2ln

1
x

h x
x

 

h

h 
h

C



 َمبط( 15انًىضىع انثبًَ ) 1103تمًُ سٌبضً 

 (انُظبو انمذٌى) 1113عهىو انطجٍعخ واندٍبح شعجخ 

 

 
أحـــجيةأحـــجية 

تعيش زهور "زئبق الماء" في المسطحات المائية ، يحتاج07
"زئبق الماء" الذي تتضاعف مساحته يومياً 30 يوماً لتغطية

نصف البركة. كم عدد الأيام التي يستغرقها لتغطية البركة بأكملها؟
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  
بــ:  معرّفة على fعدديةالدالة ال      2

ln 9 1 3f x x x  . 
ليكن   fC للدالة ى البيانيالمنحنf  متجانس المتعامد المعلم الفي المستوي المنسوب إلى ; ,O i j. 

احسب  . أ  
 + 

lim
x

f x
 

بيّن أنّ :  ثمّ   ، 
  

lim
x

f x
  

 . 
  لدينا: xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .ب 

2

3

9 1

f x

x

 



. 
 شكّل جدول تغيّراتها. ثمّ  fاستنتج اتجاه تغيّر الدالة  .جـ
المعرّفة على المجال  gنعتبر الدالة   0;  :كما يلي   g x f x x . 
 بيّن أنّ  . أ 

 + 
lim

x
g x

 
 . 

من المجال  x بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ب. 0; :  
  

2

2 2

9 8

9 1 3 9 1

x
g x

x x

 
 

  

 

على المجال  gادرس اتجاه تغيّر الدالة  .جـ 0;  ّ2) نأخذ  .   شكّل جدول تغيّراتها ثم 2
0,8

3
g 
 
 
 

) 

 المعادلة بيّن أنّ  . أ  0g x   تقبل حلا وحيدا 2المجال في 2
;

3


 
 
 
2.83أنّ:  ت حقّق ثمّ   2.84 . 

استنتج إشارة  .ب g x  على 0;. 
الوضع النسبي للمستقيم  حدّد .جـ   ذي المعادلةy x  المنحنى و fC  على المجال 0;. 
المعرّفة على  kنعتبر الدالة   0;  : بـ   ln 6k x x  و ليكن  السابق ها البياني في المعلميمنحن. 
بيّن أنّ  . أ  هو صورة منحني الدالة : lnx x .بتحويل نقطي بسيط يطلب تعيينه 

احسب  ب.   
 + 

lim
x

f x k x
 

 
   ّفسّر النتيجة بيانيا. ثم 

 فردية. fبيّن الدالة  .أ  
من  كلا نشئا .ب   ،  و fC  المجال على 0;  ّالمنحنى  انشاءاستنتج  ثم fC  على. 

2
 

 

つづく

 

 

 

 

    
الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

:     كمايلي   المعرفة على  gنعتبر الدالة     2

x

xg x e e  

  . ثم عند   عند  g. حدّد نهاية 1

. اوجد 2 'g x ثم ادرس اتجاه تغيرg ،  شكل جدول تغيرات g x . 

.  احسب  3 0g ثم استنتج  إشارة g x  قيم  حسبx    . الحقيقية 

المعرفة على  fنعتبر الدالة  


كمايلي  :      2ln | |
x

xf x e e  

و نسمي            C تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ; ,O i j. 

 .  0و عند    ،  عند  عند  f. حدد نهاية  الدالة 1

. احسب2 'f x ثم عين إشارتها باستعمال إشارة ، g x  إشارة و 'g x . 

I(II     ول :الجزء الأ

    55)  1

    55)  2

    55)  3  
      

1 .

2

    55)  1

    55)  2

 َمبط( 16انًىضىع انثبًَ ) 1111سٌبضٍبد 

 كبنٍذوٍَب انجذٌذح )فشَسب( 0885ثكبنىسٌب 

أحـــجيةأحـــجية   

كيف يمكنك صنع 4 مثلثات08
متقايسة الأضلاع باستعمال 6

أعواد ثقاب فقط ؟

 

 

أحـــجيةأحـــجية 

أكمل الشكل بتلوين الحد الأدنى من المربعات بحيث:09

C6, D3, F4, G2, H6, I1, I6, J5, K3, K4, M3, M4, N1, N6

(Δ′)

تكون النقطة    مركز تناظر الشكل النهائي
يكون المستقيمان      وَ        محورا تناظره.

●

●

O

(Δ)

،

1
2
3
4
5
6
7

BA C D E F G H I J K L M N

O (Δ)

(Δ′)

قم بتلوين المربعات
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 . ثم شكل جدول تغيراتها  f. استنتج اتجاه تغير3

اوجد فاصلة نقطة تقاطع . 4 C بيانf . مع  محور الفواصل 

أنه من أجل كل بين  -.   أ(5 0;x       لدينا  2ln 1
x

f x x e
 

   
 

  . 

استنتج أن المستقيم  -ب(     D  الذي معادلتهy x   مقارب للمنحني C  بجوار . 

ثم ادرس وضعية  -جـ(     C  بالنسبة للمقارب D  ال المج في 0;  . 

بين أنه من أجل كل  -.   أ(6 ;0x    لدينا  2ln 1
2

x
x

f x e
 

   
 

  . 

استنتج ان المستقيم -ب(       الذي معادلته
2

x
y  مقارب للمنحني C بجوار  . 

ادرس وضعية ثم  -جـ(     C بالنسبة للمقارب    المجال  في ;0 . 

. ارسم 7 C  ، D و   . في المعلم السابق 

8 .m( ذات المجهول الحقيقي1عدد حقيقي نعتبر المعادلة )x  حيث
 

1

12ln | | 0
x m

x m
e e

 
       

( تكافئ  1بين انه ) -أ(         f x m x . 

       

   ( .1استنتج بيانيا عدد واشارة حلول المعادلة ) -ب(     

1

2

1 .

2

    55)  3

    55)  4

2)  5

1)   6

61)  7

61)  8

 

 

: كما يلي  ;1المعرّفة على  gنعتبر الدالة 
2( ) 2 ln( 1)g x x x . 

)و ليكن  )
g
C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; ; )O i j . 

 . وَ عند  1عند  gعيّن نهايتي الدالة  (1

 .، ثمّ شكل جدول تغيّراتها  gأدرس إتجاه تغيّر الدالة ( 2

)، ثمّ استنتج إشارة  g(2)أحسب ( 3 )g x  1على; . 

)بيّن أنّ المعادلة ( 4 ) 1g x  وَ  حلان تقبل  ;1على المجال   ، 

1,70:  حيث       2,37وَ     1,71 2,38  . 

)أكتب معادلة المماس ( أ( 5 )للمنحني  ( )
g
C  ثم جد حصراً للعدد  1عند النقطة ذات الترتيبة ،

2

1
 . 

)أنشئ كلاًّ من ( ب    )و المنحني  ( )
g
C . 

: عدد حلول المعادلة  mعدد حقيقي ، ناقش بيانيا و حسب قيم  m( ج   

2
2 2 ln( 1)

1
x x m . 

): كما يلي  ;1المعرّفة على  fنعتبر الدالة  ) 1 2 ln( 1) 3 2 ln( 1)f x x x x x . 

)نسمي    )
f
C  تمثيلها البياني في المعلم( ; ; )O i j . 

: يكون  ;1من  xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ( 1

2
( ) ( ) 1f x g x . 

 . وَ عند  1عند  fعيّن نهايتي الدالة ( 2

)أحسب ( أ( 3 )f x  و هذا من أجل كل عدد حقيقيx  1من; . 

 .، ثمّ شكل جدول تغيّراتها  fإستنتج إتجاه تغيّر الدالة ( ب   

)تقاطع المنحني  نقط حداثياتجد إ( أ( 4 )
f
C  مع حامل محور الفواصل.  

I(II     ول :الجزء الأ

2)  1
1) 2)  2
1) 2)  3

1) 2)  4

1) 2)  5

      

1) 

3

2)1

1) 2)  3

21) 2)  2

 31)4

 كتبثخ الأستبر )ثهمبسى ػجذ انشصاق(
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4
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8
9
10

1112
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ما قيس الزاوية التي يصنعها عقربا  

؟
10

 h 05 12ساعة تشير إلى

a. 0 b. 1 c. 2 d. 3 e. 4

أحـــجيةأحـــجية  

11
يعانون من نزلات البرد.

قسم ، به 9 أولاد وَ 13 فتاة. نصف التلاميذ

ماهو الحد الأدنى لعدد الفتيات المصابات بنزلات
البرد؟
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

)أنشئ المنحني  ( ب    )
f
C  في المعلم السابق. 

;0هي الدالة المعرّفة على  h لتكن5
2

): بــــ   ) (cos 2ln(cos ))( 2 cos 2ln(cos ))h x x x x x  

h: بيّن أنّ ( أ     f u  حيث ،u  دالة يطلب تعيين عبارتها. 

عند  hعيّن نهاية الدالة ( ب 

2
 . h، وَ فسّر النتيجة هندسياً ، ثمّ استنتج إتجاه تغيّر الدالة  

)ثمّ أنشئ  ، hشكّل جدول تغيرات الدالة ( ج    . hمنحني الدالة  (

 

   

4 31)5

g  1xg x x e  

1g 

2  0g x 0,567 0,568  

3 g x  

f 0    2
lnxf x e x  

 fC ; ,O i j
 

2i j
 

 

10x   
2

2 lnx xef x x
x x

 
  

 
 lim

x
f x


 

2  ln 0xe x  


 1,4 ; 1, 3    

  0 lnxe x lnxe x  lnxe x  

3 x 0      2 lnxf x e x g x
x

   

 f 

4  
21f  


   
 

 f 210 

5f fC   7;0 0;2  

6m m ln 0xe x m   

  

 

つづく

 
 
 
     

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  5
:  كما ٌلً معرّفة على gالدّالة    1 xg x x e . 

ٌّرات الدالة -1  .g ادرس تغ

ٌّن  نّه، من  جل كل عدد حقٌقً -2 x : ب 1 1 0xx e  . 

;0 معرّفة على fالدّالة    ًكما ٌل  :
 

 

1
; 0

0 1

xe
f x x

x

f








 



. 

ٌّن  نّ  أ ـ-1 ;0 مستمرة على f ب  . 

 احسب ب ـ     lim
x

f x


. 

(I(II(I 
11)  1  
 1)  2

1)  3

     1

2

3

11) 1  

 1) 2

1) 3

     1

2

3

11) 4  

 1) 5

1)6

 

1

2.

3.

1)1D3.  1
2)

3)

1)1D3.  2

1)1D3.  1

II(II )II(II
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;0 من x تحقّق  نّه، من  جل كل عدد حقٌقً  أ ـ2   : 
 

2

1 1
'

xx e
f x

x

 
. 

ٌّر الدّالة ب ـ     ٌّراتهاf استنتج اتجاه تغ  .، ثمّ شكّل جدول تغ

n 1 عدد طبٌعً حٌثn  ؛nf 0 الدّالة المعرّفة على;  بـ  : 
1

ln
x

n

e
f x n x

x


 . 

و nC البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   ; ,O i j
 

. 

ٌّر الدالة 1 ;0 على nfادرس اتجاه تغ  . 

 احسب -2 
0

lim n
x

f x




 و  lim n
x

f x


. 

 ادرس الوضع النسبً للمنحنٌٌن -3 nC و  1nC . 

ٌّن  نّ جمٌع المنحنٌات تمر من نقطة ثابتة -4  . ٌطلب تعٌٌن إحداثٌتٌها B ب
ٌّن انّه، ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد أ ـ- 5 0,4;0,3 من 1 ب   بحٌث  1 1 0f  . 

ٌّن  نّه، من  جل كل عدد طبٌعً ب ـ     1n حٌث n ب  ّففن  : 1 0nf   ًثمّ برهن  نّه ٌوجد عدد حقٌق ، 

1;1 من n         وحٌد   بحٌث   0n nf  . 

ٌّن  نّه، من  جل كلـ II بالاعتماد على الجزء  أ ـ-6 1;0 من x ؛ ب   :
1

1
xe

e
x


 . 

1n حٌث n استنتج  نّه، من  جل كل عدد طبٌعً ب ـ      : 
1

ln n

e

n



 ّثم ،

1 e

n
n e



. 

 جد نهاٌة المتتالٌة جـ ـ     n. 
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

f، ىعتبر الدال٘مً أجل نل عدد حكٔكٕ مْجب تماماً  المعسّف٘ علٙ المجال 

1
;



 
  
 

ِـ  :ب   ln 1f x x x    . 

 C٘الميخيٙ المنجل للدال f في المطتْٖ الميطْب إلى المعله المتعامد ّالمتجاىظ  ; ,O i j
 

. 

ّٔس الدال1٘. f ادزع اتجاِ تػ . 

:  مْجب تماماً ٓهxٌْ اضتيتج أىُّ مً أجل نل عدد2. ln 1x x  . 

ٌّ نل الميخئات3. ًّٔ أ  ب Cُٓطلب تحدٓد إحداثَٔٔا  . تتكاطع في ىكط٘ 

ًّٔ أىُّ مً أجل نل عدد طبٔعٕ غير معدّو2. باضتعنال الطؤال1. ّّل، ب : ٓهٌْ مً اتدصٛ الأ 
1

ln 1 ln 


  . 

n ، اضتيتج أىُّ مً أجل نل عدد طبٔعٕ غير معدّو2. 
1 1 1...ln 1 1
2 3

n
n

     . 

 اضتيتج3.

1 1 1...lim 1
2 3n n

 
    

 
.  

ًّٔ إحداثٕٔ  اليكط٘أ ـ4.  التي ٓهٌْ عيدٍا معامل تْجُٔ المناع للنيخيٙ ع 1Cّٖ1 ٓطا. 

 انتب معادل٘ للنناعب ـ ٙللنيخي  1C٘عيد اليكط . 

 احطب نلًا مً أ ـ5. 
1

1
lim

x
f x




ّ  
1lim

x
f x


ّٔسات الدال٘  1f؛ ثّم ػهّل جدّل تػ

 أزضهب ـ ٙثهّ الميخي  1C. 

 
ِـالدال٘ المعسّف٘ علgٙ لتهً : ب   ln 1g x x x   . gC المعله ميخيَا المنجل في ; ,O i j

 
. 

 . عيد الصفسg ادزع قابلٔ٘ اغتكام الدال1٘.

ًّٔ نٔف يمهً إىػا2ٛ.  ب gCٙاعتناداً عل  1C؛ ثهّ أزضه gCفي المعله  ; ,O i j
 

. 
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المعرفة على المجال  mfوسيط حقيقي ، نعتبر الدالة  mليكن  0;  كما يلي : 
2 1

ln
2

m

x
f x m x


  . 

وليكن  mC  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس تمثيلها البياني ; ;O i j . 
 . عند  mfأحسب نهاية الدالة 

 . 0عند  mf، أحسب نهاية الدالة  mحسب قيم 
أحسب  ( mf x   حيث ، :mf   هي الدالة المشتقة للدالةmf  . 

 .الممكنة  mfجداول تغيرات الدالة  mثم استنتج حسب قيم (ب   

1)

2)

3)

1
  
 2

1)  1

1)  2

11) 
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لتكن  0 0 0;M x y  0: نقطة من المستوي ، حيث 0x . 
بين أنه يوجد منحني وحيد  -       mC  0يشمل النقطةM . 

أثبت أن جميع المنحنيات  mC  تشمل نقطة ثابتةA  يطلب تعيين إحداثياها. 
: كلا من  أنشئ 0C  و 4C  ، 1C   في نفس المعلم. 

 

4)

5)

6)

  
 21)  4  

 21)
 

5  
 21) 
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  

 المعرفة على kfنعتبر الدالة  0; بـ  :   
2

lnkf x x x k x  حيث  : k و ليكن  kC هو المنحني الممثل 
 في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس kfللدالة  ; ,O i j

  . 
0k: نفرض فيما يلي    و لنعتبر  0C 0 المنحني الممثل للدالةf . 

X: يمكن وضع  )  و عند 0 عند 0fأحسب نهاية الدالة   x 0 عند حساب النهاية عند . ) 
.  و شكل جدول تغيراتها 0fأدرس إتجاه تغير الدالة  
أكتب معادلة المماس   T للمنحني  0C عند النقطة ذات الفاصلة e . 
أنشـئ المماس   T و المنحني  0C . 
.  عدد حقيقي كيفي k: نفرض فيما يلي  

 .  و 0 عند كل من kfأحسب نهاية الدالة   
: أحسب    kf x ثم أدرس إشارتها و ذلك حسب قيم ، k . 
 هي النقطة من المنحني kAنعتبر   kC 1 التي فاصلتها . 

  بين أن المماس kT عند النقطة kA للمنحني  kC هو المستقيم  kOA.  
بين أنه من أجل كل   0;x  الوضع النسبي للمنحنيين  kC و  kC  يترتب على مفارنة العددين kو k . 

  إستنتج الوضع النسبي للمنحنيين 3C
 و  2C

.  

نعرف على المجال   0; الدالة kg كما يلي  :   

 

; 0

0 0

k k

k

g x f x x

g

 




 . 

: أحسب    
0

0
lim k k

x

g x g

x

 .  مـاذا تعني هذه النتيجة المحصل عليها ؟. 
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قارورة مكونة من أسطوانة   
وعنق سعتها 1,5 لتر.

ما كمية السائل الموجودة
في القارورة؟

ّ

 بتدويرها
نقوم

3  cm

cm7
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الانتقال  لـــــــى الحـــــال  
  

 

n  نعتبر الدالة . عدد طبيعي غير معدوم
n
f  كما يلي  ;1المعرّفة على :( ) ln(1 )n

n
f x x x . 

)و ليكن     )
n
C  المنحنى الممثل للدالة

n
f  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; ; )O i j .  2: و حدتهcm . 

نعتبر الدالة ( 1
n
h  بــــــ  ;1المعرّفة على :( ) ln(1 )

1n

x
h x n x

x
 . 

إتجاه تغيّر الدالة أدرس ( أ    
n
h . 

(0)أحسب ( ب  
n
h  ثمّ عيّن إشارة ،( )

n
h x  1من أجل كل;x . 

: تكون  ;1من  xتحقّق أنّه من أجل كل ( أ( 2
1 1
( ) ( )f x h x   َو 

1( ) ( )n
n n
f x x h x . 

): فردي ، بيّن أنّ  nنفرض ( ب     )
n
f x  َو( )

n
h x  من نفس الإشارة. 

  شكّل عندئذ جدول تغيّرات الدالة
n
f  في حالةn  وَ  1فردي ، مع حساب النهايات عند . 

زوجي ، شكل جدول تغيرات الدالة  nنفرض ( ج    
n
f  وَ  1، مع حساب النهايات عند . 

حدّد وضعية المنحنيين ( أ( 3
1

( )C  َو
2

( )C . 

أنشئ كلاًّ من ( ب   
1

( )C  َو
2

( )C . 

  

  

  

 

1)

2)

3)

1

  
 2

1)  1

1) 

 

2

11) 3
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المعرفة على  fنعتبر الدالة   0 ;  
 

كما يلي: 
 
  1 lnf x x x نرمز بـ C البياني للدالة لإلى التمثي f  في معلم

)متجانس متعامد و ; , )O i j الرسم المرفق ( ) 
مساحة الحيز المحدد بـ  A الهدف من هذا الجزء هو حصر     C  ومحور الفواصل  والمستقيمين 

1xما : الذين معادلتاه   2وx   
)النقطتين من Nو Mنسمي   )C  على الترتيب و 2و 1فاصلتاهماP  وQ موديان على محور الفواصل مسقطاهما الع 

موجبة على fأ( بين ان الدالة      1 ; 2  
)ب( بين ان معامل توجيه المستقيم       )MN  2هوln 2  
4ذات الفاصلة النقطة  Eج( لتكن     

e
. بين انه على المجال   1 ; )هي الوحيدة منEالنقطة  2 )C     التي يكون عندها

)المماس موازيا للمستقيم  )MN 
)د( نسمي     )T  المماس عند النقطةE بين ان معادلة .( )T  : هي 

4
2ln 2 1y x

e
    

المعرفة على  gلتكن الدالة  1 ; بـ:  2     
4

2ln 2 1g x f x x
e

 
     

  

وبين ان  gعين مشتقة الدالة أ(     ' 1 ln
4

x
g x

 
   

 
  

على gب( ادرس اتجاه تغير الدالة     1 ; )ثم استنتج وضعية  2 )C  بالنسبة الى( )T المجالعلى هذا 
M لتكن     وN  النقطتين من( )T على الترتيب . نقبل ان  2و 1فاصلتاهما( )C  يبقى تحت المستقيم( )MN  على 
المجال     1 ; Mوان النقطتين 2  وN   ترتيباهما موجبان تماما 

Mو MNQPأ( احسب مساحة كلا من  شبه المنحرف    N QP     
110  つづくبتقريب  Aب( استنتج حصرا للمساحة   

  1

  2

1

2

 

 

 

1

2.

1)1D31

2)1)1D3.2

I(II     ول :الجزء الأ

كتبثخ الأستبر )ثهمبسى ػجذ انشصاق(

 تًبسٌٍ يهًخ نلأسبتزح نتؼًٍك انًفبهٍى )لهٍم يصطفى(



 

 الهدف من هذا الجزء هو تعيين القيمة 
 Aالمضبوطة للمساحة 

2 باستعمال مكاملة بالتجزئة احسب 

1

lnx xdx  

 A استنتج القيمة المضبوطة لـ 
  
  

 

 

 

P Q 

M' 

N' 

(T) 

(Cf) 

M  

E  

N 
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1
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2
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1
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تلفازاً    لديهم  أجاب 96 بأن  استجوابهم ،  شخص تم  من بين 100 
و أجاب 72 شخصاً  بامتلاكهم جهاز لوحي رقمي. 

الجهازين؟ لديهم كلا  الذين  الأشخاص  الأدنى من  العدد  ما هو 
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V^ßè‚Ö���� � �ln��� � 2ln� � 3<ÿæ<s! � �0;�∞�J<<< <
æ� !"<E<J‹Þ^rjÚæ<‚Ú^ÃjÚ<Ü×ÃÚ<»<êÞ^éfÖ]<^ã×én³ln<Dë�féßÖ]<Üjè…^Æç×Ö]<ˆÚ…<çâ< <
1�]<»<Øu<D_DÙ^<�`;�∞�<íÖ�^Ã¹]H<t�\� � `V< <

V^ßè‚Ö<���� � 0<V�Ãè<�ln��� � 2ln� � 3 � 0<< <
<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<VÄ•çeæ<ln� � u<V‚¨u� � 2u � 3 � 0<E<JJJ1<D< <

V^âˆéº<<∆� 2� � 4�1���3� � 16 > 0< <

E<íÖ�^Ã¹]1<H^Ûâ<àèˆè^ÛjÚ<°×u<ØfÏi<DuS � ��8√1q��1� � 1<ÿæuSS � ���√1q��1� � �3J< <

• <Øq_<àÚu′ � 1<<<<áçÓè<ln� � 1<<<<VäßÚæ� � 'J 

• <Øq_<àÚu′′ � �3<áçÓè<ln� � �3<VäßÚæ� � '�GJ< <Váƒc% � x'�G; 'yJ < <

iŠË�^é‰‚ßâ<íréjßÖ]<V<� !"<<ÄŞÏèØ‘]çËÖ]<…ç¦<ØÚ^u<<H^Ûãéj×‘^Ê<°jŞÏÞ<»'<ÿæ'�GJ< <
<Dh ×éØ<t�\�<°×Ú^Â<ð]‚q<±cV< <

<�æ‚£]<�nÒu� � 2u � 3<<ØfÏèàèˆè^ÛjÚ<àè…„q<<H^Ûâu′ � 1<ÿæuSS � �3<J< <
VØÓ�Ö]<àÚ<gjÓŁéÊu� � 2u � 3 � 1�u � uS��u � uSS� � �u � 1��u � 3�<< <

Øq_<àÚæ<ln� � u<V‚¨���� � �ln��� � 2ln� � 3 � �ln� � 1��ln� � 3�J< <
Ù^�]<»<Øu<D{q<�`;�∞�<ívq]�¹]<Hdz{\ � d # `V< < 2ln� � 2 # 0<óÊ^ÓŁi<ln� # �1<VäßÚæ<� # '�1<Vë_<� # 1|<Váƒc% � }1| ; �∞}J< <

2ŠuD^h<t′�\�<jßj‰]æ^íÖ]fl‚Ö]<†fléÇi<å^Ÿ]<t<tV< < �<<î×Â<Ñ^Ïj�þÖ<í×e^Î�0;�∞�<HV^ßè‚Öæ<�′��� � 2 K14L �ln�� � 2 × 14 � �PQ48�4J< <

VäßÚæ<<ì…^�c�′���<<¼ŠfÖ]<ì…^�c<àÚ�2ln� � 2�<<Ù^�]<î×Â�0;�∞�J< < �∞<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<
1|<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<0 �<

+  -   2ln� � 2 

+  -  �′��� 
Váƒc<�<^Ú^³<í’Î^ßjÚ<<Ù^�]<î×Â~0; 1|~æ<H^Ú^³<ì‚è]ˆjÚ<<Ù^�]<î×Â}1| ; �∞}J< <

3Diéf^ß¹]<flá_<áîßv<��t"<^ãéém]‚uc<°éÃi<g×ŞŁè<Í^ŞÃÞ]<íŞÏÞ<ØfÏèV< <

V^ßè‚Ö�SS��� � �K��L×4�1×��PQ48��47 � ����PQ48��47 � ��PQ447 � ���PQ4�47J< <
VäßÚæ<<ì…^�c�′′���<<ì…^�c<àÚ��ln��<<Ù^�]<î×Â�0;�∞�J< < �∞<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<1<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<0 �<

+  -   ln� 

-  +  �′′��� 
Vflá_<ÀuøÞ<�′′���<‚ßÂ<Ý‚Ãßi<1<^ãi…^�c<ğì†fléÇÚ<HVáƒc<� !"<Vêâ<Í^ŞÃÞ]<íŞÏÞ<ØfÏè��1; ��1�"<<<<<<

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<

<<<<<<<Vë_��1;�3�<J< <

يجهخ انعجمشي فً انشٌبضٍبد )ثىعزح يصطفى(
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1. � 
]����ا���ل�f����������xدرا���ا���ه�����ات�ا��ا���  ) أ ]2 , 5−: 
]������������������ا�����ن��fا��ا�� • ]2 , ]و����−0 ]2 , 5�. 
]���ل����ا��ة�����ا�fا��ا�� • ]0 , 2����. 

(1)'���ب�  ) ب , '(2) , (0)f f f. 
)ا�����������ا��������:�f(0)���ب� )0 , 4B���(0)إذن 4f =�.  

)���ا���������:f(2)'���ب )2 , 5D����������(2)'ا���س�����������ازي���������ر�ا���ا���و 0f =.  

أي����ا�������1���ا���س������������ا������ا��������������f�:�������T(1)'���ب�
9

1 ,

2

C

 

 

 

إذن��،�

( )' 1f��ا���س���������������T������ر�����������������ا�ا���س�و�����.( )3 , 6F�.  

����������( )

9

6

3
2

' 1

3 1 4

F C

F C

y y

f

x x

−

−

= = =

− −

�  

)'إ��رة�درا���  ) ت )f x��ا���ل�����[ ]2 , 5−: 

]������������������ا�����ن��f����أن�ا��ا�� • ]2 , ]و����−0 ]2 ,  ���������������ا�����ن.�f'��ن���5

]���ا��ة�����ا���ل��f����أن�ا��ا�� • ]0 ,  ������������ا�ا���ل��.�f'��ن���2

)درا���إ��رة��ث) )f x��ا���ل[ ]2 , 5−�: 

)ا��������������������ر�ا���ا������ا������ • )4 , 0E���������و( )f x������4����مx =�. 

]ا�������������ق���������ر�ا���ا������ا���ل� • [2 , )و����������−4 ) 0f x  ������ا�ا���ل.�<

[ا�����������������������ر�ا���ا������ا���ل� • ]4 , )و����������5 ) 0f x  ������ا�ا���ل.�>

)����g�������������ا��ا�����)2 )( ) ln ( )g x f x=. 

)������إذا�و����إذا�������g���ن�ا��ا��� ) 0f x ]أي��< [2 , 4
g

D = −�.  

)���ب�� )3 2) , (0) , (2)g g g−�: 

( ) ( )2 ln 2 ln5g f= =��������،( ) ( )0 ln 0 ln 4 2ln 2g f= = =���������،( ) ( )2 ln 2 ln9 2ln3g f− = − = =�  

 つづく

سبعذ أخًذ( انًًتبص فً انشٌبضٍبد )
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4( ( )
4 4

4 4

lim limln ( )

x x

x x

g x f x

→ →

< <

= = (4)لأن���∞− 0f =�. 

5( g�������ق������������و�����ة�و�����[ [2 , 4
g

D = �����g'ودا�����ا�������−
'( )

'( )

( )

f x

g x

f x

=�. 

)'إ��رة� )g x��إ��رة����'( )f x��لأن( ) 0f x   �����������ا������.�<

)'إذن� ) 0g x [����ا���ل���< [0,   ���ا��ة.��gو�����ا�ا���ل����ن�ا��ا�����2

�'( ) 0g x <�����������] [2 , [و��−0 [2 ,   �������.�gو��������ا�����ن����ن�ا��ا�����4

'( ) 0g x )'���أ�����= ) 0f x 0xأي�إذا���ن��= 2xأو���= =�.  

  .�g��ول�����ات�ا��ا���

  

  

  

  

  

 4          2            0              2−  x  
                                   

 
             ( )g x′  

                                                     
                           

  
  

−

−

+ 00

ln52ln3

2ln 2 −∞

( )g x

03  تًسٌٍان

الديوان الوطىي للامتحاواث والمسابقاث

 

つづく

 :fدراسة تغيرات  -1

}:   لدينا  }: 1 0fD x x= ∈ + [:      حيث \< [1;fD = − +∞   

                    ( ) ( )( )2

11

2 ln 1
xx

lim f x lim x x x
>

> →−→−

= − + + + = −∞    

                         ( ) ( )2 2 ln 1
x x
lim f x lim x x x
→+∞ →+∞

 = − + + +                 ( ) ( )2 2  ln 1
1

1 1x

xx xlim x
x x→+∞

 +− +
= + + + + 

    = −∞

                                      ( ) 2   2 1
1

f x x
x

′• = − + +
+

  

                  

( ) ( )2 1 1 2
1

x x
x

− + + +
=

+

22 2 1 2
1

x x x
x

− − + + +
=

+

( )
22 3

1
x xf x
x

− − +′ =
+

   

( )f x′ له نفس إشارة البسط .  
2   :    225 ندرس إشارة   3x x∆ = − − +                      2 1

3     ,      1
2

x x= − =  
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∞ +                  1                   1-  x  
              -  +               22 3x x− − +  

] متناقصة تماما على fإذن [ و متزايدة تماما على ∞+;1] ]1 ;  1−  
  

∞ +                  1                  1-  x  
              -  +                ( )f x′  

2.ln2  
  

−∞                                      −∞

( )f x  

   ( )1 2 ln2f ):  بما أن   = )
1

  lim
x

f x
>
→−

= 1x:  فإن  ∞− =    معادلة مستقيم مقارب −
   :3إيجاد المماسات ذات معامل التوجيه  -2

)نحل المعادلة  ) 3f x′ :  و عليه =
22 3 3

1
x x
x

− − +
=

+
22: إذن   3 3 3x x x− − + = +

22:  و عليه  4 0x x− − ): و عليه   = )2 2 0x x− + 0x:   و منه = 2x أو = = −  

0x:   إذن    )  قيمة مرفوضة -2 ( =
) ومعادلته 0إذن هناك مماس واحد عند النقطة ذات الفاصلة  ) ( ) ( )0 0 0y f x f′= × − +  

)حيث  )0 0f 3y:  و عليه = x=  

)نبين أن  -3 ) 0f x   : تقبل حلا =

                      5 25 5 7 15 72 ln 2 ln
2 4 2 2 4 2

f −  = − + + = + 
 

   

                                                   

1, 24−�

   ( )2 2 2 ln3 0,19f = − + �   

; 52 مستمرة و متناقصة تماما على المجال f الدالة  وعليه  
2

 
  

): و لدينا     ) 52 . 0
2

f f   < 
 

إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

 

  
):   بحيث 0x يوجد عدد وحيد   )0 0

52   ;   0
2

x f x< < =  
つづく
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)ممسات و إنشاء ال -4 )C :
 

 

  

  :    زوجية gإثبات أن ) أ -5
لدينا     :gD =  : gD من x و عليه من أجل كل عدد \

gx D− )    و  ∋ ) ( )g x g x−   . زوجية g و منه =

)كتابة  ) ب )g x دون رمز القيمة المطلقة  :  

                
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2 ln 1    ;   0  

2 ln 1    ;   0

g x x x x x

g x x x x x

 = − + + + >


= − − + − + >
  

)إنشاء ) ج )γ )  :  في الرسم السابق(  

0xن أجل  م- > : ( ) ( )g x f x=

) و منه  )γ ينطبق على ( )c  
0x من أجل -   .لتراتيب    لمحور ا   زوجية و عليه بيانها متناظر بالنسبة gالدالة  : >

2 3-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

( )γ

(C)
( )γ

04  تًسٌٍان

         

 つづく

 

I)
     

 :𝑔تشكيل جدول تغيرات الدالة  /أ

+∞ −1 −∞ 𝑥 
+ + 𝑔′(𝑥) 

1  +∞  

𝑔(𝑥)     

 −∞  1 

𝑔(𝑥)حل بيانيا المتراجحة  /ب > 0. 

𝑔(𝑥) لدينا من البيان = 𝑥لما   0 = 1 

𝑔(𝑥) إذن: > 𝑥 لما  0 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]1;+∞[ 

0التي من أجلها  𝑥تعيين بيانيا قيم  /ج < 𝑔(𝑥) < 1. 

0من البيان نجد القيم التي من أجلها  < 𝑔(𝑥) < 𝑥هي لما  1 ∈  ]1;+∞[ 

 يجهخ انخهٍم نهشٌبضٍبد )لىٌسى اثشاهٍى انخهٍم(
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II)    A  حساب𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 𝑓(𝑥)  َو𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥):وتفسير النتيجتين هندسيا 

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 [
𝑥 − 1

𝑥 + 1⏟  
0

+ ln(
𝑥 − 1

𝑥 + 1⏟  
0+

)] = −∞ 

𝑥معادلته  ∞−يقبل مستقيم مقارب عمودي بجوار  (𝐶𝑓) ومنه  = 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 [
𝑥 − 1

𝑥 + 1⏟  
1

+ ln(
𝑥 − 1

𝑥 + 1⏟  
1

)] = 1 

𝑦معادلته  ∞+يقبل مستقيم مقارب أفقي بجوار  (𝐶𝑓) ومنه  = 1 

B   بيين أنّه من أجل كل عدد حقيقي ت /أ𝑥  1[ من المجال; +∞[ :𝑔′(𝑥) =
2

(𝑥+1)2
: 

𝑔′(𝑥) =
𝑥 + 1 − 𝑥 + 1

(𝑥 + 1)2
 =

2

(𝑥 + 1)2
 

𝑓حساب  /ب
′
(𝑥):ودراسة إشارتها ، 

𝑓′(𝑥) =
2

(𝑥 + 1)2
+

2
(𝑥 + 1)2

(
𝑥 − 1
𝑥 + 1

)
 =

2

(𝑥 + 1)2
+

2

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
 =

2(𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2
+

2(𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2
 

=
2(𝑥 − 1 + 𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2
 =

2(2𝑥)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2
 =

4𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2
 

𝑓′(𝑥)لدينا:  > 𝑥لما   0 ∈  ومنه: ]∞+;1[ 

 𝑓: +∞ 1 𝑥جدول تغيرات الدالة  -
+ 𝑓′(𝑥) 

1  

𝑓(𝑥)   

 −∞ 

05  تًسٌٍان

 

 

       

 

つづく

Iلتكن الدالة العددٌة  ـ g المعرّفة على المجال 0;ًكما ٌل  :  22 2 lng x x x    

 .، ثمّ شكم خدَل تغٍساتٍاgدزاسح تغٍسّاخ اندانح . 1

 
0

lim
x

g x




  ّ2  لأن

0

lim 2 2 2
x

x




   و 
0

lim ln
x

x




  

 
2 ln

lim lim 2
x x

x
g x x x

x x 

 
      

 
 

 
انذوال انهىغبسٌتًٍخ )يصطفبي عجذ انعزٌز(سهسهخ تًبسٌٍ يدهىنخ فً  
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 تقبل الإشتقاق على gالدالة  0;ولدٌنا  : 
1

' 4g x x
x

   

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; ،4 0x  و 
1

0
x

  عندئذ  ' 0g x  وبالتالً الدالة g 

متناقصة تماما على المجال  0;. 

 .gجدول تغٌرات الدالة 

x 0               1               

 'g x                  

 

 g x  
  

                  0                  

  

حساب . 2 1gثمّ استنتج إشارة  g x على 0;. 

   
2

1 2 1 2 ln1 0g     

من أجل  0;1x  ،  0g x  

من أجل  1;x  ،  0g x  

IIـ f دالة عددٌة معرّفة على المجال  0;ًكما ٌل  : 
1 ln

2 2
x

f x x e
x

 
   

      و fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

أ ـحساب . 1 lim
x

f x


 و  
0

lim
x

f x



. 

 
1 ln

lim lim 2 2
x x

x
f x x e

x x 


       

لدٌنا
0

1 ln
lim

x

x

x


 
 عندئذ 

0 0

1 ln
lim lim 2 2

x x

x
f x x e

x 
 

 
     

ب ـ تبٌٌن أنّ المنحنى  fC ٌقبل المستقٌم  2 ذا المعادلة 2y x e   مقاربا مائلا له عند . 

لدٌنا    
1 ln

lim 2 2 lim 0
x x

x
f x x e

x x 


      المنحنى  ومنه fC ٌقبل المستقٌم ذا المعادلة 

2 2y x e   مقاربا مائلا له عند . 

جـ ـ تحدٌد وضعٌة المنحنى  fC بالنسبة إلى المستقٌم . 

ندرس إشارة الفرق  f x y. 

 
1 ln x

f x y
x

 
  0  لدٌناx  ومنه إشارة   f x y 1 هً نفس إشارة ln x . 

  0f x y  1 ٌكافئ ln 0x   وٌكافئ ln 1x  أي  x e. 

  0f x y  1  ٌكافئ ln 0x   وٌكافئ ln 1x  أي x e. 
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          0 x 
 +    0   f x y 

 fC
 

 فوق 
                 

 تحت     
 

                     
 fC ٌقطع  

 
                     فً النقطة ;0B e  

 
 الوضعٌة النسبٌة

 من المجال xأ ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً. 2 0; : 
 

2
'

g x
f x

x


 

 
   2

2 2 2

1
. 1 ln

2 ln 2
' 2

x x g xx xxf x
x x x

  
 

    

ٌّر الدالة  .fب ـ استنتاج اتجاه تغ

إشارة  'f x هً نفس إشارة  g x. 

من أجل  ;1x   ، ' 0f x  ؛ ومن أجل  1;x   ، ' 0f x . 

 متزاٌدة تماما على fإذن الدالة  ;1 ومتناقصة تماما على   1;. 

e

  fC

ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

 

 

 

 

 

 

أ ـ إثثاخ أنّ انمعادنح . 3  0f x  تقثم حلا َحٍدا 
0x فً انمدال  0,4;0,5. 

 يعرًسج ٔيرصاٚدج ذًايا عهٗ انًجال fاندانح  0;1 ٔخاصح عهٗ انًجال  0,4;0,5ٔندُٚا  0,4 0,15f  ٔ 

 0,5 1,04f إذٌ ٕٚجد عدد حمٛمٙ ٔحٛد 
0xيٍ انًجال  0,4;0,5تحٛث  1 0f x  ْٔرا حعة يثسُْح انمٛى 

x                           1                             0   

 'f x   + 0           

 

 f x  

                    2 3e   

 
 

     

 .انًرٕظطح

ب ـ زسم  َ  fC. 

 

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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1 بقراءة بٌانٌة تحدٌد وضعٌة   بالنسبة إلى  . 

فً المجال  0; ،   ٌقع أسفل . 

وفً المجال  ;  ،   ٌقع فوق . 

  و    ٌتقاطعان فً النقطة ذات الإحداثٌتٌن ;ln . 

2 g الدالة المعرّفة على المجال  0;بـ  :  3 lng x x x  . 

 إشارة x    استنتاج حسب قٌم  g x. 

لدٌنا حسب السؤال السابق من أجل كل  0;x  : ln 3 0x x    أي   0g x . 

ومن أجل كل  ;x   : ln 3 0x x    أي   0g x . 

xومن أجل   : ln 3 0     أي    0g  . 

3 ّ2,2 التحقق أن 2,3 . 

 مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال gالدالة 0; وبالخصوص على المجال  2,2;2,3 ولدٌنا  2,2 0,01g   

و  2,3 0,13g  أي    2,3 2,3 0g g  ،إذن حسب مبرهنة القٌم المتوسطة   0g   حٌث 

2,2 2,3  

II) f  الدالة المعرفة على المجال 0;بـ  :    
1

1 ln 2f x x
x

 
   
 

. 

1 حساب  
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


. 

0

1
lim 1

x x


 
   

 
 و  

0

lim ln 2
x

x




   ومنه     
0 0

1
lim lim 1 ln 2

x x

f x x
x 

 

 
     

 
. 

1
lim 1 1

x x

 
  

 
 و  lim ln 2

x
x


   ومنه     

1
lim lim 1 ln 2

x x
f x x

x 

 
     

 
. 

2 إثبات أنه من أجل كل x من  0; : 
 

2
'

g x
f x

x
. 

     
 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 ln 2 1
' ln 2 1 ln 2

g xx x x
f x x x

x x x x x x x x x

     
            

   
 

ٌّرات الدالة   .fجدول تغ
                       0 x 

 + 0   'f x 

  
 

                   f  

 f x 

 
 

lnلدٌنا  3     

ومنه         
 

2
11 1 1

1 ln 2 1 3 2 1f


   
   

      
                
     

. 

استنتاج حصرا للعدد  f . 

2,2لدٌنا  2,3  1,2 ٌكافئ 1 1,3   ٌكافئ  
2

1,44 1 1,69   إذن 
 

2
11,44 1,69

2,3 2,2






  

 سهسهخ تًبسٌٍ يدهىنخ فً انذوال انهىغبسٌتًٍخ )يصطفبي عجذ انعزٌز(
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أي 
 

2
1

0,62 0,77





  وعلٌه  0,77 0,62f    . 

4 دراسة وضعٌة  fCبالنسبة إلى حامل محور الفواصل . 

من أجل ذلك ندرس إشارة  f x. 

       
1 1

1 ln 2 1 ln 2f x x x x
x x

 
      
 

 

 2e 1 0 x 

 +  +       0  1x  
    +  0    ln 2x  
 +    + f x 

 fC  فوق محور الفواصل فً المجالٌن 0;1 2 و;e   و  fC 21 تحت محور الفواصل فً المجال;e  . 

و  fC  2  و 1ٌقطع محور الفواصل فً النقطتٌن اللتٌن فاصلتٌهماe. 

 الرسم

III) Fالدالة الأصلٌة للدالة f على المجال  0;والتً تحقق :  1 3F     

1  تبٌٌن أن منحنى الدالة Fيقبل مماسين موازيين لمحور الفواصل . 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً 0; :   'F x f x. 

 ' 0F x  ًتعن   0f x  1  ومنهx  2 أوx e. 

   يقبل مماسين مىازيين لمحىر الفىاصل عند النقطتينFمنحنى الدالة  وبالتالً 

 .2e  و 1اللتين فاصلتيهما 

2 ّتبٌٌن أن lnx x x x هً دالة أصلٌة للدّالة lnx x على  0;. 

نضع   lnh x x x x  ومنه   
1

' ln 1 ln 1 1 lnh x x x x x
x

        

lnx هً دالة أصلٌة للدالة hوعلٌه الدالة  x على  0;. 

. Fاستنتاج عبارة 

لدٌنا    
1 1 1

1 ln 2 ln 2 ln 2f x x x x
x x x

 
       
 

 

ومنه    
21

ln 2 ln 2ln
2

F x x x x x x x       حٌث  

أي    
21

ln 3 ln 2ln
2

F x x x x x x      

بما أنّ  1 3F   3 فإن 3    0 أي  إذن    
21

ln 3 ln 2ln
2

F x x x x x x   . 

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

y
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حساب  -أ .1 
0

lim
x

f x




 . 

لدينا :  
0 0

lim lim 5 6ln
1x x

x
f x x

x 
 

  
     

  
، وبالتالي   

0

lim
x

f x




  . 

حني : المن التفسير الهندسي fC  0يقبل مستقيم مقارب شاقولي معادلتوx  . 

 إعذاد )ساهى 6ف(
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ب احس -ب lim
x

f x


 . 

لدينا :  lim lim 5 6ln
1x x

x
f x x

x 

  
     

  
، وبالتالي   lim

x
f x


  . 

حساب المشتقة   .2 'f x . 

من  xل عدد حقيقي من أجل ك ;0 : لدينا 
   

 

2

1

1 1 6
' 1 6

1

1

x x x
f x

x x x

x



  
  





  

ومنو  
 

  

 

2 3 26
'

1 1

x xx x
f x

x x x x

  
 

 
  . 

 . fاستنتاج إتجاه تغير الدالة  -

إشارة  'f x  من إشارة 2x  . 
متزايدة تداما على المجال  fالدالة : ومنو  ; 2   

ومتناقصة تداما على المجال  2;0  

وتبلغ قيمة حدية محلية كبرى  
2

2 3 6ln
3

f
 

    
 

 . 

- ∞                        -2                         0 x 
+                 0               -  'f x 

f (-2) 

 

- ∞                                               - ∞   

 f x 

إثبات أن المستقيم  -أ .3   مستقيم مقارب مائل للمنحني fC  بجوار . 

لدينا :   lim lim 5 6ln 5
1x x

x
f x y x x

x 

  
       

  
  

وبالتالي :   lim lim 6ln 0
1x x

x
f x y

x 

  
    

  
 . 

ومنو المستقيم    5ذو المعادلةy x   مستقيم مقارب مائل للمنحني fC  بجوار  . 

دراسة وضع المنحني  -ب fC  بالنسبة للمستقيم  . 

لدينا :   6ln
1

x
f x y

x

 
   

 
 . 

من  xمن أجل كل عدد حقيقي  ;0 1لديناx x   : 1وبالتالي
1

x

x



  . 

lnإذن :  0
1

x

x

 
 

 
من  x، ومنو  من أجل كل عدد حقيقي   ;0 المنحني fC تحت المستقيم   . 

إثبات أن المعادلة  .4  0f x   تقبل حلين  و . 

ستمرة على المجال معرفة وم fالدالة  - 3,5; 3,4   تداما على المجال  متزايدةو 3,5; 3,4 . 

ولدينا :  3,5 0,01f     و 3,4 0,05f    : أي ،   3,4 3,5 0f f    . 
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3,5وحيد حيث  ومنو حسب مبرىنة القيم المتوسطة فإنو يوجد  3,4     حل للمعادلة  0f x   . 

معرفة ومستمرة على المجال  fالدالة  - 1,1; 1,0   تداما على المجال  متزايدةو 1,1; 1,0 . 

ولدينا :  1,0 0,16f     و 1,1 0,02f    : أي ،   1,0 1,1 0f f    . 

1,1وحيد حيث  ومنو حسب مبرىنة القيم المتوسطة فإنو يوجد  1,0     حل للمعادلة  0f x  . 

إنشاء المنحني  .5 fC  والمستقيم  . 

 
 التمثيل بالشكل المقابل

 

كتابة معادلة ديكارتية للمستقيم   -أ .6 AB . 

1لدينا : 
1;

2
AB
  

  
 

، نعتبر     ;M x y AB  

AM.وبالتالي :  t AB
 

  . 

إذن : 
1

   ;3 1
3 6ln

4 2

x t

t
y t

  


  
    

 

، وبالتالي :   
3 1

3 6ln 1
4 2

y x
 

    
 

  . 

1ومنو المعادلة الديكارتية للمستقيم :  7 3
6ln

2 2 4
y x

 
    

 
 . 

 

 

إثبات أن المستقيم  -ب AB  0في نقطة  يمس المنحنيM  تعيين إحداثيتيها .يطلب 

نضع :  
1

'
2

f x   : وبالتالي ،
 

2 6 1

1 2

x x

x x

 



2، إذن :    22 2 12x x x x     : 2، أي 12 0x x   . 

نحسب المميز :       
2 22 4. . 1 4 1 12 49 7b a c          . 

إذن : 
1

1 7
3

2
x


    مقبول ( ، و (

2

1 7
4

2
x


  .  ) مرفوض ( 

ولدينا :  
3 3

3 3 5 6ln 2 6ln
3 1 4

f
   

         
    

 . 

3xنعوض     : في معادلة المستقيم  نجد   
1 7 3 5 3

3 6ln 6ln 3
2 2 4 2 4

y f
   

          
   

  ، 

ومنو : المستقيم  AB  0في نقطة  يمس المنحنيM  5إحداثيتيها 3
3; 6ln

2 4

  
    

  
 . 

 (𝐶𝑓) 

  (𝐶𝑓) 

つづく



  

حلول المسائل

مسائل المستوى الثاني

50

 على المجال  دالة أصلية للدالة  gإثبات أن الدالة  .7

و دالتها المشتقة ىي :  معرفة وقابلة للإشتقاق على  gالدالة  
 

1 6
' 5 6ln 6

1 1 1

x
g x x x

x x x x

 
     

   
 . 

إذن :    ' 5 6ln
1

x
g x x f x

x

 
    

 
  على المجال  دالة أصلية للدالة  gومنو الدالة  . 

 

𝑓 ]−∞; 0[.

 

  
  ]−∞; 0[

𝑓
  
  ]−∞; 0[.
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つづく

ح الوتوٍز )جىالٍل أخود أساهح(هجوىع

Oاتحاد مجالين متناظرين بالنسبة إلى  هي معرفة على مجال: فردية  fإثبات ان  (1 و   

   xf
x

x

x

x

x

x
xxf 








































1

1
ln

3

2

1

1
ln

3

2

1

1
ln

3

2
فردية  و منه  fو منه     

fC 

 . Oيقبل مركز تناظر هو 

حساب النهايات  (2  










xxf

xx 3

2
limlim و        











xxf

xx 3

2
limlim لأن   

  01ln
1

1
lnlim 













 x

x

x
 

و   






















 1

2
ln

3

2
limlim

11 x
xf

xx

و    














 



 2

1
ln

3

2
limlim

1

x
xf

xx

   

و منه  
fC 1;1يقبل مستقيمين موازيين لحامل محور التراتيب معادلاتهما  هي  xx . 

 

لدينا   (3  













1

1
ln

3

2

x

x
xxf    

ومنه  ( أ 
2

1

1

'
1

1

3

2
'





























x

x

x

x

xf و منه 
  11

2

3

2
'




xx
xf  أي ان

 
   13

42

13

622

1

2

3

2
'

2

2

2

2

2 












x

x

x

x

x
xf   إذن 

 
 13

22
'

2

2






x

x
xf   و هو المطلوب. 

من ما سبق :  fاستنتاج اتجاه تغير  ( ب 
 
 13

22
'

2

2






x

x
xf  12اشارتها من إشارة x  و هي موجبة على المجالين

 ;1   و 1;  . 

   1 1  x  جدول تغيراتها 

+  +  xf ' 

 

 

 

  
 

  

 xf 
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تبين أن المعادلة  (4  0xf تقبل حلا وحيدا  9,18,1 حيث    الدالةf  مستمرة  و متزايدة تماما على المجال

 ;1  

و     05,08,1;1,09,1  ff  و منه حسب نظرية القيم المتوسطة المعادلة  0xf  تقبل حلا و حيدا

9,18,1حيث   . 

إثبات أن  (5  xy
3

2
:    مستقيم مقارب مائل للمنحنى fC  :لدينا  














1

1
ln

3

2

x

x
xxf  و منه

  0
1

1
lnlim

3

2
lim 























 x

x
xxf

xx
و    0

1

1
lnlim

3

2
lim 























 x

x
xxf

xx
    

ومنه      مستقيم مقارب مائل للمنحنى fC . 

دراسة وضعية  fC    بالنسبة  للمستقيم .                                             

  






















1

1
ln

3

2

x

x
xxf    و منه  0

3

2









 xxf 0يكافئ    

1

1
ln 













x

x
1 و هذا يعني    

1

1














x

x
 

لما   ;1x      1فإن
1

1














x

x
11يعني     xx (الضرب في عدد موجب )   02و هذا يعني   و هذا

1مستحيل و منه 
1

1














x

x
على المجال  ;1   منه  و fC   يقع تحت  على هذا المجال  

لما  1; x      1فإن
1

1














x

x
11يعني     xx  (الضرب في عدد سالب   )  02و هذا يعني   و

 محققة أي ان

1
1

1














x

x
على المجال     1;   و منه fC  يقع فوق  على هذا المجال  

 

 إنشاء المنحنى (6 fC   و المستقيم المقارب  
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: المناقشة بيانيا   (7  0
1

1
ln332 














x

x
xm 0يعني ان    

1

1
ln

3

2
























x

x
xm  و منه















1

1
ln

3

2

x

x
xxm  يكافئ xfxm    و حلها هو ايجاد فواصل تقاطع fC و المستقيم    m الذي معادلته   

xmy    

لما 
3

2
m  أي ان

3

2

3

2
 m نلاحظ ان    fC و    m  يتقاطعان في نقطتان  و منه للمعادلة حلين متمايزان    

لما 
3

2
m  أي ان

3

2
m او   

3

2
m  نلاحظ ان fC و    m   .لا يتقاطعان و منه المعادلة ليس لها حلول   
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つづく

:لدينا   :الجزء الأول   
21

lnx ln 1g x x
x

    . 

:  حساب - 1g ستنتاج إشارة و ا g x :

(1)بعد حساب  0g   نجد جدول إشارة( )g x كما يلي  بيانيا فيكون :( ) 0g x   0:لمّا 1x    و( ) 0g x   لمّا:

1x  و ( ) 0g x   1:لمّاx  

 لدينا : الجزء الثاني 
1 ln

1 ln

x
f x

x x





 . 

:  حساب (أ (1 
0

lim
x

f x



يان أنّ تب و    lim 0

x
f x


:

x  0                     1                   

 g x      

0 0

1 ln
lim ( ) lim

1 lnx x

x
f x

x x 
 

 
 
 

  ّلأن ، :
0

lim 1 ln
x

x



    َو 

0
lim 1 ln 1

x
x x




  . 

0x: و منه    مقارب للمنحني fC  بجوار . 

1 ln

lim ( 0) lim
1

ln
x x

x
x x xf x
x

x
x

 

 
 

 
 
 

0y: و منه .     مقارب للمنحني fC  بجوار . 

:  بيان أنه من أجل كل( أ( . 0;x   : 
 

 
2

1 ln

g x
f x

x x
 


:

قابلة للإشتقاق على  fالدالة  0; و دالته المشتقة هي :

 
    

 

 

 

 

 

2 2

2 2 2

1 1 1
1 ln ln 1 1 ln ln 1 ln ln ln 1

1 ln 1 ln 1 ln

x x x x x x x x
x x xf x

x x x x x x

         
   

  
  ، 

 

 

: و منه  
 

 
2

1 ln

g x
f x

x x
 


 .، و هو المطلوب  

 كتبثخ الأستبر )ثهمبسى عجذ انشصاق(
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:   تشكيل جدول تغيرّاتهاو   f إستنتاج إتجاه تغيرّ الدالة( ب

نلاحظ أنّ إشارة  f x  من إشارة g x  ، الدالة : أيf  على تماما متزايدة 0;1  على تماما ومتناقصة 1; . 

 :  جدول التغيرّات                        

 

 

 

 

 

 

: أنّ  بيان( 3
2

1 1

e e
y x

e e

 
  

  
هي معادلة  T  مماس fCند نقطة تقاطعه مع محور الفواصلع :

):بعد حل المعادلة  :لدينا  ) 0f x  نجد :      1' ;0fC xx e   ، أي :
2

1'( )
1

e
f e

e

 


و منه معادلة المماس ،  

: تكون    1 1 1: '( ) ( )T y f e x e f e      إذن ، : 
2

:
1 1

e e
T y x

e e

 
  

  
 . 

سم كلا من ر T  المنحني C  :

 

 
 

x   0             1           

 f x       

 
 f x   

 

               1        
         

 
    0  

: m المناقشة البيانية حسب قيم الوسيط الحقيقي( 4

    21e f x e x me    أي ، :
2

( )
1 1

e e
f x x m

e e

 
  

  
: أي ،  

2

'
1

e
y x m

e

 
  

 
،  و بعد المقارنة مع 

 T  1نجدm   لمعادلة تقبل حلّّن لمّا ا: ومنه :' ;
1

e
m

e

 
    

: ، أي   1;m  .  معادلة المماس

つづく
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 : لث الجزء الثا

1n حيث   nبيان أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ( 1 :  ln 1 lnnI n n 

: لدينا 
1

( )

n

nI f x dx   ، أي :
1

1 ln

1 ln

n

n

x
I dx

x x

 
  

 
  ، ّنلاحظ أن :

1

'( )

( )

n

n

u x
I dx

u x
   و منه ، :

1
ln ( )

n

nI u x     ، 

: أي    ln ( ) ln (1)nI u n u   أي ، :   ln 1 ln ln 1nI n n    و منه ، : ln 1 lnnI n n  . 

 ليةدراسة إتجاه تغيرّ المتتا( . nI  :

1n: ندرس إشارة الفرق  nI I   لدينا ، :

1

1

1

( )

n

nI f x dx



    ، أي :
1

1

1

( ) ( )

n n

n

n

I f x dx f x dx



     أي ، : 

1

1 ( )

n

n n

n

I I f x dx



     ،  و منه :

1

1 ( )

n

n n

n

I I f x dx



     ، ّ1: بما أنn   ّفإن :

1

( ) 0

n

n

f x dx



  ، 

، المتتالية  nمن أجل كل عدد طبيعي : إذن  nI  متزايدة تماما. 

05  تًسٌٍان

 
I)  A  حساب𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→−1

ℎ(𝑥)   َو𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

ℎ(𝑥):

 
• 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

(𝑥2 + 2𝑥 + ln(𝑥 + 1)) = −∞ 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑥2 + 2𝑥 + ln(𝑥 + 1)) = +∞

 
B  تبيين أنه من أجل كل عدد حقيقي𝑥  1−[ من;+∞[ :ℎ′(𝑥) =

1+2(𝑥+1)2

𝑥+1
: 

ℎ′(𝑥) = 2𝑥 + 2 +
1

𝑥 + 1
 =
2(𝑥 + 1)(𝑥 + 1) + 1

𝑥 + 1
 =
2(𝑥 + 1)2 + 1

𝑥 + 1
 

 :ℎاستنتاج اتجاه تغير الدالة  -

)لدينا: 
2(𝑥+1)2+1

𝑥+1
) > 𝑥لما  0 ∈ ℎ′(𝑥)ومنه   ،]∞+;1−[  > 0 

 ℎ: +∞ −1 𝑥جدول تغيرات الدالة  -
+ ℎ′(𝑥) 

+∞  

ℎ(𝑥)   

 −∞ 

C  حسابℎ(0)  واستنتاج إشارةℎ(𝑥)  حسب قيم𝑥: 

ℎ(0) = 02 + 2(0) + ln(0 + 1) =  𝑥 1− 0 ∞+ ومنه: 0
+ 0 − ℎ(𝑥) つづく

 اثشاهٍى انخهٍم( يجهخ انخهٍم نهشٌبضٍبد )لىٌسى
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II)  

 

A   حساب  /أ𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

ℎ(𝑥): 

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

(𝑥 − 1 −
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
) = 𝑙𝑖𝑚لأن:  ∞+

𝑥
>
→−1

(𝑥 + 1) = 𝑙𝑖𝑚و  +0
𝑥
>
→−1

(
ln(𝑥+1)

0+
) = −∞ 

 

 التفسير الهندسي: -

 (𝐶𝑓)  معادلته  ∞+يقبل مستقيم مقارب عمودي بجوار𝑥 = 0 

𝑙𝑖𝑚برهان أنّ  /ب
𝑢→+∞

ln𝑢

𝑢
= 0: 

𝑙𝑖𝑚 لدينا: 
𝑡→+∞

(
𝑒𝑡

𝑡
) = +∞ ⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑡→+∞
(
ln 𝑒𝑡

ln 𝑡
) = +∞ ⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑡→+∞
(
𝑡

ln 𝑡
) = +∞ 

⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

(
1

(
𝑡
ln 𝑡
)
) = 0 ⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑡→+∞
(
ln 𝑡

𝑡
) = 0 

𝑙𝑖𝑚استنتاج  /ج
𝑥→+∞

𝑓(𝑥): 

𝑥نضع  + 1 = 𝑡  ومنه𝑥 − 1 = 𝑡 − 𝑙𝑖𝑚و  2
𝑥→+∞

(𝑥 + 1) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

𝑡 

ومنه:
 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑥 − 1 −
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑡→+∞
(𝑡 − 2 −

ln(𝑡)

𝑡
) = +∞ 

𝑙𝑖𝑚حساب  /د
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)] : 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[−
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
] = 0 

𝑦لته معاد ∞+يقبل مستقيم مقارب مائل بجوار  (𝐶𝑓) ومنه  = 𝑥 − 1 

 :(𝑑)بالنسبة للمستقيم المقارب المائل  (𝐶𝑓) دراسة وضعية  /ه

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) = −
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
 

𝑥لدينا  + 1 > 𝑥لما  0 ∈  ومنه: ]∞+;1−[ 

− ln(𝑥 + 1) = 0 ⇒ 𝑥 + 1 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

 ومنه:

+∞ 0 −1 𝑥 
− 0 + 𝑓(𝑥) − 𝑦(𝑑) 

 الوضعية: -

•  (𝐶𝑓)  فوق(𝑑)  لما𝑥 ∈  ]−1; 0[  

• (𝐶𝑓)  فوق(𝑑)  لما𝑥 = 0 

• (𝐶𝑓)  تحت(𝑑)  لما𝑥 ∈  ]0;+∞[ つづく
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B  تبيين أنه من أجل كل𝑥 ∈  ]−1;+∞[ :𝑓′(𝑥) =
ℎ(𝑥)

(𝑥+1)2
: 

 

𝑓′(𝑥) = 1 −

1
𝑥 + 1

(𝑥 + 1) − ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
 =
𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 1 + ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
 

=
𝑥2 + 2𝑥 + ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
 =

ℎ(𝑥)

(𝑥 + 1)2
 

 :𝑓جدول تغيرات الدالة  -

𝑥)لدينا:  + 1)2 >  ℎ(𝑥)من إشارة  𝑓′(𝑥)ومنه إشارة  0

+∞ 0 −1 𝑥 
+ 0 − 𝑓′(𝑥) 

+∞  −∞ 

𝑓(𝑥)    

 −1  

C  تبيين أن المنحنى (𝐶𝑓)  يقطع المستقيم ذو المعادلة𝑦 =  :3.4و  3.3عند نقطة فاصلتها محصورة بين  2

𝑓(𝑥)نضع  = 𝑘  حيث𝑘 =  ونطبق نظرية القيم المتوسطة: 2

 ]∞+;1−[ مستمرة ومتزايدة على المجال   𝑓لدينا الدالة 

𝑓(3.3)ولدينا:  ≈ 𝑓(3.4) و 1.96 ≈ 2.06 

𝑘إذن  = 1.96محصورة بين  2 < 2 < 2.06 

3.3حقيقي محصور بين  𝑐وعليه حسب نظرية القيم المتوسطة يوجد  < 𝑐 < 3.4 

D  رسم (𝐶𝑓): 

𝑥ذو المعادلة  المستقيم المقارب العمودينرسم  • =  ∞+بجوار  1−

 (𝑑)مع  (𝐶𝑓) تقاطع  نقطة (1−;0)الاحداثيات ذات النقطة نعين  •

𝑦ذو المعادلة  (𝑑) المستقيم المقارب المائلنرسم  • = 𝑥 −  بواسطة جدول القيم المساعدة. 1

𝑦مع المستقيم الأفقي  (𝐶𝑓) نعين نقطة تقاطع  • = 2 

 مع الاستعانة بجدول الوضعية. (𝐶𝑓) استعمال جدول التغيرات نكمل رسم ب •
 

E حساب  مساحة الحيز: 

𝑦 والمستقيمات التي معادلاتها:(𝐶𝑓) مساحة الحيز المستوي المحدود بالمنحنى  𝐴نضع:  = 𝑥 − 𝑥و  1 = 𝑥و  0 = 1 

  لدينا:
𝐴 = ∫(𝑦𝑑 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥

1

0

 = ∫(𝑥 − 1 − (𝑥 − 1 −
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
))𝑑𝑥

1

0

 = ∫(
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
)𝑑𝑥

1

0

 

= ∫(
1

𝑥 + 1
ln(𝑥 + 1)) 𝑑𝑥

1

0

 = [
ln(𝑥 + 1)2

2
]
0

1

 =
(ln 2)2

2
𝑢. 𝑎 

 تذكير:

∫𝑢′𝑢𝑛 =
𝑢𝑛+1

𝑛 + 1
 

 つづく
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I-  الدالة العددٌةg المعرفة على      بـــ1;     xxxxxg  1ln1.21 2 

 تحدٌد الوضعٌة  .1

 

 

إشارة  .2 xg 

 

 

II-  الدالة العددٌةf المعرفة على      بـــ1; 
 

21

1ln

x

x
xf




 

 

: حساب النهاٌة - أ .1 
 








 2

11 1

1ln
limlim

x

x
xf

xx
 لأن   




x
x

1lnlim
1

 

إثبات النهاٌة   0lim 


xf
x

:   































1
1

1
1

ln

limlim

2

2

x
x

x
x

xf
xx

 أي أن  
 
























1
1

1
1lnln

limlim

2

2

x
x

x
x

xf
xx

 أي أن 

 
 

0
ln

limlim
2


 x

x
xf

xx
 . بالتزاٌد الممارن  

 مستمٌمان مماربان للمنحنى 0y و1xالتفسٌر الهندسً للنهاٌتٌن هو أن المستمٌمان اللذان معادلاتهما - ب 
fC. 

: إثبات  عبارة المشتمة - أ .2 
 

21

1ln

x

x
xf




 منه و  أي أن

 
   

   22

2

1.1

1ln.121
'

xx

xxxx
xf




 إذن  

 

   221.1
'

xx

xg
xf


 محممة . 

إشارة -ب xf  من إشارة ' xg :  ومنه  الدالةf متنالصة على المجال  ;  و  متزاٌدة  على 

المجال  ;1. 

 جدول تغٌراتها 

 

 

 

 
 

 22

2

1

1ln.2
1

1

'
x

xx
x

x

xf









 يجًىعخ انًتًٍز )جىانٍم أخًذ أسبيخ(
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رسم  .3 Tو  
fC: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    بـــ  المعرفة علىhالدالة العددٌة  .4 
 

21

1ln

x

x
xh




 

: دالة زوجٌة  hإثبات أن  - أ
 
 

 
 

 
22 1

1ln

1

1ln

x

x

x

x
xh











    
إذن    xhxh  و منه  محممة  

  :0 عند  hلابلٌة الاشتماق للدالة  - ب

 
   

 2
00 1

1ln
limlim

xx

x

x

xh

xx 







أي أن 
   

x

x

x

xh

xx







1ln
limlim

00
 بوضع    xxt  1lnو منه   00 t و 

 
x

xt





1

1
'  و منه   10' t 

     
  10'

0

0
lim

1ln
lim

00












t
x

txt

x

x

xx
 و منه 

 
1lim

0



 x

xh

x
 

   
 2

00 1

1ln
limlim

xx

x

x

xh

xx 







أي أن 
   

x

x

x

xh

xx







1ln
limlim

00
 بوضع    xxm  1lnو منه   00 m 

و  
x

xm



1

1
'  و منه   10' m 

     
  10'

0

0
lim

1ln
lim

00












m
x

mxm

x

x

xx
 و منه 

 
1lim

0



 x

xh

x
 

بما أن 
   

x

x
limlim

0x0

h

x

xh

x 


 0 و منه الدالة غٌر لابلة للاشتماق عند. 

 

 

つづく
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 من xمن أجل كل عدد حمٌمً  - ج ;0 :  
 

 xf
x

x
xh 






21

1ln
و  منه   

fC و  hC منطبمان 

على المجال  ;0. 

فإن  دالة زوجٌة  hو بما أن  hC متناظر بالنسبة لحامل محور التراتٌب  

02  تًسٌٍان

つづく

I- بالعبارة معرّفة على المجال الدّالة  :. 

ٌّر الدالة - 1  .على المجال دراسة اتجاه تغ

 تقبل على الإشتقاق علىgالدّالة 1; ًولدٌنا من أجل كل عدد حقٌق xمن المجال  1; : 

   
1

' 2 1
1

g x x
x

  


 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 1;  ،1 0x   و 
1

0
1x



 ومنه  ' 0g x  إذن الدالة g متزاٌدة 

تماما على  1; . 

 .: وأنّ :  حٌث تقبل حلا وحٌدا تبٌٌن أنّ المعادلة -2

 لأنها تقبل الإشتقاق علىمستمرة على  gالدّالة 1;  وهً متزاٌدة تماما على هذا المجال و خاصة على

المجال  0,31;0,32 ولدٌنا  0,31 0,01g   ، 0,32 0,02g أي    0,31 0,32 0g g  ومنه حسب 

 من المجال مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  0,31;0,32 بحٌث   0g   

  0g   معناه    
2

1 2 ln 1 0     أي   
2

ln 1 2 1    . 

g 1;      
2

1 2 ln 1g x x x    

g 1; 

  0g x 0,31 0,32    
2

ln 1 2 1    

 1; 

ٌّم -3  . إشارة  استنتاج، حسب ق

من أجل  1;x   لدٌنا    g x g  أي   0g x  

ومن أجل  ;x   لدٌنا    g x g  أي   0g x  و    0g  . 

x g x

 سهسهخ تًبسٌٍ يدهىنخ فً انذوال انهىغبسٌتًٍخ )يصطفبي عجذ انعزٌز(
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II-بالعبارة  معرّفة على المجال الدّالة  :. 

 .  فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  منحنى

 . وحساب-   1

لدٌنا   
2

lim 2 ln 1
x

x


    و  
2

lim 1
x

x


   

إذن       
22

lim lim 1 2 ln 1
x x

f x x x
 

      . 

  
2

1

lim 2 ln 1
x

x




    ومنه       
22

1 1

lim lim 1 2 ln 1
x x

f x x x
 

 

           . 

 . : من إثبات أنّه، من أجل كل -2

 تقبل الإشتقاق علىfالدّالة 1; ولدٌنا : 

        
       

2
2 2 ln 1 2 1 2 2 ln 11

' 2 1 2 2 ln 1 2 1
1 1 1

x x x
f x x x x

x x x

      
         

   

 
     

2
2 1 2 ln 1 2

'
1 1

x x g x
f x

x x

    
 

 
 

 

 

f 1;       
22

1 2 ln 1f x x x    

 fCf ; ,O i j
 

 
1

lim
x

f x



 lim

x
f x



x 1;  
 2

'
1

g x
f x

x




= =

ٌّر الدالة -3  .دراسة اتجاه تغ

 من المجال xمن أجل كل 1;  ،
2

0
1x



 ومنه إشارة  'f x هً من نفس إشارة  g x. 

 سالبة على f'أي 1; وموجبة على  ;  

 متناقصة تماما على fنستنتج هكذا أنّ الدالة  1; ومتزاٌدة تماما على  ; . 

ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

  1 x 

 +          0           'f x 

  
  

                    
 f 

  
 

 

 f x 

 

 : تبٌٌن أنّ -4

لدٌنا    
2

ln 1 2 1     إذن             
2

22 2 2
1 2 ln 1 1 2 2 1f                

          2 4 2 2
1 1 1 1 1f            

 

f

      2 2
1 1 1f      

つづく
 .ج حصرا للعدد ااستنت

وٌكافئٌكافئمعناه

 f 

0,31 0,32 1,31 1 1,32   
2

1,7161 1 1,7424  
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أي  ومنه 

. 

 . على المجال تمثٌل المنحنى-   5

 

III- بالعبارة المعرّفة على المجال  المنحنى الممثل للدّالة  :. 

 . فاصلتها  نقطة من  و النقطة ذات الإحداثٌتٌن 

 . تعطى بالعبارة إثبات أنّ المسافة -1

لدٌنا   ;ln 1M x x  ومنه 

           
2 22 2

1 ln 1 2 1 2 ln 1AM x x x x f x           

 
2

2,7161 1 1 2,7424       2 2
1,7161 2,7161 1 1 1 1,7424 2,7424       

 4,6611 4,7789f  

 fC 1;2

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

 h 1;    ln 1h x x 

A 1;2M x

AM AM f x

 .:  بالعبارة معرّفة على المجال  الدّالة -2

ٌّر على المجال  و أ ـ تبٌٌن أنّ للدالتٌن   .  نفس اتجاه التغ

 تقبل الإشتقاق على fالدالة  1;  وهً موجبة على هذا المجال إذن الدالة k تقبل الإشتقاق على  1;  

ولدٌنا   
 

 

'
'

2

f x
k x

f x
 

 من المجال xمن أجل كل 1; ، 2 0f x ومنه إشارة  'k x هً نفس إشارة  'f x وبالتالً للدالتٌن  

ٌّر على المجالو   نفس اتجاه التغ 1; . 

 .ٌمكن إتباع طرٌقة اتجاه تغٌر مركب دالتٌن: ملاحظة

 . أصغر ما ٌمكن، بحٌث تكون المسافة  من  إحداثٌتً النقطة تعٌٌنب ـ 

لة   متناقصة تماما على kلدٌنا الدّا 1; ومتزاٌدة تماما على  ;  فهً تقبل قٌمة حدٌة صغرى على المجال 

 1;  تبلغها من أجل x ومنه AM تكون أصغر ما ٌمكن من أجلx  أي عند النقطة   ;ln 1B    

 .: جـ ـ تبٌٌن أنّ 

            
2 2 2

1 1 1 1 1 1AB k f               

k 1;    k x f x

kf 1; 

k

f

B AM

   
2

1 1 1AB     
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1. Iمن أجل كل  -أx  من 0;   :لدينا  3x
u' x e   وعليه إشارة u' x  : هي

 
  + 0  -  

متناقصة تماما على المجال  uوعليه الدالة   0 3;ln  ومتزايدة تماما على المجال 3ln ;. 

قيمة حدية صغرى هي  uللدالة  -ب  33 3 3 4 7 3 3 0 986 0ln
ln ln ln .u e e e       

من  xأجل كل  ومنه من  0;   :  0u x   3أي 4 0x
e x e     3وعليه 4x

e e x  . 

من  xمن أجل كل  -أ.2 0;  ينا: لد 
3 2

2 1 9 8 1
9 8'

x x
v x x x

x x

  
     

ومنه   2 1
1 9 1 8 1 0

1
'v       . 

جذر لـ   العدد  -ب 'v x  وبتحليل 'v x  : نجد 
  21 9 1

'
x x x

v x
x

  
 

ولكون  
29 1 0x x    35) مميزه 0     9و 0 فإن إشارة ) 'v x  1عكس إشارةx 

أي أن    0'v x   على المجال 0 و  ;1  0'v x   على المجال 1;  أي أن الدالةv  متزايدة تماما على المجال 0 1;

و متناقصة تماما على المجال   1;  ومنه للدالةv  قيمة حدية كبرى هي  3 21 3 1 4 1 1 1 0lnv        

من  xأي أنه من أجل كل   0;   :  0v x . 

-جـ  0v x    معناه
3 23 4 1 0lnx x x      ومنه

3 21 3 4lnx x x    

وعليه  21 3 4lnx x x     0ولكونx   ينتج أن
2

1
3 4

lnx
x

x

 
 . 

3من  .3 4x
e e x    و

2

1
3 4

lnx
x

x

 
   نستنتج أن

2

1
3 4

ln xx
x e e

x

 
   

أي أن  
2

1 ln xx
e e

x

 
   ومنه

2

1
0

lnx x
e e

x


  .

                                                                        

1. II  
0

lim
x

f x




  لأن
0

1lim
x

x

e ex




  و
0

1

1

ln
ln

lim lim lim ln
X Xx

x X X X
x

X

  

     

 lim
x

f x


  0لأن
ln

lim
x

x

x
  وlim lim

x
x

x x

e
e ex x e

x 

 
     

 
. 

َمبط( 15انًىضىع الأول ) 1102سٌبضٍبد 
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من  xمن أجل كل .2 0;  لدينا

  2

1
0

ln
'

x x
f x e e

x


     3) من السؤال. I ومنه )

متزايدة تماما على  fالدالة  0;   وجدول تغيراتها هو 

 

لدينا .3  1 1
1 1 0

1

ln
f e e    . 

تمثيل  f
C

 

 
 

 

+ 
 

 

 

 

2 3-1-2

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

:

مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى  Aلتكن .4 f
C 

مل محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما  وحا
1

2
x   2وx  

عندئذ :    
1 2

1 1

2

A f x dx f x dx     

المعرفة بــ Fلدينا الدالة    
22 1

2 2
ln

x e
F x e x x   

ومنه على  هي دالة أصلية لـ f]0;+∞[:

             
1 2

1
1

2

1 1
1 2 1 2 2 1

2 2
A F x F x F F F F F F F

   
                   

   
أي  

     
2 21 1

2 2 22 2 1 22 2
1 1 1 1 1 25

2 2 2 1 1 2
2 2 2 2 2 2 2 2 8

ln ln ln ln
e e e

A e e e e e e
     

                    
     

 أي   

1 024.A  
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(   lng x x x x      ، 0;3gD   

 : gدراست تغٍراث انذانت  (0

انُٓاٌاخ:    
0 0

lim lim ln 0
x x

g x x x x
 

 

    ٌلأ
0

lim ln 0
x

x x




 . 

يٍ xإتجاِ انتغٍش: نذٌُا يٍ اجم كم ػذد حمٍمً  0;3  : 
1

' 1 ln 1g x x x
x

 
     
 

ٔيُّ   ' 2 lng x x   

إشاسج  'g x  : ' 0g x    2ٌكافئ ln 0x    ٌكافئln 2x     2أيx e  . 

                     ' 0g x    2ٌكافئ ln 0x    ٌكافئln 2x     2أيx e  .      

                     ' 0g x    2ٌكافئ ln 0x    ٌكافئln 2x     2أيx e       . 

3e;2دانح يتضاٌذج تًايا ػهى  gانخلاصح:       20ٔيتُالصح تًايا ػهى;e    . 

 انتغٍراث:جذول 

 

 

 

 

 

( أ( تبٍان أن انمعادنت 4  2g x   تقبم حلا وحٍذا  عهى انمجال 0;3 : 

e;20يستًشج ٔ يتُالصح تًايا ػهى  gانذانح        ٍ22ٔ نك 0; e       تتانً انًؼادنح ٔ  2g x    لا تمثم

e;20حهٕل ػهى انًجال     . 

3e;2يستًشج ٔ يتضاٌذج تًايا ػهى  gانذانح        ٔ22 ;3 3ln3e        تتانً انًؼادنح ٔ  2g x   تمثم حم

3e;2ػهى انًجال  ٔحٍذ     . 

تًا أٌ   1,46 2,01g     ٔ 1,45 1,99g  ،  ٌَلاحع أ   1,45 2 1,46g g   : ٌ1,45إر 1,46  . 

ب( إستىاج إشــــارة   2g x  : 

 

 

(   2 lnf x x x      ، 0;3fD  . 

 :2ػُذ   fالإشتماق نهذانح تخًٍٍ حٕل لاتهٍح  (1

لاٌ انًُحُى  2غٍش لاتهح نلإشتماق ػُذ   fانذانح  fC  2لا ٌمثم يًاسا ػُذ انُمطح راخ انفاصهح 

)انًُحُى     fC  )ٌٍٍمثم َصفً يًاس 

 ( إثباث صحت انتخمٍه:4
                           

   
2 2 2

22 ln2
lim lim lim

2 2x x x

xx xf x f

x x  
  


 

 

  ln
2

x

x  2

lim ln ln 2
x

x




   

1ْٕ  2انؼذد انًشتك يٍ ًٌٍٍ انؼذد  ln 2         

                                     

   

                              

 

                       

 

 

 

 

                                        

   

 

             

                      
   

2 2 2

22 ln2
lim lim lim

2 2x x x

xx xf x f

x x  
  

 
 

 

  ln
2

x

x  2

lim ln ln 2
x

x




    

2ْٕ  2انؼذد انًشتك يٍ ٌساس انؼذد  ln 2        

1انخلاصح: َلاحع أٌ  2   تتانً انذانح ٔf   2غٍش لاتهح نلإشتماق ػُذ   . 

 إعذاد الأستبر: شذاًَ عجذ انًبنك
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 : f( دراست تغٍراث انذانت 3

                                         انُٓاٌاخ:     
0 0

lim lim 2 ln
x x

f x x x
 

 

      

يٍ  xإتجاِ انتغٍش: يٍ اجم كم ػذد حمٍمً    0;3    :نذٌُا ، 
 

 

2 ln ; 3 2

2 ln ;0 2

x x x
f x

x x x

  
 

   

  

ٔيُّ يٍ اجم  2;3x   :   
1 ln 2

' 1 ln 2
x x x

f x x x
x x

 
       ي أ    

  2
'

g x
f x

x


  

ٔ يٍ أجم   0;2x   :   
1 ln 2

' 1 ln 2
x x x

f x x x
x x

  
        ي أ 

  2
'

g x
f x

x


  

 
 انخلاصت:

 

 

f   دانح يتضاٌذج تًايا ػهى انًجال 0;   ػهى ٔ 2;3   يتُالصح تًايا ػهى انًجال ٔ ;2 . 

 جذول انتغٍراث:
 

 

 

 

 

 

(         2 cos ln cosh x x x      ،0;
2

hD
 

  
 

  

( تثٍاٌ أٌ انًستمٍى 1   رٔ انًؼادنح
2

x


   يماسب نـ hC : 

نذٌُا،      
0 0

lim lim 2 cos ln cos
x x

h x x x
 

 

     ٔيُّ انًستمٍى   رٔ انًؼادنح
2

x


   يماسب نـ hC. 

 : h( دراست إتجاي تغٍر انذانت 4

;0يٍ xيٍ اجم كم ػذد حمٍمً
2

 
 
 

 ،   cosh x f x (h  انذانحيشكةcosx x يتثٕػح تانذانح

 x f x ) 

;0يتُالصح تًايا ػهى  "cos"انذانح 
2

 
 
 

  ٔf  يتضاٌذج تًايا 0;1   ُّٔيh  0يتُالصح تًايا ػهى;
2

 
 
 

 . 

جذول تغٍراث :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                  

       

 

                                                                  

       

                                                            

 

                                                          

 

  

 

 

   

0                                                                     x  

-  '( )h x  

                                                                0   
                                

                                 

  
( )h x  

  

2




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hC 

:

05  تًسٌٍان

 : بالعبارة الدالة العددٌة المعرّفة على لتكن

 .يعهى يرعايد ٔيرجاَطالمستوي المنسوب إلى  تمثٌلها البٌانً فً 

 .دزاسح تغٍسّاخ اندانح 1.

 
2ln 2ln

lim lim 1 lim 1 1
x x t

x t
f x

x t  


     

 
2ln

lim lim 1 1
x x

x
f x

x 
   

2ندُٚا

0

lim ln
x

x




  ُّٔي 
2

0

ln
lim

x

x

x


 ٌإذ  
2

0 0

ln
lim lim 1

x x

x
f x

x 
 

    

f
* 

2ln
1

x
f x

x
 

 fC ; ,O i j
 

f

 َ2

0

lim ln
x

x




 ُّٔي
2

0

ln
lim

x

x

x


 ٌإذ 
2

0 0

ln
lim lim 1

x x

x
f x

x 
 

   . 

 

2

2

2 2

2
ln

ln 2
'

x x
xx

f x
x x

 
      

つづく



 سهسهخ تًبسٌٍ يدهىنخ فً انذوال انهىغبسٌتًٍخ )يصطفبي عجذ انعزٌز(

الرسم

2


x=
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إشازج 'f x2 ْٙ يٍ َفط إشازجln 2x . 

 ' 0f x  ِ2 يعُاln 2 0x   2 ٔٚكافئln 2x  2 ٔٚكافئ 2x e ٘أ x e ٔأ x e  

 ' 0f x  ِ2 يعُاln 2 0x   2 ٔٚكافئln 2x  2ٔٚكافئ 2x e ٘أ x e ٔأ x e  

إشازج  'f x. 

 e 0 e  x 

      +           0                               0      +  'f x 

 يرصاٚدج عهٗ كم يٍ fاندّانح  ; e ٔ  ;e  ٍٔيرُالصح عهٗ كم ي  ;0eٔ  0;e. 

 .fخدَل تغٍسّاخ اندّانح 

 

 

 . فً وقطتٍه ٌطهة تعٍٍه إحداثٍاتٍما ٌقطع انمستقٍم إثثاخ أنّ انمىحىى 2.

  1f x 
 

يعُاِ
2ln

1 1
x

x
 

 
2lnٚكافئ  0x   2ٔٚكافئ 1x  1 أيx ٔ1أx   

إذٌ         1;1 , 1;1fC A B    

 .حساب3.

   
 

2 2 2 2ln ln ln ln
1 1 2 2

x x x x
f x f x

x x x x


         


 

xيٍ أجم   ندُٚا x   ٔندُٚا     2f x f x   ٔعهّٛ انُمطح  0;1 ُٗيسكص ذُاظس نهًُح ْٙ  fC 

على المجال  تقثم حلا َحٍدا تثٍٍه أنّ انمعادنح 4. 0,71; 0,70  

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجالfالدّالة 0,71; 0,70 
 

ولدٌنا  0,71 0,04f   ، 0,70 0,02f    أي 

   0,71 0,70 0f f   
 

 فً المجال ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد 

 0,71; 0,70 بحٌث   0f  . 

 . فً نقطتٌن وٌمسّ المنحنى ٌشمل النقطة ٌقبل مماسا إثبات أنّ المنحنى

لدٌنا معادلة المماس  Tمن الشكل  :    0 0 0'y f x x x f x   

   0;1A T معناه     0 0 01 ' 0f x x f x   وتكافئ 
2 2

0 0
0 2

0 0

ln 2 ln
1 1

x x
x

x x

 
    

 
 

 fC  : 1y 

   f x f x 

  0f x 

.5 fC T 0;1A fC

        e               0                   e  x 

       +          0                                0      +  'f x 

1                                               
2e

e


  

     
2e

e


           1 

 

 f x 

وتكافئ 
2 2

0 0

0 0

ln 2 ln
0

x x

x x

  
  

 
 وتكافئ 

2

0

0

2ln 2
0

x

x

 
 2 وتكافئ

0ln 1x  2 ومنه

0x e 



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0xأي  e 0 أوx e  . إذن fC ٌقبل مماسٌن ٌشملان النقطة  0;1A عند النقطتٌن اللتٌن فاصلتٌهما e و 

e ولدٌنا  1
'f e

e
  و   1

'f e
e

   أنّ المنحنىإذن المماسان متوازٌان وبالتالً هما متطابقان أي

ٌقبل مماسا T ٌشمل النقطة  0;1Aوٌمسّ المنحنى  fC فً النقطتٌن اللتٌن إحداثٌتٌهما  ;e f e و 

  ;e f e . 

كتابة معادلةالمماس T. 

    'y f e x e f e  ومنه 
1

1y x
e


 . 

 fC

 . والمنحنىرسم المماس 6.

المناقشة بٌانٌا، وحسب قٌم الوسٌط الحقٌقً 7.

 : عدد حلول المعادلة

حلول المعادلة هً فواصل نقط تقاطع fC والمستقٌم 

1yذي المعادلة  mx . 

إذا كان 
1

m
e

 فإنّ المعادلة لٌس لها حلول . 

إذا كان 
1

m
e

 فإن المعادلة تقبل حلٌن مضاعفٌن . 

إذا كان 
1

0m
e

  فإن المعادلة تقبل أربعة حلول . 

0mإذا كان  فإنّ المعادلة تقبل حلٌن . 

 

 

 

 T fC

m

  1f x mx 

(Cg)

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

 .: حٛثاندانح انعددٚح نهًرغٛسّ انحمٛمٙ 

 . دالة زوجٌةتبٌٌن أنّ  (أ

xمن أجل   لدٌنا x  . 

ولدٌنا 
 

 
2 2ln ln

1 1
x x

h x h x
x x


     


 

 

 

2

2

ln
1 ; 0

ln
1 ; 0

x
h x x

x

x
h x x

x


  


   
 

ومنه
   

   

; 0

; 0

h x f x x

h x f x x

  


 

 

إذن hC ٌنطبق على  fC فً المجال  ;0 ّوبما أن h ّزوجٌة فإن  hC متناظر بالنسبة إلى حامل محور 

 .التراتٌب

.8 hx 
2ln

1
x

h x
x

 

h


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لدينا     xxxf 319ln 2  . 1.   حساب النهاية    
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  لأن المشتقة موجبة  متزايدة على f. ج
 جدول تغتَات

 
 

 لدينا .2    xxfxg . 

إثبات النهاية  -  أ 
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إثبات عبارة المشتقة.ب    1
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298إشارة المشتقة من إشارة البسط .  ج xو التي تنعدم عند  
3
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
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أ  إثبات أن  .3  0xg تقبل حلا وحيدا 84,283,2 حيث     حساب  005,083,2 gو    001,084,2 gبما أن الدالة مستمرة و متناقصة على المجال   84,2;83,2 فحسب مبرىنة القيم
  المتوسطة للمعادلة حل وحيد 

استنتاج إشارة -ب xg:   

يجًىػخ انًتًٍز )جىانٍم أخًذ أسبيخ(
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تحديد وضعية -ج 
fC بالنسبة للمنصف الأول 

  : من إشارة xg 
 

 

نعتبر .4   xxk 6lnو   التمثيل البياني للدالة   k  
إثبات أن .     أ صورة للمنحتٌ الدالة xx ln بتحويل نقطي  بسيط   xxk 6lnيعتٍ أن   xxk ln6ln   أي أن    

صورة المنحتٌ الدالة xx ln  بتحويل نقطي عبارتو التحليلية
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
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حساب  .    ب    xkxf
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التفستَ البياني أن المنحتٌ . ٌمقارب للمنحت  

fC جهة .

 
: دالة فردية fإثبات أن .أ.5

 

0مجموعة تعريفها متناظرة بالنسبة الى   و 

  

       xxxxxf 319ln319ln 22
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   xfxf  و منو الدالة فردية محققة . 
إنشاء المنحتٌ  من ما سبق  نستنتج أن .ب 

fC 
 Oمتناظر بالنسبة للمبدأ  
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 : ثم عند   عند  g. تحديدّ نهاية 1

 لدينا  -   2 2 21
x x x

xg x e e e e
 

    
 

و  
2

2

lim 0

lim 1 1

x

x

x

x

e

e











  
   
  

ومنه     lim 0
x

g x 


 . 

 تًبسٌٍ يمتشخخ )إثشاهٍى وػهً خسٍٍ(
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 لدينا  -   2 2 1
x x

x xg x e e e e
 

    
 

و     
2

lim

lim 1 1

x

x

x

x

e

e







  

  

    
  

ومنه     lim
x

g x


  . 

. ايجاد 2 'g x : 

لدينا  -   2

x

xg x e e   ومنه     2 2 2 2
1 1

' ' ' 1 2
2 2

x x x x

x xg x e e e e e e
   

        
   

 . xوذلك من اجل كل 

 :gدراسة اتجاه تغير -   

ندرس إشارة   -  'g x  على  

وبما ان    2 2
1

' 1 2
2

x x

g x e e
 

  
 

21فان اشارتها من إشارة   2
x

e
 
 

 

 على  

21لدينا   -  2 0
x

e   2من اجل
1

2

x

e   ومنهln 2
2

x
   2ومنهln 2x   

 وبذلك متزايدة تماما على المجال    ; 2ln 2  

و متناقصة تمام على المجال     2ln 2;  

تشكيل جدول تغيرات   - g x: 

 
 

1 1
2 4

ln lnln 2 2ln 22ln 2

1 1 1

2 4 4

g e e e e     

  

   

.  احسب  3 0g ثم استنتج  إشارة g x  قيم  حسبx   الحقيقية: 

     0 00 1 1 0g e e       و من جدول تغيراتg   نستنتج إشارة g x   

إذا           لدينا    
 

 

 
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 


 

  

   الجزء الثاني :

معرفة على fلدينا الدالة 


حيث      2ln | |
x

xf x e e    و C. تمثيلها البياني 
 

 :  0و عند    ،  عند  عند  f. تحديد نهاية  الدالة 1

لدينا  -   2ln | |
x

xf x e e    ومنه     lnf x g x  من اجل كلx   

لدينا  -  lim 0
x

g x 


  ومنه lim 0

x
g x 


 وبذلك   lim lim ln

x x
f x g x

 
  . 
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لدينا  -  lim
x

g x


   ومنه lim
x

g x


  وبذلك   lim lim ln
x x

f x g x
 

  . 

لدينا  - 
0

lim 0
x

g x


  ومنه 
0

lim 0
x

g x 


 وبذلك   

0 0
lim limln
x x

f x g x
 

  . 

. حساب2 'f x: 

xلدينا من اجل كل     فان   lnf x g x  ومنه 
 

 

'
'

g x
f x

g x
  

إشارة  -   'f x :  

  اذا             

     

 

   

' 0 / ; 2 ln 2 0 ;

' 0 / 2 ln 2

' 0 / 2 ln 2 ; 0

f x x
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     


  


  

 

 : f. استنتج اتجاه تغير3

من إشارة   'f x  نستنتج انf  متناقصة تماما على المجال 2ln 2 ; 0 

متزايدة تماما على كل من المجالين  و  ; 2ln 2   و 0 ; . 

 :  fتشكيل جدول تغيرات  -  

 -    
1

2ln 2 ln 2ln 2 ln 2ln 2
4

f g      

. إيجاد فاصلة تقاطع 4 C :  مع محور الفواصل 

نحل المعادلة  -            0f x   في  

   0f x   2  تكافئln | | 0
x

xe e   2ومنه| | 1
x

xe e   ومنه
 

 

2

2
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1 / ;0

x

x

x

x

e e x

e e x


    


    

 

 -  
2

2 2 1 0 / ;0
x x

e e x
 

      
 

ومنه  
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2 1 0 /

/ ;0
x

t t t

t e x




    


  

 

     21 4 1 1 3        ومنه المعادلة لا تقبل حلول في المجال ;0 

-  
2

2 2 1 0 / 0;
x x

e e x
 

      
 

ومنه   
 2

2 1 0 /

/ 0;
x

t t t

t e x




    

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-   21 4 1 1 5      ومنه
1 5

1 2

1 5

2

t

t



 



 

 

1ومنه   52
2

x

e   ومنه 1 5

2
2lnx   

 

وبذلك  C   يقطع محور الفواصل في النقطة  1 5

2
2ln ;0 . 

التحقق أنه من أجل كل  -.   أ(5 0;x     لدينا  2ln 1
x

f x x e
 

   
 

  : 

من اجل كل  -  0;x   2فان 0
x

xe e   2ومنه 2 21
x x x

x x xe e e e e e
 

     
 

 

ومنه    2 2 2ln 1 ln ln 1 ln 1
x x x

x xf x e e e e x e
        

             
       

  

وبذلك      2ln 1
x

f x x e
 

   
 

 . 

استنتاج أن المستقيم  -ب(     D  الذي معادلتهy x   مقارب للمنحني C  بجوار : 

2limبما ان  -  1 1
x

x
e



     2ومنهlim ln 1 0

x

x
e




 
  

 
وبذلك     lim 0

x
f x x


   

المستقيم ومنه    D  الذي معادلتهy x   مقارب للمنحني C  بجوار  

دراسة وضعية  -جـ(     C  بالنسبة للمقارب D : 

ندرس إشارة الفرق  -  f x x    على  

لدينا     
2

2 2 2
| |

ln | | ln | | ln ln ln | 1|

x
x x xx

x x x

x

e e
f x x e e x e e e e

e


          

ومنه إشارة الفرق  f x x    2من إشارة| 1| 1
x

e
 
  

 
 . على   

لدينا  

2

2

2
2 2

2 2

1 1

| 1| 1 2

| 1| 1 | 1| 1

x

x
x x

x x

e
e

e e

e e




 

 

 
  

       
    

و بما ان  
2

2

0

| 1| 1

x

x

e

e







 

xمهما كان    

وبذلك إشارة الفرق  f x x     2من إشارة 2
x

e
 
 

 
 . على  

2لدينا  2 0
x

e


   2من اجل 2
x

e


  ومنهln 2
2

x
  

  ومنه       C  يقع فوق D  في المجال ; 2ln 2  

2lnوبذلك  2x     
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و اسفله في المجال          2ln 2 ;0 0 ;  

ويتقاطعان في النقطة          2ln 2 ; 2ln 2   
     

التحقق أنه من أجل كل  -.   أ(6 ;0x    لدينا  2ln 1
2

x
x

f x e
 

   
 

 : 

من اجل كل  -  ;0x   2فان 0
x

xe e   2ومنه 2 2 21
x x x x

x xe e e e e e
 

     
 

 

   

ومنه  2 2 2 2 2ln 1 ln ln 1 ln 1
2

x x x x x
x

f x e e e e e
        

               
         

  

وبذلك       2ln 1
2

x
x

f x e
 

   
 

 . 

استنتج ان المستقيم -ب(       الذي معادلته
2

x
y  بجوار مقارب للمنحني : 

2limبما ان  - 1 1
x

x
e


     2ومنهlim ln 1 0

x

x
e



 
  

 
وبذلك     lim 0

2x

x
f x


  

المستقيمومنه    الذي معادلته
2

x
y  بجوار مقارب للمنحني . 

 بالنسبة للمقارب ادرس وضعية ثم  -جـ(      : 

ندرس إشارة الفرق  -  
2

x
f x

 
 

 
  على  

لدينا   
2

2 2 2 2

2

| |
ln | | ln | | ln ln ln |1 |

2 2

x
x x x xx

x x

x

x x e e
f x e e e e e e

e

  
          

 
 

ومنه إشارة الفرق  
2

x
f x

 
 

 
1|2من إشارة   | 1

x

e
 

  
 

 . على   

لدينا  

2

2

2
2 2

2 2

1 1

|1 | 1 2

|1 | 1 |1 | 1

x

x
x x

x x

e
e

e e

e e

 
  

       
    

  

و بما ان 
2

2

0

|1 | 1

x

x

e

e



 

xمهما كان    
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وبذلك إشارة الفرق 
2

x
f x

 
 

 
2من إشارة    2

x

e
 

 
 

 . على  

2لدينا  2 0
x

e    2من اجل 2
x

e   ومنهln 2
2

x
  2وبذلكln 2x    

يقع اسفل    ومنه   في المجال   ; 0 0 ;2ln 2 

في المجال   فوقهو     2ln 2 ;  

ويتقاطعان في النقطة   2ln 2 ; 2ln 2       

،  . رسم 7 D و   في المعلم السابق : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  C 

( تكافئ  1التحقق ان المعادلة ) -أ(           .8 f x m x : 

لدينا     
 

1

12ln | | 0
x m

x m
e e

 
       تكافئ

1

2ln | | 0
x xm

x xme e


   تكافئ  2ln | | 0
x

mx xe e e   

تكافئ      2ln ln | | 0
x

mx xe e e      2تكافئln | | 0
x

xm x e e     2تكافئln | |
x

xe e m x   تكافئ f x m x. 
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 ( :1استنتاج بيانيا عدد واشارة حلول المعادلة ) -ب(  

( تكافئ1لدينا ) f x m x تكافئ y f x

y m x

 




yوالمستقيم ( هي فواصل نقط تقاطع 1ومنه حلول )  m x 

من البيان نستنتج : عندما  1
2

;x ( تقبل حلا موجبا .1فان المعادلة ) 

عندما     1
2
;1x( تقبل حلين مختلفين في الإشارة  .1فان المعادلة ) 

عندما     1;x ( تقبل حلا سالبا .1فان المعادلة ) 

   C

  تًسٌٍان

つづく

  

03

:  الجزء الأوّل
2( ) 2 ln( 1)g x x x  

 : حساب النهايات ( 1

 )*

1
lim ( )
x

g x  ّلأن ، :
1

2

1

lim (2 ) 1

lim ln( 1)
x

x

x

x
 .  

) لمنحنيلــموازي لحامل محور التراتيب مقارب   1x: المستقيم ذو المعادلة  )
g
C  بجوار . 

 )*lim ( )
x

g x  ّ2 : ، لأن

lim (2 )

lim ln( 1)
x

x

x

x
 . 

 :  gدراسة إتجاه تغير الدالة ( 2

: الدالة المشتقة *( 

2
( ) 1

1
g x

x
: أي ،  

1
( )

1

x
g x

x
 . 

): كون ت 1xمن أجل كل أنّه نلاحظ  ) 0g x   ، الدالة : و منهg  1متناقصة تماما على; . 

 : جدول التغيرات *( 

 

 

 

  

 

 

                                          

 :  g(2)حساب ( 3

 (2) 0g  سنلخص إشارة ،( )g x  في الجدول التالي : 

 

 2 1 x 

  ( )g x 

 

 1 x 

 
 ( )g x 

 

 

 

 

 

  

 

( )g x 

كتبثخ الأستبر )ثهمبسى ػجذ انشصاق(  



حلول المسائل

つづく

مسائل المستوى الرابع

78

): لدينا ( 4 ) 1g x  تكافئ :( ) 1g x  أو ،( ) 1g x . 

1، وَ  ;0مستمرة و رتيبة ، و صورة هذا المجال هي  g، الدالة  2;1على المجال *(  0;  ، 

):إذن المعادلة  ) 1g x  ( .حسب مبرهنة القيم المتوسطة)،  2;1من المجال  تقبل حلا وحيدا 

1  وَ  ، 0;مستمرة و رتيبة ، و صورة هذا المجال هي  gالدالة :  ;2على المجال*(  ;0  ، 

)إذن المعادلة      ) 1g x  ( .حسب مبرهنة القيم المتوسطة)،   ;2من المجال  تقبل حلا وحيدا 

:     نحسب *( 

(1,70) ....

(1,71) ....

g

g
1,70 : و منه   1,71       ،

(2,37) ....

(2,38) ....

g

g
2,37: و منه   2,38 . 

  

)كتابة معادلة المماس ( 5 ) ، أي عند النقطة  1عند النقطة ذات الترتيبة  ( ;1)A   :

( ) : ( )( ) ( )y g x g  أي ، :

1
( ) : ( ) 1

1
y x  ، 

  :و منه 

21
( ) : 1

1 1
y x  

  حصر العدد  *(  

2

1
  : 

1,70: لدينا  : ، أي  1,71
22,89 : ، أي  2,92

24,59 4,63.....(1) . 

1,70 : لدينا  0,70: ، أي  1,71 1 : ، أي  0,71

1 1 1
.....(2)

0,71 1 0,70
 . 

: نجد ( 2)في ( 1)بضرب 

24,59 4,63

0,71 1 0,70
: ، و منه  

2

6,46 6,61
1

 . 

)إنشاء ( ب )و المنحني  ( )
g
C  : 

 

 : المناقشة البيانية ( ج

:  1xلدينا من أجل كل 

2
2 2ln( 1)

1
x x m  ، 

: أي 

2
2 2ln( 1)

1
x mx xx 

 

 

: أي 

2
( ) ( 1)

1
g x x m  و منه ، :

1
( ) ( )

1
g x x m . 

: و لدينا 

21
( ) : 1

1 1
m

y x

 : ، و منه المناقشة تكون كالتالي  

: إذا كان *(  

2

1
1

m  فإنّ المعادلة تقبل حلين متمايزين. 

: إذا كان *( 

2

1
1

m  فإنّ المعادلة تقبل حل وحيد. 

: إذا كان *( 

2

1
1

m  فإنّ المعادلة لا تقبل حلول. 
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):  الجزء الثاني ) 1 2ln( 1) 3 2ln( 1)f x x x x x . 

: نعلم أنّ ( 1

2 2 2( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 2 ln( 1) 1 2 ln( 1) 1g x g x g x x x x x  ، 

: فإنّ  1xو منه من أجل كل عدد حقيقي 

2
( ) 1 1 2ln( 1) 3 2ln( 1)g x x x x x  

): )و بحكم  ) ( )a b a b  أي ، :

2
( ) 1 1 2ln( 1) 3 2ln( 1)g x x x x x . 

: و عليه 

2
( ) ( ) 1f x g x . 

: نستعمل الشكل  : )حساب النهايات ( 2

2
( ) ( ) 1f x g x. ) 

 )*

2

1 1
lim ( ) lim ( ) 1
x x

f x g x  ّلأن ، :

1
lim ( )
x

g x . 

 )*

2
lim ( ) lim ( ) 1
x x

f x g x  ّلأن ، :lim ( )
x

g x . 

)حساب ( أ( 3 )f x  نستعمل الشكل : ) ;1من أجل كل عددي حقيقي من :

2
( ) ( ) 1f x g x ) 

( ) 2 ( ) ( )f x g x g x  إشارة : ، و منه( )f x  من إشارة( ) ( )g x g x . 

 

  2 1 x 

   ( )g x 

  
 ( )g x 

  
 ( ) ( )g x g x 

 

 . ;2، و متزايدة على المجال  2;1متناقصة على المجال  fالدالة ( ب

 : جدول التغيرات *( 

 

   

 

 

 

 

                                      2  1 x 
  

 ( )f x 

  

 

 

1 

  

 

( )f x 

 

)تقاطع المنحني نقط ( 4 )
f
C  مع حامل محور الفواصل : 

)نحل المعادلة *(  ) 0f x  أي ، :

2
( ) 1 0g x   أي ، :

2
( ) 1g x   و منه ، : 

( ) 1

( ) 1

g x

g x
  

): إذن  . x، أو   x : و عليه  )
f
C  يقطع حامل محور الفواصل في النقطتين : ( ;0)A  َو ( ;0)B . 
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 : اء ـــالإنش*( 

 

 

 

): لدينا ( 5 ) (cos 2lncos )( 2 cos 2lncos )h x x x x x . 

): نلاحظ أنّ ( أ    ) (1 cos )h x f x  و منه ، :h f u  حيث ، :( ) 1 cosu x x . 

 

 ( ب 

: حساب النهاية *( 

2 2

lim ( ) lim (1 cos )
x x

h x f x ّ2:  ، لأن

1

lim (1 cos ) 1

lim ( )

x

x

x

f x
 . 

)المنحني : التفسير الهندسي *(  : يقبل مستقيم مقارب موازي لحامل محور التراتيب معادلته  (

2
x . 

)لدينا :  hإستنتاج إتجاه تغيّر الدالة *(  ) (1 cos )h x f x . 

;0من أجل كل  -   
2

x  0: ، يكون cos 1x  1: ، أي 1 cos 2x  1: ، ومنه cos 1;2x  

 

 . 2;1متناقصة على  fو الدالة   

1و من جهة أخرى لدينا الدالة  -     cosx x  0متناقصة على;
2

 . 

;0متزايدة على المجال  hالدالة : و منه 
2

 .، و ذلك حسب مبرهنة إتجاه تغيّر دالة مركبة  

 :  hجدول التغيرات للدالة ( ج

 

 )*(0) (1 cos(0))h f  ، 

 : أي      

            (0) (2) 1h f 

 

 

 

 

 

 2
 0 

x 

  

 

 

 

1 

 

 

( )h x 
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 :اء ـــالإنش*( 
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04

 

 
 

 

I 1 

;gD     
 

   lim lim 1 0 1 1x

x x
g x x e

 
     





   lim lim 1 1x

x x
g x x e

 
       

g   1xg x e x  


 

 g x 1x xe 

 ; 1x    0g x g 

 1;x    0g x g 

  11 1 1,37g
e

      

2 

 0,567 0, 22g   0, 568 0,0006g    0, 567 0,568 0g g  

g 0,567;0,568 

  0g x 0, 567 0, 568  

3 

g 

;x      0g x ;x      0g x  

g

  0g x 

 g x

استؼذ نهجكبنىسٌب يغ تىايً )تىايً ػًش(
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II 1 
2

2 lnx xef x x
x x

 
  

 
 

0x x x   
2

2 lnln
x

x e xf x e x x
x


 

    
 

 
2

2 lnx xef x x
x x

 
  

 
 

  lim
x

f x


 

 
2

2 lnlim lim
x

x x

xef x x
x x 

 
    

 
2lim lim

x

x x

e x
x 
  

lnlim 0
x

x
x

 

2  

h ;0   lnxh x e x   

  1 0xh x e
x

   h ;0 

 1, 3 0,01h   1,4 0,08h      1,4 1, 3 0h h    

  0h x  1,4; 1, 3   
 

  

x 0;   lnxe x 1 0;S    
x ;0h  0h   lnxe x  

 2 ;S   lnxe x  3 ;0S  

3 


     2 lnxf x e x g x
x

   

f 0      112 ln 2 ln
x

x x x x ef x e x e e x
x x

          
    

     2 lnxf x e x g x
x

   

  

 f x 

   ; 0;x      0f x f 

   , 0 ;x     0f x f 

4 
21f  


   
 

 

0x 

 ln 0xe x  

f

   2
lnxf x e x    2

(1).. ln. f e   

  0g  1 0e  
1e


ln  (2)... 

(2)(1) 
21f  


   
 

 
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  

0, 567 0, 568 
1 1 1

0, 568 0, 567
 

11,761 1,764


  


11, 761 0,567 1,764 0, 568


    
12, 328 2, 331


    5,42 5,43f   

 

 f 210

 

5 
 

 

 

 

6 

ln 0xe x m  lnxm e x 
 

lnx

m f x

e x

 





 
   ;0 0;

m f x

x 

 


  
 

 fC 

 ;0m  
0m  

 0;m f     

 m f  

  ;+m f     

 

f

 
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I- الدّالة g معرّفة على ًكما ٌل  :   1 xg x x e . 

 .g دراسة تغيّرات الدالة -1

   lim lim 1 lim 0x x x

x x x
g x x e xe e

  
     

   lim lim 1 x

x x
g x x e

 
    ّلأن lim 1

x
x


   و lim x

x
e


 . 

 :x ولدٌنا من  جل كل عدد حقٌقً تقبل الإشتقاق على gالدالة 

   ' 1x x xg x e e x xe    

0xeلدٌنا من  جل كل عدد حقٌقً ،   ومنه إشارة  'g x هً نفس إشارة x على . 

من  جل  ;0x   ، ' 0g x  

من  جل  0;x   ، ' 0g x  و  ' 0 0g  

 متناقصة تماما على المجال gإذن الدالة  ;0 ومتزاٌدة تماما على المجال  0;. 

 .gجدول تغيرات الدالة 

 0  x 

 + 0      'g x 

 0 

 

     1 

 

 g x 

x : تبيين أنّه  من أجل كل عدد حقيقي-2 1 1 0xx e  . 

x ،لدٌنا من  جل كل عدد حقٌقً  1g x   معناه  1 1xx e   ي   1 1 0xx e   

II- الدّالة f 0 معرّفة على;   ًكما ٌل  :
 

 

1
; 0

0 1

xe
f x x

x

f








 



. 

;0 مستمرة على f أ ـ تبيين أنّ -1  . 

1xxلدٌنا الدالة  e  مستمرة على المجال  0; والدالة x x مستمرة على المجال  0; 

وهً لاتنعدم على هذا المجال إذن حاصل قسمتهما ٌكون دالة مستمرة على المجال  0; ي الدالة  f 

مستمرة على المجال  0;. 

ولدٌنا    
0 0

1
lim lim 1 0

x

x x

e
f x f

x 
 


   ومنه الدالة f 0 مستمرة على ٌمٌن. 

;0 مستمرة على fوبالتالً الدالة   . 

ب ـ حساب  lim
x

f x


. 

 
1 1

lim lim lim
x x

x x x

e e
f x

x x x  


     

 انًىضىع انًمتشح انشاثغ ػشش )يصطفبي ػجذ انؼزٌز(
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;0 من x أ ـ التحقّق أنّه  من أجل كل عدد حقيقي -2   : 
 

2

1 1
'

xx e
f x

x

 
. 

لٌكن  0;x  . 

 
   

2 2

1 1 1
'

x x xxe e x e
f x

x x

   
  

 . fب ـ استنتاج اتجاه تغيّر الدّالة 

لدٌنا من  جل كل  0;x   ، 1 1 0xx e   2 و 0x  إذن من  جل كل  0;x  :

 ' 0f x  وبالتالً الدالة f 0 متزاٌدة تماما على المجال;   . 

 .fجدول تغيّرات الدالة 
 0 x 

    + 'f x 

 
 

1 

 

 f x 

III - n 1 عدد طبٌعً حٌثn  ؛nf 0 الدّالة المعرّفة على;  بـ  : 
1

ln
x

n

e
f x n x

x


 . 

و nC منحاها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

;0 على nf دراسة اتجاه تغيّر الدالة -1  . 

;0 هً مجموع دالتٌن متزاٌدتٌن تماما على المجالnfالدالة   (  الدالةfوالدالة lnx n x ) 

;0 متزاٌدة تماما على nfإذن الدالة   . 

 حساب -2 
0

lim n
x

f x




 و  lim n
x

f x


. 

 
0 0

1
lim lim ln

x

n
x x

e
f x n x

x 
 


    ّلأن  

0

1
lim 1

x

x

e

x



 و 

0

lim ln
x

n x




  

 
1

lim lim ln
x

n
x x

e
f x n x

x 


    ّلأن  

1
lim

x

x

e

x


  و lim ln

x
n x


  

 دراسة الوضع النسبي للمنحنيين -3 nC و  1nC . 

     1

1 1
1 ln ln ln ln ln ln

x x

n n

e e
f x f x n x n x n x x x x

x x


  
          

 

   1 0n nf x f x   ًتعن ln 0x  1  يx  

   1 0n nf x f x   ًتعن ln 0x  1  يx  

   1 0n nf x f x   ًتعن ln 0x  0  ي 1x  

 1 0 x 
 + 0     1n nf x f x  

 

      1nC 
 فوق  nC                1nC 

 تحت  nC 

 
 الوضعٌة النسبٌة

 1nC 
 و  nC ٌتقاطعان فً النقطة ذات الإحداثٌتٌن  1; 1e . 

 . يطلب تعيين إحداثيتيهاB تبيين أنّ جميع المنحنيات تمر من نقطة ثابتة-4

 لدٌنا nمن  جل كل عدد طبٌعً  1 1nf e  وعلٌه  1; 1B e . 

ّ

つづく
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0,4;0,3 من 1أ ـ تبيين انه  يوجد عدد حقيقي وحيد - 5   بحيث  1 1 0f  . 

;0 مستمرة ومتزاٌدة تماما على 1fالدالة    وبالخصوص على المجال  0,3;0,4 و  1 0.3 0.03f  

 ، 1 0.4 0.31f  ي      1 10.3 0.4 0f f ٌّم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد   إذن حسب مبرهنة الق

10,4;0,3 من المجال   بحٌث   1 1 0f  . 

1n حيث nتبيين أنّه  من أجل كل عدد طبيعي  ب ـ  ّفن   : 1 0nf  . 

     
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
ln ln ln ln 1 lnn

e e
f f n n n

 

      
 

  
         

 
 

لكن  1 1 0f   ومنه     1 11 lnnf n   

1nلدٌنا من  جل كل   ،1 0n   ّ10  وبما  ن 1  ّففن 
1ln 0  إذن   11 ln 0n   

 ي  1 0nf   .(  ٌمكن استعمال عدة طرق). 

1;1 من n تبيين أنّه يوجد عدد حقيقي وحيد   بحيث   0n nf  . 

 مستمرة ومتزاٌدة تماما على nfالدالة  0; وبالخصوص على  1;1 و  1 1nf e  

ولدٌنا  1 0nf   إذن    11 0n nf f  ًومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌق  

1;1 من nوحٌد    بحٌث   0n nf  . 

1;0 من x أ ـ تبيين أنّه  من أجل كل-6   :
1

1
xe

e
x


 . 

1;0 متزاٌدة تماما على المجال fلدٌنا الدالة    إذن من  جل كل  0;1x  لدٌنا    1f x f 

ومنه   1f x e  ي  
1

1
xe

e
x


 . 

1n حيث nب ـ استنتاج أنّه  من أجل كل عدد طبيعي   : 
1

ln n

e

n



 ّثم  

1 e

n
n e



. 

لدٌنا  0;1n  ومنه 
1

1
n

n

e
e






  

ولدٌنا   0n nf   معناه 
1

1

1

1
ln 0

e
n







  ومنه 

1

1

1

1
ln

e
n







  

إذن 
1ln 1n e   وتكافئ 

1

1
ln

n

e
 


  وبالتالً 

1 e

n
n e



. 

جـ ـ إيجاد نهاية المتتالية  n. 

لدٌنا 
1

1
e

n
ne 



  ولدٌنا  
1

lim 1
e

n

n
e




 إذن حسب النهاٌات بالمقارنة نستنتج lim 1n

n



 . 
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f، ىعتبر الدال٘مً أجل نل عدد حكٔكٕ مْجب تماماً  المعسّف٘ علٙ المجال 

1
;



 
  
 

ِـ  :ب

   ln 1f x x x    . 

 C٘الميخيٙ المنجل للدال f في المطتْٖ الميطْب إلى المعله المتعامد ّالمتجاىظ  ; ,O i j
 

. 

ّّل  :اتدصٛ الأ

ّٔس الدال1٘. f ادزع اتجاِ تػ . 

لٔهً 

ًّلٔه 

1
;x



 
   
 

 : 
2

'
1 1

x
f x

x x


 


 


  

 
. 

لدٓيا مً أجل نل

1
;x



 
   
 

 ،1 0x  ُّمي  : ' 0f x ِ0 معياx  ؛  ' 0f x ِمعيا 

 0;x  ّ ؛ ' 0f x ِمعيا 

1
;0x



 
  
 

f؛ ّعلُٔ فالدال٘ متصآدٗ تماماً علٙ المجال 

1
;0



 
 
 

ّمتياقص٘ تماماً علٙ المجال 0;. 

:  مْجب تماماً ٓهxٌْ اضتيتج أىُّ مً أجل نل عدد2. ln 1x x  . 

fالدال٘ متياقص٘ تماماً علٙ المجال  0;ٌ0 ّميُ إذا ناx ٌّ  فإ   0f x f  ٖأ 

 ln 1 0x x   ِّمعيا  ln 1x x  إذاً مً أجل نل  0;x  ، ln 1x x  . 

ٌّ نل الميخئات3. ًّٔ أ  ب Cُٓطلب تحدٓد إحداثَٔٔا  . تتكاطع في ىكط٘ 

لدٓيا مً أجل نل 

 ، 0 0f  ُمً أجل نل:  ّمي 

 ، O  C. 

 :اتدصٛ الجاىٕ

ًّٔ أىُّ مً أجل نل عدد طبٔعٕ غير معدّو2. باضتعنال الطؤال1. ّّل، ب : ٓهٌْ مً اتدصٛ الأ

 
1

ln 1 ln 


  . 

لٔهً 

ًّلٔه x 

حٔح 

1
x


؛ لدٓيا 

1 1
ln 1 ln ln ln 1


 

 

   
       

   
 معياِ

   ln 1 ln ln 1x     ّّل، ٓه2ٌْ. ّباضتعنال الطؤال  مً اتدصٛ الأ ln 1 ln x    ٖأ 

 
1

ln 1 ln 


  . 

n ،اضتيتج أىُّ مً أجل نل عدد طبٔعٕ غير معدّو2. 
1 1 1...ln 1 1
2 3

n
n

     . 

1
ln 2 ln1

1
  ؛ 

1
ln3 ln 2

2
  ؛ 

1
ln 4 ln3

3
  ؛... ؛ 

1
ln 1 lnn n

n
  ٙظه طسف إلى طسف نحصل عل 

 
1 1 1...ln 1 1
2 3

n
n

     . 

 فً انذوال انىسٍطٍخ وانًذيجخ )ثىشُبق ٌىسف( Top Mathsيجهخ 
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 اضتيتج3.

1 1 1...lim 1
2 3n n

 
    

 
.  

n ،لدٓيا مً أجل نل عدد طبٔعٕ غير معدّو 
1 1 1...ln 1 1
2 3

n
n

      ّلدٓيا  lim ln 1
n

n


   

إذاً 

1 1 1...lim 1
2 3n n

 
      

 
. 

ًّٔ إحداثٕٔ اليكط٘أ  4.  التي ٓهٌْ عيدٍا معامل تْجُٔ المناع للنيخيٙع 1Cّٖ1 ٓطا. 

معامل تْجُٔ المناع للنيخيٙ 1Cّٖٓهافئ 1 ٓطا  
1' 1f x 1 ّتهافئ

1

x

x





1x معياِ  x  ٖأ 

1

2
x   

1ّميُ

1 1 1 1
ln 1 ln 2

2 2 2 2
f
   
         
   

 إذاً

1 1
; ln 2

2 2

 
  
 

. 

 انتب معادل٘ للنناعب ـ ٙللنيخي  1C٘عيد اليكط ٙ؛ ثهّ أىػئ المناع ّالميخي 1C. 

1 1
ln 2

2 2
y x

 
    
 

1 أٖ ln2y x  . 

 احطب نلًا مً أ ـ5. 
1

1
lim

x
f x




ّ  
1lim

x
f x


ّٔسات الدال٘  ؛1f؛ ثّمػهّل جدّل تػ

    
1

1 1
lim lim ln 1

x x
f x x x

 
 

    ؛ 

      
 

1

ln 1
lim lim ln 1 lim 1

1 1x x x

x x
f x x x x

x x  

 
           

ٌّ ، لأ

 ln 1
lim 0

1x

x

x





ّ lim 1

1x

x

x
  


. 

 

 أزضهب ـ ٙثهّ الميخي 1C. 
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ِـالدال٘ المعسّف٘ علgٙ لتهً:اتدصٛ الجالح : ب   ln 1g x x x   . gC المعله ميخيَا المنجل في ; ,O i j
 

. 

 . عيد الصفسg ادزع قابلٔ٘ اغتكام الدال1٘.

لدٓيا 0 0g ؛ مً أجل نل  0;x   ،   ln 1g x x x  ّمً أجل نل ;0x   ،

   ln 1g x x x  . 

       

0 0 0

0 ln 1 ln 1
lim lim lim 1 0

0x x x

g x g x x x

x x x  
  

   
   


 ؛

       

0 0 0

0 ln 1 ln 1
lim lim lim 1 0

0x x x

g x g x x x

x x x  
  

   
   


 ؛

لدٓيا إذاً

       

0 0

0 0
lim lim 0

0 0x x

g x g g x g

x x 
 

 
 

 
 . تكبل الاغتكام عيدالصفس ّميُ الدال٘

xلدٓيا مً أجل نل  ،x ّ        ln 1 ln 1g x x x x x g x         ٘إذاً الدال 

لدٓيامً أجل نل 0;x   ،     
1ln 1g x x x f x   

 0;أماّ في المجال  ;0بالتياظس باليطب٘ إلى محْز التراتٔب، ٓسضه . 

 

 

 

 

 

 

 

g

ًّٔ نٔف يمهً إىػا2ٛ.  ب gCٙاعتناداً عل  1C؛ ثهّ أزضه gCفي المعله  ; ,O i j
 

. 

gالمعله ٌّ  شّجٔ٘ ّبما أ ; ,O i j
 

ٌّ الميخيٙ  متعامد فإ gCٓهٌْ متياظس باليطب٘ إلى محْز التراتٔب . 

 إذاً  gCٙٓيطبل عل  1Cفي المجال 

 gC
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من  xلدينا من أجل كل  0;  : 
2 1

ln
2

m

x
f x m x


  . 

: حساب ( 1 lim m
x

f x


 : 
2 2

2

1 ln 1
lim lim ln lim 1 2

2 2 2 2
m

x x x

x x x
f x m x m

x  

   
          

  
. 

: لأن   
2

lim
2x

x



 
  

 
و  

2

ln
lim 0

x

x

x

 
 

 
: ومنه .   lim m

x
f x


  . 

: حساب ( 2 
0

lim m
x

f x


: لدينا ( : mحسب قيم : ) 
2

0

1 1
lim

2 2x

x



 
  

 
و   

0
limln
x

x


  . 

0m  :: إذا كان  –أ : ومنه  
0

lim m
x

f x


  . 
0m: إذا كان  –ب              : 

0

1
lim

2
m

x
f x


  . 

0m  :: إذا كان  –ج           
0

lim m
x

f x


  . 

قابلة للإشتقاق على  mfالدالة ( 3 0;  و دالتها المشتقة هي : 
2

m

m x m
f x x

x x

    . 
  عند استنتاج جدول التغيرات للدالةmf  نميز ثلاث حالات : 
من  xمن أجل كل :  0mحالة  -أ 0;  :  0 mf x  
 
       
       . 

 
      

0mحالة  –ب       : من أجل كلx  من 0;  : 
2

0

1

2

x
f x


  و ، 0f x x   . ومنه : 

 
     

 0 x 
  mf x 

 
 

 
 mf x 

 
 

من  xمن أجل كل :  0mحالة  –ج      0;  : إشارة mf x  2: من إشارةx m  أي :x m

x m

 


 
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 :و عليه 

     
 
 
 
إثبات وجود منحني وحيد ( 4 mC  0يشمل النقطةM : 

النقطة : لدينا     0 0 0;M x y  0: حيث 0x  ومنه ،mf  0معرفة عندx  ولدينا من جهة أخرى المنحني ، mC  يشمل
النقطة  0 0 0;M x y  أي : 0 0mf x y  . و عليه :

2

0
0 0

1
ln

2

x
m x y


    أي : 

2

0
0 0

1
ln

2

x
x m y


  

: أي   
2

0 0
0

1 2
ln

2

x y
x m

 
  و عليه ، :

2

0 0

0

1 2

2ln

x y
m

x

 
  . ومنه يوجد حل وحيد هو :

2

0 0

0

1 2

2ln

x y

x

  . 
إذن نستنتج أنه يوجد منحني وحيد  mC  0يشمل النقطةM . 

إثبات أن جميع المنحنيات ( 5 mC  تشمل نقطة ثابتةA  مع تعيين إحداثياها : 
جميع المنحنيات ( 1ط mC  تشمل نقطة ثابتة معناه : 0 0mf x y  أي :

2

0
0 0

1
ln

2

x
y m x


   أي : 

2

0
0 0

1
ln 0

2

x
m x y


    معناه :

0

2

0
0

ln 0

1
0

2

x

x
y



 

 


0: أي  

0

1

0

x

y





ومنه جميع المنحنيات   mC   تشمل 1;0A 

نعلم )، ( في العبارة  mنعدم الذي هو مضروب في ) : أي  mلا تتعلق بـ  Aأي أن إحداثيات النقطة : أو كحالة خاصة 
: أن  ln 1 0. )  1نضع : أيx   و منه : 1 0mf   كل المنحنيات : ، إذن mC  تشمل النقطة 1;0A . 
: رسم كلا من ( 6 0C  و 4C  ، 1C   : باستعمال مبرمج:) (sine qua non  : 

 m   0 x 
   mf x 

  
 

 mf m 

 
 mf x 

    

(C0)

(C4)

(C-1)

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y
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لدينا من أجل  0;x  :    
2

lnkf x x x k x  . 
)  0من أجلk  يكون  :   

2

0 lnf x x x . 
 :  0fحساب نهايات الدالة  (1  

: نضع  (  *
2

x X

x X

 




0:  أي 

0

x

X




:  و منه 

       
2 22 2 2 2

0
0 0 0 0

lim lim ln lim ln lim ln
x x X X

f x x x X X X X
   

      
        

 

:     أي يكون  
2

0
0 0

0

lim lim 2 ln 0
x X

f x X X
 

  
   
   
 إذن ،  : 0

0
im 0l
x

f x


 . 

 )*    
2

0lim lim ln
x x

f x x x
 

   
 

:  ، إذن  0lim
x

f x


  . 
 :  0fدراسة إتجاه تغير الدالة  (2 

 قابلة للإشتقاق على 0fالدالة  (   * 0; و عبارة دالتها المشتقة هي  :   
2

0

1
1 ln 2lnf x x x x

x
      

:      أي    
2

0 ln 2lnf x x x   و منه  :   0 ln ln 2f x x x   . 
:      نضع  0 0f x  معناه  :ln 0x  أو ln 2 0x  1:  أيx  2 أوx e . 

:   في جدول تغيراتها 0fنلخص إتجاه تغير الدالة  (   *
             

:          لدينا  
 

2 2

0

0

4

1 0

f e e

f

  




 

 
كتابة معادلة المماس  (3  T  : 

:     لدينا       0 0:T y f e x e f e   أي  :   : 3T y x e e   لأن ،  : 

 

0

0

3f e

f e e

 




 . 

:     و منه   : 3 2T y x e  . 
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:  الإنشـاء  (4  
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
  
 
)  نعتبرk عدد حقيقي كيفي أي  :   

2
lnkf x x x k x  . 

 :  kfحساب نهايات الدالة  (1  
 )*     

2

0 0
lim lim 0lnk
x x

f x x x k x
 

   
 

:  ، لأن  
2

0
lim ln 0
x

x x


 و 
0

lim 0
x

k x


 . 
:   نميز حالتين النهاية عند  (  *

0kلما     -   :    
2

lim lim lnk
x x

f x x x k x
 

   
 

 لأن ،  : 
2

lim ln
x

x x


  و lim
x

k x


  . 
0kلما     -   :      

2 2
lim lim ln lim lnk
x x x

f x x x k x x x k
  

       
   

 . 
لنحسب  (2   kf x  : 

kf    الدالة   قابلة للإشتقاق على  0; و عبارة دالتها المشتقة هي  :   
2

ln 2lnkf x x x k    . 
ln: نضع  (   * x t 2:  أي تصبح 2t t k  لندرس إشارة هذا الأخير و ذلك حسب قيم k .  4: لدينا 4k k    
0kحالة -      :  1k  و منه المعادلة تقبل حلا مضاعفا هو 

0

2
1

2
t


   أي  :ln 1x   1:  و منهx e . 

:  و بالتالي تكون aإشارة كثير الحدود من إشارة المعامل :      إذن   0kf x  . 
:       أي جدول التغيرات في هذه الحالة يكون 

 هي نقطة  1eالنقطة ذات الفاصلة  :  ملاحظة    
                الإنعطاف للمنحني  1C . 

 



حلول المسائل

مسائل المستوى الخامس

94

 

0kحالة -      :  1يكونk  و منه المعادلة تقبل حلان هما  :
1

2 4 4
1 1

2

k
t k

  
     و 

2 1 1t k    
ln:    أي  1 1x k    و ln 1 1x k    1:  و منه 1

1

kx e   1 و 1

2

kx e   . 
:   في هذه الحالة يكون kf   و بالتالي جدول التغيرات للدالة 

 
 
 
 
 

0kحالة   -   :  1يكونk  و منه إشارة كثير الحدود من إشارة المعامل a و بالتالي تكون  :  0kf x  . 
:    أي جدول التغيرات في هذه الحالة يكون 

 
 
 
 

لدينا المماس  (3   kT عند النقطة kA أي 1 ذات الفاصلة   :

           : 1 1k k kT y f x f x   أي  :   : 1kT y k x k   لأن ،  : 

 

1

1

k

k

f k

f k

 




 

:      و منه يكون   :kT y k x و بالتالي المماس  kT يمر بالمبدأ O أي أن  kT هو المستقيم  kOA . 
دراسة وضعية المنحني  (4   kC بالنسبة لـ  kC   : 

:     لندرس إشارة الفرق    k kf x f x k x k x
   و منه  :     k kf x f x k k x

   . 
0xبما أن  (   *  فإن إشارة الفرق من إشارة  k k و بالتالي الوضع النسبي  للمنحنيين  kC و  kC   متعلقة 

      بإشارة  k k أي بمقارنة العددين k و k . 
الوضع النسبي للمنحنيين  (   * 2C

 و  3C
  : 

3:       لدينا  2   المنحني :  إذن حسب الدراسة السابقة فإن 3C
 يقع تحت المنحني  2C

 . 

: لدينا  (5     

 

; 0

0 0

k k

k

g x f x x

g

 


 
:    لنحسب      

 
2

2

0 0 0

ln
lim lim lim lnk k

x x x

g x g x x x k x
x k

x x  

 
    
 

 . 
 و المنحني 0 لا تقبل الإشتقاق عند kgالدالة : تفسير النتيجة   *(  

kgC  يقبل نصف مماس موازي لحامل محور 
O .  التراتيب عند المبدأ                      
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): لدينا  ) ln(1 )n
n
f x x x . 

): لدينا ( 1 ) ln(1 )
1n

x
h x n x

x
 . 

دراسة إتجاه تغيّر الدالة ( أ   
n
h  : 

)لنحسب *(  )
n
h x  :

2

1 ( 1)
( )

1 ( 1)n

x x
h x n

x x
: ، و منه  

2

1
( )

1 ( 1)n

n
h x

x x
 . 

): تكون  nو من أجل كل عدد طبيعي  x;1نلاحظ أنّه من أجل كل  ) 0
n
h x . 

إذن الدالة 
n
h  1متزايدة تماماً على; . 

(0)( ب 0
n
h  نلخص إشارة : ، إذن( )

n
h x  في الجدول التالي : 

 

 

 

 

( أ( 2
1
( ) .ln(1 )f x x x    َو

1
( ) ln(1 )

1

x
h x x

x
 . 

حساب *( 
1
( )f x  :

1

1
( ) ln(1 ) ln(1 )

1 1

x
f x x x x

x x
: و منه ،  

1 1
( ) ( )f x h x . 

)حساب *(  )
n
f x  :

1 1
( ) . ln(1 )

1
n n

n
f x n x x x

x
: ، نعلم أنّ  

1n nx x x  أي تصبح ، : 

1( ) ln(1 )
1

n

n

x
f x x n x

x
: ، و منه  

1( ) ( )n
n n
f x x h x  . و هو المطلوب 

): فردي يكون  nفي حالة ( ب 1)n ًيكون ، و منه  زوجيا :
1 0nx  ، 

)و بالتالي تكون إشارة         )
n
f x  من إشارة( )

n
h x . 

 : فردي  nجدول التغيّرات في حالة *( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 )*

1
lim ( )

n
x

f x  ّلأن ، :
1

1

lim ( ) 1

lim ln(1 )

n

x

x

x

x
 . 

 )*lim ( )
nx
f x  ّلأن ، :

lim ( )

lim ln(1 )

n

x

x

x

x
 . 

  0   1 x 
  ( )

n
h x 

 0 1 x 
  ( )

n
f x 

                                                                                                                                      

   
    

 

        0                                    

 

 

( )
n
f x 
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): يكون زوجي  nفي حالة ( ج 1)n  فردياً ، أي إشارة
1nx  تكون كما يلي: 

 

 

 

 : و بالتالي 

 0 1 x 
  

1nx 
  ( )

n
h x 

  ( )
n
f x 

 

 : زوجي  nجدول التغيّرات في حالة *( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 )*

1
lim ( )

n
x

f x  ّلأن ، :
1

1

lim ( ) 1

lim ln(1 )

n

x

x

x

x
 . 

 )*lim ( )
nx
f x  ّلأن ، :

lim ( )

lim ln(1 )

n

x

x

x

x
 . 

دراسة وضعية المنحنيين ( أ( 3
1

( )C  َو
2

( )C  : 

: أي ندرس إشارة الفرق 
1 2
( ) ( )f x f x  حيث ، :

1
( ) ln(1 )f x x x    َو

2

2
( ) ln(1 )f x x x . 

 )*
2

1 2
( ) ( ) ln(1 ) ln(1 )f x f x x x x x  و منه ، :

1 2
( ) ( ) ln(1 )(1 )f x f x x x x . 

)أخرجنا : ) توضيح      ln(1 ))x x إذن الوضعية تكون كما يلي ( . كعامل مشترك : 

 

                                            1                                               0 1 x 
   x 
   ln(1 )x 

   1 x 

   

1 2
( ) ( )f x f x 

      
1

( )C  يقع تحت
2

( )C               
1

( )C  يقع فوق
2

( )C                
1

( )C  يقع فوق
2

( )C 

1
( )C  يقطع

1
( )C  

 A(ln2;1)في النقطة 
1

( )C  يمس
1

( )C  

 O(0,0)في النقطة 

 

 

 الوضعية 

 

  0   1 x 
  

1nx 

 0 1 x 
  ( )

n
f x 

                                                                                                                                      

   
    

 

                                            

 

 

( )
n
f x 
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 : الإنشــــــــــــــــــاء ( ب
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 الجزء الأول :    1 lnf x x x    

من  x()أ(  من اجل 1)       1 ; lnفان  2 0x   1ومنه ln 0x x   اذن الدالةf موجبة على 1 ; 2  
)ب(       1;1M  و 2 ;1 2ln 2N     ومنه معامل توجيه( )MN  2هوln 2

2ln 2
1

M N

M N

y y

x x

 
 

 
 

نجد   f)ج( نشتق الدالة     
1

' ln ln 1f x x x x
x

     ا للمستقيم . يكون المماس موازي( )MN  معناه لهما نفس

معامل التوجيه أي :  0' 2ln 2f x   أيln 1 2ln 2x   اذنln 1 2ln 2x     ومنه 
2

2ln 2 1 ln 21 4
x e e

e e

   

)هي الوحيدة منEاذن النقطة     )C  التي يكون عندها المماس موازيا للمستقيم( )MN  
))د( معادلة    )T  المماس عند النقطةE   : 
     

4 4 4 4 4 4 4
2ln 2 1 ln 2ln 2 2ln 2 1 ln 4 2ln 2 1y x x x

e e e e e e e

    
                

    
  

اذن                  
4

2ln 2 1y x
e

    

تًبسٌٍ يهًخ نلأسبتزح نتؼًٍك انًفبهٍى )لهٍم يصطفى(
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   (2)        
4

2ln 2 1g x f x x
e

 
     

  

g   :)أ(   مشتقة الدالة       ' ' 2ln 2 1 ln ln 4 1 ln
4

x
g x f x x        

على g)ب( دراسة اتجاه تغير الدالة     1 ; 2  : 
     ' 0g x  1تعني ln 0

4

x 
  

 
lnأي  1

4

x
   1ومنه

4

x
e   4اذن

x
e

  

4اذن من اجل     
1,47x

e
   تنعدم الدالةg 4ومتزايدة من اجل

x
e

  4ومتناقصة من اجل
x

e
  

 4
( ) 0g
e

   ومنه جدول تغيراتg  : 

من جدول التغيرات على المجال   1 ; 4عند  gهي قيمة حدية صغرى للدالة  0والقيمة  2
x

e
  اذن( ) 0g x    

)ستنتج ان وضعية ن ومنه  )C هي فوق( )T على هذا المجال 
 (3   )M  وN  نقطتان من( )T على  2و 1فاصلتاهما

)الترتيب .  )C    تحت المستقيم( )MN على 1 ; 2   
 :  MNQP)أ(  حساب مساحة شبه المنحرف    

Mترتيبا النقطتين       وN   : هما
 '

4
2ln 2 1My

e
    و '

4
4ln 2 1Ny

e
   

 هي  MNQPمساحة اذن        
1 1 ln 2 1,693

2 2

M Ny yPM QN
PQ


       

Mومساحة  N QP    : هي   ' '' ' 4
1 3 ln 2 1 1,608

2 2

M Ny yPM QN
PQ

e


          

1,6A : المساحة محصورة بين هذين العددين A)ب( استنتاج حصر للمساحة       
 :    الجزء الثاني 

2( نستعمل مكاملة بالتجزئة لحساب 1)  

1

lnx xdx   

)'ونضع :    )u x x  و( ) lnv x x     21ومنه
( )

2
u x x   1و

'( )v x
x

 

اذن      
2 22 2

2 2 2

1 11 1

1 1 1 1 3
ln ln 2ln 2 2ln 2 0,636

2 2 4 4
x xdx x x x dx x

x

   
               

 :A(  القيمة المضبوطة لـ 2) 
      

2 2 2

1 1 1

3 1
1 ln 1 2ln 2 2ln 2 1,636

4 4
f x dx dx x xdx          A 
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