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 ⦃لتدريب علً دراست الدوال الوحىر: الٌهاياث والاستوراريت + الاشتقاقيت+ ا ⦄      
 

 والسلىك التقاربي تطبيقاث هباشرة علً درس الٌهاياث
 (01) التوريي

 ثى احغت انُٓبٚبد ػُذ أطشاف يدًٕػخ رؼشٚفٓب:  fفٙ كم حبنخ يٍ انحبلاد انزبنٛخ ػٍٛ يدًٕػخ رؼشٚف انذانخ   
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 ل رؼشٚف انؼذد انًشزك احغت انُٓبٚبد انزبنٛخ: ثبعزؼًب
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 يغزًشح ػهٗ   fثٍٛ اٌ انذانخ     
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)ثٍٛ اٌ  - )
g

C  صٕسح ْٕ( )
f

C شؼبػّ  َغحبة ثبلاv .  ُّٛٚطهت رؼ 

 (10)التمرٌن 
انًؼشفخ ػهٗ انًدبل  gَؼزجش انذانخ 1;    :  ِثـ  3 22 3 1g x x x     ٍنٛك ٔ gC .رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يؼهى 

( لاحع 1 gC شبشخ انحبعجخ انجٛبَٛخ ثى ضغ رخًُٛب حٕل ػذد خزٔسْب ٔ حٕل إشبسرٓب.ػه ٗ 
 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب. g( أدسط رغٛشاد انذانخ2



 

 
 
( ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ 3  0g x  رمجم حلا ٔحٛذا ٍٛ1,7ٔ 1,6يحصٕسا ث. 

، إشبسحx( اعزُزح ، حغت لٛى4 g x ٗػه 1; . 

(IIَؼزجش انذانخf انًؼشفخ ػهٗ انًدبل 1;   ِثـ  3
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ٔ نٛكٍ  fC 

رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يؼهى يزؼبيذ ٔ يزدبَظ  ; ,O I J  :انٕحذح (4cm .) 
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 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب. f( اعزُزح اردبِ رغٛش انذانخ3
( ػٍٛ يؼبدنخ نـِ 4  ُٙيًبط انًُح fC 0ػُذ انُمطخ راد انفبصهخ. 

يٍ x( رحمك أَّ يٍ أخم كم5 1; 1  ،     3
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( ثؼذ دساعخ إشبسح6    1f x x    ُٙاعزُزح ٔضؼٛخ انًُح fC ًًبطثبنُغجخ نه يبرا رلاحع ؟ . 

(  اسعى انًغزمٛى7  ُٙانًُح ٔ fC. 
 (11)التمرٌن 
المنحنً  C  المقابل هو التمثٌل البٌانً لدالة العددٌةg   ً3      بـ  :  الوعرفت عل( ) 3 4g x x x   

وحدد  gأ( بقراءة بٌانٌة شكل جدول تغٌرات الدالة  – 1 2g   واشارة
 2,5g  

من المجال  ب( علل وجود عدد حقٌقً     2,5; 2   ٌحقق
  0g    ثم استنتج اشارة g x  على . 

2- f  هً الدالة المعرفة على  : بـ  2
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)تمثٌلها البٌانً  ) معلم متعامد ومتجانس .ف ً 
  :أ( تحقق انه من أجل كل عدد حقٌقً من    
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 .  fاستنتج  اتجاه تغٌر الدالة 
 ػُذ أطشاف يدًٕػخ رؼشفٛٓب .   fانذانخ  احغت انُٓبٚبدب( 

)ثٍٛ أٌ انًغزمٛى ( ج )  2رٔ انًؼبدنخy x    ُٗيمبسة نهًُح( ) 
)ثم ادرس وضعٌة  و  ثدٕاس  ) بالنسبة إلى( ) . 

  fه( شكل جدول تغٌرات الدالة 
)أ( بٌن ان  -3 )  ٌقطع محور الفواصل فً نقطة وحٌدة فاصلتها 0,4حٌث 0,5  . 

2,2ب( ناخذ    عٌن مدور f   210إلى . 
)ج( ارسم المنحنى  ) . 

 (12)التمرٌن 
 : 1الجزء 

انًؼشفخ ػهٗ  gَؼزجش انذانخ انؼذدٚخ  1   : ٙكًب ٚه 
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اعداد حقٌقٌة .  a  ،b ٔcحٌث   gC 

 منحناها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس .
ثحٛث ٚشًم  a  ،b ٔcعٌن الاعداد الحقٌقٌة  - gC  المبداO  وٌقبل عند النقطة 2 , 4A    مماسا ٌوازي

 محور الفواصل .

 :  2الجزء



 

انًؼشفخ ػهٗ  fخ انؼذدٚخ َؼزجش انذان 1    : ٙكًب ٚه 
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ٔنٛكٍ    fC  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يغزٕ يُغٕة

إنٗ  يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ  ; ;O i j . 
 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب . fادسط رغٛشاد انذانخ  -1
1xحٛث   xرحمك اَّ يٍ اخم كم ػذد حمٛمٙ  -2    : ٌفب  1
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ثى اعزُزح اٌ انًُحُٙ   fC ٚمجم

)يغزمٛى  ) ٛخ نّ ٚطهت رؼٍٛ يؼبدنخ دٚكبسر 
حذد ٔضؼٛخ  -3 fC بالنسبة إلى( ) . 
بٌن ان النقطة  -4 1, 2B    مركز تناظر للمنحنى fC . 
)ارسم  -5 ) و fC . 

 :  3الجزء 

انذانخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل  hزكٍ ن 1  : ٙكًب ٚه 
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ٔنٛكٍ   hC   ٗرًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يغزٕ يُغٕة إن

 . يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ 
  0ػُذ  hادسط لبثهٛخ الاشزمبق انذنخ  -1
 . hثذٌٔ سيض انمًٛخ انًطهمخ ثى اعزُزح رغٛشاد انذانخ  hاكزت  -2
اسعى انًُحُٗ  -3 hC . 
0xػذد ٔاشبسح حهٕل انًؼبدنخ   mَبلش ثٛبَٛب ٔحغت لٛى انٕعٛط  -4 x mx m  . 

 (13)التمرٌن 
 :  1الجزء

 انًدبل انًؼشفخ ػهٗ fَؼزجش انذانخ انؼذدٚخ  0;   : ٙكًب ٚه  32 1f x x x     ٍٔنٛك fC  ٙرًثٛهٓب انجٛبَٙ ف

يغزٕ يُغٕة إنٗ  يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ  ; ;O i j . 
 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب . fادسط رغٛشاد انذانخ  -1
ثٍٛ اٌ انًؼبدنخ   -2  32 1f x x x    رمجم حلا ٔحٛذا  0حٛث 1  . 

 : 2الجزء 
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إنٗ  يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ  ; ;O i j . 
 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب . gادسط رغٛشاد انذانخ  -1
0xأ( رحمك اَّ يٍ اخم كم  -2  : نذُٚب   2
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ة( اعزُزح اٌ انًُحُٙ  gC  ٚمجم يغزمًٛب يمبسثب يبئلا( ) . ّٚطهت رؼٍٛ يؼبدنخ ن 
نُغجٙ نـ ج( ادسط انٕضغ ا gC  ٔ( ) . 

 :  3الجزء 

 h  كًب ٚهٙ : انذانخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل 
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ٔنٛكٍ   hC  َٙرًثٛهٓب انجٛب . 

 . 0ػُذ  h عزًشاسٚخ انذانخادسط ا -1
 ثى فغش انُزٛدخ ُْذعٛب .  0ػُذ  hادسط لبثهٛخ الاشزمبق انذانخ  -2
 . hشكم خذٔل رغٛشاد انذانخ  -3
ػٍٛ َمطخ رمبطغ انًُحُٙ  -4 hC مٛى يغ انًغز( ) . 
اسعى  -5 hC  ٔ( ) . 
 



 

 
 (14)التمرٌن 

 :  1الجزء

 انًدبل انًؼشفخ ػهٗ fَؼزجش انذانخ انؼذدٚخ  1;2    : ٙكًب ٚه 
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ٔنٛكٍ    fC  َٙرًثٛهٓب انجٛب

فٙ يغزٕ يُغٕة إنٗ  يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ  ; ;O i j . 
عند حدود مجالات مجموعة التعرٌف مبٌنا المستقٌمات المقاربة للمنحنى  fاحسب نهاٌات الدالة أ(  -0 fC . 

ادرس الوضع النسبً للمنحنً ب(  fC  ًوالمستقٌم المقارب الافق 
 ثم شكل جدول تغٌراتها . fادرس اتجاه تغٌر الدالة  -2
أ( حدد نقاط تقاطع المنحنً  -3 fC . مع محوري الاحداثٌات 

نحنى ب( انشئ الم fC  
3)2عدد واشارة حلول المعادلة  mج( ناقش بٌانٌا وحسب قٌم الوسٌط الحقٌقً  ) ( 1) 2( 1) 0m x m x m      

 : 2الجزء 

انًؼشفخ ػهٗ  gَؼزجش انذانخ انؼذدٚخ  2;2   : ٙكًب ٚه 
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 دالة زوجٌة . gبٌن ان  -1
 وفسر النتٌجة هندسٌا . 0عند  gادرس قابلٌة اشتقاق دالة  -2
 . gحدد اتجاه تغٌر الدالة  -3
انشئ  -4 gC  المنحنً الممثل لدالةg . 

 ( تقنً رٌاض15ً)التمرٌن 
ثـ  :                  انًؼشفخ ػهٗ  fَؼزجش انذانخ 
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 احغت انُٓبٚبد ػُذ أطشاف يدًٕػخ انزؼشٚف . -1

     :ُٚزًٙ إنٗ xثشٍْ أَّ يًٓب ٚكٍ -2 2 21 1 1 0x x     . 

 .fادسط رغٛشاد انذانخ  -3

)ثشٍْ أٌ انًؼبدنخ  -4 ) 0f x   رمجم حلا ٔحٛذا  :   7حٛث
2

4
 . 

)ى ثٍٛ أٌ انًغزمٛ -5 )D  2رٔ انًؼبدنخy x    ُٗيغزمٛى يمبسة نهًُح( )fC  ثدٕاس  ٔ( )D   يغزمٛى يمبسة
)نهًُحُٗ  )fC  ثدٕاس .ّٚطهت رؼٍٛٛ يؼبدنخ ن 

)ادسط انٕضغ انُغجٙ نهًُحُٗ  -6 )fC  انًغزمٛى ٔ( )D. 

)احغت   -7 ) ( )f x f x  يبرا رغزُزح ؟  ، 

)اسعى  -8 )D   ٔ( )D   ٔ( )fC. 

9- g  ٗكًب ٚهٙ :  انذانخ انؼذدٚخ انًؼشفخ ػه
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  ثٍٛ أٌ انذانخg . صٔخٛخ 

  اششذ كٛف ًٚكٍ سعى( )gC  ٍاَطلالب ي( )fC عى اس( )gC  يُحُٗ انذانخg  ٌٕفٙ َفظ انًؼهى انغبثك ٔ ثه
 يغبٚش .

 
 ( تقنً رٌاض16ً)التمرٌن 

ثــ :   IRانًؼشفخ ػهٗ fَؼزجشانذانخ انؼذدٚخ  
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xf   ٔ    رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يغزٕ٘  يُغٕة انٗ يؼهى
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 ثى ضغ خذٔل انزغٛشاد  f/ أدسط اردبِ رغٛشانذانخ 1            
/ أثجذ أٌ انُمطخ  2             1,0A َُٙمطخ اَؼطبف نهًُح  
/ أكزت يؼبدنخ انًًبط  3             ُٙنهًُح  
انذانخ انًؼشفخ  ثــ :  h/ نزكٍ  4               xxfxh  

زًٙ انٗ انًدبل ٔحٛذ ُٚ أ( ثٍٛ أَّ ٕٚخذ ػذد حمٛمٙ                 2,1 : ٌٚحمك أ  0h 
ة(اعزُزح يًب عجك ػذد َمط رمبطغ انًُحُٙ                 ٔيُصف انشثغ ألأٔل 

/ أسعى انًُحُٙ 5            ٔانًًبط  
انًؼشفخ ثـ :  gنزكٍ انذانخ /  6            xfxg    ثٍٛ أٌ دانخ   ،g    صٔخٛخ 

            ُٙثٍٛ كٛف ًٚكٍ سعى انًُح 
gC  ٍاَطلالب ي   نًؼهى ،  ثى أسعًّ فٙ َفظ ا 

 
 ( 17)التمرٌن 

(Iاندذٔل أدَبِ ْٕ نهذانخg ٗثـ: انًؼشفخ ػه   3
g x ax bx c   

c ,  , (أٔخذ الأػذاد 1  b a. 
3(ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ2 3 3 0x x   رمجم حلا 

5  يٍ انًدبل    ٔحٛذا    
2;
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، إشبسحx(اعزُزح ، حغت لٛى3 g x ٗػه. 
(IIَؼزجش انذانخf انًؼشفخ ػهٗ انًدبل 1;1D R    ِثـ
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ٔ نٛكٍ     fC  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يؼهى يزؼبيذ ; ,O I J 

يٍ xرحمك  أَّ يٍ كم ػذد حمٛمٙ( 1   1;1R   ،   
 22
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( ػٍٛ دٌٔ حغبة 2     ( )
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 ٔ فغش انُزٛدخ ثٛبَٛب.  

 .D( أحغت انُٓبٚبد ػُذ حذٔد 3   
 .fدض خذٔل رغٛشاد انذانخأَ (4   

( ثٍٛ أٌ : 5     3 1f      ثى اعزُزح حصشا نهؼذد f . 

( ثٍٛ أٌ انًغزمٛى6      2را انًؼبدنخ 1y x  ُٙيغزمٛى يمبسة يبئم نهًُح fC ثى أدسط ٔضؼٛخ fCٗثبنُغجخ إن

  أَشئ. fC. 

ـ ثبعزؼًبل  (7    fC َٙبلش حغت لٛىّ انٕعٛط انحمٛم ،m  ػذد حهٕل انًؼبدنخ ، 

          3 22 1 2 0x m x m    . 

           1               1              x 
              +0      -       0        +  'g x 
                            1 

 
                   5                               

 
 g x 
 

 ( تقنً رٌاض18ً)التمرٌن 
f  انذانخ انًؼشّفخ ػهٗ انًدًٕػخ ْٙf

D  : ِثـ  21 4f x x x x    يغ. 0; ٔ ؛C َٙفٙ يؼهى  رًثٛهٓب انجٛب
يزؼبيذ ٔيزدبَظ  ; ;O i j . 

ػُذ  f( أحغت انُٓبٚزٍٛ نهذانخ 1  ٔ . 
ٌّ انًغزمٛى ر٘ انًؼبدنخ 2 2( ثٍّٛ أ 3y x   ُٙيغزمٛى يمبسة نهًُح ْٕ ،C ثدٕاس  . 
 ؟  4؟ ػُذ  0رمجم الاشزمبق ػُذ  f( ْم انذانخ3



 

( أحغت 4 'f x  يٍ أخم 4;0
f

x   D . 
 . fذٔل انزغّٛشّاد نهذانخ( أَشئ خ5
 . C( أسعى انًغزمٛى انًمبسثخ ثىّ انًُحُٙ 6
 
 
 
 

 الدوال الاسيت واللىغارتويت
 ( 30التوريي )

 انًؼبدلاد انزبنٛخ: حم فٙ 
    1 )2 1x

e      ،2 )5x
e e
      ،3 )2x x

e e
    4 )2

2x
e
       5 )3 1

2
x

e
  

 انًزشاخحبد انزبنٛخ: حم فٙ 
    1 )3 1x

e       ،2 )2x
e e      ،3 )2x x

e e
  4  )22 1

2
x

e          5 )1 3x
e

  ، 

 (31التوريي )
 ٔ ػُذػُذ fكم حبنخ يٍ انحبلاد انزبنٛخ َٓبٚخ انذانخ  ادسط فٙ

1)  x
f x e

                2 )  22 x
f x e   5 )  21 x x

f x e e   
3 )  x x

f x e e
          4 )  2x

f x x e   6 )  2x x
f x e e  

 
 (32التوريي )

 ػُذ اطشاف يدًٕػخ انزؼشٚف: fادسط فٙ كم حبنخ يٍ انحبلاد انزبنٛخ َٓبٚخ انذانخ 

1 ) 
4

4

3

1

x

x

e
f x

e





  2 )( )

1

x

x

e
f x

e



 3 )3

( )
2 4

x

x

e
f x

e





 4 )

2

4
( )

3 2

x

x x

e
f x

e e




 
  5 )  1

2

x
e

f x
x


 
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 f ٗدانخ يؼشفخ ػه  ثـ 
1

xf x e 

 ػُذ حذٔد يدًٕػخ رؼشٚفٓب f  ادسط َٓبٚبد انذانخ -

 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب  fادسط اردبِ رغٛش انذانخ  -

 ٕة انٗ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ .فٙ يغزٕ٘ يُغ fاَشئ انًُحُٗ انذانخ  -
 

 (34التوريي )
 ( لا ٚطهت حغبة انُٓبٚبد ادسط اردبِ رغٛش انذٔال انزبنٛخ ٔاَشئ خذٔل رغٛشارٓب )

1 )           I   2  )   2 1 x
f x x x e    ،     I     3)   1x

e
f x

x


 ،         I

 

4)     3 2

1

x

x

e
f x

e





  ،  I    5 ) 

x

x

e
f x

e x



 ،  I    6 )    1 2x x

f x e e     ،I  
 

( ) كًب ٚهٙ :     ℝ ٚخ يؼشفخ ػهٗ دانخ ػذد   (35التوريي )      (   )                                                              

  أدسط رغٛشاد انذانخ   

  ٌثٍٛ ا ( ) 𝜶    حٛث  𝜶رمجم حلا ٔحٛذا        ( ) ، ثى ػٍٛ إشبسح       

( )  كًب ٚهٙ :  ℝ دانخ ػذدٚخ يؼشفخ ػهٗ          5cmرًثٛهٓب انجٛبَٙ انٕحذح  (  ) ،(   )      

  x
f x xe



 

  رحمك أَّ يٍ اخم كمx  ٍيℝ  :نذُٚب  ( )    أدسط رغٛشاد انذانخ  ،ثى ( )   
  ٌثٍٛ ا (𝜶)  𝜶  𝜶 ثى ػٍٛ حصشا نـ ، (𝛂) 
  : أحغت (  ) ،  (   )  ، (  )  ، ( ) 
  1فٙ انُمطخ راد انفبصهخ :  (  )نهًُحُٙ  ( )أكزت يؼبدنخ انًًبط 
  أسعى( ) ٔ(  )  

 
( )  حٛث :    ℝ   دانخ ػذدٚخ يؼشفخ ػهٗ     (36التوريي )            

  ٔػُذ    ػُذ   أحغت انُٓبٚبد نهذانخ    

  انُزٛدخ ُْذعٛب  ٔفغش 0ػُذ   أحغت انُٓبٚبد نهذانخ 
  ٔاػط خذٔل رغٛشارٓب  أدسط إردبِ رغٛش انذانخ ، 

 ًٍٛٛيمبسثٍٛ يبئهٍٛ نـ         ٔ     رٔ٘ انًؼبدنزٍٛ  (́ )ٔ ( )ثٍٛ أٌ انًغزم(  ) 

  ثبنُغجخ انٗ كم يٍ  (  )أدسط ٔضؼٛخ( ) ٔ( ́) 

  ثٍٛ أٌ ثٍٛ أٌ انُمطخA(    )  يشكض رُبظش نـ(  ) 

  ثٍٛ اٌ انًؼبدنخ ( ) 𝛃     ٔ          حٛث :  𝛃ٔ   رمجم حهٍٛ              

  رٕاص٘  (  )ْم رٕخذ يًبعبد نـ( )  

  حٛثَبلش خجشٚب حغت لٛى انٕعٛط     ℝ : ػذد ٔإشبسح حهٕل انًؼبدنخ  ( )        

  َؼزجش انذانخg  ٗانًؼشفخ ػهℝ 
( ) ثـ :    | |     |     | 

 ثى اَشئّ فٙ َفظ انًؼهى . (  )اَطلالب يٍ  (  )دٌٔ سيض انمًٛخ انًطهمخ ثى اعزُزح سعى  gأكزت         

 
 (37التوريي )

Ig  ٙثـ: دانخ يؼشفخ ػه ( ) 2 2 7x
g x e x   

 .                        ٔاحغت َٓبٚبد انذانخ ػُذ   -
 ثى شكم خذٔل انزغٛشاد. gادسط اردبِ رغٛش انذانخ  -
)ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ  - ) 0g x ٛذ رمجم حلا ٔح0.94حٛذ 0.941   
)اعزُزح إشبسح - )g xٙػه. 

IIf  ٙثـ:   دانخ يؼشفخ ػه( ) (2 5)(1 )x
f x x e

    .( )
f

C  ثٛبٌ انذانخ ػٙ و و و , ,O i j2حٛث انٕحذحcm. 
   ػهٙ  fادسط إشبسح  - 
 .   ٔػُذ  fاحغت َٓبٚبد انذانخ  - 
)'احغت  -  )f x  .  ثى  شكم خذٔل انزغٛشاد 

اثجذ أٌ :  - 
2(2 5)

( )
2 7

f







    

ادسط رغٛشاد انذانخ   - 
2(2 5)

:
2 7

x
h x

x





5ػهٙ انًدبل

;
2

   
            انًحصم ػهّٛ  اعزُزح اَطلالب يٍ حصش.

)نهؼذد  210حصشا ثزمشٚت إنٙ  Iفٙ انفشع  )f  
)( ثٍٛ أٌ انًغزمٛى7 ) : 2 5D y x  ُٙيغزمًٛب يمبسثب نهًُح( )

f
C   

)( ادسط انٕضؼٛخ ثٍٛ 8  )
f

Cٔ( )D  . 
)( أَشئ 9 )

f
Cٔ( )D  . 

)ػذد ٔإشبسح حهٕل انًؼبدنخ m( َبلش ثٛبَٛب ٔحغت لٛى انٕعٛط انحمٛمٙ 10    ) 2f x x m . 
 



 

 (38التوريي )
  َؼزجش انذّانخ انؼذدٚخg  ٗانًؼشفخ ػهℝ   : ثـ   2 2x

g x x e   . 
 . g. أدسط رغٛشّاد انذانخ 1
ٌّ انًؼبدنخ 2 . ثٍّٛ أ  0g x  حهٍٛ أحذًْب يؼذٔو ٔاٜخش رمجم  : 1,59حٛث 1,60  . 

. اعزُزح إشبسح 3 g x  ٗػهℝ . 
   َؼزجش انذّانخ انؼذدٚخf  ٗانًؼشفخ ػهℝ  :  ٙكًب ٚه 

 

 

2

, 0
1

0 0

x

x
f x x

e

f


 


  

( )
f

C  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يغزٕ يُغٕة إنٗ يؼهى يزؼبيذ ٔ يزدبَظ ; ;O i j . 
ٌّ انذانخ 1 0يغزًشح ػُذ انمًٛخ  f.  ثٍّٛ أ 0x       . 

0ػُذ  f. أدسط لبثهٛخ اشزمبق انذانخ 2 0x  . ثىّ فغّش انُزٛدخ ، 

. أحغت 3 lim
x

f x


  ٔ lim
x

f x


 . 

ٌّ :  x. أ( ثٍّٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ 4 غٛش يؼذٔو فئ   
 2

1x

x g x
f x

e
 


 . 

 ٔ شكم خذٔل رغٛشّارٓب .  fح اردبِ رغٛشّ انذانخ ة. أعزُز
5 ٌّ . أ( ثٍّٛ أ   2f      ثىّ اعزُزح حصشا نهؼذد ، f  . 

)ة( نٛكٍ      )  انًُحُٗ انًًثم نهذانخK نًؼشفخ ػهٗ انًدبل ا ; 0  : ثـ  2
K x x   

أحغت  -    lim
x

f x K x


   يبرا رغزُزح ؟ ، 

)أدسط انٕضؼٛخ انُغجٛخ نـ  -  )
f

C  ثبنُغجخ نـ( )  ػهٗ انًدبل ; 0 . 
)ج( أسعى  )  ٔ( )

f
C . 

 ػذد m( َبلش ثٛبَٛب حغت لٛى انٕعٛط انحمٛمٙ 6
2ٔإشبسح حهٕل انًؼبدنخ انزبنٛخ :  0x

x m e m   
 (39التوريي )

 : 1الجزء 
انًؼشفخ ػهٗ  gَؼزجش انذانخ انؼذدٚخ  ;2  : ٙكًب ٚه  1 x

g x x e   
 ػُذ g. أحغت َٓبٚخ انذانخ 1

ٔشكم خذٔل رغٛشارٓب ػهٗ g. ادسط اردبِ رغٛشاد انذانخ 2 ;2 . 

. ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ 3  0g x رمجم حم ٔحٛذ  :1,28حٛث 1,27     

.  اعزُزح إشبسح 4 g x ٗػه ;2 . 

 :  2الجزء

انًؼشفخ ػهٗ  fَؼزجش انذانخ انؼذدٚخ    ; 0 0 ;2   : ٙكًب ٚه  1
1

x
e

f x x
x


     

ٔنٛكٍ  fC  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يغزٕ يُغٕة إنٗ  يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ ; ;O i j 

 . ٔ  0ٕاس ثد f. ػٍٛ َٓبٚخ انذانخ 1

. ثٍٛ أٌ 2     
2

1x g x
f x

x


   ثى اعزُزح إشبسح f x  ٗػه   ; 0 0 ;2 

 ، ثى شكم خذٔل انزغٛشاد . f. اعزُزح اردبِ رغٛش انذانخ3
حغت. أ4   lim 1

x
f x x


   .ثى فغش انُزٛدخ ُْذعٛب 

. ثٍٛ أٌ 5  2f    ثى اعزُزح حصش نهؼذد f  . 

. اسعى 6  fC (   1ٔ انًغزمًٛبد انًمبسثخi j cm  ) 



 

ػذد حهٕل انًؼبدنخ  mانحمٛمٙ. َبلش ثٛبَٛب حغت لٛى انؼذد 7 2 1 1 0x
x m x e    

 
 :  3الجزء 
انذانخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل  hنزكٍ  ;0 : ٙكًب ٚه  1

h x f
x

   
 

  

 
1. ثٍٛ أ1ٌ

0f
x

   
 

1دبل ػهٗ انً 
; 0


 
  

   ٔ1
0f

x

   
 

1ػهٗ انًدبل  
;


   
. 

. ثبعزؼًبل يشزمخ دانخ يشكجخ أحغت2 h x  ثذلانخ f x.  

1.أحغت 3
h


  
 

ثى اعزُزح إشبسح   h x  ػهٗ انًدبل ;0  ٔ. شكم خذٔل رغٛشارٓب 

 (40التوريي )

I. َؼزجش انذانخ g   ٗانًؼشفخ ػهIR  ثـ  2 2
x

x
g x e e   .  gC  انزًثٛم انجٛبَٙ نهذانخg  فٙ انًغزٕ٘ انًُغٕة

إنٗ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ   , ,O i j. 

 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب. gأدسط رغٛشاد انذانخ .1

ػٍٛ َمبط رمبطغ انًُحُٙ  .2 gC .يغ يحٕس٘ الاحذاثٛبد 

ػٍٛ انٕضغ انُغجٙ نـ  .3 gC . ٙثبنُغجخ إنٗ انًغزمٛى انًمبسة الافم 

أَشئ انًُحُٗ  .4 gC. 

اعزُزح إشبسح .5 g x  رجؼب نمٛىx . 

II.  انؼذدٚخ َؼزجش انذانخf  ٗانًؼشفخ ػهIR  ثـ   2( )f x g x . 

أكزت  .1 '
f x  ثذلانخ( )g x ٔ '

g x   ٔاعزُزح اردبِ رغٛش انذانخf. 

احغت  .2 lim
x

f x


، احغت   lim
x

f x


 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب . 

III. َؼزجش انذانخ h    ٗانًؼشفخ ػهIR  ثـ   2
h x g x  . 

 ٔشكم خذٔل رغٛشارٓب hثبعزؼًبل َٓبٚخ ٔيشزمخ انذانخ انًشكجخ ادسط رغٛشاد انذانخ  .1

أَشئ  .2 hC  فٙ َفظ انًؼهى 

َبلش ثٛبَٛب ػذد ٔاشبسح حهٕل انًؼبدنخ  .3 h x m. 
  (41التوريي )

 :1الجزء 

ثـ  IRانًؼشفخ ػهٗ   g َؼزجش انذانخ  4

2

x

x

e
g x ax b

e
  


bٔ   حٛث    a ٌػذداٌ حمٛمٛب .  gC انزًثٛم 

فٙ انًغزٕ٘ انًُغٕة إنٗ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ   gانجٛبَٙ نهذانخ  , ,O i j.  

bٔ   ػٍٛ لًٛخ  - a ثحٛث gC  ٚشًم انُمطخ ln 2 , ln 2A  ٔٚمجم ػُذ انُمطخA يًبعب ٕٚاص٘  يحٕس انفٕاصم 

 :2الجزء 

ثـ  IRانًؼشفخ ػهٗ  fانؼذدٚخ َؼزجش انذانخ   4
2

2

x

x

e
f x x

e
  


ٔنٛكٍ   fC ٕة إنٗ  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يغزٕ يُغ

يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ  ; ;O i j . 

x  :. ثٍٛ اَّ يٍ اخم كم ػذد حمٛمٙ 1  8
2

2x
f x x

e
  


 . 

. أ( ثٍٛ اٌ انًُحُٗ 2 fC  ٍٛٚمجم يغزمًٍٛٛ يمبسثٍٛ يبئٛه  ٔ  يؼبدنخ نكم يًُٓب ٚطهت رؼ ٍٛ 
ة( حذد ٔضؼٛخ انًُحُٗ  fC  ثبنُغجخ  ٔ . 

 ثى اَشئ خذٔل رغٛشارٓب . f. ادسط رغٛشاد انذانخ 3



 

. ثٍٛ اٌ انًُحُٗ 4 fC اَؼطبف ٚطهت رؼٍٛ احذاثٛٛٓب . ٚمجم َمطخ 
أ( اثجذ اٌ انًؼبدنخ  5  0f x   رمجم حلا ٔحٛذا  2حٛث 1,5    . 

ة( اسعى   ٔ   ٔ fC . 
ػذد ٔاشبسح حهٕل انًؼبدنخ  m ٛب ٔحغت لٛى انٕعٛط َبلش ثٛبَ -6 f x x m  . 
 
 
 

  (42التوريي )
انًُحُٗ  C   انًمبثم ْٕ انزًثٛم انجٛبَٙ نذانخ انؼذدٚخf

ثـ  IRانًؼشفخ ػهٗ   1( ) x
f x ax b e c

    حٛث
c , b ٔa . انًُحٙ اػذاد حمٛمٛخ C  ٚمجم يًبعب يٕاصٚب

1نًحٕس انفٕاصم فٙ انُمطخ راد انفبصهخ 

2
  ٔٚمجم يًبعب

 T  فٙ انُمطخ 1, 5A ُمطخ ٔٚشًم ان 0 , 2B . 
 :1الجزء 

1حذد  . 1

2
f
   
 

   ٔ 1f   ٔ 1f  . 

. احغت  2 f x . 
c. ػٍٛ الاػذاد انحمٛمٛخ 3 , b ٔa. 

 2الجزء 
نقبل ان   1(2 1) 4x

f x x e
   . 

. أ( بٌن ان المستقٌم 1 d  4الذي معادلتهy   مقارب
للمحنً  C  عند . 

ب( ادرس الوضع النسبً لـ  C  و d . 
 . عند  fج( احسب نهاٌة الدالة 

 ثم شكل جدول تغٌراتها . f. ادرس اتجاه تغٌر الدالة 2
. بٌن ان المنحنً  3 C  ٌقبل نقطة انعطاف ٌطلب تعٌن

 احداثٌٌها .
ان المستقٌم بٌن  . 4   6الذي معادلتهy   وٌقطع

المنحنى   C فً نقطة وحٌدة فاصلتها  من المجال 1;2 
. 

 الدوال اللىغارتويت
 (43التوريي )

 بسط ما يمي :
3 2ln lnA e e          lnB e e     2ln 2 ln 8 ln 4C e e     

2
21 1

ln lnD
e e

       
   



1
3ln 2 ln5 ln8

2
A        2ln 0,1 3ln 0,01 ln 2B      1

2ln 100 ln
10

C
    
 

 

 
ln5 ln3

e e
      1   *         ؛ ln 2

e
    2  *             ؛ln3

e
. 

 (44التوريي )
 المعادلات التالية: حل في 



 

lnأ(  2x   )ب               ،ln 3x    )7،  جln 2x   )د             ،ln ln3 0x   
1  )   ln 2 3 ln 4x x   2؛ ) 2ln 1x x   3  )ln 1 ln3x         1(4؛

ln 1
1

x

x

     
. 

 
 (45التوريي )

 حيث: xلممتغير الحقيقي   P نعتبر كثير الحدود
        3 22 3 11 6P x x x x     

أن  ( تحقق من1     2 1 2 3P x x x x    
المعادلة  ( حل في 2  0P x  
 ( استنتج مجموعة حمول المعادلة :3   3 2

2 ln 3 ln 11ln 6 0x x x      
4) 3 22 3 11 6 0x x x

e e e     
 (46التوريي )
 الية:المتراجحات الت حل في  

1 )ln 1x        2 )ln 2 1x        3  ) ln 2 3 5x       4 ) ln 1 2x      5  ) ln ln 2 1x x          
6 )ln ln 0x x x   
 

 (47التوريي )
 يدًٕػخ رؼشٚفٓب : شٚخ انزبنٛخ ػهٗادسط إشبسح انؼجبساد اندج

1 )ln ln3x            2 )  ln 1 ln 1x x     3 ) ln ln 1x x        4 ) 2 ln 1x x      5 ) 2 ln 1x x  
 

 (48التوريي )

f ٗدانخ يؼشفخ ػه 0;ثـ      1
lnf x x

x
  

 .ٔ ػُذ 0ػُذ  f  ادسط َٓبٚبد انذانخ -1
 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب .  fادسط اردبِ رغٛش انذانخ  -2
  

 (49التوريي )
f ٗدانخ يؼشفخ ػه   0;1 1; ثـ      1

ln
f x

x x
 

ذ اطشاف يدًٕػخ انزؼشٚف )ػهًب اٌ ػُ f  ط َٓبٚبد انذانخادس -1
0

lim ln 0
x

x x


 ) 
 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب .   f  ادسط اردبِ رغٛش انذانخ -2
اَشئ انًُحُٗ  -3 fC . فٙ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ 

 (50التوريي )
   f ٗدانخ يؼشفخ ػه   0;1 1;     :ٙكًب ٚه  1

ln
f x

x
 

 .ػُذ اطشاف يدًٕػخ انزؼشٚف  fادسط َٓبٚبد انذانخ   -1
 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب .  f ادسط اردبِ رغٛش انذانخ  -2
اَشئ انًُحُٗ  -3 fC . فٙ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ 

 (51التوريي )

f ٗدانخ يؼشفخ ػه   0; ;e e  :ثـ  1 ln

1 ln

x
f x

x





   

 .ػُذ اطشاف يدًٕػخ انزؼشٚف  fادسط َٓبٚبد انذانخ   -1
 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب .  f ادسط اردبِ رغٛش انذانخ  -2



 

اَشئ انًُحُٗ  -3 fC . فٙ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ 
 (52التوريي )

نًؼشفخ ػهٗا f  َؼزجش انذانخ 0; :ٙكًب ٚه    1
ln

x
f x x

x


   C  انًُحُٙ انًًثم نهذانخf  و و . فٙ يؼهى 

انًؼشفخ ػهٗ gادسط اردبِ رغٛش انذانخ  -.أ1 0;ثـ       1 lng x x x   
رحمك أٌ -ة 1 0g  اعزُزح حغت لٛى.xإشبسح، g x. 

يٍ  xثٍٛ أَّ يٍ أخم كم -.أ2 0; :        
2

'
g x

f x
x

 

 . f  اعزُزح رغٛشاد -ة
 .ٔ ػُذ 0ػُذ  f  ادسط َٓبٚخ انذانخ -ج
 .f  رغٛشادشكم خذٔل  -د
 انًُحُٙ  .اسعى3 C. 
 

 (53التوريي )

انًؼشفخ ػهٗ fانٓذف يٍ ْزِ انًغأنخ ْٕ دساعخ رغٛشاد انذانخ  0;  : ثـ
2ln( 1)

( )
x

x

e
f x

e


  

 :1الجزء
انًؼشفخ ػهٗ g.َؼزجش انذانخ 1 1;:ٙكًب ٚه ( ) 2 ( 1)ln( 1)g x x x x    

أ( َمجم أٌ
0

lim ln 0
x

x x


اعزُزح َٓبٚخ.( )g x  نًبxٗ1ٚؤٔل إن. 
)'ة( احغت )g x يٍ أخمx ُٚزًٙ إنٗ انًدبل 1;. 

ج( حم فٙ انًدبل 1;  :1  انًزشاخحخ ln( 1) 0x   
ػهٗ gد( ادسط اردبِ رغٛش انذانخ 1;. 

)ْـ( ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ ) 0g x رمجم حلا ٔاحذا  ٙ31انًدبل ف; 1e e    ادسط إشبسح ٔ( )g x ٍٛػهٗ كم يٍ انًدبن
 1; ٔ ; . 

2. ٗانذانخ انًؼشفخ ػه ْٙ 1; ٙكًب ٚه         
2ln( 1)

( )
x

x
x

 
 

lim.َمجم أ1ٌػُذأ( ادسط َٓبٚخ انذانخ ( ) 0
x

x


 
)'ة( احغت )x  ثٍٛ أٌ إشبسح ٔ'( )x 2ْٙ َفظ إشبسح( )g x ػهٗ انًدبل 1;. 
;1يزضاٚذح ػهٗ انًدبل ج( ثٍٛ أٌ   

   يزُبلصخ ػهٗ انًدبل ٔ;  . 
 :2الجزء

يٍ انًدبل x .رحمك أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ 1 0;:  ( ) ( )x
f x e  

).اعزُزح: أ( َٓبٚخ2 )f x  نًبx  ٗ0ٚؤٔل إن. 
)ة( َٓبٚخ )f x نًبx ٗٚؤٔل إن. 

ػهٗ انًدبلfانخج( اردبِ رغٛش انذ 0; ٌأ ٔf  رمجم لًٛخ حذٚخ ػظًٗ ػُذ ln . 

يٍ انًدبلx.ثٍٛ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ 3 0;:  2
( )

1
f x







 

  5cmفٙ يؼهى يزؼبيذ حٛث ٔحذح الأطٕالf. يثم ثٛبَٛب انذانخ4 
 (54التوريي )

انًغزٕ٘ يُغٕة إنٗ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ  , ,O i j 

   نزكٍ انذانخhًؼشفخ ػهٗ انًدبلان 0,: ٙكًبٚه  xxxxh ln21 22   
 ػُذ طشفٙ يدبل رؼشٚفٓبh/ أحغت َٓبٚبد 1  
 h/ أدسط رغٛشاد انذانخ 2  



 

/ ثٍٛ اٌ انًؼبدنخ 3    0xh  رمجم حلا ٔحٛذا  فٙ انًدبل





2,
2

ثى إعزُزح إشبسح 3 xh 

      نزكٍ انذانخfًشفخ ػهٗ انًدبلان 0,   : ٙكًبٚه  2

ln

1

x
f x

x



 

 ػُذ طشفٙ يدبل رؼشٚفٓب  fأحغت َٓبٚبد -1
)ػجش ػٍ   -2 )f x    ثذلانخ( )h x  . 
 ٔشكم خذٔل انزغٛشاد  fإعزُزح رغٛشاد انذانخ  -3
ثٍٛ أٌ :   -4

2

1
( )

2
f 


 

ػٍٛ يؼبدنخ انًًبط -5  ُٙنهًُح 
fc انًًثم نهذانخf 10ػُذ انُمطخ راد انفبصهخ x 

أسعى  -6 
fc     ٔ  

انًؼشفخ  ػهٗ انًدبل Kَؼزجش انذانخ -  0,   ثبنؼجبسح  :  2

ln

1

x
k x

x



 

إششذ كٛف ًٚكٍ سعى  - kcٗثبلاػزًبد ػه 
fc.ًّثى أسع، 

 (55التوريي )
 :   1الجزء 

انًؼشفخ ػهٗ  gَؼزجش انذانخ انؼذدٚخ  0;  : ٙكًب ٚه  22 lng x x x  
 . g/ ادسط اردبِ رغٛشاد انذانخ 1
اعزُزح إشبسح / 2 g x  ػهٗ انًدبل 0; . 

      
 :  2الجزء

انًؼشفخ ػهٗ  fَؼزجش انذانخ انؼذدٚخ  0;  : ٙكًب ٚه  1 ln
2 1

x
f x x

x


   

ٔنٛكٍ    fC  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يغزٕ يُغٕة إنٗ  يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ ; ;O i j 
 . ٔ  0ثدٕاس  fػٍٛ َٓبٚخ انذانخ  .1
 ، ثى شكم خذٔل انزغٛشاد. fادسط اردبِ رغٛش انذانخ   .2
أثجذ أٌ انًغزمٛى   .3   2رٔ انًؼبدنخ 1y x   ُٗيغزمٛى يمبسة يبئم نهًُح fC  ثدٕاس . 

رحمك أٌ انًغزمٛى    .4   ُٗٚمطغ انًُح fC  فٙ َمطخA . ٚطهت رؼٍٛٛ إحذاثٛزٛٓب 

/ حذد ٔضؼٛخ 5 fC  ثبنُغجخ إنٗ انًغزمٛى   فٙ انًدبل 0; . 

نهًُحُٗ B/ أثجذ أَّ رٕخذ َمطخ ٔحٛذح6 fCٚكٌٕ انًًبط Tػُذْب يٕاص٘ نهًغزمٛى  ٚطهت كزبثخ يؼبدنخ T 
ؼبدنخ ثشٍْ أٌ انً/ 7  0f x   رمجم حلا ٔحٛذا   : 0,39حٛث 0,40  . 

اسعى  fC  ٔ   ٔ T   (2 ; 1i cm j cm  ) 

:  ػذد حهٕل انًؼبدنخ  mذد انحمٛمَٙبلش ثٛبَٛب حغت لٛى انؼ 1 1 ln 0m x x    
 (56التوريي )

انًؼشفخ ػهٗ  f. َؼزجش انذانخ  0 ;   :ثـ   22 3 2 lnf x x x x       ٍٔنٛك fC نجٛبَٙ فٙ يؼهى رًثٛهٓب ا
يزؼبيذ ٔيزدبَظ  ; ;O i j . 

 . ،  0ػُذ  fاحغت َٓبٚخ انذانخ  .1
أحغت  .2 f x    ، f x  . 

 I . I  َؼزجش انذانخg  ٗانًؼشفخ ػه 0 ;   :ثـ  21
1 ln

2
g x x x    

 ٔشكم خذٔل رغٛشارٓب ) لا ٚطهت حغبة انُٓبٚبد (  gادسط اردبِ رغٛش انذانخ  .1

ٔحٛذ يٍ  ثٍٛ أَّ ٕٚخذ ػذد حمٛمٙ  .2 1;2  ثحٛث  0g    

1,2رحمك أٌ  .3 1,3  . 



 

اعزُزح إشبسح  .4 g x  ٗػه 0 ;  . 

ثٍٛ أٌ  .5  0f    ٌٔأ  0f x   ٚكبفئ  0g x  . 

اعزُزح إشبسح   .6 f x   ٔشكم خذٔل رغٛشاد انذانخf   

ثٍٛ أٌ  .7 
24 3 4

f
 


     ٌثى اعزُزح  أ  0f     إسشبد: انذانخ (.

24 3 4x x
x

x

   يزضاٚذح رًبيب

ػهٗ انًدبل  0 ;  ) 
اعزُزح إشبسح  .8 f x  ثى شكم خذٔل رغٛشاد انذانخf  ٗػه 0 ; . 

احغت  .9 
lim
x

f x

x
 ، فغش انُزٛدخ ثٛبَٛب . 

أػط حصش نـ:  fدبِ رغٛش انذانخ( ٔار3فٙ انغؤال ) ثبعزخذاو حصش  .10 f  

اسعى  .11 fC     ٌػهًب أ 0,43 0f    انُمطخ ٔ  ; f  .َمطخ اَؼطبف 

2i) عهى انشعى :          cm   ،1j cm) 

 
 )بكلورٌا شعبة رٌاضٌات( (57التوريي )

g : الجزء الأول ْٙ انذانخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل    1;3  : ٙكًبٚه   2ln 1
1

x
g x x

x
  


 . 

 م خذٔل رغٛشارٓب .ثى شك  ، g( أدسط رغٛشاد انذانخ 1
)( ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ  2 ) 0g x    رمجم حهٍٛ أحذًْب يؼذٔو ٔالأخش  :0.8 ٚحمك 0.7  . 
)، إشبسح x( ػٍٛ حغت لٛى3 ) 0g x . 
4  )h  انذانخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل ْٙ 1;3   :ثــ 2( ) ( )h x g x . 

)أ( أحغت         )h x  ٍثذلانخ كم ي( )g x  ٔ( )g x. 
)ة( ػٍٛ إشبسح        )h x   ثى شكم خذٔل رغٛشاد انذانخh . 

ْٙ انذانخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل  f:اندضء انثبَٙ 1;3   : ٙكًبٚه
2

( ) ; 0
ln( 1)

(0) 0

x
f x x

x

f


 


 

. 

    fC ٕة إنٗ انًؼهى انًزؼبيذ ٔانًزدبَظ رًثٛهٓب انجٛبَٙ  فٙ انًغزٕ٘ انًُغ ; ;o i j . 
رمجم الاشزمبق ػُذ انصفش ، ثى أكزت يؼبدنخ نــ  f( ثٍٛ أٌ انذانخ1 T  يًبط fC  0فٙ انُمطخ راد انفبصهخ . 

يٍ  xخم كم ثٍٛ أَّ يٍ أ  -(   أ2   1;0 0;3   ،
 2

( )
( )

ln( 1)

xg x
f x

x
 


 . f، ثى اعزُزح اردبِ رغٛش انذانخ   

ثٍٛ أٌ  -ة      ( ) 2 1f       ثى ػٍٛ حصشا نـــ ،( )f   . 
ٔ f(3) احغت -ج     

1
lim ( )

x

f x


 . f، ثى شكم خذٔل رغٛشاد انذانخ 

يٍ انًدبل  xثٍٛ أَّ يٍ أخم كم  -(   أ3 1;3  : ٌفئln( 1) 0x x   . 
أدسط ٔضؼٛخ  -ة      fC  ثبنُغجخ إنٗ انًًبط T. 

( ػٍٛ يؼبدنخ نهًغزمٛى 4 T  انًٕاصٚخ نهًًبط T  ٔانز٘ ٚزمبطغ يغ fC  3فٙ انُمطخ راد انفبصهخ . 
( اسعى 5 T  ، T  ٔ fC . 
)،ػذد حهٕل انًؼبدنخ:  m( َبلش ثٛبَٛب، حغت لٛى انٕعٛط 6 )f x x m  . 
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( ) ثبنؼجبسح :       ℝانًؼشفخ ػهٗ   َؼزجش انذانخ  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يؼهى يزؼبيذ  (  )ٔنٛكٍ             

 .    ٔيزدبَظ ٔحذح انشعى 



 

 أطشاف يدًٕػخ انزؼشٚف ، ثى فغش انُزبئح ثٛبَٛب .ػُذ   أ( أحغت َٓبٚبد انذانخ   -1

 .    رٔ انًؼبدنخ   ( )ٔانًغزمٛى  (  )ة( أدسط انٕضغ انُغجٙ نهًُحُٗ     

 . ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب  ℝػهٗ    رغٛشاد انذانخ   أدسط -2

( ) ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ  -3  .*        +   ثى رحمك أٌ   ℝفٙ  αرمجم حلا ٔحٛذا    

 فٙ َفظ انًؼهى . (  )ٔ   ( )اسعى  -4

( ) ػذد حهٕل انًؼبدنخ    َبلش ثٛبَٛب حغت لٛى انٕعٛط انحمٛمٙ  -5        . 

( ) ثـ :   ℝانًؼشفخ ػهٗ   َؼزجش انذانخ  -6  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ انًؼهى انغبثك. (  )ٔنٛكٍ  | |        

 دانخ صٔخٛخ .  أ( ثٍٛ أٌ        

  (  )أسعى  (  ) ة( اػزًبدا ػهٗ انًُحُٗ      

  (59التوريي )
 : 1الجزء

كًب ٚهٙ:      نًؼشفخ ػهٗا g. ادسط رغٛشاد انذانخ 1  1t
g t e t   

 ؟ػهٗ gيب ْٙ انمًٛخ انحذٚخ انصغشٖ نهذانخ 
t ،1t. اعزُزح أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ 2

e t  ٔt
e t 

 
:  كًب ٚهٙ انخ انًؼشفخ ػهْٗٙ انذ  f   :2الجزء   2 2ln x

f x x e x   

x : ثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ  -. أ1   2 2 2ln 1 x
f x x x xe

    

limَمجم أٌ -ة 0x

x
xe




  احغت ، lim

x
f x


 

x :ٔ ثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ  لبثهخ نلاشزمبق ػهٗ  fاششذ نًبرا   -. أ2 
  2 1 1

'

x

x

x e x
f x

e x

  



 

)َمجم أٌ  .   fشكم خذٔل رغٛشاد انذانخ  -ة lim
x

f x


 ) 

2انز٘ يؼبدنزّ P(، َؼزجش انمطغ انًكبفئ 3cm.فٙ يؼهى يزؼبيذ ٔيزدبَظ )انٕحذح:3 2y x x    ٔ C  انًُحُٙ انًًثم
 . f نهذانخ

ثٍٛ أٌ  -أ   2 2f x x x   ٗػُذيب ٚؤٔل  0رؤٔل إنx  ٗإن. 

عٌدها يكىى   1 2lim 0
x

f x f x


 1ليي للدالتيي، ًقىل أى الوٌحٌييي الووثf 2وf هتقارباى عٌد. 

P  ٔادسط انٕضؼٛخ انُغجٛخ نًُحٍُٛٛ  -ة C. 
P ٔػهٗ انزشرٛت نهًُحٍٛٛ  ’D ٔD.ػٍٛ يؼبدنخ نكم يٍ انًًبعٍٛ 4 C0ػُذ انُمطخ انزٙ فبصهزٓب. 
P ٔ .اسعى فٙ َفظ انًؼهى ، انًُح5ٍُٛٛ C  ٍٛانًًبع ٔ D ٔD’ . 

 (60التوريي )
 :1الجزء

  كًب ٚهٙ: انًؼشفخ ػهٗ uَؼزجش انذانخ    32 1 2ln | |u x x x   
 . ػهٗ u.ادسط رغٛشاد انذانخ 1
 .ٔ  0ػُذ  u. ادسط َٓبٚبد انذانخ 2
.َؼزجش انًؼبدنخ3  0u x  

1حٛثثٍٛ أٌ ْزِ انًؼبدنخ رمجم حلا ٔاحذ -أ
;1

2
    

 



 

 م يٍ  انشك أػط حصشا ثؼذدٍٚ كغشٍٚٛ نهؼذد -ة
10

n  ٔ1

10

n   حٛثn .ٙػذد طجٛؼ 

.اعزُزح إشبسح4 u x ٗػه. 
  :2الجزء

 هٙ:     كًب ٚ انًؼشفخ ػهٗ fَؼزجش انذانخ   2

ln | |
2

x
f x x

x
   َِشيض ثـ C  إنٗ رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يؼهى يزؼبيذ

ٔيزدبَظ   ; ,O i j . 

)َمجم أٌ   . ٔ، 0ػُذ  f.ادسط َٓبٚبد انذانخ 1
2

ln
lim 0
x

x

x
  ٔ 

2

ln
lim 0
x

x

x


 ) 

.احغت2 'f x. 
 ٔ شكم خذٔل رغٛشارٓب. f.ادسط اردبِ رغٛش نذانخ 3

ثٍٛ أٌ -.أ4  2

1
3

2
f  


 . 

 ( ثٍٛ أٌ :3- 1فٙ اندضء ثبعزؼًبل حصش -ة 1,6 2,1f   ًُحُٙ)لا ٚطهت سعى ان C) 
 :3الجزء

نزكٍ انُمطخ  ;M x y ٔ ' '; 'M x y  حٛث'M  َظٛش ْٙM .ثبنُغجخ نًحٕس انزشارٛت 
 . x   ٔ yثذلانخ  x ٔ'y'.ػٍٛ 1

رزغٛش ػهٗ انًُحُٙ  M ثٍٛ أَّ إرا كبَذ -. أ2 C   فئٌ انُمطخ'M ُٙرزغٛش ػهٗ انًُح ّانز٘ يؼبدنز
2

ln | |
2

x
y x

x
    

ادسط انٕضؼٛخ انُغجٛخ نهًُحٍُٛٛ -ة C ٔ . 
 (61التوريي )

انذانخ  ، َؼزجش   kيٍ اخم كم ػذد حمٛمٙ يٕخت رًبيب   
kf ٗانًؼشفخ ػه 0; :ٙكًب ٚه  ( ) ln( )x

kf x e kx x   
فٙ يؼهى يزؼبيذ  kfُٙ انذانخإنٗ يُح kCَشيض ثـ    ; ,O i j. 
انًؼشفخ ػهٗ g. َؼزجش انذانخ 1  0; :ٙكًب ٚه( ) ln( 1)g x x x     
 غبة انُٓبٚبد(.)لا ٚطهت حgادسط رغٛشاد انذانخ  -أ

)a،    lnاعزُزح أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ  يٕخت-ة 1)a a  
1احغت -. أ2 '( )f x 1، ثى اعزُزح رغٛشاد انذانخf. 

يٍ xثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ -ة 0; :      1( ) ln 1
x

x
f x

e

   
 

 

limَمجم أٌ  -خـ 0
xx

x

e
 ٍٛ1.ػlim ( )

x
f x


. 

 .1fشكم خذٔل رغٛشاد انذانخ -د
)'احغت -. أ3 )kf x ثى اعزُزح رغٛشاد انذانخ ،kf. 

يٍ xثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ -ة 0;:      ( ) ln 1k x

x
f x k

e

   
 

 

limاعزُزح-خـ ( )k
x

f x


 .kf،ثى شكم خذٔل رغٛشاد انذانخ

يٍ xحمٛمٙثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد  -د 0; :   ( )k

k
f x

e
 

 .0ػُذ انُمطخ انزٙ فبصهزٓب  kCنهًُحُٙ  kT. حذّد يؼبدنخ انًًبط 4
pػذداٌ حمٛمٛبٌ يٕخجبٌ رًبيب حٛث p ٔm.نٛك5ٍ m ٍُٛٛادسط انٕضؼٛخ انُغجٛخ نهًُح

pC ٔmC. 
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انًؼشفخ ػهٗ انًدبل fَؼزجش انذانخ  0;   ِثـ        2

1
ln 1f x x

x

   
 

0xإرا كبٌ     ٔ 0 0f  َشيض ثـ C  ٗإن



 

فٙ يؼهى يزؼبيذ ٔ يزدبَظ fانًُحُٙ انًًثم نهذانخ  ; ,O I J  ْٙ 5حٛث ٔحذح الأطٕالcm. 
 :1الجزء

انًؼشفخ ػهٗ انًدبل gَؼزجش انذانخ   0;  ِثـ  2 2

1 2
ln 1

1
g x

x x

      
 

،ثٍٛ أَّ يٍ أخم كم  gيشزمخ انذانخ g'.احغت1 0;x ، 
2

2 2

2( 1)
'

(1 )

x
g x

x x





 

)'ح.ادسط إشبس2 )g x حغت لٛىx .ػٍٛ َٓبٚبد g ػُذ  0ٔ ػُذ. 
 .g.شكم خذٔل رغٛشاد 3
)ٚحمك.اعزُزح اَّ ٕٚخذ ػذد حمٛمٙ ٔحٛذ4 ) 0g  :ٌ0,5. رحمك أ 0,6 . 

)نغبثمخ إشبسحاعزُزح يٍ الأعئهخ ا )g x حغت لٛىx لا ٚطهت إَشبء يُحُٙ انذانخ( .g ). 
 :2الجزء 
)احغت َٓبٚخ-.أ1 )xf x ػُذيب ٚؤٔلx ٗإنًٚكٍ ٔضغ( .

2

1
X

x
.) 

limاعزُزح أٌ-ة ( ) 0
x

f x


. 

ثٍٛ أَّ يٍ أخم كم -خـ 0;x ،'( ) ( )f x g x. 
ػهٗ انًدبل f  شكم خذٔل رغٛشاد -د 0;. 
. ثٍٛ أٌ َٓبٚخ2

0
lim ( ) 0

x

f x


يبرا رغزُزح؟. 

 . 0ػُذ  f ادسط لبثهٛخ اشزمبق انذانخ -ة
ػٍٛ يؼبدنخ انًًبط نهًُحُٙ -خـ C  ػُذ انُمطخO. 
.اسعى3 C. 

 (63التوريي )
I  َؼزجش انذانخ . f ٗثـِ:  انًؼشفخ ػه  2

x

x
f x e e    ٔ C رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يؼهى يزؼبيذ ٔ يزدبَظ ; ,O i j 

 .ٔ ػُذ ،حذّد انُٓبٚبد ػُذ f  .ادسط رغٛشاد1
.ػٍٛ إشبسح2 f x  حغت لٛىx  . 
.اسعى انًُح3ُٙ C. 

II  . َؼزجش انذانخg ٗانًؼشفخ ػه  ِثـ    :       2ln | |
x

x
g x e e          َشيض ثـ  .َٙإنٗ رًثٛهٓب انجٛب 

 . 0ٔ ػُذ ،ػُذ ػُذ g.حذد َٓبٚبد  انذانخ 1
.احغت2 'g xؼًبل إشبسح، ٔ ػٍٛ إشبسرٓب ثبعز f x  إشبسح ٔ 'f x شكم خذٔل رغٛشاد.f. 

x، .ثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ يٕخت رًبيب 3  2ln 1
x

g x x e
 

   
 

 

yانز٘ يؼبدنزّ D  ثٍٛ أٌ انًغزمٛى  - x نهًُحُٙ   يمبسة . 
ادسط ٔضؼٛخ -   ٗثبنُغجخ إن Dٙ0يٍ أخم كم ػذد حمٛمx . 

x ، . ثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ عبنت رًبيب 4  2ln 1
2

x
x

g x e
 

   
 

 

انز٘ يؼبدنزّثٍٛ أٌ انًغزمٛى -
2

x
y ُٙيمبسة نهًُح  

ادسط ٔضؼٛخ -  ٗثبنُغجخ إن ٙ0يٍ أخم كم ػذد حمٛمx . 

.اسعى 5  ،D ٔ فٙ انًؼهى ; ,O i j. 
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 بكالىرياث الجزائر
 شعبت علىم تجريبيت -1
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I-  َؼزجش انذانخ انؼذدٚخf  ٗانًؼشفخ ػه 2;  : ٙكًب ٚه    1x
f x ax b e

   .   fC َٙرًثٛهٓب انجٛب 

فٙ انًؼهى انًزؼبيذ انًزدبَظ  ; ;O i j  1ٔحذح انطٕل cm. 

ثحٛث ركٌٕ انُمطخ a ٔbػٍٛ لًٛزٙ    1;1A  ٗرُزًٙ إن fC يؼبيم رٕخّٛ  انًًبط ػُذ ٔA ٘ٔٚغب e . 

II- َؼزجش انذانخ انؼذدٚخg ٗانًؼشفخ ػه  2;   : ٙكًب ٚه   1 1x
g x x e

    . gC ٛبَٙ فٙ َفظ انًؼهى . رًثٛهٓب انج 
ثٍٛ أٌ (أ  lim 1

x
g x


 . فغش انُزٛدخ ثٛبَٛب ٔ 

 ثى أَشئ خذٔل رغٛشارٓب . gخادسط رغٛشاد انذان  (ة 

ثٍٛ أٌ انًُحُٗ (ج  gC ٚمجم َمطخ اَؼطبفI . ٚطهت رؼٍٛٛ احذاثٛٛٓب 

زت يؼبدنخ انًًبط نهًُحٗاك (د  gC ػُذ انُمطخI  ْـ( اسعى . gC . 

 ٔ) H انذانخ انؼذدٚخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل 2;   : ٙكًب ٚه    x
H x x e     حٛث  ٔ  ٌػذداٌ حمٛمٛب 

دانخ أصهٛخ نهذانخ :  Hثحٛث رك  ٔ ٌٕػٍٛ -  1x g x  . 
 . 0ٔ انزٙ رُؼذو ػُذ انمًٛخ  gاعزُزح انذانخ الأصهٛخ نهذانخ -

III- ٍنزكk  ٗانذانخ انًؼشفخ ػه 2;   : ٙكًب ٚأر   2
k x g x  

 رغٛشارٓب . ثى شكم خذٔل k. ثبعزؼًبل يشزمخ دانخ يشكجخ ، ػٍٛ اردبِ رغٛش انذانخ 
 الوىضىع الثاًي ( 2008()بكالىريا 65التوريي )
انًُحٗ  gC انجٛبَٙ نهذانخ انؼذدٚخ   انًمبثم ْٕانزًثٛمgػهٗ انًدبل خ انًؼشف 1;  ٚ هٙكًب  3 23 3 1g x x x x   

 
  . gَٛخ أػطٙ رخًُٛب  ندذٔل رغٛشاد انذانخ( ثمشاءح ثٛبأ  .1 .1

ة( ػٍٛ  0g  إشبسح ٔ 0.5g . 
حم نهًؼبدنخ  يٍ انًدبل ج ( ػهم ٔخٕد ػذد حمٛمٙ ٔحٛذ    0g x . 

يزضاٚذح رًبيب ػهٗ يدبل  gأٌ د ( إرا ػهًذ 1;   إعزُزح إشبسح g x  ٗػه
انًدبل  1;  . 

2.  f  انذانخ انؼذدٚخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل ْٙ 1;    : ٙثًب  ٚه
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
ٔ نٛكٍ   fC  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يؼهى يزؼبيذ ; ;O i j . 

يٍ xأ ( رحمك أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ 1;   :   
 3

1

g x
f x

x
 


  

ة( ػٍٛ دٌٔ حغبة    
lim
x

f x f

x







 ٔ فغش انُزٛدخ ثٛبَٛب  

ج ( أحغت  
1

lim
x

f x


 ٔ   lim 1
x

f x x


    . فغش انُزٛدزٍٛ ُْذعٛب ٔ 
 . د ( شكم خذٔل رغٛشاد انذانخ 

0.26َأخز  (3  . أ ( ػٍٛ يذٔس f   ٗ210إن . 
 . ة( أسعى انًُحُٙ  

ػهٗ انشكم :  f(x)( أ( أكزت 4
 2

b
f ( x ) x a

x 1
  


 ػذداٌ حمٛمٛبٌ . a  ٔbحٛث 

ػهٗ انًدبل  fانذانخ الأصهٛخ نهذانخ  Fة( ػٍٛ  1;   : انزٙ رحمك ٔF( 1 ) 2. 
 
 (ولالاالوىضىع  2009)بكالىريا  (66التوريي )  
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I  )  ٗرًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ يغزٕ٘ يُغٕة    ثــِ :  دانخ ػذدٚخ يؼشّفخ ػه

 إنٗ يؼهى يزؼبيذ ٔ يزدبَظ كًب ْٕ يجٍٛ انشكم .

  . ػُذ انحذٔد انًفزٕحخ نــ  أ ( أحغت َٓبٚبد  .1

 .شكم خذٔل رغٛشارٓب دساعخ اردبِ رغٛشاد ة( ثمشاءح ثٛبَٛخ ٔ دٌٔ 

     2  .g  كًب ٚهٙ :  ؼشّفخ ػهٗ انًدبل دانخ ي  

 رًثٛهٓب انجٛبَٙ يؼهى يزؼبيذ ٔ يزدبَظ. 

 . ػُذ  أ ( احغت َٓبٚخ   0.25 

 ٚطهت رؼٍٛٛ يؼبدنخ نّ .  ٚمجم يغزمًٛب يمبسثب يبئلاً ػُذ  ة( رحمك يٍ أٌ  

 . غٛشاد خـ( ادُسط ر 

II       )  ٗدانخ يؼشّفخ ػهIR-{-1} : ٙكًب ٚه 

  ٔ يبرا رغزُزح ؟ أ ( احُغت

  ة( أػط رفغٛشا ُْذعٛب نٓزِ انُزٛدخ .

  ػُذ انُفطخ انزٙ فبصهزٓب ٔ اكُزت يؼبدنزٙ انًًبعٍٛ -1

  .انزًثٛم انجٛبَٙ نهذانخ ٔ  ،  اسُعى  -2

 ٔ  ،  انزٙ يؼبدلارٓب :ٔ انًغزمًٛبد  احُغت يغبحخ انحٛض انًغزٕ٘ انًحذد ثبنًُحٗ  -3

 (لثاًيالوىضىع ا 2009)بكالىريا  (67التوريي )  
دانخ ػذدٚخ يؼشفخ ػهٗ  hاندضء الأٔل : 1;   : ٙكًب ٚه   2 2 ln 1h x x x x     . 

أحغت  (1 lim
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h x


  ٔ 
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lim
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h x


.  

يٍ انًدبل  xثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ  (2 1;   :   2
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
ثى اَدض  hٔ اعزُزح اردبِ رغٛش انذانخ  

 خذٔل رغٛشارٓب .
أحغت  (3 0h  اعزُزح إشبسح ٔ h x  حغت لٛىx . 

دانخ ػذدٚخ يؼشفخ ػهٗ  نزكٍ اندضء انثبَٙ : 1;    :ٙكًب ٚه   ln 1
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x
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
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
يُحُٛٓب  ٔ َغًٙ  

 .انجٛبَٙ فٙ انًؼهى 

أ ( أحغت  (1 
1

lim
x

f x


 زٛدخ ثٛبَٛب .ثى فغش ْزِ انُ 

limة( ثبعزخذاو انُزٛدخ 
t

t

e

t
   ٌثشٍْ أln
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  خـ( اعزُزح . lim
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
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د ( أحغت    lim 1
x

f x x


     ٗاعزُزح ٔخٕد يغزمٛى يمبسة يبئم نهًُح ٔ . 
  غزمٛى انًمبسة انًبئم .ثبنُغجخ إنٗ انً ْـ( أدسط ٔضؼٛخ انًُحٗ 

يٍ  xثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ  (2 1;   :   
 2

1

h x
f x

x
 


 . ، ثى شكم خذٔل رغٛشاد انذانخ  

2yٚمطغ انًغزمٛى رٔ انًؼبدنخ ثٍٛ أٌ انًُحٗ (3  3.4ٔ  3.3صٕسح ثٍٛ ػُذ َفطخ فبصهزٓب يح 

 . أسعى  (4

1yٔ انًغزمًٛبد انزٙ يؼبدلارٓب  أحغت يغبحخ انحٛض انًحذٔد ثبنًُحٗ  (5 x   0؛x   ٔ1x  

 (الاولضىع الوى 2010)بكالىريا  (68التوريي )  
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I ٍنٛك )f  انذانخ انؼذدٚخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل 0.5;I    : ثـ   1 ln 2 1f x x   ٍنٛك ٔ fC  ٙرًثٛهٓب انجٛبَٙ ف
 انًغزٕ٘ انًُغٕة إنٗ انًؼهى انًزؼبيذ ٔ انًزدبَظ .

احغت  (1 lim
x

f x


  ٔ 
0.5

lim
x

f x


 . 

 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب . Iيزضاٚذح رًبيب ػهٗ انًدبل  fثٍّٛ أٌ انذانخ (2
ػٍّٛ فبصهخ انُمطخ يٍ  (3 fC  انزٙ ركٌٕ فٛٓب انًًبط يٕاصٚب نهًغزمٛى d  ر٘ انًؼبدنخy x . 

ًٚكٍ كزبثخ  Iيٍ xأ ( أثجذ أَّ يٍ أخم كم  (4 f x  : ػهٗ انشكم   lnf x x a b    حٛثa  ،b 
 ػذداٌ حمٛمٛبٌ ٚطهت رؼًُٛٛٓب .

ة( اعزُزح أَّ ًٚكٍ سعى  fC  ٍاَطلالب ي C  يُحٗ انذانخ انهٕغبسٚزًٛخ انُٛجٛشٚخln  ثى اسعى C  ٔ fC . 
II )  انذانخ انؼذدٚخ َؼزجشg انًؼشفخ ػهٗ انًدبلI  : ِثـ   g x f x x  

احغت  (1 
1

2

lim
x ء

g x


ثى ثٍّٛ أٌ   lim
x

g x


  

 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب . Iػهٗ  gادسط اردبِ رغٛش انذانخ  (2
أ ( احغبببت  (3 1g  ثبببى ثبببٍّٛ أٌ انًؼبدنبببخ  0g x   رمجبببم فبببٙ انًدببببل 1.5;  حبببلا ٔحٛبببذا  ٌرحمبببك أ

2 3  . 

ة( اسعى  gC  يُحُٗ انذانخg  ػهٗ انًدبل 0.5;5 . فٙ انًؼهى انغبثك 

اعزُزح إشبسح  (4 g x ػهٗ انًدبلI  ُٗثى حذّد ٔضؼٛخ انًُح fC  ٗثبنُغجخ إن d . 

ثشٍْ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ يٍ انًدبل  (5 1;  : ٌفئ f x  ُٚزًٙ إنٗ انًدبل 1; . 

III )  ًَٙغ nu 1كًب ٚأرٙ :  *هٗ انًززبنٛخ انؼذدٚخ انًؼشفخ ػ
1

2
nu f

n

   
 

 . 

1انزٙ يٍ أخهٓب ٚكٌٕ :  nػٍّٛ لًٛخ انؼذد انطجٛؼٙ  (1 2ln3 3ln2nu     . 
1حٛث : nSانًدًٕع  nاحغت ثذلانخ  (2 2 ...n nS u u u    . 

 (الثاًيالوىضىع  2010)بكالىريا  (69التوريي )
كًب ٚهٙ :  IR*انًؼشفخ ػهٗ  fَؼزجش انذانخ   1

1x
f x x

e
 


َشيض ثـ fC بَظ .نزًثٛهٓب انجٛبَٙ انًؼهى انًزؼبيذ انًزد 

أ( أحغت  (1 lim
x

f x


  ٔ lim
x

f x


 . 

ة( أحغت  
0

lim
x

f x
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  ٔ 
0

lim
x

f x
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 ٔ فغش ُْذعٛب انُزٛدخ . 

 ارٓب .ثى شكم خذٔل رغٛش IR*ػهٗ  fأدسط إردبِ رؼٛش انذانخ  (2
أ( ثٍٛ أٌ انًُحُٙ (3 fC ٍٛٚمجم يغزمًٍٛٛ يمبسثٍٛ يبئه   ٔ   : يؼبدنزًٓب ػهٗ انزشرٛتy x  ٔ1y x  . 

ة(أدسط ٔضؼٛخ fC  ٍثبنُغجخ إنٗ كم ي   ٔ  . 

أثجذ أٌ انُمطخ  (4 0;0.5 ُٗيشكض رُبظش نهًُح ْٙ fC  

أ( ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ  (5  0f x   ٍٛرمجم حه ٔ  : حٛثln 2 1   ٔ1.4 1.3    . 

ة( ْم رٕخذ يًبعبد نـ fC  رٕاص٘ انًغزمٛى ؟ 
ج( أسعى    ،   ُٗثى انًُح fC . 

ػذد ٔ إشبسح حهٕل انًؼبدنخ :  mد ( َبلش ثٛبَٛب حغت لٛى انٕعٛط     1 x
m e m

  
 (الاول الوىضىع 2011)بكالىريا  (70التوريي )

(I  َؼزجش انذانخg شفخ ػهٗ انًؼ IR 1  : ِثـ

  1

1

x
g x

x





  ٔ gC رًثٛهٓب انجٛبَٙ انًؼهى انًزؼبيذ 

 ٔانًزدبَظ
 )انشكم انًمبثم( ، ثمشاءح ثٛبَٛخ :

 .gأ ـ شكم خذٔل رغٛشاد انذانخ
ة ـ حم ثٛبَٛب ، انًزشاخحخ   0g x . 

انزٙ ٚكٌٕ يٍ أخهٓب  xخـ ـ ػٍّٛ ثٛبَٛب لٛى 0 1g x  
 



 

(II نزكٍ انذانخf انًؼشفخ ػهٗ انًدبل 1;   : ِثـ  1 1
ln

1 1

x x
f x

x x

       
 fC  ٕ٘رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ انًغز

 انًُغٕة إنٗ انًؼهى انًزؼبيذ ٔانًزدبَظ.
. احغت 1 
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lim
x

f x
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 ٔ lim
x

f x


 ثىّ فغّش انُزٛدزٍٛ ُْذعٛب.  

ًدبليٍ ان x. أ ـ ثٍّٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛم2ٙ 1;  ، 
 2

2

1
g x

x
 


. 

ة ـ احغت   f x ٔادسط إشبسرٓب ثىّ شكم خذٔل رغٛشاد انذانخf . 

1انغؤال خـ ـ ، ػٍّٛ إشبسح انؼجبسح  I). أ ـ ثبعزؼًبل اندضء 3
ln

1

x

x

 
  

ػهٗ انًدبل  1;. 

ٌّ انذانخ ة ـ   ػذد حمٛمٙ . ثٍّٛ أ   lnx x x x    دانخ أصهٛخ نهذانخ ْٙ lnx x  ػهٗ انًدبل ; . 

يٍ انًدبل xد حمٛمٙخـ ـ رحمك أَّ يٍ أخم كم ػذ  1;  ،  2
1

1
g x

x
 


ػهٗ انًدبل fثى ػٍّٛ دانخ أصهٛخ نهذانخ 

 1;. 
 (الثاًي الوىضىع 2011)بكالىريا  (71لتوريي )ا

ثـِ :  IRانًؼشفخ ػهٗ  fَؼزجش انذانخ انؼذدٚخ   1x
f x e e x  . fC  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ انًؼهى انًزؼبيذ

ٔانًزدبَظ ; ,O i j. 
.  أ ـ احغت 1 lim

x
f x


 ٔ lim

x
f x


. 

ة ـ احغت  f x .ثىّ ادسط إشبسرٓب 
 . fخـ ـ شكّم خذٔل رغٛشاد انذانخ

. أ ـ ثٍّٛ أٌ انًغزمٛى 2   1ر٘ انًؼبدنخy e x    ُٙيمبسة يبئم نهًُح fC  ثدٕاس . 
ة ـ اكزت يؼبدنخ نهًغزمٛى  T  ُٙيًبط نهًُح fC  0ػُذ انُمطخ راد انفبصهخ. 

ٌّ انًؼبدنخ  خـ ـ ثٍّٛ أ  0f x  رمجم فٙ انًدبل ، 1,75;1,76  حلا ٔحٛذا. 
د ـ اسعى انًغزمًٍٛٛ   ٔ T  ُٙثى انًُح fC ػهٗ انًدبل ;2. 

بحخ، انًغ أ ـ احغت ثذلانخ. 3  .2 A  ثبنًُحُٙ نهحٛضّ انًغزٕ٘ انًحذّد fC  ٍّٚحبيم يحٕس انفٕاصم ٔانًغزمًٍٛٛ انهز ،    
0xيؼبدنزًٛٓب:    ؛x . 

  : ٌّ ة ـ أثجذ أ  21

2
A e e ua       

 
  (ua )ٔحذح انًغبحخ ْٙ 

 (الاول الوىضىع 2012)بكالىريا  (72لتوريي )ا
انًؼشفخ ػهٗ انًدبل fنزكٍ انذانخ  ;0   : ٙكًب ٚه  5 6ln

1

x
f x x

x

      
    fC  ٙرًثٛهٓب انجٛبَٙ ف 

انًُغٕة إنٗ انًؼهى انًزؼبيذ ٔانًزدبَظ  انًغزٕ٘ ; ,O i j. 
احغت –أ  (1 

0

lim
x

f x


 ثىّ فغّش انُزٛدخ ُْذعٛب . 

احغت  –ة  lim
x

f x


 . 

يبٍ  xثٍّٛ أَّ يٍ أخم كبم ػبذد حمٛمبٙ (2 ;0  ،   
2 6

1

x x
f x

x x

  


، ثبى شبكّم  f.اعبزُزح اردببِ رغٛبّش انذانبخ 

 خذٔل رغٛشّارٓب .
ثٍّٛ انًغزمٛى –أ  (3   : ّ5انز٘ يؼبدنخ نy x   ُٗيغزمٛى يمبسة يبئم نهًُح ْٕ fC  ثدٕاس. 

ادسط ٔضغ انًُحُٗ  –ة  fC  انًغزمٛى ٔ  . 

ٌّ انًؼبدنخ  (4 ثٍٛ أ  0f x   ٍّٛرمجم حه  ٔ  3.5حٛث 3.4     ٔ1.1 1    . 

أَشئ انًُحُٗ  (5 fC  انًغزمٛى ٔ  . 



 

  

0,037 0,20 

0,016 0,21 

0,005- 0,22 

0,026- 0,23 

0,048- 0,24 

0,070- 0,25 

3َؼزجش انُمطزٍٛ  –أ  (6
1; 3 6ln

4
A
        

 ٔ5 3
2; 6ln

2 4
B
        

1ثٍّٛ أٌ    7 3
6ln

2 2 4
y x   يؼبدنخ دٚكبسرٛخ نهًغزمٛى AB  

ٌّ انًغزمٛى –ة  ثٍّٛ أ AB  ًُٗٚظ انًُح fC  0فٙ َمطخM . ٚطهت رؼٍٛٛ إحذاثٛزٛٓب 

انذانخ انًؼشّفخ ػهٗ  gنزكٍ  (7 ;0   : ٙكًب ٚه 
2

5 6 ln
2 1

x x
g x x x

x

      
 . 

  ٌّ ػهٗ انًدبل fدانخ أصهٛخ نهذانخ gثٍٛ أ ;0. 

 (الثاًي الوىضىع 2012)بكالىريا  (73لتوريي )ا
(I ٍنزكg  ٗانذانخ انؼذدٚخ انًؼشفخ ػهIR  : ِثـ  1 x

g x xe . 
احغت  (1 lim

x
g x


 ٔ lim

x
g x


  . 

 ثى شكّم خذٔل رغٛشارٓب . gادسط اردبِ رغٛش انذانخ  (2
ٌّ انًؼبدنخ (3 أ ـ ثٍّٛ أ  0g x ا ، رمجم فٙ حلا ٔحٛذ  ٗػه 1;   

   ٌّ 0.5ة ـ رحمك أ 0.6   ثى اعزُزح إشبسح g x . 

 (II َؼزجش انذانخf  انًؼشفخ ػهٗ انًدبل ;2  : ٙكًب ٚه   1 1x
f x x e x    . . fC  َٙرًثٛهٓب انجٛب

فٙ انًغزٕ٘ انًُغٕة إنٗ انًؼهى انًزؼبيذ ٔانًزدبَظ ; ,O i j.. 
احغت  (1 lim

x
f x


. 

fنزكٍ  (2  يشزمخ انذانخf  ٙثٍٛ أَّ يٍ أخم كم ػذد حمٛم .x  ٍي ;2  : ٌفئ   f x g x    اعزُزح ،
إشبسرٓب.  f x  ػهٗ انًدبل ;2 ثى شكّم خذٔل رغٛشاد انذانخ ،f. 

3)  ٌّ ٍّ أ ثٛ 
2 1

f



 
  

 
  ، 

ثى اعزُزح حصشا نهؼذد  f   ٗرذٔٚش انُزبئح إن (210 ) 

ٌّ انًغزمٛى  (4 أ ـ ثٍّٛ أ   1را انًؼبدنخy x   ًُحُٗ ْٕ يمبسة يبئم نه fC  ثدٕاس   

ة ـ أدسط ٔضؼٛخ   fC  ٗثبنُغجٛخ إن  . 

5)  ٌّ ٍّ أ أ ـ ثٛ  0f x   ٍٛ1رمجم حهx  ٔ2x 11.6حٛث 1.5x     ٔ21.5 1.6x   . 

ة ـ أَشئ     ٔ fC . 
كًب ٚهٙ :  IRانذانخ  انًؼشفخ ػهٗ انًدبل  hنزكٍ ( 6    x

h x ax b e  
xدانخ أصهٛخ نهذانخ  hثحٛث ركٌٕ  a  ٔbأ ـ ػٍٛ انؼذدٍٚ انحمٛمٍٛ 

x xe  ٗػهIR            . 
 . IRػهٗ  gة ـ اعزُزح دانخ أصهٛخ نهذانخ 

 (الاول الوىضىع 2013)بكالىريا  (74لتوريي )ا
I f  ٗانذانخ انًؼشّفخ ػه ;1  :ِثـ 

1

1

1
x

x
f x e

x
 


 ، 

ٔ C ًُغٕة إنٗ انًؼهى انًزؼبيذ ٔانًزدبَظرًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ انًغزٕ٘ ان ; ,O i j. 
احغت  (1 lim

x
f x


  

1
lim

x

f x


  ، 

ثىّ اعزُزح انًغزمًٍٛٛ انًمبسثٍٛ نهًُحُٙ C. 
احغت  (2 'f x. 

ٌّ انذانخ   يزُبلصخ رًبيب ػهٗ  fثٍّٛ أ ;1 .ثىّ شكم خذٔل رغٛشارٓب ، 
ٌّ انًؼبدنخ  (3 ثٍّٛ أ  0f x   ٙرمجم ف ;1  حلا ٔحٛذا ثبعزؼًبل خذٔل انمٛى .

 .أػلاِ خذ حصشا نهؼذد 
اسعى انًغزمًٍٛٛ انًمبسثٍٛ ٔانًُحُٗ  (4 C ُٙثىّ اسعى انًُح ، 'C  انًًثم نهذانخf 
انزٙ يٍ أخهٓب ٚكٌٕ نهًؼبدنخ  mػٍّٛ ثٛبَٛب يدًٕػخ لٛى الأػذاد انحمٛمٛخ  (5 f x m .حلاٌ يخزهفبٌ فٙ الإشبسح 



 

(II g  ٗانذانخ انًؼشّفخ ػه ;1  :ِثـ   2 1g x f x   ػجبسح( g x .)غٛش يطهٕثخ 
على  gادرس تغيّرات الدالة  (1 ;1 .ثمّ شكّل جدول تغيراتها ، 

تحقّق أنّ  (أ -2
1

0
2

g
    
 

، ثمّ بيّن أنّ :   1
' 2 '

2
g f

    
 

. 

استنتج معادلة  (ب T  المماس لمنحنى الدالةg  في النقطة ذات الفاصلة
1

2

 
. 

تحقّق من أنّ :  (ج
   3 3

2 1

1 1
y x


 


 

 
، معادلة للمستقيم   T.  

 (الثاًي الوىضىع 2013)بكالىريا  (75لتوريي )ا
(I g  ّفخ ػهٗ انًدبلانذانخ انًؼش 1;   :ِثـ    2g x = x + 2 x + 4 - 2 ln x+ 1. 
 ، ثىّ شكّم خذٔل رغٛشارٓب. gادسط رغٛشاد انذانخ  (1
يٍ انًدبل  xاعزُزح أَّّ يٍ أخم كم  (2 1;   ،  0g x . 

(II f  انذانخ انًؼشّفخ ػهٗ انًدبل 1;   :ِثـ   1 2ln 1

1

x
f x x

x

 
 


ٔ . f

C  رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ انًؼهى

انًزؼبيذ ٔ انًزدبَظ  ; ,O i j  ٔحذح( . 2انطٕلcm) 
أ ـ احغت  (1 

1
lim

x

f x


 . فغّش انُزٛدخ ثٛبَٛب.

ة ـ احغت  lim
x

f x


. 

يٍ  xأ ( ثٍّٛ أَّّ يٍ أخم كم  (2 1;   ،   
 2

'
1

g x
f x

x



  

ػهٗ انًدبل fٛشّ انذانخ ة( ادسط اردبِ رغ 1;  .ثىّ شكّم خذٔل رغٛشّارٓب ، 
ٌّ انًؼبدنخ  خـ( ثٍّٛ أ  0f x   رمجلا حلا ٔحٛذا فٙ انًدبل 1;   ، 

     ٌّ 0ثىّ رحمكّ أ 0,5 . 
ٌّ انًغزمٛى (3 أ ( ثٍّٛ أ  را انًؼبدنخy x  ُٗيمبسة يبئم نهًُح f

C  ػُذ. 
ة( ادسط ٔضؼٛخ انًُحُٗ  f

C ثبنُغجخ إنٗ انًغزمٛى  . 

ٌّ انًغزمٛى  -4 َمجم أ T  را انًؼبدنخ
3

2
y x

e
   ُٗيًبط نهًُح ، f

C  0فٙ َمطخ فبصهزٓبx  .  

 .0xأ ( احغت 
ًٍٛٛ انًمبسثٍٛ ٔانًًبطة( اسعى انًغزم T ُٗثىّ انًُح f

C. 
ثحٛث رمجم انًؼبدنخ  mج( ػٍّٛ ثٛبَٛب لٛى انٕعٛط انحمٛمٙ f x x m  .ٍٚحهٍّٛ يزًبٚض 

 (الاول الوىضىع 2014)بكالىريا  (76لتوريي )ا
انًؼشفخ ػهٗ  fزجش انذانخ َؼ 0;  :ٙ2كًب ٚهln

( ) 1
x

f x
x

 
 

 ٔ( )fC .رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ انًؼهى انًزؼبيذ ٔ انًزدبَظ
 

أ( أحغت  (1
0

lim ( )
x

f x



  ٔlim ( )
x

f x


 ش انُزٛدزٍٛ ُْذعٛب.، فغ

ػهٗ  fة( أدسط إردبِ رغٛش انذانخ  0; .ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب 
)أ( أدسط ٔضؼٛخ انًُحُٗ  (2 )fC  ثبنُغجخ إنٗ انًغزمٛى( )  :ّ1انز٘ يؼبدنزy . 

)ة( أكزت يؼبدنخ انًًبط  )T ُٗنهًُح( )fC  1فٙ انُمطخ راد انفبصهخ. 
)ج( ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ  ) 0f x   رمجم فٙ انًدبل 0;1  حلا ٔحٛذا 0,4، حٛث 0,3

e e  . 
)أَشئ  (3 )T  ٔ( )fC. 

انًؼشفخ ػهٗ  hنزكٍ انذانخ  (4 IR 0  :ٙ2كًب ٚهln
( ) 1

x
h x

x
  ٍنٛك ٔ .( )hC . َٙرًثٛهٓب انجٛب 

 



 

 

 
)غٛش يؼذٔو،  xّ يٍ أخم كم ػذد حمٛمٙ ثٍٛ أَ ( أ ) ( ) 0h x h x  يبرا رغزُزح؟ ، 

)أَشئ انًُحُٗ  ( ة )hC  ُٗاػزًبدا ػهٗ انًُح( )fC. 

2lnحهٕل انًؼبدنخ:  ، ػذدmَبلش ثٛبَٛب، حغت لٛى انٕعٛط انحمٛمٙ  ( د ( 1)x m x . 

 
 (الثاًي الوىضىع 2014)بكالىريا  (77لتوريي )ا
I-  ٍنزكg  ٗانذانخ انؼذدٚخ انًؼشفخ ػهIR  :ٙكًب ٚه

3 2( ) 2 4 7 4g x x x x   . 
limأ( أحغت   (1 ( )

x
g x


  ٔlim ( )

x
g x


. 

IRػهٗ gة( أدسط اردبِ رغٛش انذانخ    
 

 ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب.
)أ( ثٍٛ أٌ انًؼبدنخ  (2 ) 0g x   رمجم حلا ٔحٛذا  0,7حٛث 0,8 . 

)إشبسح  xزُزح حغت لٛى انؼذد انحمٛمٙ ة( اع )g x. 

II-  َؼزجش انذانخ انؼذدٚخf ٗانًؼشفخ ػهIR :ٙكًب ٚه
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 ٔ( )fC  َٙفٙ انًغزٕ٘ انًُغٕة إنٗ انًؼهى انًزؼبيذ ٔ انًزدبَظ رًثٛهٓب انجٛب( ; ; )O i j. 
limأحغت  (1 ( )

x
f x


  ٔlim ( )

x
f x


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: IRيٍ  xأ( ثٍٛ أَّ يٍ أخم كم   (2
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 
  

)ح أٌ انًُحُٗ ة( اعزُز )fC  ٚمجم يغزمًٛب يمبسثب يبئلا( ) .ّٚطهت رؼٍٛٛ يؼبدنخ ن 
)ج( أدسط انٕضغ انُغجٙ نهًُحُٗ  )fC  ٔ( ). 

: IRيٍ  x(  أ( ثٍٛ أَّ يٍ أخم كم 3
 22
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x g x
f x
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 
 .fيشزمخ انذانخ  f'حٛث  

)'ة( اعزُزح إشبسح  )f x  حغت لٛىx  ثى شكم خذٔل رغٛشاد انذانخf َأخز( .( ) 0,1f   ) 
)انًؼبدنخ  IRثى حم فٙ  f(1)( أحغت 4  ) 0f x . 
)( أَشئ انًغزمٛى 5  )  ُٗانًُح ٔ( )fC. 
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ٔ.( )hC .رًثٛهٓب انجٛبَٙ فٙ انًؼهى انغبثك 
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): IRٍ ي ) ( ) 2h x f x . 
ٌّ  ( ة )اعزُزح أ )hC  صٕسح ْٕ( )fC  ثزحٕٚم َمطٙ ثغٛط ٚطهت رؼُّٛٛ، ثى أَشئ( )hC. 

 (الاول الوىضىع 2015)بكالىريا  (78لتوريي )ا
)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ; ; )O i j. 

I. ( )  انزًثٛم انجٛبَٙ  نهذانخlnx x  ٔ( )  3انًغزمٛى رٔ انًؼبدنخy x   ؛
 فبصهخ َمطخ رمبطغ ْٙ( )  ٔ( ). 
)ثمشاءح ثٛبَٛخ حذد ٔضؼٛخ  (1 )  ٗثبنُغجخ إن( )  ٗػه 0;. 
2) g  انذانخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل 0;  :ة( ) 3 lng x x x   اعزُزح .

)إشبسح  xحغت لٛى  )g x. 
2,2رحمك أٌ:  (3 2,3 . 

II. f انذانخ انًؼشفخ ػهٗ انًدبل 0;  :ة 1
( ) 1 ln 2f x x

x
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ٔ( )fC .َٙرًثٛهٓب انجٛب 
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 ؛ ثى شكم خذٔل رغٛشاد انذانخf. 
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 
زُزح حصشا نهؼذد ؛ ثى اع( )f . 

)دسط ٔضؼٛخ أ (2 )fC  ثبنُغجخ إنٗ حبيم يحٕس انفٕاصم؛ ثى أَشئ( )fC  20ػهٗ انًدبل;e  . 

 



 

 (الثاًي الوىضىع 2015)بكالىريا  (79لتوريي )ا
A. g

 
2ة:  IRانذانخ انًؼشفخ ػهٗ  2( ) 1 2 x

g x x e
  . 

 . IRػهٗ  gأدسط اردبِ رغٛش انذانخ  (1
ٌّ انًؼبدنخ  (2 )ثٍّٛ أ ) 0g x   رمجم حلا ٔحٛذا  ٙفIR : ٌّ 0,36، ثىّ رحمكّ أ 0,37 . 
)اعزُزح إشبسح  (3 )g x  ٗػهIR. 
B.  f

 
2ة: IRانذانخ انًؼشفخ ػهٗ  2( ) 1x

f x xe x
  . 

)نجٛبَٙ فٙ انًؼهى انًزؼبيذ ٔ انًزدبَظ ٔ رًثٛهٓب ا ; ; )O i j. 
IR:2يٍ  xأ( ثٍّٛ أَّّ يٍ أخم كم   (1 2'( ) ( )x

f x e g x
 . 

ٌّ انذانخ  ( ة يزُبلصخ رًبيب ػهٗ  fاعزُزح أ ;    ٗيزضاٚذح رًبيب ػه ٔ ; . 
 ، ثى شكم خذٔل رغٛشارٓب .ٔ ػُذ ػُذ fأحغت َٓبٚخ  (2
أحغت  (3 lim ( ) 1

x
f x x


  .ثىّ فغّش انُزٛدخ ُْذعٛب 

)أدسط ٔضؼٛخ  (4 )fC  ثبنُغجخ إنٗ انًغزمٛى( )  ّ1انز٘ يؼبدنزy x  . 

)أَشئ (5 )ٔ( )fC 1ػهٗ انًدبل
;
2

   
)، َأخز  ) 0,1f  . 

IR :2يٍ  xكم  أ( رحمك أَّّ يٍ أخم (6 22 ( ) '( ) "( ) 1 2 3 x
f x f x f x x e    . 

 . IRػهٗ  fة(اعزُزح دانخ أصهٛخ نهذانخ 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 


