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  ةــالصحیح الأعداد ةــمجموع في ةـــالقسم

  بوخلاط محمد:الأستاذ                                            الكفاءات المستھدفة
  

  .إثبات أن عدد صحیح یقسم عددا صحیحا أخر )1
  . مجموعة الاعداد الصحیحة استعمال خواص قابلیة القسمة في )2
  .خوارزمیة إقلیدس لتعیین القاسم المشترك الأكبر لعددین طبیعیین  استعمال )3
  .استعمال خوارزمیة إقلیدس لتعیین القواسم المشتركة لعددین طبیعیین  )4
  حل مشكلات بتوظیف  خواص القاسم المشترك الأكبر  )5

  
  : مجموعة الاعداد الصحیحة قابلیة القسمة في

یعني  bیقسم العدد aالقول أن العدد. غیر معدوم   bعددان صحیحان و bو a :تعریف  )1
b: حیث  kوجود عدد صحیح  ka  . نقول كذلكa قاسم للعددb  أو نقول كذلكb  مضاعف

aنكتب  . aللعدد b  ونقرأa  یقسمb.   
  :أمثلة       

1( 3 36 
2(  3 36 
3(  5 55 
4(    11 66  

و aللعددین  Z في :ملاحظة   a  نفس القواسم.  
 :خواص   )2

  .ثلاثة أعداد صحیحة غیر معدومة   cوa ،b :1خاصیة 
  . cیقسم   aفإن cیقسم  bو bیقسم  aإذا كان           
  :البرھان 
aإذا كان   b  وb c  فإنb ka  وc k b   حیثk وk لي أعداد صحیحة و بالتا c kk a  وبما

أن  kk  عدد صحیح فإنa  یقسمc .  
  .غیر معدوم  aعددان صحیحان وbو  a : 2خاصیة 

  . mbیقسم   m  ،aفإنھ من أجل كل عدد صحیح  bیقسم   aإذا كان             
  :البرھان 
aإذا كان  b   فإنb ka  حیثk   عدد صحیح  وبالتالي   mb m ka k ma   وبما أنma  عدد

  .mbیقسم   aصحیح فإن 
  .غیر معدوم  aعددان صحیحان و  bو  a : 3خاصیة 

  . mbیقسم   m ،maفإنھ من أجل كل عدد صحیح غیر معدوم  bیقسم  aإذا كان             
  :البرھان 
aإذا كان  b   فإنb ka  حیثk   عدد صحیح  وبالتالي   mb m ka k ma   وبما أنk  عدد

  .mbیقسم   maصحیح فإن 
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   طرائــــــــق

  
   : 1تمرین 
یقسم  13: حیث  nعین الأعداد الصحیحة             7n  .  
 :الحل  13 7n   یوجد عدد صحیحk 7 حیث 13n k      13إذن 7n k  .  

یقسم  13والتي تحقق   nالأعداد الصحیحة         7n    : ھي الأعداد الصحیحة  من
13الشكل 7n k  حیثk   صحیح.  

   : 2تمرین 
:   حیث   nعین الأعداد الطبیعیة            2 9n     6یقسم   .  

ھي  6مجموعة القواسم الصحیحة للعدد  :الحل   6; 3; 2; 1;1;2;3;6     .  
    2 9n  معناه    6یقسم 2 9 6n    .أو 2 9 3n     أو 2 9 2n   أو 2 9 1n     
أو 2 9 1n   أو 2 9 2n   أو 2 9 3n   . أو 2 9 6n  .  2معناه 3n 2أو 6n   2أو 7n  
2أو 8n  2أو 10n  2أو 11n  2أو 12n  2أو 15n  . 3معناهn  4أوn  5أوn  6أوn  .  

معناه  3;4;5;6n  .  
 : 3تمرین 

  :حیث  nعین الأعداد الصحیحة               
                     4 7n   یقسم 4n   .    

 :الحل  
n عدد صحیح حیث : 4 7n   یقسم 4 7n   لأن     4 7 1 4 7 .......... 1n n   من جھة أخرى و

 4 7n   یقسم 4n  إذن 4 7n   یقسم 4 4n یوجد عدد صحیح  وعلیھk بحیث: 
     4 16 4 7 .......... 2n k n    وبطرح 1 من 2  نجد : 

       4 16 4 7 4 7 4 7n n k n n       معناه   9 1 4 7k n    أي 4 7n   9یقسم .    
ھي  9مجموعة قواسم صحیحة للعدد 9; 3; 1;1;3;9   .   

اذن    4 7 9; 3; 1;1;3;9n     .عناه م 4 16; 10; 8; 6; 4;2n       معناه 4; 2; 1n    .  
 4 7n   یقسم 4n  إذا وفقط إذا كانت   4; 2; 1n   .  

  
  .غیر معدوم  aثلاثة أعداد صحیحة و cوa  ،b : 4خاصیة 

یقسم   aالعدد.  nو  mفإنھ من اجل كل عددین صحیحین  cوbیقسم العددین   aإذا كان            
mb nc .  
  :البرھان 
aإذا كان  b  وa c  فإنb ka  وc k a   حیثk  وk عددان صحیحان وعلیھ :

 mb nc mka nk a mk nk a        .  
بما أن  mk nk  عدد صحیح  فإنa  یقسم mb nc . 
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  جموعة الأعداد الصحیحةم ة فيیالإقلید ةالقسم
  

  :مجموعة الاعداد الصحیحة ة فيالإقلیدی ةالقسم )1
توجد ثنائیة وحیدة . عدد طبیعي غیر معدوم   bعدد صحیح وa :مبرھنة   ;q r  من الأعداد

aحیث     الصحیحة  bq r  0و r b    .  
تسمى عملیة البحث عن الثنائیة  ;q r بالقسمة الإقلیدیة للعددa على العددb  . یسمىq وr  بھذا

  . bعلى العدد aالترتیب حاصل وباقي القسمة الإقلیدیة للعدد 
  :البرھان 

وحید عدد صحیح  qأي  یوجد  bوإما محصور بین مضاعفین متتابعین لـ  bإما مضاعف لـــ  aالعدد
حیث  1qb a q b   0من ھذا أن وبالتالي نستنتج a qb b  .  
rنضع  a qb   إذنa bq r   0مع r b  .  

  .غیر معدوم bعلى عدد صحیح  aیمكن تمدید مفھوم القسمة القسمة الإقلیدیة لعدد صحیح  :ملاحظة 
a: نجد                  bq r    0و r b  .  

  
  : القاسم المشترك الأكبر لعددین طبیعین  )2

  .على الترتیب  bو  aمجموعتا قواسم  bDو.  aDطبیعیان غیر معدومین عددان  bو a :تعریف 
         a bD D  ھي مجموعة القواسم المشتركة للعددینa وb  .  

aیسمى أكبر عنصر من المجموعة  bD D  بالقاسم المشترك الأكبر للعددینa وb . ونرمز لھ بالرمز
 ;PGCD a b .(Plus Grand Commun Diviseur) 

  :ملاحظات 
 . الاعداد الصحیحة غیر معدومة ھي 0مجموعة قواسم  )1
2(   ;PGCD a a a    و 1; 1PGCD a   و 0;PGCD a a  ) غیر معدوم ( 
 :مثال   9 1;3;9D   و 12 1;2;3;4;6;12D   .  وبالتالي 9;12 3PGCD  .  

  
  قـــــــطرائ

  : 1تمرین 
         a وb   عددان صحیحان .  

2یقسم  2أثبت أن إذا كان  2a b  یقسم   2فإن 2a b .  
  :الحل 

2یقسم  2  2a b معناه یوجد عدد صحیحk  2: بحیث 2 2a b k .  
:  لدینا    2 2 2 2 2 2 2a b a b ab k ab k ab         . بما أن k ab  عدد صحیح  
یقسم   2فإن   2a b .  

   : 2تمرین 
25: حیث أن     bو a عین الأعداد الصحیحة          49ab b  .  
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 :الحل  
25: لدینا  49ab b   تكافيء 5 49b a b . )b  و 5a b  ( تكافيء  )49قواسم للعدد

 49b  و 5 1a b (  أو)1b  و 5 49a b   (أو  ) 7b  و 5 7a b   (  أو  )
 1b   و 5 49a b    ( أو  ) 7b   و 5 7a b    (  أو  ) 49b   و 5 1a b    

(  تكافيء .    ) 49b  و 10a   ( أو  ) 1b  و 10a   ( أو  ) 7b  14و
5

a  
 

او   )  

  ) 1b   و 10a    (   أو  ) 7b   14و
5

a   
 

(  أو   )   49b   و 10a    (  .      

25التي تحقق المعادلة   bو a  الأعداد الصحیحة  49ab b  . ھي الثنائیات 10;49  ، 10;1 ،
 10; 49  ،  10; 1   .  
  . 9ھو  12على  aباقي قسمة . عدد صحیح  a: 3تمرین 

 ؟ 6على  aماھو باقي قسمة العدد  )1
  ؟  3على aو باقي قسمة العدد ماھ )2
 :الحل 

12: بحیث   kمعناه یوجد عدد صحیح  9ھو  12على  aباقي قسمة  9a k  .  
 : 6على  aباقي قسمة العدد  )1

: لدینا  12 9 2 6 6 3 6 2 1 3 6 3a k k k k           . حیث 2 1k k   . عدد
  . 3ھو  6على  aصحیح وبالتالي باقي قسمة العدد 

 :  3على aباقي قسمة العدد  )2
: لدینا  12 9 3 4 3 3 3 4 3 3 0a k k k k          . حیث 4 3k k   عدد صحیح 

  . 0ھو 3على  aوبالتالي باقي قسمة العدد
 :4تمرین 

         n  وm  عین بواقي .  12و  8لترتیب ھما على ا17عددان طبیعیان  باقي قسمتھما  على
القسمة الإقلیدیة لكل من الاعداد  n m  ،nm2، وm  17على .    
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 :خواص القاسم المشترك الأكبر لعددین طبیعین  )3
 

aعددان طبیعیان غیر معدومین حیث  bو  a: 1خاصیة  b   .r  باقي قسمةa  علىb .  
                    ; ;PGCD a b PGCD b r  .  

  :البرھان 
نضع    ;PGCD a b d  و ;PGCD b r d   .  

aنعلم أن  bq r   حیثq إذن    عدد طبیعيr a bq .  
یقسم  dإذن  aیقسمdو bqیقسم  dوبالتالي bیقسم  dدینا ل a bq  أيd  یقسمr.إذن نجدd 

  . rوbقاسم مشترك للعددین  
dومن جھة أخرى     یقسمb وبالتاليd    یقسمbqوd   یقسمr إذنd   یقسم bq r أيd  

dإذن نجد. aیقسم    قاسم مشترك للعددینa  وb .  
 bھي نفسھا مجموعة القواسم المشتركة للعددین  bو aإذن مجموعة القواسم المشتركة للعددین 

dبالتالي rو d   أي   ; ;PGCD a b PGCD b r    .  
  :خوارزمیة إقلیدس 

a  وb عددان طبیعیان غیر معدومین حیثa b  بقسمةa ىعلb  1نحصل  على 1a bq r   مع
10 r b   1حیثb  1وq عددان طبیعیان.  

1إذا كان *)  0r  ) أيb یقسمa  (  فإن ;PGCD a b b .  
1إذا كان *)  0r    فإن   1; ;PGCD a b PGCD b r  . نقسمb 1علىr  1نحصل على 2 2b rq r   و

2 10 r r   2حیثq 2وr  عدد طبیعیان.  
2إذا كان *)  0r  ) 1أيr یقسمb  (  فإن   1 1; ;PGCD a b PGCD b r r  .  
2إذا كان *)  0r    فإن     1 1 2; ; ;PGCD a b PGCD b r PGCD r r   . 1نقسمr 2علىr  نحصل

1على  2 3 3r r q r   3و 20 r r   3حیثq 3وr  عدد طبیعیان.  
  :أخر باقي غیر معدوم وعلیھ  nrمينس. نواصل ھكذا حتى نجد باقیا معدوما *)
         1 1 2; ; ; ..... ;0n nPGCD a b PGCD b r PGCD r r PGCD r r      .  
  . بطریقة خوارزمیة إقلیدستسمى ھذه الطریقة لإیجاد القاسم المشترك الأكبر لعددین طبیعین  

ھو أخر باقي غیر معدوم في  bو aالقاسم المشترك الأكبر لعددین طبیعین غیر معدومین  : 2خاصیة 
  .سلسلة قسمات خوارزمیة إقلیدس 
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  قــــــطرائ
   : 1تمرین 

عین   )1 182;126PGCD  . 
182  حیث و  باستعمال خوارزمیة إقلیدس أوجد عددین صحیحین  )2 126 14   . 

 :الحل 
تعین  )1 182;126PGCD . 
 

  14  2  1      الحاصل
  4  56  126  182  المقسوم والقاسم

  0      4   56     الباقي
إذن  182;126 14PGCD  .  

182حیث   و  باستعمال خوارزمیة إقلیدس نبحث عن عددین صحیحین  )2 126 14  . 
126لدینا  1 56 2 14     إذن 126 1 182 126 2 14      وبالتالي

   182 2 126 3 14     إذن   ; 2;3   .  
  

  .عدد طبیعي غیر معدوم kان طبیعیان غیر معدومین عدد bو  a:3خاصیة 
                   ; ;PGCD ka kb k PGCD a b  .  

  :البرھان 
نضع  ;PGCD a b d و ;PGCD ka kb d    .d وd  غیر معدومین  عددان طبیعیان.  
 kdوبالتالي kbیقسم kdومنھ  bیقسم  dولدینا كذلكkaیقسم kdومنھ  aیقسم dلدینا 

أي  kbوkaیقسم القاسم المشترك الأكبر للعددین  kdإذن  kbو kaقاسم مشترك للعددین 
kd یقسمd  ومنھ یمكن كتابة d k kd  حیثk  عدد طبیعي.  

dكذلك   یقسمka وkb  ومنھ d k kd   یقسمka وkbوبالتاليk d  یقسمaوb 
kوبالتالي d   یقسم القاسم المشترك الأكبر للعددینa وb  1وبالتاليk   ومنھd kd  .  
: نتیجة    ; ;PGCD ka kb k PGCD a b  .  

  .عددان طبیعیان غیر معدومین   bو a :تعریف 
ن فیما بینھما إذا وفقط إذا كان قاسمھما المشترك الأكبر یكون العددان  و أولیی           

  . 1یساوي 
نضع  bو aقاسم مشترك للعددین d. عددان طبیعیان غیر معدومین  bو a : 4خاصیة 
a da وb db  .  یكونd  القاسم المشترك الأكبر للعددینa وb   إذا وفقط إذا كان

  .أولیین فیما بینھما  bوaالعددان الطبیعیان  
  .قاسمھما المشترك الأكبر d. عددان طبیعیان غیر معدومین  bو a :البرھان 

aنضع *)    da وb db   .
وعلیھ     ; ; ;d PGCD a b PGCD da db d PGCD a b       .  

:  غیر معدوم فإن dبما أن  ; 1PGCD a b   .  
نعتبر : عكسیا *)    ; 1PGCD a b    . وبالتالي   ; ;PGCD a b k PGCD a b d    .  
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   :تمدید القاسم المشترك الأكبر لعددین صحیحین ) 3
  .عددان صحیحان غیر معدومین  bو a: تعریف    

: حیث dھو العدد الطبیعي الوحید   bو aالقاسم المشترك الأكبر للعددین                
 ;d PGCD a b.  

  
  .عدد صحیح غیر معدوم   kعددان صحیحان غیر معدومین و bو a :خاصیة 

        ; ;PGCD ka kb k PGCD a b  .  
  .ر معدومین عددان صحیحان غی bو a :ملاحظة 

فإن  aیقسم bإذا كان    ;PGCD a b b .   
  
   

 
 
  

                             
  قــــــطرائ

  
  : 1تمرین 
عین              54;82PGCD   ثم استنتج 5400;8200PGCD .   
 :الحل 

1(  54;82 2PGCD . 
2(      5400;8200 54 100;82 100 100 54;82 100 2 200PGCD PGCD PGCD       

 
  : 2تمرین 

عین كل الثنائیات           ;a b  من الأعداد الطبیعیة حیث
 
72
; 9

a b
PGCD a b
 

 
   .  

  :الحل 
بما أن       ; 9PGCD a b  9إذنa a 9وa b  حیثaوb  عددان أولیان فیما بینھما.  

 72a b   9معناه 9 72a b    8وبالتاليa b   .  
وعلیھ           ; 1;7 , 3;5 , 5;3 , 7;1a b   .  

مجموعة الثنائیات :خلاصة  ;a b  التي تحقق الجملة:         9;63 , 27;45 , 45;27 , 63;9   
ھناك ثنائیات  :ملاحظة  ;a b  8،تحققa b    لكنaوb  لیست أولیة فیما بینھا.  

ثلا م  4;4.  
  : 3تمرین 

عین كل الثنائیات  ;a b  من الأعداد الطبیعیة حیث
 
360
; 6

a b
PGCD a b
 

 
   .  
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 :الحل 
بما أن       ; 6PGCD a b  6إذنa a 6وa b  حیثaوb  عددان أولیان فیما بینھما  

 72a b   معناه   6 6 360a b    10وبالتاليa b   .  
وعلیھ             ; 1;10 , 2;5 , 5;2 , 10;1a b   .  

مجموعة الثنائیات :خلاصة  ;a b ھي التي تحقق الجملة : 
        6;60 , 12;30 , 30;12 , 60;6 .  

 : bac 2008تمرین 
  n 5عدد طبیعي أكبر من .  
1( a وb  2عددان طبیعیان حیثa n    2و 3b n   . 

 ؟ bو aماھي القیم الممكنة للقاسم المشترك الأكبر للعددین    ) أ
ان إذا وفقط إذا ك 7من مضاعفات   bو aبین أن العددین   ) ب 5n   7مضاعفا للعدد  
التي یكون من أجلھا  nعین قیم   ) ت ; 7PGCD a b  . 

 :حیث  qو pنعتبر العددین الطبیعیین )2
   22 7 15p n n    2و 7 10q n n    .  

یقبل القسمة على qو pبین أن كل من العددین   ) أ 5n   . 
n  ،وبدلالة   nعین تبعا لقیم  ) ب ;p qPGCD . 
  :الحل 

   :bو aتعیین القیم الممكنة للقاسم المشترك الأكبر للعددین  ) أ )1
2a: لدینا    n    2و 3b n   . نلاحظ  : 2 3 2 2 7n n      2أي 7b a     إذن

2 7b a .  
:   نضع  ;PGCD a b d  وبالتاليd b  وd a   إذنd b   2وd a  وبالتالي 2d b a  أي
7d .  

أي  7ھي  قواسم العدد : bو aإذن القیم الممكنة للقاسم المشترك الأكبر للعددین   1;7 .  
إذا وفقط إذا كان  7من مضاعفات   bو aنبین أن العددین ) ب 5n   7مضاعفا للعدد    .  
إذا كان  -  5n   یوجد عدد طبیعي معناه  7من مضاعفاتk  حیث 5 7n k    7أي 5n k   

  :نجد   bو aبالتعویض في  2 7 5 2 7 1 7a n k k k         و
   2 3 2 7 5 3 14 7 7 2 1 7b n k k k k           العددان وبالتاليa وb   7من مضاعفات . 

فإن  . 7من مضاعفات   bو aإذا كان  العددان  - b a بملاحظة  و 7ومن مضاعفات  العدد
 2 3 2 5b a n n n         فإن 5n   7مضاعفا للعدد    .  

التي یكون من أجلھا  nتعین قیم ) ت ; 7PGCD a b  .  
  ; 7PGCD a b   ھذا یعنيa وb  معناه أن   7من مضاعفات العدد 5n 7من مضاعفات العدد 

7ھي من الشكل  nوبالتالي قیم  5n k  حیثk   5عدد طبیعي أكبر من .  
یقبل القسمة على qو pنبین أن كل من العددین ) أ )2 5n   . 

 .باستخدام طریقة ھورنر 
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معاملات     2  -7  -15 p n  
جذرقیمة   5  0  10  15 p n  
  معاملات ھورنر    2  3  0

وبالتالي   22 7 15 5 2 3p n n n n      .  
  

معاملات     1  -7  10 q n  
جذرقیمة   5  0  5  10 p n  
  معاملات ھورنر    1  -2  0

    22 7 15 5 2q n n n n      .  
القسمة على نیقبلا qو pإذن العددان    5n .  

n  ،وبدلالة   nتعین تبعا لقیم)ب ;p qPGCD . 

                                

        
        
     

; 5 2 3 ; 5 2

; 5 2 3 ; 2

; 5 ;

p q n n n n

p q n n n

p q n a b

PGCD PGCD

PGCD PGCD
PGCD PGCD

    

   

 

 .  

إذا كان  - ; 7PGCD a b   فإن   ; 7 5PGCD p q n  . 
إذا كان  - ; 1PGCD a b   فإن   ; 5PGCD p q n  . 

  
       

  
  
  
  

     
        


