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 الأعداد الأولیة
   

  بوخلاط محمد:الأستاذ                                                       الكفاءات المستھدفة  

 .التعرف على أولیة عدد طبیعي  )1
 .استعمال تحلیل عدد طبیعي الى جداء عوامل أولیة لتعیین مضاعفات عدد طبیعي وقاسمھ  )2
امل أولیة لتعیین المضاعف المشترك الأصغر والقاسم استعمال تحلیل عدد طبیعي الى جداء عو )3

 .المشترك الأكبر 
 .استعمال العلاقة بین المضاعف المشترك الأصغر والقاسم المشترك الاكبر  )4
 .استعمال خواص المضاعف المشترك الأصغر  )5
 .استعمال مبرھنة بیزو  )6
 .استعمال مبرھنة غوص ونتائجھا  )7

  
  

  نفسھ  nو Z   :1 یقبل قاسمین بالضبط في nعدد اولي معناه أن  nالقول ان العدد الطبیعي  :تعریف 
  

  :ملاحظات  
 .غیر أولي لأنھ یقبل عدد غیر منتھ من القواسم  0العدد   )1
 .غیر أولي لأنھ یقبل قاسم واحد ھو نفسھ  1العدد  )2
 .ھو العدد الاولي  الزوجي الوحید  2العدد  )3

  : خواص 
2n( 1أكبر تماما من  nكل عدد طبیعي  : 1خاصیة   ( یقبل على الأقل قاسما أولیا.  
  .  1عددا طبیعیا أكبر تماما من  nلیكن  :البرھان 

  .وبالتالي الخاصیة محققة  nیقسم  nأولیا فإن nإذا كان *)   
أصغر قاسم  pلیكن .  nوعن  1یقبل على الاقل قاسما  یختلف عن  nغیر أولي فإن nإذا كان *) 

حیث  pیقسم   dغیر أولي ومنھ یوجد عدد طبیعيpنفرض أن .   nوعن  1یختلف عن  nللعدد 
1 d p    وبالتاليd  یقسمn   لأن ( وھذا تناقضd p وp  أصغر قاسم للعددn  (  ومنھ

pاصیة محققة عدد أولي وعلیھ الخ.  
  : 2خاصیة 
2n( 1غیر أولي أكبر تماما من  nكل عدد طبیعي          ( یقبل قاسما اولیاa  حیثa n    

  .  1غیر اولي  أكبر تماما من عددا طبیعیا   nلیكن  :البرھان 
 n یقبل قاسماd  و عن  1یختلف عنn   ومنھn d d      حیثd   عدد طبیعي غیر معدوم.  
1dلأن إذا كان (      فإنd n  وھذا تناقض (  

dنفرض  d   2ومنھd d d   2أي أنd n  وبالتاليd n .  
  . nوھو كذلك قاسم أولي للعدد  aأولیا یقبل على الأقل قاسما  d :  1حسب الخاصیة 

aبما أن لدینا  d   وd n   نستنتج  أن : a n.  
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  .مجموعة الأعداد الأولیة غیر منتھیة  : 3خاصیة 
  

  :البرھان 
  نستعمل البرھان بالخلف 

  .أكبر عدد من مجموعة الاعداد الأولیة  pلیكن . نفرض أن مجموعة الأعداد الأولیة منتھیة  
2أي   . pالى  2جداء كل الاعداد الأولیة من  Nلیكن  3 5 ..........N p           .  
Nلیكن    1: العدد الطبیعي حیث أنN N     باقي قسمةN   او ......... 2،3،5علىp  تعطي

Nإذن  .  1الباقي دوما   او ......... 2،3،5غیر قابل للقسمة علىp  .  
Nإذا كان  -  اولیا فإنN p   وھذا تناقض . 
Nإذا كان  -   غیر أولي فإنN   یقبل قاسما أولیا أكبر منp  ) وھذا تناقض  ) 1حسب الخاصیة 

  .إذن  مجموعة الأعداد الأولیة غیر منتھیة  
  

  
  ق ـــــــــطرائ

  
 :تمرین  

  :في كل حالة من الحالات التالیة أذكر إن كان العدد أولیا          
  1023) ج               341) ب                      251) ا

 الحل :
251) ا 15.84  2;3;5;7;11;13الأعداد الألیة الأصغر من  ھي .  

251وكذلك  5وعلى  3وعلى  2لا یقبل القسمة على  251العدد  7 35 6    251و 11 22 9      و
251 13 19 4     أولي  251بالتالي العدد.  

341) ب 18.46  2;3;5;7;11;13;17ھي  18الأعداد الألیة الأصغر من .  
 341وبالتالي  11لكن یقبل القسمة على  7وعلى  5وعلى  3على و 2لا یقبل القسمة على  341العدد 

  .   غیر أولي 
1023 )ج 31.98  2;3;5;7;11;13;17;19;23;29ھي  31الأعداد الألیة الأصغر من .   
  . غیر أولي   341وبالتالي  3لكن یقبل القسمة على  2لا یقبل القسمة على  1023لعدد ا  
  
  
  :تحلیل عدد الى جداء عوامل أولیة ) 2
   حیث یمكن تحلیلھ الى جداء عوامل أولیة  nكل عدد طبیعي غیر أولي  :مبرھنة   

  :البرھان
  .  1عددا طبیعیا أكبر من  nلیكن

 n 1عددا طبیعیا غیر أولي فإن یقبل یقبل القسمة على عدد أوليp )1 2p  (  على الأقل وبالتالي: 
1 1n p n   11حیث n n  .  
   .أولیا فإن المبرھنة محققة  nإذا كان -
1p)1یفبل القسمة على عدد أولي nغیر اولي فإن  nإذا كان - 2p   ( على الاقل وبالتالي: 

1 1 2n p n  2ثحی 11 n n    . 11 n n  نواصل العملیة بنفس الطریقة  حتى الحصول
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1inعلى    ) 1وعلیھ نحصل  ) . عدد طبیعي 2 .......... kn p p p     )k  عدد طبیعي (
 .أن تتكرر في التحلیل .   1p  ،2p ،3p ،...... ،kpیمكن للأعداد 

31وعلیھ نحصل على   2
1 2 3 ........ kd dd d

kn p p p p          . 1حیثd  ،2d ،3d ،...... ،kd 
   .أعداد طبیعیة 

  .  1عددان طبیعیان كلاھما أكبر تماما من bو  a :خاصیة 
 aموجودا في تحلیل  bكل عامل أولي في تحلیل  إذا وفقط إذا كان aقاسما للعدد  bیكون العدد  

  . aوبأس إما مساو وإما أصغر من أسھ في تحلیل 
 تحلیلھ الى جداء عوامل أولیة  1عدد طبیعي أكبر تماما من n :البرھان 

31 2
1 2 3 ........ kd dd d

kn p p p p       .  
nفإن nقاسما للعدد lإذا كان - l l     حیثl إذن كل قاسم أولي للعدد. عدد طبیعيl  ھو

یختلف عن العوامل الأولیة  lوبالتالي لا یوجد أي قاسم أولي للعدد nقاسم أولي للعدد  
 بأس إما مساو و إما nموجود في تحلیل  l، وكل عامل أولي في تحلیلnالموجودة في تحلیل 

 . nأصغر من أسھ في تحلیل 
31ھي الأعداد الطبیعیة من الشكل nإذن قواسم العدد  2

1 2 3 ........ kd dd d
kp p p p        حیث  :

1 10 d d      ،2 20 d d    ، ......... ،0 k kd d   .  
31لیكن عددا طبیعیا مكتوبا على الشكل  lعكسیا  - 2

1 2 3 ........ kd dd d
kp p p p        یمكننا أن

: نكتب    31 2
1 2 3 ........ kd dd d

kn l p p p p       . 

لأن  
  3 3 3 31 1 2 2 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3.... ... ...k k k kd d d d d d d dd d d d d d d d
k k kp p p p p p p p p p p p                    

   nیقسم  lومنھ  
  
  
  

  ق ــــــطرائ
  
  
  
 :تمرین  

  .الى جداء عوامل اولیة  725حلل العدد)  1         
  . 725عین كل القواسم الموجبة للعدد ) 2         
عین كل الثنائیات ) 3          ;x y   2من الأعداد الطبیعیة  التي تحقق 2 725x y  .  

 :الحل  
  
  .  725تحلیل العدد) 1 

         2725 5 29   
  . 725قواسم العدد  ) 2

ھو  725عدد قواسم العدد   2 1 1 1 6    .  
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5ھي من الشكل  725كل قواسم  العدد : نتبع مایلي  725للحصول على قواسم العدد  29   حیث
0 2    0و 1  .  

                            0 05 29 1                            029   
05  

                           0 15 29 29                             129  

                 1 05 29 5                             029    
15  

               1 15 29 145                              129  

               2 05 29 25                             029    
 
25                2 15 29 725                              129  

تعین كل الثنائیات ) 3 ;x y   2من الأعداد الطبیعیة  التي تحقق 2 725x y   :  

2لدینا  2 725x y   تكافيء   725x y x y    1تكافيء
725

x y
x y
 

  
29أو 

25
x y
x y
 

  
  

5أو 
145

x y
x y
 

  
363یكافيء  

362
x
y


  
27أو   

2
x
y


 
75أو   

70
x
y


  
الثنائیة الوحیدة التي .   

2تحقق  2 725x y  ھي 27;2 .  
  :المضاعف المشترك الاصغر لعددین  

 a  نرمز بـ. عدد طبیعي  غیر معدومaM الى مجموعة مضاعفات العددa .  
 bMو  aمجموعة مضاعفات aM. عددان طبیعیان غیر معدومین  bو a: تعریف  )1

b . aمجموعة مضاعفات   bM Mدین ھي مجموعة المضاعفات المشتركة للعدa وb      
aیسمى أصغر عنصر غیر معدوم من المجموعة   bM M  المضاعف المشترك الأصغر

ونرمز لھ بـ      bو aللعددین   ;PPCM a b .  
) 1: ملاحظات         ;PPCM a a a  .  

2(  ;1PPCM a a  . 
  : مثال      

تعین   12;26PPCM  .  
                                   12 0;12;24;36;48;60;72;84;96;108;120;132;144;156....M    

و 26 0;26;52;78;104;130;156......M                              
وبالتالي                           12 26 0;156;....M M       إذن 12;26 156PPCM   .  

 
  : تمدید المضاعف المشترك الأصغر لعددین صحیحین 

  . عددان صحیحان غیر معدومین   bو a :تعریف 
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غیر معدوم حیث  mھو أصغر عدد طبیعي   bو aللعددین  المضاعف المشترك الأصغر 
 ;m PPCM a b .  

  
  
  

  :خاصیة  للمضاعف المشترك الأصغر لعددین طبیعین 
عدد صحیح غیر معدوم k. عددان طبیعیان غیر معدومین  bو a :خاصیة 

   ; ;PPCM ka kb k PPCM a b .  
  
  
  

  قــــــــطرائ
 
 

  :تمرین  
  n 3عدد طبیعي أكبر من .  

نضع     2 26 24 9a n n      و  2 23 3 18 6b n n n n      .  
برھن أن  )1      2 2; 4 9 6;3PPCM a b n n PPCM     . 
عین   )2 ;PPCM a b    . 

 : الحل  
نبرھن أن  )1      2 2; 4 9 6;3PPCM a b n n PPCM   :  

  :لدینا   

  

        
      
     
      

2 2 2 2

4 4

4

2 2

; 6 24 9 ; 3 3 18 6

; 6 13 36 ;3 13 36

; 13 36 3;6

; 4 9 3;6

PPCM a b PPCM n n n n n n

PPCM a b PPCM n n n n

PPCM a b n n PPCM

PPCM a b n n PPCM

      

    

  

  

 . 

تعین   ;PPCM a b   .  
:  لدینا  3;6 6PPCM      . وبالتالي    2 2; 6 4 9PPCM a b n n      .  

  :حساب القاسم المشترك الأكبر باستعمال التحلیل الى جداء عوامل أولیة  
ھو جداء العوامل  1ا من كلاھما أكبر تمام bو aالقاسم المشترك الأكبر لعددین طبیعین  :خاصیة 

بحیث یؤخذ كل عامل من ھذه العوامل مرة واحدة  bو aیلي العددین  الاولیة المشتركة في تحل
  .وبأصغر أس 
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  : حساب المضاعف المشترك الأصغر باستعمال التحلیل الى جداء عوامل أولیة 
ھو جداء  1كلاھما أكبر تماما من  bو aالمضاعف المشترك الأصغر لعددین طبیعین  :خاصیة 

بحیث یؤخذ كل عامل من ھذه  bو aالعوامل الاولیة المشتركة وغیر المشتركة في تحلیلي العددین  
  .العوامل مرة واحدة وبأكبر  أس 

  :اعف المشترك الأصغر والقاسم المشترك الأكبر العلاقة بین المض
:   1عددان طبیعیان  كلاھما أكبر من  bو a :خاصیة     ; ;PGCD a b PPCM a b a b  . 

  
  
  
  

  ق ـــــــطرائ
  
  

  : 1تمرین 
256aنضع       5040وb    باستعمال التحلیل الى جداء عوامل أولیة عین ;PGCD a b  و

 ;PPCM a b .   

ین كل الثنائیاتع: 2تمرین  ;a b   من الأعداد الطبیعیة التي تحقق الجملة:
 
12000
; 600

a b
PPCM a b
 

 
  .   

تعین كل الثنائیا : 3تمرین ;a b   من الأعداد الطبیعیة التي تحقق المعادلة: 
   ; 21 ;PPCM a b PGCD a b   

 : التمرین الاول   الحل
8256:   الى جداء عوامل أولیة   bو aتحلیل  كلا من   2a        ،4 25040 2 3 5 7b         .  

:      اذن    4; 2 16PGCD a b         و  8 2; 2 3 5 7 80640PPCM a b       .  
 : التمرین الثاني  الحل

تعین كل الثنائیات ;a b  :
 
12000
; 600

a b
PPCM a b
 

 
  

 :لدینا    ; ;PGCD a b PPCM a b a b    وباالتالي   
;

;
a bPGCD a b

PPCM a b


  أي

  12000; 20
600

PGCD a b   . وعلیھ نجد
 
12000
; 20

a b
PGCD a b
 

 
 .  

 :لدینا  ; 20PGCD a b     20معناهa k    20وb k    حیثk وk ن  و عددان صحیحا
 ; 1PGCD k k   . 12000وعلیھa b      20معناه 20 12000k k   30أيk k   . وبالتالي

ثنائیات  ;k k  ھي  : 1;30  ، 30;1 ، 5;6  ، 6;5 ، 2;15 ، 15;2 ، 10;3  ، 3;10 .  

إذن ثنائیات  ;a b  : 20;600  ، 600;20 ، 100;120  ، 120;100 ، 40;300 ، 300;40 
، 100;60  ، 60;100 .  
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  : مبرھنة  بیزو 
 uأولیین فیما بینھما إذا وفقط إذا وجد عددان صحیحان  bو  aیكون عددان صحیحان  :مبرھنة  

1au :حیث  vو bv   .  
الثنائیة  :ملاحظة  ;u v   لیست وحیدة.  
  :خواص 

 vوuفإنھ یوجد عددان صحیحان   bو aلقاسم المشترك الأكبر لعددین صحیحین ا dإذا كان  )1
au: حیث  bv d   . 
 : البرھان 

a وbعددان صحیحان غیر معدومین ولیكنd  نضع  . قاسمھما المشترك الأكبرa da  و
b db     حیثa وb ب مبرھنة بیزو یوجد عددان اذن حس.عددان صحیحان أولیان فیما بینھما

1aحیث  vو uصحیحان  u b v    بضرب الطرفین فيd1نحصل علىda u db v      أي
au bv d  .  

 .أولي مع كل الأعداد التي لا یقسمھا  aعددا أولیا فإن  aإذا كان )2
  :البرھان 

، نضع pعدد طبیعیا لا یقبل القسمة على aعددا أولیا و  pلیكن  ;PGCD a p d .  بما أنp 
1dأولي فإن   أوd p  وd لا یقسمa  1إذنd  ومنھp  أولي معa .  

bأولي مع جدائھما  aفإن cو bعددا أولیا مع عددین صحیحین  aإذا كان )3 c  . 
  : البرھان 

، uإذن حسب مبرھنة بیزو توجد أعداد صحیحة   cو bدین صحیحین عددا أولیا مع عد aلیكن
v  ،u وv   1: حیثau bv  1وau cv      نضرب طرفا لطرف نحصل على :

    1a auu cuv bu v bc vv        أي  وبالتالي حسب مبرھنة بیزوa وb c   أولیان فیما
  .بینھما  

  
   

  قـــــــطرائ
  
  

  : 1تمرین 
n ن العددین عدد طبیعي  أثبت أa وb  2:  أولیان فیما بینھما  حیث 3a n    3و 5b n    .  
 : التمرین الاول   الحل

3نحسب   2a b  .  
     3 2 3 2 3 2 3 5 1a b n n       .  3إذن 2 1a b     وبالتالي حسب مبرھنة بیزوa 
  .أولیان فیما بینھما   bو

  : 2تمرین 
n  22نضع  . عدد طبیعي غیرمعدوم 4 1a n n     2وb n    .ة بیزو ، باستعمال مبرھن

  .أولیان فیما بینھما  bو aبرھن أن العددین  
 : التمرین الثاني   الحل

: لدینا  2 2 1a n n   2أي 1a nb   2وبالتالي  نجد 1a nb   وعلیھ حسب مبرھنة بیزو
2بحیث  2nو  1د عددان صحیحان  یوج 1a nb    وبالتاليa وb   أولیان فیما بینھما.  
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  :مبرھنة غوص 
  .  ثلاثة أعداد صحیحة غیر معدومة  cوa ،b :مبرھنة 

  .  cیقسم  aفإن bأولیا مع  aوكان  bcیقسم الجداء  aإذاكان               
عددان صحیحان أولیین فیما بینھما غیر معدومین ، حسب مبرھنة بیزو  bو  aلیكن  :البرھان 

1au: حیث  vو uیوجد عددین صحیحان  bv  . لیكن c عددا صحیحا غیر معدوم حیث یقسم
1auبضرب طرفي المساواة. bcالجداء  bv  فيc  نحصل علىcau cbv c   . وبما أن

a یقسم الجداءbc اذنa  یقسم الجداءbcv   ولدیناa یقسم الجداءacu فإنa  یقسمcau cbv 
  . cقسم ی aأي 
  :خواص 

1( a  وb عددان طبیعیان غیر معدومین  وp   عدد أولي. 
  . bیقسم   pأو  aیقسم pنإف abیقسم  الجداء pإذا كان 

  : البرھان 
a  وb عددان طبیعیان غیر معدومین  وp عدد أولي  حیثp  یقسم الجداءab .  

  . تكون الخاصیة محققة aیقسم  pإذا كان *) 
فإن  aیقسم  لا pإذا كان *)  gcd ; 1p a p    لأنp و  1عدد أولي وقاسمیھ ھماp  إذن
a  وp  أولیان فیما بینھما.  

    .یقسم   pوحسب مبرھنة  غوص فإن  aوھو أولي مع abیقسم الجداء  pوبما أن 
  

2( a ،b وc   أعداد طبیعیة  غیر معدومة. 
   bcمضاعفا للجداء aأولیین فیما بینھما  فإن  cو bوكان  cو bمضاعفا للعددین aإذا كان 

  : البرھان 
a مضاعفا للعددینb وc  یوجد عددین طبیعیینk وk   1(حیث......(kba    وcka  .  

ckkb  اذن     .  
ckیقسم cالعدد    اذنc  یقسمkb   وبما أنc  أولي معb  وحسب مبرھنة غوص فانc 
  . kیقسم 

kاذن یوجد عدد طبیعي     حیثckk    نجد) 1(في  تعویض وبالcbka    وبالتاليa 
  .  kb.مضاعف للعدد 

  : تمرین 
حلول المعادلة ذات المجھول مجموعة 2عین في المجموعة ) 1 ;x y:0247  yx.  
أكد أن الثنائیة ت)2  2;7 ذات المجھول حل للمعادلة ;x y:1247  yx  .  
مجموعة حلول المعادلة ذات المجھول 2استنتج في )3  ;x y  :1247  yx. 

  :  التمرین   الحل   
1( 0247  yx  ومنھyx 247  .  

 24 ھنة غوصرمبحسب  فإن 7أولي مع  24ما أن ب x7یقسم  24تالي لو با y24یقسم  24         
kxنضع   xیقسم 24  حیثk  عدد صحیح.  

yxبالتعویض في المساواة            247  نحصل على  yk 24247  و منھky 7 . 
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الحلول ھي الثنائیات من الشكل           kk   .            عدد صحیح  kحیث  24;7

         2 (122477  و منھ 2;7 1247 حل للمعادلة  yx  .  

1247من طرفي المعادلة 1 بطرح)  3           yx  01247نحصل على  yx .  

122477و نعلم أن          022477247إذن  yx .و منھ   22477  yx .  

یقسم  24        224 y یقسم  24تالي لو با 77 x حس�ب مبرھن�ة  ف�إن 7أول�ي م�ع  24ما أن ب
یقسم   24 غوص 7x   نضع  kx 247   حیثk  724عدد صحیح أي  kx  

التعویض ف���������ي المس���������اواةب���������           22477  yx ل عل���������ى ص���������نح   224247  yk 
27منھو  ky .    الحلول ھي الثنائیات من الشكل 27;724  kk  حیثk  عدد صحیح.  

   :ملاحظة 
یمكن الحصول على الثنائیة  2;7 لیست وحیدة  الطریقة(الطریقة التالیة باستعمال (  

1247: لدینا   yx نجد  وبالتالي :xy 7124     .  
124حیث yنبحث عن العدد الصحیح اذن  y  7مضاعف للعدد .  
124أن نجد :  1yو 0yنأخذ  y 7 ف للعددعلیس مضا .  

77491224124: نجد 2yذ نأخ y  7وبالتاليx   .  
اذن  2;7 1247 حل للمعادلة  yx  .  

  
  
   


