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 شعبة علوم تجريبية   2008لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

 : المعادلة ،وعة الأعداد المركبة محل في مج (1 2 1 2 1 0z i z i     .     

نرمز  للحلّين بـ 
1z  و

2z   حيث
1 2z z  بيّن أن .

2008

1

2

z

z

 
 
 

    عدد حقيقي .

نسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانسمالمستوي المركّب  (2 ; ,O u v . 

،  1لواحقها على الترتيب : نقط من المستوي  Cو  A ،Bلتكن 
1z و

2z   . 

 العدد المركّب حيث : zليكن
2

1

1

1

z
z

z





 . 

cosإنطلاقا من التعريف -أ sinie i     و من الخاصية  1 2 1 2
i i i

e e e
     . 

 برهن أن :    
1i

i
e

e




   : و أن 1

1 2

2

i
i

i

e
e

e


 


  يث بح ،12و . أعداد حقيقية 

 على الشكل الأسّي . zأكتب -بـ 
 . و زاويته   يطلب تعيين  نسبته،  Aمركزه بتشابه مباشر Bهي صورة Cاستنتج أن و على الشكل المثلثي  zأكتب -جـ 

 

 

تجانسالمتعامد و المعلم المالفضاء  منسوب إلى  ; , ,O i j k  ، نعتبر المستوي P 2:  الذي معادلته 7 0   x y z.   

: و النقط      2;0;1A ، 3;2;0B ،   1; 2;2 C . 

ن أن المعادلة الديكارتية للمستويليست على استقامية، ثم بيCّو A،Bتحقق أن النقط (1 ABC2 :هي 2 0  y z . 

تحقق أن المستويين -أ (2 P   و ABCّللمستقيم ن تمثيلا وسيطيامتعامدان ، ثم عي  مستقيم تقاطع P   و ABC 

المستقيم  و Aأحسب المسافة بين النقطة  -ـ ب        . 

مرجح الجملةGلتكن  (3      ;1 , ; , ; A B C  حيث,  1عددان حقيقيان يحققان 0    . 

إلى المستقيم Gحتى تنتمي النقطة عيّن (4 .   
 

 

فة على المجالالمعرّ fنعتبر الدالة  (1 1;2I  : بالعبارة  2

4

x
f x

x



 

  

 .Iمتزايدة على fن أن الدالةبيّ -أ

I  ، من المجال xن أنه من أجل كل عدد حقيقيبيّ -بـ  f x   ينتمي إلىI .  

2)  nuّكما يأتي :    فة علىهي المتتالية العددية المعر
0

3

2
u      و 1 n nu f u  

 .Iينتمي إلى n   ،nuبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ 

ر المتتاليةأدرس اتجاه تغيّ -بـ  nu . ثم استنتج أنها متقاربة 

  :nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ (3
1

1
3

1
2

n n
u  

   
 

. 

lim ن النهاية :عيّ -بـ        n
n

u


 . 

             

 
 ن) 4,5(التمرين الأول

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
 ن) 4ثالث(التمرين ال



 

 4 

 

 

(I الدالة العددية  نعتبرf ّالحقيقي رللمتغيx المعرفة على المجال 2;   : كما يلي    1x
f x ax b e

   . 

    fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس ; ,O i j  1وحدة الطول cm. 

بحيث تكون النقطة bو aعيّن قيمتي      1;1A  تنتمي إلى fC و معامل توجيه المماس عندA يساوي e . 

(II الدالة العددية نعتبرg ّر الحقيقيللمتغيx المعرفة على المجال 2;   : كما يلي   1 1x
g x x e

    . 

       gC السابق .  البياني في نفس المعلم تمثيلها   

بيّن أن  (1 lim 1
x

g x


 نذكر أنّ ). و فسر النتيجة بيانياlim 0u

u
ue


)  

 راتها .، ثم أنشئ جدول تغيّ gرات الدالةأدرس تغيّ  (2

بيّن أن المنحنى (3 gCيقبل نقطة إنعطافI. يطلب تعيين إحداثييها 

أكتب معادلة المماس للمنحى (4 gCعند النقطةI. 

أرسم (5 gC . 

6) H العددية المعرفة على المجالالدالة 2;  كما يلي  :    x
H x x e     حيث و  عددان حقيقيان .  

 دالة أصلية للدالة :Hبحيث تكونو عيّن -            1x g x. استنتج الدالة الأصلية للدالةg 0 و التي تنعدم عند . 

(III لتكنkالدالة المعرفة على المجال 2;   : كما يأتي   2
k x g x 

 راتها .ثم شكل جدول تغيkّدالة مركبة ، عيّن اتجاه تغير الدالة باستعمال مشتقة    
 

 
 
 
 

 

  . لا اختياركن الجواب الصحيح معلّ، عيّ لكل سؤال من الأسئلة التالية جواب واحد فقط صحيح
متعامد و متجانسنعتبر في الفضاء  المنسوب إلى معلم   ; , ,O i j kالنقط 1;3; 1A  ، 4;1;0B ، 2;0; 2 C و 3;2;1D .     
المستوي  و   P3الذي معادلته 4 0  x z  . 

المستوي( 1 P: 1ج             هو)  BCD                              2ج)   ABC                             3ج)  ABD 

شعاع ناظمي للمستوي (2 P1ج             : هو)      1 1;2;1n                   2ج)     2 2;0;6n                        3ج)  3 2;0; 1n 

المستوي  و Dالمسافة بين النقطة (3 P10 (1ج       :  هي

5
10 (2ج                           

10
2(3ج                              10

5
. 

 

 

 nuّفة كما يلي :  متتالية عددية معر
0

5

2
u    و من أجل كل عدد طبيعيn  :

 1

2
2

3
n nu u    

أرسم في معلم متعامد و متجانس -أ (1 O ;i , jالمستقيم ، الذي معادلتهy x و المنحنى dالممثل للدالةf 

بـ :  المعرّفة على             2
2

3
f x x . 

             

 
 ن) 7,5رابع(التمرين ال

             

 
 ن) 3(التمرين الأول

             

 
ن) 5ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال
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3 باستعمال الرسم السابق ، مثل على حامل محور الفواصل و بدون حساب الحدود : -بـ        2 1 0, , ,u u u u   4وu . 

ر المتتاليةضع تخمينا حول اتجاه تغيّ -جـ   nu . و تقاربها 

n   : 6nuبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ (2  

تحقق أن -بـ         nu. متزايدة 

هل -جـ        nuّر إجابتك.متقاربة ؟ بر 

n  :6nنضع من أجل كل عدد طبيعي (3 nv u   

أثبت أن -أ    nv. متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

limثم استنتج nبدلالة nuعبارةأكتب  -بـ     n
n

u


 . 

 

 

2 : التالية  zذات المجهول المعادلة ،وعة الأعداد المركبة محل في مج (1 2 6 0z iz i            

نسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانسالمالمستوي المركّب نعتبر في  (2 ; ,O u vتينالنقطA  وB اللتين لاحقتاهما
Az و 

Bz على

2Az: حيث الترتيب  i   2 و 2Bz i  . 

zعيّن  لاحقة النقطة مركز الدائرة  ذات القطر AB . 

ة ذات الاحقة النقط Cلتكن (3
Cz : حيث 

4

1
C

i
z

i





 .  

أكتب
Cz على الشكل الجبري ثم أثبت أن النقطةC تنتمي إلى الدائرة   .  

برهن أن عبارة التشابه المباشر الذي مركزه - أ (4 0 0M z و نسبتهk (0k) و زاويته  و الذي يرفق بكل نقطة M z  

النقطة   M z  : هي  0 0

iz z ke z z    

3 المعرّف بـ : Sعيّن الطبيعة و العناصر المميزة للتحويل:  تطبيق -بـ 
1 1

2
2 2

i

z i e z i

      
 

.  

 

 

المنحنى   C للدالة العدديةالمقابل هو التمثيل البيانيgالمعرفة على المجال 1;   : 3كما يلي 2( ) 3 3 1g x x x x     

1إشارة و g(0)دوحدّ gرات الدالةل جدول تغيّبقراءة بيانية شكّ -أ  (1

2
g
 
 
 

 . 

من المجالل وجود عدد حقيقيعلّ -ـ ب   
1

0;
2

 
  

)يحقق  ) 0g   .  

)استنتج إشارة - جـ   )g xعلى المجال 1;  . 

2) f  عرفة علىالمهي الدالة العددية 1;  بـ :
 

3 2

2

3 3 2
( )

1

x x x
f x

x

  



  

ليكن و   تمثيلها البياني في معلم متعامد , ;O i j  

من  xتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي -أ     1;  :  
 3

( )

1

g x
f x

x
 


 .  

ن دون حسابعيّ -ـ ب   
( ) ( )

lim
x

f x f

x







 .ر النتيجة بيانيا فسّ و 

أحسب - جـ  
1

lim ( )
x

f x



 و   lim ( ) ( 1)
x

f x x


  ر النتيجتين بيانيا .فسّ و 

 . fراتل جدول تغيّشكّ -د  
0.26نأخذ   (3      ، 

)ر ن مدوّعيّ -أ  )f   210إلى  . 

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن

 

(C)

0 1

1
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 المنحنى أرسم -ـ ب  . 

أكتب   -أ  (4 f x على الشكل 
 2

1

b
f x x a

x
  


 . عددان حقيقيان bو  aحيث   

على المجالfالدالة الأصلية للدالةFنعيّ - ـب 1;  و التي تحقق 1 2F  . 

 

   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

 : المعادلة ،حل في  (1 2 1 2 1 0z i z i     .      

 لدينا :   2
1 2 4 1 1 1        i i: و منه للمعادلة حلّين هما   

 1

1 2 1

2

 
 

i
z i       2و

1 2 1
1

2

 
  

i
z i  . 

 تبيان أن
2008

1

2

z

z

 
 
 

 حقيقي : 

     1004 25120082008 2 42008 2008 1004 1004

1

1004 1004

2

1 11 2 1

1 2 2 4 4 2 2 2

                                           

ii i iz i i i i

z i
 

cosالتعريف على عتماداإ -أ (2 sinie i     و من الخاصية  1 2 1 2
i i i

e e e
     . 

 : لبرهان أن 
1i

i
e

e




 : 1 يكفي إثبات أن   i ie e. 

 لدينا :
( ) 0 cos0 sin0 1          i i i ie e e e i 

 إثبات  : 1

1 2

2


 




i
i

i

e
e

e
 . 

 لدينا :
 1

1 21 1 2 1 2

2 2

1


     
 

      
i

ii i i i i

i i

e
e e e e e

e e
 

 على الشكل الأسّي . zكتابة -بـ 

 لدينا :       
2

1

1

1





z

z
z

 و منه 
 

2

1

11 1 1 1 1 1

1 1 1 2 2 2 2

    
      

  
i iz i i i

z i
z i i

 

 لدينا :       
1 1

2 2
 z i: و منه 

2

2
z. 

 ، يكون : zعمدة للعدد المركب و بفرض        

1 2
cos

22

1 2
sin

22






 



    

، و منه   arg 2
4

   z k حيث ،k . 

 إذن :         
4

2

2





i

z e . 

 على الشكل المثلثي : zكتابة -جـ 

       4
2 2

cos sin
2 2 4 4

                   

i

z e i 

 

 التمرين الأولحل مقترح  
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  ج أنااستنتC هي صورةB مركزه بتشابه مباشرA  ،و زاوية له   تعيين  نسبته مع : 

2لدينا :     4

1

1 2

1 2




 


iz
z e

z
يكافئ  4

2 1

2
1 1

2




  
i

z e z   و منهC هي صورةB الذي   بالتشابه المباشر

و نسبته Aمركزه
2

2
و زاوية له   

4


 . 

 

 

 ليست على استقامية :Cو A،Bالتحقق من أن النقط (1

 لدينا :     2;0;1A، 3;2;0B ، 1; 2;2C    و منه  ، 1;2; 1AB    و 3; 2;1AC   . 

لدينا     
3 2

1 2

 
و بالتالي AB و AC ليسا مرتبطين خطيا أي أن النقطA،B وC  ليست في استقامية و تعيّن مستويا 

وحيدا  و هو المستوي      ABC . 

 تبيان أن المعادلة الديكارتية للمستوي ABC2:  هي 2 0y z   .  

 ليست في استقامية ، يكفي إثبات أن إحداثياتها تحقق المعادلة . Cو A،Bعلما أن النقط

   A ABC : 2لأن 2 0 2 1 2 0A Ay z       . 

 B ABC : 2لأن 2 2 2 0 2 0B By z       . 

 C ABC : 2لأن 2 2 2 2 2 0C Cy z        . 

التحقق أن المستويين -أ (2 P   و ABC: متعامدان 

 لدينا :          : 2 7 0P x y z     و    : 2 2 0ABC y z   . 

 منه : و         1 1;2; 1n   شعاع ناظمي لـ P  و 2 0;1;2n شعاع ناظمي لـ ABC. 

لدينا          1 2. 1 0 2 1 1 2 0n n          و بالتالي
1n 2وn  متعامدان  أي أن P   و ABC. متعامدان 

 للمستقيم تعيين تمثيل وسيطي المستويين مستقيم تقاطع  P  و ABC : 

للمستقيم لدينا : تمثيل ديكارتي       : من الشكل 
2 7 0

2 2 0

x y z

y z

   
   

z:  مثلا بوضع،  t  

 نجد :      
2 7

2 2

x y t

y t

   
   

للمستقيم تمثيل وسيطيو منه   : من الشكل  
5 11

2 2

 
    
 

x t

y t t

z t

 

و  المستقيم Aب المسافة بين النقطةاحس  -بـ     : 

المستويان                  P   و ABC  المستقيممتقاطعان وفق   و  A ABC : و منه 

     
 22 2

2 2 0 1 7 8 4 6
; ;

361 2 1
d A d A P

   
    

  
 

3) G مرجح الجملة      ;1 , ; , ;A B C  حيث,  1عددان حقيقيان يحققان 0     

إلى المستقيم Gحتى تنتمي النقطة تعيين          . 

 هي : Gلدينا إحداثيات  

3 2

1

2 2

1

2 1

1

G

G

G

x

y

z

 
 

 
 

 

  
  

 
  

 
  
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 G   معناه G P لأن G ABC ،2و بالتالي 7 0G G Gx y z    : نجد ، 
4

7
  . 

 

 

1)  1;2I      ،  2

4

x
f x

x



 

  

 .Iمتزايدة على fتبيان أن الدالة -أ

و   Iقابلة للإشتقاق على fالدالة    
 2

6

4
f x

x
 

 
 . 

I ،من xو منه من أجل كل     0f x    الدالةو بالتاليf  علىتماما متزايدةI. 

I  ،من المجال xتبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي -بـ  f x  ينتمي إلىI  . 

و منه من أجل كل  Iمستمرة و متزايدة تماما على fالدالة       1;2x  ،     1 ; 2f x f f    

و لدينا :       2 2f  و 1 1f    إذن من أجل كل ،x I ، f x I 

2)  nuكما يأتي :    هي المتتالية العددية المعرّفة على
0

3

2
u      و 1 n nu f u  

 .Iينتمي إلى n   ،nuطبيعيالبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد  -أ 

نسمي      P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :1 2nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل       لدينا ،
0

3

2
u   01و منه 2u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أي 2nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   11أي 2nu   . 

1حسب الفرض لدينا    2nu  أ(حسب السؤال  و منه(  1 2nf u   : 11 أي 2nu  و بالتالي. 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،1 2nu  . 

دراسة اتجاه تغيّر المتتالية -بـ  nu : 

   ، nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي    
  2

1

1 22 3 2

4 4 4

n nn n n
n n n

n n n

u uu u u
u u u

u u u


   
    

     
. 

n ،   1من أجل كل عدد طبيعي : هو بما أن     2nu   1فإن 0nu    2و 0nu    4و 0nu    

1 و بالتالي     0n nu u   . المتتاليةإذن nu . متناقصة تماما 

 المتتالية nu  متقاربة .متناقصة و محدودة من الأسفل فهي 

  :nبالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي البرهان -أ (3
1

1
3

1
2

n n
u  

   
 

. 

نسمي     P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :
1

1
3

1
2

n n
u  

   
 

   " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل        0، لدينا

3

2
u   و

0

1 1 3
1 1

2 23
1

2

nu     
   
 

و بالتالي   0P صحيحة  . 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : أي
1

1
3

1
2

n n
u  

   
 

صحة ، و  نبرهن   1P n   

 ثالثالتمرين الحل مقترح  
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1أي    1

1
1

3
1

2

n n
u   

   
 

 . 

 لدينا    1 1

3
3 4

2 6 6 12
1 1 1

4 4 4 3 3
3 2 1

2 2

 

               
            

   

n

n
n n n n

n n n

u
u f u

u u u
  

و منه     1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،
1

1
3

1
2

n n
u  

   
 

 . 

 -بـ    
1

lim lim 1 1
3

1
2

n n
n n

u
 

 
 
   
     

  

 لأن : 
3

lim
2

n

n

    
 

.  

 

 

 (I  f فة علىلدالة العددية المعرّا 2;   : كما يلي    1x
f x ax b e

        
بحيث تكون النقطة bو aتعيين قيمتي    1;1A  تنتمي إلى fC و معامل توجيه المماس عندA يساوي e . 

   fA C: معناه  1 1f  : أي   1 1a b e    : و منهa b. 

يساوي Aالمماس عندمعامل توجيه     e : معناه  1f e   . 

قابلة للإشتقاق على fالدالة   2;    و  :     ( ) x x x
f x ae e ax b ax b a e

          . 

و منه       1 2f a b e     و مما سبق  . 1f e    . 

2 بالمطابقة لدينا     1a b     وa b   : 1و منه نجدa b   . 

(II  الدالةg معرفة على المجال 2;   : بـ   1 1x
g x x e

    . 

تبيان أن (1 lim 1
x

g x


  . 

          lim lim 1 1 lim 1 1x x x

x x x
g x x e xe e

  

  
        لأن ، lim lim 0x u

u u
xe ue



 
   . 

1yالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة        مقارب أفقي للمنحنى gC عند . 

 : gدراسة تغيّرات الدالة (2

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة       2;      و  ،   ( ) 1x x x
g x e e x xe

         . 
 : gر الدالةإتجاه تغيّ -

)إشارة           )g x من إشارة x ، الدالةو منهg متناقصة على المجال 2;0   متزايدة على المجالو  0; . 
 : gالدالة راتجدول تغيّ                 

 
 
 
 
 

 

تبيان أن المنحنى (3 gCيقبل نقطة إنعطافI. مع تعيين إحداثييها 

gالدالة         للإشتقاق على المجالقابلة 2;    ،    و  ( ) 1 x
g x x e

  . 

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                      0                       2 x

            0                     g x

1                                                2 1e  
 
 

  0                                                                                 

 
 g x 
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) إشارة      )g x1 من إشارة x و بالتالي g x مغيّرا إشارته ، و منه 1 ينعدم عند
2

1;1I
e

  
 

هي نقطة إنعطاف لـ gC  

كتابة معادلة المماس (4 T للمنحى gCعند النقطةI. 

لدينا :             : 1 1 1T y g x g      و  منه  1 3
: 1T y x

e e
   . 

 :لرسم ا (5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

6) H المعرفة على المجال العدديةالدالة 2;  كما يلي  :    x
H x x e     حيث و  . عددان حقيقيان  

 دالة أصلية للدالة :Hبحيث تكونو تعيين -              1x g x: 

على المجال قابلة للإشتقاق Hالدالة          2;      و ،     ( ) x x x
H x e e x x e               . 

        H: دالة أصلية للدالة   1x g x : معناه    1x x
x e x e          : 1 و منه نجد 2 و  . 

لدينا:                     1 1 1g x g x H x      الدالة الأصلية للدالة و منهg : من الشكل    G x H x x c   

 : هي 0و التي تنعدم عند  gالدالة الأصلية للدالة         2 2x
G x x e x

   . 

(III لتكنkالدالة المعرفة على المجال 2;   : كما يأتي   2
k x g x 

قابلة للإشتقاق على المجال kالدالة          2;    لأنها مركب دالتين قابلتين للإشتقاق ، 

 و             2 22 2 3( ) 2 2 2x x
k x xg x x x e x e

    . 

 : kإتجاه تغيّر الدالة     

) إشارة       )k x  من إشارةx  ،  الدالةو منهk متناقصة على المجال 2;0  متزايدة على المجالو  0; . 
 : kالدالة راتجدول تغيّ            

 
 
 

 
 
 
 
 

                     0                         2 x

           0               k x

1                                              41 5e
 

 
 

0 

 
 k x 

 

 

2 3 4 5 6-1-2

2

3

4

5

6

7

8

0 1

1

I

 gC  
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

 مع التعليل : الجواب الصحيح  تعيين 

 لدينا :   1;3; 1A    ، 4;1;0B   ، 2;0; 2C     ، 3;2;1D  و    : 3 4 0P x z  . 

المستوي  (1 P: 2ج        هو)   ABC            
 التبرير :     

و أن إحداثياتها تحقق معادلة يكفي إثبات أن النقط ليست في إستقامية    P  . 

لدينا :    3; 2;1AB   و 3; 3; 1AC    3و 2

3 3

 



 ليسا مرتبطين خطيا أي أن ACو  ABو بالتالي 

 ليست في إستقامية  .  C و A ،Bالنقط   

 A P  لأن 3 4 1 3 1 4 0A Ax z         

 B P   3لأن 4 4 3 0 4 0B Bx z        

 C P  لأن 3 4 2 3 2 4 0C Cx z          

شعاع ناظمي للمستوي (2 P2ج     : هو)  2
n 2;0;6       

 التبرير :    

لدينا :   1;0; 3n شعاع  ناظمي للمستوي P   و 
2 2n n   و منه 

2n ناظمي للمستوي شعاع P. 

لاحظ أن : كلا من)
1n و

3n ليسا مرتبطين خطيا معn ) 

المستوي  و Dالمسافة بين النقطة (3 P:2(3ج   هي 10

5
. 

 التبرير :      
 22 2

1 3 0 2 3 1 4 4 4 10 2 10
;

10 5101 0 3
d D P

     
    

  
 

 

 

 nuّفة كما يلي :  متتالية عددية معر
0

5

2
u    و من أجل كل عدد طبيعيn  :

 1

2
2

3
n nu u    

 الرسم و تمثيل الحدود :      -بـ  -أ (1

 
    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

 التمرين الأولحل مقترح  

 ثانيالتمرين الحل مقترح  
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2

3

4

5

6

0 1

1
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 التخمين : -جـ 
4 نلاحظ من الرسم أن :               3 2 1 0u u u u u    
 .6الحدود تتراكم حول العدد              

وضع تخمين : المتتالية              nu 6متزايدة و متقاربة نحو . 

n   : 6nuن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيابرهال -أ (2  

نسمي     P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :6nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل       لدينا ،
0

5

2
u   0و منه 6u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 6أيnu   صحة ، و  نبرهن 1P n   1أي 6nu   . 

6nuحسب الفرض لدينا        و منه
2 2

6
3 3

nu    و منه
2 2

2 6 2
3 3

nu      1أي 6nu   .  

و بالتالي       1P n   . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،6nu  . 

التحقق أن -بـ  nu: متزايدة 

n، طبيعيمن أجل كل عدد  لدينا :          1

2 1 1
2 2 6

3 3 3
n n n n n nu u u u u u           

6nu لدينا مّما سبق أن : و          6 و منه 0nu   .إذن 1
6 0

3
nu    . 

n، 1من أجل كل عدد طبيعيو بالتالي         0n nu u   و عليه  المتتالية ، nu. متزايدة 

المتتالية  -جـ  nu متقاربة متزايدة و محدودة من الأعلى إذن هي. 

n  :6nنضع من أجل كل عدد طبيعي (3 nv u   

ت أناثبإ -أ nv متتالية هندسية: 
  :  nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا   

 1 1

2 2 2 12 2 2 6 2 2
6 2 6 4 6

3 3 3 3 3 3 3 3
n n n n n n n nv u u u u u u v 


              

و منه  المتتالية    nv هندسية أساسها
2

3
q   .    : الحد الأول

 
0 0

5 7
6 6

2 2
v u      . 

 : nبدلالة  nv عبارةكتابة  -بـ  

n  : 0من أجل كل عدد طبيعي      

7 2

2 3

n

n

nv v q
      
 

   . 

:    nبدلالة  nuكتابة    
7 2

6 6
2 3

n

n nu v
       
 

  

 -جـ 
7 2

lim lim 6 6
2 3

n

n
n n

u
 

           
 لأن :. 

2
lim 0

3

n

n

   
 

لاحظ أن )  
2

0 1
3

 )   

 

 

 التالية  : zذات المجهول المعادلة ،حل في  (1
2 2 6 0z iz i         

 لدينا :      22 4 1 2 6 7 24 7 2 4 3 16 9 2 4 3 4 3                   i i i i i i   . 

 (يمكن إستخدام طريقة أخرى للبحث عن الجذرين التربيعيين لـ )

1للمعادلة حلّين مركبين هما :و منه    

4 3
2

2

  
  

i i
z i       2و

4 3
2 2

2

  
   

i i
z i . 

 ثالثالتمرين الحل مقترح  
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zيينعت (2   لاحقة النقطةمركز الدائرة  ذات القطر AB : 

2 2 2 1

2 2 2


    
   A Bz z i i

z i 

 

 كتابة (3
Cz : على الشكل الجبري 

  4 14 4 4 1 3 5

1 2 2 2 2

    
    

C

i ii i i
z i

i
  

 إثبات أن النقطةC تنتمي إلى الدائرة  : 

 يكفي أن نثبت أن :    
1

2
C AB : أي 

1

2
  C B Az z z z . 

2 2 2 4 3 5         B Az z i i i ، و
3 5 1 3 5 1

2
2 2 2 2 2 2


           
 

C B Az z i i i z z 

و منه     C   . 

التشابه المباشر الذي مركزهS    - أ (4 0 0M z  نسبتهk(0k) معناه : و زاويته 

    
0 0

S M M. 

0M   ،Sمن المستوي تختلف عن  Mنقطة من أجل كل      M M: معناه 

          
0 0

0 0

'

, '

M M k M M

M M M M
يكافئ 

0 0

0

0

arg 2

z z k z z

z z
k

z z
 

   


  
    

يكافئ 

0

0

0

0

arg 2

z z
k

z z

z z
k

z z
 

  





       

 

 و منه        
0

0

 



iz z

ke
z z

 أي : 0 0

iz z ke z z   هي عبارة التشابهS . 

3 المعرّف بـ : Sتعيين الطبيعة و العناصر المميزة للتحويل:  تطبيق -بـ       
1 1

2
2 2

i

z i e z i

      
 

 . 

 هو التشابه المباشر الذي مركزه النقطة ذات اللاحقة Sالتحويل           
1

2
 i أي و زاوية له2 و نسبته 

3


 . 

 

 
 بقراءة بيانية : -أ  (1

 :  gجدول تغيّرات الدالة  
 
 

 
 

 

     (0) 1g       و
1

0
2

g
   
 

 . 

مستمرة  و رتيبة على المجال  gالدالة -بـ    1;  و 1
0; 1;

2

      
و    1

0 0
2

g g
   
 

 و منه حسب مبرهنة القيم   

من المجالعدد حقيقيالمتوسطة  يوجد       
1

0;
2

 
  

)يحقق  ) 0g    . 

)إشارة -جـ    )g x :  

 
 

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                                             1 x

 g x

 

                                           1 x

 
 
 

                                                       
2                   

 
 g x 
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2) f الدالة العددية المعرفة على 1;  : بـ
 

3 2

2

3 3 2
( )

1

x x x
f x

x

  



  

من  xالتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي -أ     1;   : 
 3

( )

1

g x
f x

x
 


  

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة             1;   : و 

      
 

     
 

 
 

 

22 3 2

4

2 3 2

3

3 2

3

3

3 6 3 1 2 1 3 3 2
( )

1

3 6 3 1 2 3 3 2

1

3 3 1

1

1

x x x x x x x
f x

x

x x x x x x

x

x x x

x

g x

x

        
 



       




  







 

 -بـ   ( ) ( )
lim
x

f x f
f

x

 


 


و     
 3

0
1

g
f





  


و منه   

( ) ( )
lim 0
x

f x f

x








 

التفسير :          يقبل عند النقطة  ;A f   . مماسا يوازي حامل محور الفواصل 

 -جـ 
 

3 2

2
1 1

3 3 2
lim ( ) lim

1x x

x x x
f x

x
 
 

   
   

  
   

1xالتفسير : المستقيم ذو المعادلة      مقارب عمودي للمنحنى . 

   
 2

1
lim ( ) ( 1) lim 0

1x x
f x x

x 

 
    
  

  

1yالتفسير : المستقيم ذو المعادلة    x  مقارب مائل للمنحنى . 

 : fالدالة راتجدول تغيّ -د  
 
 

 
 

 

0.26بأخذ   (3        ، 

) -أ   ) 1,89f         . 
 الرسم :  -بـ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                       1 x

                       0                           f x

                                                            
 
 

     f                          

 
 f x 
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كتابة   -أ  (4 f x على الشكل 
 2

1

b
f x x a

x
  


 عددان حقيقيان . bو  aحيث   

   
 
   

33 2 3 2

2 2 2 2

1 13 3 2 3 3 1 1 1
( ) 1

1 1 1 1

xx x x x x x
f x x

x x x x

       
     

   
 

على المجالfالدالة الأصلية للدالةFتعيين -بـ  1;  و التي تحقق 1 2F  . 

علىمستمرة  fالدالة  1;   التي تحققو بالتالي فدالتها الأصلية 1 2F  هي الدالةF  على المعرفة 1; ِـ  : ب

    
1

x

F x f t dt  : و منه  
 

2 2

2

11

1 1 1 1 1
1 1

2 1 2 11

xx

F x t dt t t x x
t xt

                    
 

 

 

2 3 4 5 6-1

2

3

4

5

6

7

0 1

1

   
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 شعبة علوم تجريبية   2009لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

 nuايعددي  الم تتتتلية  الم ّ    : كمل يليعلى ف ع
   2 1

4 1

3 3
n n nu u u      1  و 2u    0   و 1u   . 

المتتتتلية    nv ّ 1n: كمل يليعلىف  مع n nv u u  . 

0أحسب  (1
v   1وv . 

أن بّهن  (2 nvمتتتتلية  هندسة  يطلب تعةين أسلسهل . 

nS:  1المجموعnأحسب بدلاي  -أ (3 2 1...n nS v v v    . 

 : nبّهن أنه من أجل كل عدد طبةعي -ـ ب
3 1

1 1
2 3

n

nu
         

  

ن أن بة  -ـ ج nu.  متتقلرب 
 

 

 P z حةث : كثير حدود     21 2 4P z z i z z      و  z  عدد مّكب . 

المعلدي  : حل في المجموع  (1  0P z  . 

 نضع : (2
1 1z i  ،

2 1 3z i .  

 . الأسيعلى ايشكل 2zو 1zأكتتب -أ

1أكتتب  -بـ 

2

z

z
 . ايشكل الأسي على ايشكل الجبري ثم 

 ستتنتتج ايقةم  المضبوط  يكل منإ -جـ 
7

sin
12

 
 
 

 و 
7

cos
12

 
 
 

 . 

1يكون ايعدد  بحةثnن قةم عة عدد طبةعي  ، n-أ  (3

2

n

z

z

 
 
 

  حقةقةل. 

أحسب قةم  ايعدد   -بـ 
456

1

2

z

z

 
 
 

.   

 

 

علم متتعلمد و متتالن  بم مزود  ايفضلء  ; , ,O i j k. نعتتبر اينقط :     1;0;2A ،   0;2;1B    ، 2;1;3C . 

1)   P1معلدي  يه من ايشكل :  مستتو 0x z    . 

بة ن أن المستتوي -أ  Pهو المستتوي ABC. 

 ؟ABCمل طبةع  المثلث  -بـ 

تحقق من أن اينقط   -أ (2 2;3;4D لا تنتتمي إلى المستتوي ABC  . 

 ؟ABCDمل طبةع   -بـ 

و المستتويDاينقط  أحسب المسلف  بين -أ  (3 ABC. 

 .  ABCDأحسب حام  -بـ 
 

             

 
ن) 3,5(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 5ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4ثالث(التمرين ال

)ن
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I) fف  على ّ داي  مع   ; 1 1;0I      :  ِــ ب  4

1
f x x

x
  


 

     fC  (ايشكل ) تمثةلهل ايبةلني في مستتوي منسوب إلى معلم متتعلمد ومتتالن 

 .Iعند الحدود المفتتوح  يـfأحسب نهليلت -أ   (1
 ّاتهل .شكّل جدول تغة  fّبةلنة  و دون دراس  اتجله تغة  بقّاءة - ـب     

2)  gداي  معّف  على المجلل 0; : كمل يلي  4

1
g x x

x
 


 

 gCمعلم متتعلمد ومتتالن . منسوب إلى  تمثةلهل ايبةلني في مستتو 
 . عند  gأحسب نهلي  -أ 

تحقق من أن - ـب gCيقبل مستتقةمل مقلربل ملئلا عند يطلب تعةين 

 معلدي  يه .       
 . gّاتأدرس تغة  - ـج

II)k  داي  معّف  على 1    :  كمل يلي  4

1
k x x

x
 


 

أحسب  -أ  (1   
0

0
lim
h

k h k

h



   ،   

0

0
lim
h

k h k

h



   ؟  ملذا تستتنتتج.    

 أعط تفسيرا هندسةل لهذه اينتتةا  . - ـب

أكتتب معلديتي المملسين (2 1  و 2 0عند اينقط  ايتي فلصلتتهل 0x  . 

أرسم  (3 1 ، 2   و kC . 

أحسب مسلح  الحةز المستتوي المحدد بللمنحنى (4 kC0ايتي معلدلاتهل :  المستتقةملت  وy  ،
1

2
x     ،

1

2
x  . 

 
 
 
 

 

في ايفضلء  المنسوب إلى معلم متتعلمد و متتالن     ; , ,O i j k : نعتتبر اينقط 

 2;3; 1A      ،        1; 2;4B      ،        3;0; 2C       ،         1; 1; 2D   

يةكنو    المستتوي   ّ 2ف بمعلديتته ايديكلرتة  :المع 2 1 0x y z    . 
 : أجب بصحةح أو خطأ مع تبريّ الإجلب  في كل حلي  من الحللات ايتتلية  المطلوب :  

 ستتقلمة  .إفي Cو A،Bاينقط  (1

2)  ABD 25يه :  معلدي  ديكلرتة  مستتو 6 33 0x y z    . 

المستتقةم (3 CDعمودي على المستتوي . 

على Bالمسقط ايعمودي يلنقط   (4 اينقط  و ه 1;1; 1H . 
 

 

تتالن  المتتعلمد و المعلم المالمستتوي منسوب إلى  ; ,O i j. 

 المعلدي  :المجموع حل في  (1
2 2 4 0z z    . 

 . ي هذه المعلدي حل2zّو 1zنسمي  (2

 . على ايشكل الأسي2zو 1zايعددين أكتتب  -أ

             

 
 ن) 7,5رابع(التمرين ال

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال

 

-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

7

-1

-2

-3

-4

0 1

1
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1ايتي  يواحقهل على ايترتةب :  من المستتوي هي اينقط Cو  A ،B -بـ  3Az i   ،1 3Bz i   و 1
5 3

2
Cz i  

 .ABC،  ثم استتنتتج طبةع  المثلث  BCو  AB ،ACأحسب الأطوال     

Cحةث :  zو عمدة يلعدد المّكب جد ايطويل   -جـ  B

A B

z z
z

z z





 . 

 .kعدد حقةقي من أجل كل عدد طبةعي 3kz أن ثم استتنتتج 3z،6zأحسب  - د
 

 

 nu 1متتتتلية  هندسة  متتزايدة تململ حدهل الأولu و أسلسهلq      : 1حةث 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u

  
   

  

  1uاستتنتتج الحد الأول و لهذه المتتتتلية   qو الأسلس 2uأحسب  -أ (1

 . nبدلاي  nuأكتتب عبلرة الحد ايعلم- بـ        

1حةث : nSأحسب - جـ       2 ...n nS u u u     بدلايn ثم عين ايعدد ايطبةعيn  728بحةث يكونnS . 

2)  nv متتتتلية  معّف  من أجل كل عدد طبةعي غير معدومn  : 1كمل يلي 2v        و
1

3

2
n n nv v u    

 . 2v  ،3vأحسب  -أ 

غير معدوم: nنضع من أجل كل عدد طبةعي -ـ ب        
2

3

n
n

n

v
w

u
           ، ن أنبة nw  متتتتلية  هندسة  أسلسهل

1

2
. 

       . nبدلاي  nvثم إستتنتتج nبدلاي  nwأكتتب - جـ
 

 

(I h داي  عددي  معّف  على 1;   : كمل يلي   2 2 ln 1h x x x x   .  

أحسب  (1 lim
x

h x


و   
1

lim
x

h x



.  

من المجلل xن أنه من أجل كل عدد حقةقيبة  (2 1;   :   2
1 2 1

1

x
h x

x

 
 


 

 ّاتهل .نجز جدول تغة أثم hّ ايداي و إستتنتتج اتجله تغة       

أحسب (3 0h  ستتنتتج إشلرةإو h xحسب قةمx . 

(II داي  عددي  معّف  علىيتتكن 1;   : كمل يلي   ln 1
1

1

x
f x x

x


  


  

ز بـنّم fC  يتتمثةلهل ايبةلني في المستتوي المنسوب إلى المعلم المتتعلمد المتتالن( ; , )O i j . 

 أحسب -أ  (1 
1

lim
x

f x



 ّ هذه اينتتةا  بةلنةل .ثم فس  

limبلستتخدام اينتتةا   -ـ ب
t

t

e

t
   ، بّهن أن

ln
lim 0

u

u

u
 . 

ستتنتتج إ - جـ    lim
x

f x


 . 

أحسب  -د       lim 1
x

f x x


    و استتنتتج وجود مستتقةم مقلرب ملئل يلمنحى . 

  بلينسب  إلى المستتقةم المقلرب الملئل . ىنأدرس وضعة  المنح - هـ  

من المجلل xن أنه من أجل كل عدد حقةقيبة  (2 1;   ،   
 2

1

h x
f x

x
 


 . ّات ايداي ثم شكل جدول تغة     

2yيقطع المستتقةم ذو المعلدي ىنن أن المنحبة  (3 3,4و  3,3ط  فلصلتتهل محصورة بين قعند ن  . 

 . أرسم  (4

1yو المستتقةملت ايتي معلدلاتهل : أحسب مسلح  الحةز  المستتوي المحدود بللمنحنى (5 x   ،0x   1وx  . 

f

 f
C

 f
C

f

 f
C

 f
C

 f
C

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن
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   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

 nu  متتتتلية  ّ    : كمل يليف  علىمع
   2 1

4 1

3 3
n n nu u u      1  و 2u    0   و 1u   . 

المتتتتلية    nv ّ 1n:  كمل يليعلىف  مع n nv u u  .   

:   1vو   0vب لحس (1

0 يدينل : 1 0 2 1 1v u u      ،1 2 1

7 1
2

3 3
v u u     

أن ن لبّه (2 nv  متتتتلية  هندسة:
  : nمن أجل كل عدد طبةعي :يدينل

 1 2 1 1 1 1 1

4 1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 3
n n n n n n n n n n nv u u u u u u u u u v               

 

و منه  المتتتتلية  nv  أسلسهل هندسة
1

3
q   . 

0  :بحةث nبدلاي  nSالمجموع بلحس -أ (3 1 1...n nS v v v    .

بمل أن nv  0فإن : متتتتلية  هندسة 1 1 0

1
1

1 3 13
... 1

11 2 3
1

3

n

nn

n n

q
S v v v v

q


                              
 

 : nن أنه من أجل كل عدد طبةعيلبّه -ـ ب
3 1

1 1
2 3

n

nu
         

 . 

،  nمن أجل كل عدد طبةعي يدينل :     

     0 1 1 1 0 2 1 1 0... ....n n n n nS v v v u u u u u u u u               

0nو منه      nu S u     : أي 
3 1

1 1 1
2 3

n

n nu S
           

 . 

 (يمكن إستتخدام ايبرهلن بليتراجع ) 

المتتتتلية  أن  تبةلن -ـ ج nu:   متتقلرب 

يدينل :         
3 1 3 5

lim lim 1 1 1
2 3 2 2

n

n
n n

u
 

            
 لأن :)

1
lim 0

3

n

n

   
 

و منه المتتتتلية  ( nu.   متتقلرب 

 

 

 P z حةث : كثير حدود     21 2 4P z z i z z      و  z  عدد مّكب . 

المعلدي  : حل في المجموع  (1  0P z  . 

       0P z تكلفئ  21 2 4 0    z i z z1تكلفئ z i   2أو 2 4 0  z z 

2المعلدي  في ينحل         2 4 0  z z : 

 يدينل :             2 22
2 4 1 4 12 12 2 3         i i: و منه يلمعلدي  حلّين مّكبين همل 

1

2 2 3
1 3

2


  

i
z i                2و

2 2 3
1 3

2


  

i
z i . 

 التمرين الأولحل مقترح  

 ثانيالتمرين الحل مقترح  
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إذن مجموع  حلول المعلدي           0P z   : هي1 ;1 3;1 3   S i i i. 

 نضع : (2
1 1z i   ،

2 1 3z i .  

 : على ايشكل الأسي2zو 1z بلكتت -أ      

 : يدينل         
1 1z i : 1 و منه 2z. 

 ، يكون : 1zعمدة يلعدد المّكب 1و بفّض         

1

1

1 2
cos

22

1 2
sin

22






 



  

، و منه   1arg 2
4

  z k حةث ،k . 

4 إذن :       
1 2




i

z e . 

 يدينل :        
2 1 3z i    2 منه : و 2z. 

 ، يكون : 2zعمدة يلعدد المّكب 2و بفّض       

2

2

1
cos

2

3
sin

2





 

  

، و منه   2arg 2
3

   z k حةث ،k . 

 إذن :       
3

2 2





i

z e . 

1  بلكتت -بـ 

2

z

z
 : ايشكل الأسي على ايشكل الجبري ثم 

     
  

1

2

1 1 31 1 3 3 1 3 1 3

4 4 4 41 3

      
    



i iz i i i
i

z i
 

      
74

4 31 12

2 3

2 2 2

2 2
2


  



  
 


  

i
i i

i

z e
e e

z
e

 

 ايقةم  المضبوط  يكل من جلستتنتتإ -جـ 
7

sin
12

 
 
 

 و 
7

cos
12

 
 
 

 : 

 يدينل :       
7

1 12

2

2 2 7 2 7
cos sin

2 2 12 2 12

          
   

iz
e i

z
 بللمطلبق  مع ايشكل الجبري نجد : و

     

2 7 1 3
cos

2 12 4

2 7 1 3
sin

2 12 4





     
  


     

          و منه    

 

 

2 1 37
cos

12 4 2

2 1 37
sin

12 4 2





      


     
 

      : أي      

7 2 6
cos

12 4

2 7 2 6
sin

2 12 4





     
  


     

 . 

1يكون ايعدد  بحةثnقةم  عدد طبةعي  ، تعةينn-أ  (3

2

n

z

z

 
 
 

  حقةقةل. 

يدينل :       
7 7

1 12 12

2

2 2

2 2

     
     

     

n nn n
i iz

e e
z

 , 

     1

2

 
 

 

n

z

z
1يكلفئ 

2

arg

n

z
k

z


 
 

 
يكلفئ 

7

12

n
k

   12  يكلفئn k  مع  ،k . 

ب قةم  ايعدد لحس  -بـ       
456

1

2

z

z

 
 
 

         :

228456456 456 27 456

2661 12
228

2

2 1 1 1

2 22 2

i
iz

e e
z




                             
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A،B وC بحةث  ايفضلء اينقط من  : 1;0;2A    ، 0;2;1B    ، 2;1;3C. 

1)   P: 1 مستتو  معلدي  يه من ايشكل 0x z    

تبةلن أن المستتوي -أ  Pهو المستتوي ABC. 

يدينل  :     1;2; 1AB     و 1;1;1AC  و
1 2

1 1


  و بليتتلييAB و AC يةسل مّتبطين خطةل أي أن اينقطA،B وC  

و تعة ن مستتويل وحةدا و هو المستتوي  في استتقلمة   يةست      ABC:  و يدينل من جه . 

  A P  1لأن 1 2 1 0A Ax z       

   B P  1لأن 0 1 1 0B Bx z       

   C P  1لأن 2 3 1 0C Cx z       

المستتويإذن :     Pهو المستتوي ABC. 
 :ABCطبةع  المثلث  -بـ   

 يدينل :     . 1 1 2 1 1 1 0AB AC         و منه المثلثABC قلئم فيA . 

ايتتحقق من أن اينقط   -أ (2 2;3;4D  لا تنتتمي إلى المستتوي ABC  . 

1 يدينل :    2 4 1 0D Dx z     و منه D ABC . 

 :ABCDطبةع   -بـ 

بمل أن      D ABC فإنABCD . ربلعي وجوه 

و المستتوي Dحسلب المسلف  بين -أ (3 ABC. 

  
 22

2 4 1 1 2
;

221 1
d D ABC

 
  

 
 

 .  ABCDحسلب حام  -بـ 

     
1

3
ABCV S h    : حةث   ;h d D ABC . 

   
1 1 3 2

6 3
2 2 2

ABCS AB AC         : و منه 
1 3 2 2 1

.
3 2 2 2

V uv   . 

 

 

 I) fف  على ّ داي  مع   ; 1 1;0I     بـ   :  4

1
f x x

x
  


 

 : نهليلتايب لحس -أ  (1

              4
lim lim

1x x
f x x

x 

       
             ، 

1 1

4
lim lim

1x x

f x x
x 

 

       
 

              
1 1

4
lim lim

1x x

f x x
x 

 

       
 

 : fايداي  ّاتجدول تغة  - ـب         
 
 
 
 

 

 ثالثالتمرين الحل مقترح  

 رابعالتمرين الحل مقترح  

0                                1                               x

 f x

                                     
 
 
 
4 

 
 

 
  

 
 f x 
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2)  gداي  معّف  على المجلل 0; : كمل يلي  4

1
g x x

x
 


 

 -أ   4
lim lim

1x x
g x x

x 

      
. 

 يدينل :  - ـب   4
lim lim 0

1x x
g x x

x 

     
 

و منه المستتقةم          ذا المعلديy x يلمنحنى ملئل مقلرب gC عند. 
 . gايداي  ّاتتغة   سادر - ـج

قلبل  يلإشتتقلق على المجلل gايداي        0;   و ،   
 

 
 

  
 

2

2 2 2

1 4 1 34
( ) 1

1 1 1

x x x
g x

x x x

   
    

  
 . 

من  xيدينل :من أجل كل عدد حقةقي       0;  ،  3 0x    و بليتتليي إشلرة ( )g x 1 من إشلرةx  . 

 
 
 

متتنلقص  على المجللgايداي         0;1 و متتزايدة على المجلل 1; . 

 :gايداي  ات تغة ّ جدول    
 
 
 
 
 

II)k  داي  معّف  على 1    :  كمل يلي  4

1
k x x

x
 


 

 -أ  (1   
0 0 0

4
40 31lim lim lim 3

1h h h

hk h k hh

h h h  
  

             
 

   

    
0 0 0

4
40 51lim lim lim 5

1h h h

hk h k hh

h h h  
  

               
 

   . 

   . 0 غير قلبل  يلإشتتقلق عند kأن ايداي  ستتنتتجن  

هي نقط  زاوي   و المنحنى 0اينقط  ذات ايفلصل  - ـب kC يقبل نصفي مملسين . 

معلديتي المملسين  بلكتت (2 1  و 2 0عند اينقط  ايتي فلصلتتهل 0x  : 

  1 : 3 4y x        و 2 : 5 4y x    

 ايّسم : (3

 
 
 
 

 
 
 

                         1                       0 x

              0              g x

 

                            1                                0 x

              0                   g x

                                                               4 
 
 

3 

 
 g x 
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ب مسلح  الحةز المستتوي المحدد بللمنحنىلحس  (4 kC0المستتقةملت ايتي معلدلاتهل :   وy  ،
1

2
x     ،

1

2
x  . 

         
1 1

1
002 2

2
2 2

1
1 1 00

2
2 2

1 1 1
4ln 1 4ln 1 4ln3.

2 2 4
A k x dx f x dx g x dx x x x x uv


 

                       

 
 

   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

 يدينل :        2;3; 1A   ، 1; 2;4B    ، 3;0; 2C   ، 1; 1; 2D       و  : 2 2 1 0x y z       . 

 الإجلب   بصحةح أو خطأ مع تبريّ الإجلب  في كل حلي  :              

 في إستتقلمة  .             خطأ Cو A،Bاينقط  (1

  ايتتبريّ :

 يدينل : 1; 5;5AB   و 1; 3; 1AC   و
1 3

1 5




 
 يةسل مّتبطين خطةل . ACو ABو بليتتليي 

2)  ABD : 25مستتو  معلدي  ديكلرتة  يه 6 33 0x y z        صحةح             . 

 ايتتبريّ :

 يدينل :  1; 5;5AB   و 1; 4; 1AD    و
1 4

1 5

 


 
 يةسل مّتبطين خطةل ، و  ADو ABو بليتتليي 

 A ABD 25 . : لأن 2 6 3 1 33 0     

 التمرين الأولحل مقترح  

 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

7

-1

-2

0 1

1
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 : لأن  25 1 6 2 4 33 0       

 D ABD لأن :  25 1 6 1 2 33 0       

المستتقةم (3 CDعمودي على المستتوي خطأ                 . 

 ايتتبريّ : 

 يدينل : 2; 1;2n   شعلع نلظمي يـ   و 2; 1;0CD    و
2 1

2 1




 
 يةسل مّتبطين خطةل . CD و nو بليتتليي

إذن المستتقةم CD المستتوي لا يعلمد  . 

على Bالمسقط ايعمودي يلنقط   (4  هو  اينقط 1;1; 1H خطأ               . 

 ايتتبريّ :  

 يدينل : 2; 1;2n   شعلع نلظمي يـ   و  و
0 3

2 1



 يةسل مّتبطين خطةل . BH و nو بليتتليي

على Bيةست المسقط ايعمودي يلنقط  Hإذن      . 

 

 

 المعلدي  :حل في  (1
2 2 4 0z z    . 

 يدينل :     2 22 22 4 1 4 12 12 12 2 3          i i i: و منه يلمعلدي  حلّين مّكبين همل 

1

2 2 3
1 3

2


  

i
z i               2و

2 2 3
1 3

2


  

i
z i . 

 :على ايشكل الأسي 2zو 1zايعددين   بلكتت  -أ (2

 يدينل :
1 1 3 z i: 1 و منه 2z. 

 ، يكون : 1zعمدة يلعدد المّكب 1و بفّض

1

1

1
cos

2

3
sin

2





 

  

، و منه   1arg 2
3

  
 z k حةث ،k . 

 إذن :
3

1 2





i

z e . 

 يدينل :
2 1z z   منه : و 

3
2 2


i

z e. 

1ايتي  يواحقهل على ايترتةب :  من المستتوي هي اينقط Cو  A ،B -بـ  3Az i    ،1 3Bz i   و

 1
5 3

2
Cz i  

 : ب الأطواللحس     

   2 3 2 3   B AAB z z i  ،
3 3 3

3
2 2

    C AAC z z i  و
3 3

3
2 2

    C BBC z z i   

 :ABCطبةع  المثلث    

 يدينل :    
2 2 2

AB AC BC و منه المثلثABC قلئم فيC  ايعكسة  يفةتتلغورس حسب اينظّي . 

Cحةث :  zو عمدة يلعدد المّكب ايطويل   إيجلد -جـ  B

A B

z z
z

z z





 . 

 يدينل :      
3 1

22 3


   

 
C BC B

A B A B

z zz z
z

z z z z
 

 B ABD

 0;3; 5BH 

 ثانيالتمرين الحل مقترح  
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و         
3 3

1 3 12 2 1 3
4 4 42 3


     

 
C B

A B

i
z z

z i i
z z i

و منه   arg 2
3

 
 z k حةث ،k . 

 .kعدد حقةقي من أجل كل عدد طبةعي 3kz أن جلثم استتنتت 3z،6zحسلب -د 

3 يدينل :      
1

2



i

z e و منه
3

3

3 3 3
3

1 1 1 1

2 2 8 8

 
     
 

 
i i

iz e e e 

و      
6

6

6 23 3
6

1 1 1 1

2 2 8 64

 
    
 

 
i i

iz e e e  

 و يدينل :       3 3 1

8

    
 

k
k

kz z3 و منهkz عدد حقةقي من أجل كل عدد طبةعيk.   

 

 

 nu 1متتتتلية  هندسة  متتزايدة تململ حدهل الأولu و أسلسهلq      : 1حةث 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u

  
   

  

 : لهذه المتتتتلية  qو الأسلس 2uب لحس -أ (1

1يدينل :  2 3 216u u u    الهندسي و حسب خلصة  ايوسط 2

2 1 3u u u  : و منه نجد  3

2 216u  2 أي 6u  . 

 حسلب الأسلسq : 

1 يدينل : 2 32 32u u u    و كون المتتتتلية nu 3هندسة  فإن 2u q u    2و
1

u
u

q
 . 

1 إذن : 2 32 32u u u   تكلفئ
6

12 6 32q
q
    : 23أي 10 3 0q q   . 

23ينحل المعلدي  10 3 0q q   : 

64يدينل :    : 1و منه يلمعلدي  حلان همل 3q  2و

1

3
q  . 

3qأكبر تململ من ايواحد و منه qبمل أنهل المتتتتلية  متتزايدة تململ فإن أسلسهلو   . 
 1الحد الأول حسلبu : 

2يدينل 
1

u
u

q
 1و منه

6
2

3
u   . 

 : nبدلاي  nuعبلرة الحد ايعلم  بلكتت - بـ   

n  ،1يدينل :من أجل كل عدد طبةعي         

1

n

nu u q
   : 12و منه 3n

nu
 . 

 : nبدلاي  nSبلحس - جـ    

              1 2 1

1 1 3
... 2 1 3 3 1

1 1 3

n n
n n

n n

q
S u u u u

q

    
                 

 

 تعةين ايعدد ايطبةعيn  728بحةث يكونnS  : 

728nSيدينل :      3يكلفئ 1 728n    3أي 729n   63أي 3n   6و منهn    .( يمكن إستتخدام ايلوغلريتتم) 

2)  nv متتتتلية  معّف  من أجل كل عدد طبةعي غير معدومn  : 1كمل يلي 2v       و
1

3

2
n n nv v u    

 :  3v و  2vب لحس -أ   

     
2 1 1

3 3
2 2 5

2 2
v v u                     ،

3 2 2

3 3 27
5 6

2 2 2
v v u      

غير معدوم: nمن أجل كل عدد طبةعي -ـ ب          
2

3

n
n

n

v
w

u
    . 
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  أنتبةلن nw  1متتتتلية  هندسة  أسلسهل

2
. 

 : غير معدوم nمن أجل كل عدد طبةعي يدينل :       

       1
1

1

3
2 2 3 1 2 1 1 2 1 2 12
3 3 3 2 3 3 3 2 3 2 3 2 2 3 2

n n
n n n n n

n n

n n n n n n

v u
v v v v v

w w
u u u u u u






  
                 

 

و منه المتتتتلية           nw  1متتتتلية  هندسة  أسلسهل

2
. 

 : nبدلاي  nw بلكتت - جـ

n  ،1من أجل كل عدد طبةعي يدينل :        

1

n

nw w q
    : و منه

1
1 1

3 2

n

nw


   
 

 . 

 جلإستتنتتnv  بدلايn : 

    : غير معدوم nمن أجل كل عدد طبةعي يدينل :       
2

3
 n

n

n

v
w

u
و منه   

2

3
 n

n

n

v
w

u
أي   

2

3
n n nv w u

   
 

 . 

إذن :        
1

11 1 2
2 3

3 2 3

n

n

nv




        
   

 أي  :  

1

12 3 4
3

3 2 3

n

n

nv


    

 
 . 

 

 

(I  h داي  عددي  معّف  على 1;   : كمل يلي   2 2 ln 1h x x x x    . 

حسلب  (1 lim
x

h x


و   
1

lim
x

h x


: 

    2lim lim 2 ln 1
x x

h x x x x
 

         

    2

1 1

lim lim 2 ln 1
x x

h x x x x
  

      

من المجلل xتبةلن أنه من أجل كل عدد حقةقي (2 1;   :   2
1 2 1

1

x
h x

x

 
 


 . 

على المجلل قلبل  يلإشتتقلق hايداي  1;   و  من أجل كل عدد حقةقيx من 1;   : 

      2
2 1 1 1 1 2 11

2 2
1 1 1

x x x
h x x

x x x

    
     

  
 

 :hإتجله تغة ّ ايداي        

من xمن أجل كل عدد حقةقي يدينل : 1;    :1 0x     و 2
1 2 1 0x   و منه  0h x   

متتزايدة تململ على المجلل  hو بليتتليي ايداي  1; . 
 :  hايداي  جدول تغة ّات

 
 
 

 
 
 

حسلب        0h و إستتنتتلج إشلرة h xحسب قةمx : 

                20 0 2 0 ln 0 1 0h       

   إشلرة h x: 
 
 

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                                                1 x

                      h x

                                                
 
 
 

                                                     

 
 h x 

 

                     0                      1 x

            0              h x
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(II f ف  على ّ ايداي  ايعددي  المع 1;   ِـ :   ب   ln 1
1

1

x
f x x

x


  


 

حسلب  (1
1

lim ( )
x

f x



 :  

 
1 0

ln 1
lim ( ) lim 1

1x x

x
f x x

x 
 

 
      

 ، لأن  : 

 
1

1

lim ln 1

1
lim

1

x

x

x

x









   

       

    

1xايتتفسير ايبةلني : المستتقةم ذو المعلدي         مقلرب عمودي يلمنحنى fC. 

limبلستتخدام اينتتةا   -بـ 
t

t

e

t
   نبرهن أن ،ln

lim 0
u

u

u
 . 

lntنضع u  فةكونt
u e  : و منه 

ln 1
lim lim lim 0

t tu t t

u t

u e e

t

  
  

 
 
 

. 

إستتنتتلج  -جـ  lim
x

f x


 : 

         ln 1
lim lim 1

1x x

x
f x x

x 

 
      

 ، لأن :
 ln 1

lim 0
1x

x

x

 
  

 (بـ)حسب ايسؤال 

حسلب  -د    lim 1
x

f x x


    : 

       ln 1 ln 1
lim 1 lim lim 0

1 1x x x

x x
f x x

x x  

    
                 

 

)ايتتفسير ايبةلني : المستتقةم )  1ذو المعلديy x  مقلرب ملئل يلمنحنى fCعند  . 

دراس  وضعة  المنحنى -هـ  fC: بلينسب  إلى المستتقةم المقلرب الملئل  

يندرس إشلرة ايفّق    1f x x  . 

     ln 1
( ) 1

1

x
f x x

x


   


و بليتتليي إشلرة   ( ) 1f x x   من إشلرة ln 1x  1لأن 0x   . 

 
 
 
 
 
 

 
 

من  xتبةلن أنه من أجل كل ـ أ  (2 1;     ،   
 2

1

h x
f x

x
 


 . 

قلبل  يلإشتتقلق على المجلل fايداي  1;   و  من أجل كل عدد حقةقيx من 1;   : 

 
   

 
 

 

   
 

 
 

2 2

2 2

2 2

1
1 1 ln 1 1 ln 111 1

1 1

1 1 ln 1 2 ln 1

1 1

x x xxf x
x x

x x x x x

x x

                     
 

      
 

 

 

من xمن أجل كل عدد حقةقي و منه : 1;    :   
 2

1

h x
f x

x
 


 . 

                                         0                                 1  x

                      0                 f x y

                                                                                
      

( )fCتحت( )                                                                         ( )fCفوق( )   
                                                                                            

 
ايوضع 
 اينسبي

 

( )fCيقطع( ) 
;0)في اينقط   1)A 

. 
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 : f ّات ايداي جدول تغة 
 
 
 
 
 

 

2yيقطع المستتقةم ذو المعلدي تبةلن أن المنحنى (3  3,4و  3,3عند نقط  فلصلتتهل محصورة بين  . 

معنله ينثبت أن المعلدي   2f x  3,4و  3,3تقبل حلا محصورا بين . 

مستتمّة على المجلل fايداي  1;  و بليتتليي فهي مستتمّة على 3,3;3,4 كون   3,3;3,4 1;  . 

و يدينل 
 
 
3,3 1,96

3,4 2,06

f

f





و بليتتليي    3,3 2 3,4f f    المعلدي   مبرهن  ايقةم المتتوسط ،إذن حسب  2f x   

تقبل حلا في المجلل 3,3;3,4. 

 ايّسم : (4

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1yو المستتقةملت ايتي معلدلاتهل :  حسلب مسلح  الحةز  المستتوي المحدود بللمنحنى (5 x   ،0x   1وx  . 

          
11 1

2 2

00 0

ln 1 1 1
1 ln 1 ln 2

1 2 2

x
S x f x dx dx x

x

                

 

 f
C

 f
C

                       0                      1 x

           0            f x

                                                
 
 
 

 1 

 
 f x 

 

 

2 3 4 5 6-1

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

 fC  
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 شعبة علوم تجريبية   2010لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس نعتبر في ; ,O u v النقطتينA وB : لاحقتيهما على الترتيب 

1Az i           3              وBz i 

 على الشكل الأسي . Bzو  Azأكتب كلا من (1
Mالنقطة  zلاحقتها Mالتشابه المباشر الذي يرفق بكل نقطة Sليكن (2  لاحقتهاz  : 2بحيث 6 3z iz i    

 . Sالعناصر المميزة للتشابه المباشر نعيّ -أ 

 . Sبالتشابه المباشرAصورة النقطةCلا حقة النقطة عيّن  -بـ  

 . ABCاستنتج طبيعة المثلث -جـ  

مرجح الجملة Dالنقطةلتكن  (3      ,2 ; , 2 ; ,2A B C . 

 . Dلا حقة النقطة Dzعيّن  -أ
 .ABCDعيّن مع التبرير طبيعة الرباعي -بـ 

و لتكن zلاحقتها Dو عن Bنقطة من المستوي تختلف عن Mلتكن (4  مجموعة النقطM ذات اللاحقةz  التي

Bيكون من  أجلها 

D

z z

z z




 عددا حقيقيا موجبا تماما. 

6ذات اللاحقة  Eتحقق أن النقطة  -أ 3Ez i  تنتمي إلى . 

Bأعط تفسيرا هندسيا لعمدة العدد المركب  -بـ 

D

z z

z z




. عيّن حينئذ المجموعة   . 

 

 

نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k   النقط 1;1;0A      ، 2;1;1B  و 1;2; 1 C   . 

 ليست في استقامية.Cو A،Bبيّن أن النقط -أ (1

بيّن أن المعادلة الديكارتية للمستوي -بـ  ABC : 2هي 0   x y z 

نعتبر المستويين (2 P و Q : اللذين معادلتيهما على الترتيب  : 2 3 1 0   P x y z    ،  : 2 1 0   Q x y z  

و المستقيم D الذي يشمل النقطة 0;4;3F  و 1;5;3u .شعاع توجيه له 

وسيطيا للمستقيمأكتب تمثيلا  - أ D. 

تحقق أن تقاطع المستويين -بـ  P  و Qهو المستقيم D. 

عيّن تقاطع المستويات الثلاث (3 ABC ، P   و Q. 
 

 

 (I لتكنf الدالة العددية المعرفة على المجال 
1

;
2

I
    

بـ :      1 ln 2 1f x x  

و ليكن     fC  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

أحسب  (1 lim
x

f x


و   
1

2

lim
x

f x


 . 

Cz

             

 
ن) 5(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 5ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
 ن) 10ثالث(التمرين ال
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ثم شكّل جدول تغيّراتها . Iمتزايدة تماما على المجال fبيّن أن الدالة (2

عيّن فاصلة النقطة من  (3 fC  التي تكون فيها المماس موازيا للمستقيم d  ذي المعادلةy x .

يمكن كتابة  Iمن xأثبت أنه من أجل كل -أ  (4 f x  : على الشكل   lnf x x a b    حيثa  ،b  عددان
حقيقيان  يطلب تعيينهما .

ستنتج أنه يمكن رسم ا -بـ  fC إنطلاقا من Cمنحى الدالة اللوغاريتمية النيبيرية"ln"  ثم أرسم C  و fC . 

(II  الدالة العددية نعتبرg المعرفة على المجالI  :  ِـ ب   g x f x x  

أحسب  (1 
1

2

lim
x

g x


ثم بيّن أن   lim
x

g x


  

ثم شكّل جدول تغيّراتها . Iعلى gأدرس إتجاه تغير الدالة (2

أحسب  -أ  (3 1g  ثم بيّن أن المعادلة  0g x  تقبل في المجال 
3

;
2

   
2تحقق أن .  حلا وحيدا  3  .

أرسم  -بـ     gC منحنى الدالةg  1على المجال
;5

2

 
  

في المعلم السابق .     

إستنتج إشارة  (4 g x على المجالI  ثم حدّد وضعية المنحنى fC  بالنسبة إلى d .

برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي من المجال  (5 1;  : فإن f x  ينتمي إلى المجال 1; .

(III  نسمي nu 1كما يأتي :  *المتتالية العددية المعرفة على
1

2

   
 

nu f
n

 .

1التي من أجلها يكون :  nعيّن قيمة العدد الطبيعي  (1 2ln3 3ln2nu     . 

1حيث : nSالمجموع  nحسب بدلالة أ (2 2 ...   n nS u u u

 
 
 
 

 
 

 في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس مثّلنا المستقيمين     

     و D   : معادلتيهما على الترتيبy x      و
1 1

2 3
y x  

لتكن المتتالية (1 nu المعرّفة على مجموعة الأعداد الطبيعية 

0بـ :  6u  و من أجل كل عدد طبيعي :
1

1 1

2 3
n nu u    . 

 أنقل الشكل ثمّ مثّل على محور الفواصل الحدود التالية : -أ 

 3 2 1 0, , ,u u u u 4وu  دون حسابها مبرزا خطوط الرسم 

عيّن إحداثيي نقطة تقاطع المستقيمين -بـ  و D. 

أعط تخمينا حول إتجاه تغيّرالمتتالية -جـ  nu.

n ،2باستعمال الاستدلال بالتراجع ، أثبت أنّه من أجل كل عدد طبيعي -أ  (2

3
nu  . 

المتتالية إستنتج إتجاه تغيّر -بـ  nu. 

المتتاليةنعتبر  (3 nvالمعرّفة من أجل كل عدد طبيعيn  : بالعلاقة
2

3
n nv u . 

تتاليةبيّن أنّ الم -أ  nv. هندسية يطلب تحديد أساسها و حدّها الأول 

. nبدلالة nuعبارة استنتج، و   nvعبارة الحد العامnأكتب بدلالة -بـ 

0 حيث : nSالمجموع nبدلالةأحسب  -جـ  1 ...n nS v v v      المجموع،  إستنتجnS   : 0 حيث 1 ...n nS u u u     . 
 

n

             

 
ن) 5(التمرين الأول

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال

 

2 3 4 5 6

2

3

4

0 1

1

 
 

 D
 



 

 31 

 

 

 المعادلة : حل في مجموعة الأعداد المركبة  (1
2 6 18 0z z   . ثم أكتب الحلّين على الشكل الأسّي   ، 

المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانسفي المستوي  (2 ; ,O u vنعتبر النقط  ،A ،B ،C  وD  : لواحقها على الترتيب 

3 3Az i        ،B Az z         ،C Az z              وD Bz z . 

 . Oتنتمي إلى نفس الدائرة ذات المركز  Dو   A ،B ،Cالنقط بيّن أن  -أ
 .  Bإلى Aو يحول النقطة   Oالذي مركزه  Rعيّن زاوية للدوران -بـ 

 .  Dو  B ،Oفي استقامية و كذلك النقط  Cو A ،Oبيّن أن النقط -جـ 

 .ABCDإستنتج طبيعة الرباعي  -د 
 

 

المعلم المتعامد و المتجانسفي الفضاء  المنسوب إلى  ; , ,O i j k نعتبر المستوي P : 2الذي معادلته 3 0   x y z. 

نذكر أن حامل محور الفواصل (1 ;O i  يعرّف بالجملة
0

0


 

y

z
 . 

نقطة تقاطع حامل Aعيّن إحداثيات       ;O i مع المستوي P . 

2) B  النقطتان من الفضاء حيث: Cو  0;0; 3B و   1; 4;2 C  . 

تنتمي إلى المستويBتحقق أن النقطة -أ   P . 
 .ABأحسب الطول -بـ    

و المستوي Cأحسب المسافة بين النقطة -جـ    P. 

للمستقيم أكتب تمثيلا وسيطيا -أ (3 المار بالنقطةC و العمودي على المستوي P. 

تنتمي إلى المستقيم Aتحقق أن النقطة -بـ   . 

 .ABCأحسب مساحة المثلث  -جـ 
 

 

كما يلي : *المعرفة على fنعتبر الدالة العددية     1

1
 

x
f x x

e

نرمز بـ   fC المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانسلتمثيلها البياني في ; ,O i j . 

أحسب  -أ (1 lim
x

f x


و   lim
x

f x


 . 

أحسب  -بـ        
0

lim
x

f x



و   
0

lim
x

f x



 و فسر هندسيا النتيجة . 

 على كل مجال من مجالي تعريفها ثم شكّل جدول تغيراتها . fتغيّر الدالة  أدرس إتجاه (2

بيّن أن المنحني -أ (3 fC يقبل مستقيمين مقاربين مائلين   و   : معادلتيهما على الترتيبy x  1وy x  . 

أدرس وضعية -بـ  fC بالنسبة إلى كل من   و . 

أثبت أن النقطة (4
1

0;
2

  
 
 

هي مركز تناظر للمنحنى fC . 

بيّن أن المعادلة  -أ (5  0f x   تقبل حلّين و  : حيثln 2 1   1.4و 1.3    . 

هل توجد مماسات لـ -بـ     fC  توازي المستقيم ؟ 

أرسم   -جـ      ،   ثم المنحنى fC . 

عدد و إشارة حلول المعادلة : mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط  -د     1 x
m e m

 

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4ثالث(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن
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   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

 :على الشكل الأسي  Bzو  Azكتابة  (1

1Az لدينا : i : 2 و منهAz. 

 ، يكون : Azعمدة للعدد المركب Aو بفرض

1 2
cos

22

1 2
sin

22






 



  

A

A

، و منه   arg 2
4

  Az k حيث ،k . 

42 إذن :



i

Az e . 

3Bz لدينا : i  : 3 و  منهBz. 

 ، يكون : Bzعمدة للعدد المركب Bو بفرض

0
cos 0

3

3
sin 1

3





  

  


B

B

، و منه   arg 2
2

  Bz k حيث ،k . 

23 إذن :



i

Bz e . 
2) S التشابه المباشر الذي يرفق بكل نقطةM لاحقتهاz  النقطةM  لاحقتهاz   : 2بحيث 6 3z iz i    

 من الشكل : Sالكتابة المركبة للتشابه المباشر   z z  : 2بحيث  i  6و 3   i . 

 : Sتعيين العناصر المميزة للتشابه المباشر -أ 

2k هي : Sنسبة التشابه المباشر       . 

 هي : Sزاوية  للتشابه المباشر    arg 2
2

     k . 

هو النقطة ذات اللاحقة Sمركز  التشابه المباشر   
1




  . 

لدينا :    
  
  
6 3 1 26 3 15

3
1 1 2 1 2 1 2 5




 
    

    B

i ii i
i z

i i i
 . Sالمباشرهي مركز التشابه Bو منه النقطة 

 . Sبالتشابه المباشرAصورة النقطةCلا حقة النقطة Czتعيين -بـ  

2لدينا        6 3  C Az iz i  و منه 2 1 6 3   Cz i i i  ، : 4إذن 5 Cz i. 

 : ABCطبيعة المثلث -جـ  

و هذا يعني :   2و نسبتهBالذي مركزه Sبالتشابه المباشرAصورة النقطةCلدينا : النقطة        
2

,
2

BC BA

BA BC








. 

 . Bمثلث قائم في النقطة ABCو منه المثلث       

مرجح الجملةDالنقطة (3      ,2 ; , 2 ; ,2A B C  .  

 : Dلا حقة النقطة Dzتعيين  -أ

لدينا : 
2 2 2

2 2 2

 


 
A B C

D

z z z
z و منه

     2 1 2 3 2 4 5

2

   
D

i i i
z  : 5إذن 3 Dz i. 

 مع التبرير : ABCDتعيين طبيعة الرباعي -بـ 

 لدينا :    3 1 1 2       B AAB
z z z i i iو  4 5 5 3 1 2        C DDC

z z z i i i  

 متوازي الأضلاع . ABCDو منه الرباعي   

 التمرين الأولحل مقترح  
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2BCمثلث قائم  و  ABC و لدينا  مما سبق :    BA و بالتالي الرباعيABCD . مستطيل 

و لتكن zلاحقتها Dو عن Bنقطة من المستوي تختلف عن Mلتكن (4  مجموعة النقطM ذات اللاحقةz  التي

Bيكون من  أجلها 

D

z z

z z




 عددا حقيقيا موجبا تماما. 

6ذات اللاحقة  Eالتحقق أن النقطة  -أ 3Ez i  تنتمي إلى . 

 لدينا :    
 
 

3 6 3 6
6

5 3 6 3 1

  
  

    
B E

D E

i iz z

z z i i
و منه العدد 


B E

D E

z z

z z
بالتالي حقيقي موجب تماما و  E   . 

 -بـ  arg ;
 

  
B

D

z z
MD MB

z z
. 

Bالعدد المركب     

D

z z

z z




argيكافئ   تماما موجب حقيقي  0 2
 

   
B

D

z z
k

z z
   أي ; 0 2MD MB k  . 

و بالتالي  المجموعة      : هي   BD BD (المستقيم BD باستثناء القطعة BD ) 

 

 

A،B وC  بحيث :النقط من الفضاء 1;1;0A    ، 2;1;1B      و 1;2; 1C  . 

 ليست في استقامية :Cو A،Bتبيان أن النقط -أ (1

لدينا  :  1;0;1AB  و 2;1; 1AC    

و لدينا : 
1 0

2 1



 ليست في استقامية . Cو A،Bليسا مرتبطين خطيا أي أن النقط AC و AB و بالتالي 

تبيان أن المعادلة الديكارتية للمستوي -بـ   ABC : 2هي 0x y z    

 تحقق المعادلة المعطاة .Cو A،Bالنقطو بالتالي يكفي إثبات أن إحداثيات ليسا مرتبطين  ،  AC و AB لدينا  

  A ABC  2لأن 1 1 0 2 0A A Ax y z         

  B ABC  2لأن 2 1 1 2 0B B Bx y z         

  C ABC  لأن 2 1 2 1 2 0C C Cx y z           

نعتبر المستويين (2 P و Q : اللذين معادلتيهما على الترتيب  2 3 1 0P : x y z      ،  2 1 0Q : x y z    

و المستقيم   D الذي يشمل النقطة 0;4;3F و 1;5;3u   .شعاع توجيه له 

كتابة تمثيل وسيطي للمستقيم -أ  D : 

 DيشملF و 1;5;3u    شعاع توجيه له ، و منه تمثيل وسيطي لـ D: من الشكل  5 4

3 3

x t

y t t

z t

 
   
  

. 

التحقق أن تقاطع المستويين -بـ  P  و Qهو المستقيم D: 

لدينا :          D P : لأن   2 5 4 3 3 3 1 0t t t      . 

و     D Q : لأن      2 5 4 3 3 1 0t t t       . 

المستويينو بالتالي تقاطع  P  و Qهو المستقيم D. 

كطريقة ثانية يمكن حل الجملة )  
2 3 1 0

2 1 0

x y z

x y z

   
    

للحصول على التمثيل الوسيطي لمستقيم التقاطع و هو D ) 

المستويات الثلاثتعيين تقاطع  (3 ABC ، P   و Q: 

لدينا : المستويان P  و Qمتقاطعان وفق  المستقيم D الثلاثو بالتالي لدراسة تقاطع المستويات ABC ، P   و

 Q يكفي دراسة تقاطع المستقيم D مع المستوي ABC . 

 ثانيالتمرين الحل مقترح  
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 نحل الجملة :
5 4

3 3

2 0

x t

y t

z t

x y z

 
  
  
    

1t فنجد :  و بتعويض قيمةt  في التمثيل الوسيطي نجد 1;9;6 . 

و منه  المستويات الثلاث          ABC ، P   و Qتتقاطع في النقطة 1;9;6  . 
 

 

 (I  fالدالة العددية المعرفة على المجال 
1

;
2

I
    

بـ :    1 ln 2 1f x x   . 

 حساب النهايات :   (1

       lim lim 1 ln 2 1
x x

f x x
 

          ،    
1 1

2 2

lim lim 1 ln 2 1
x x

f x x
  

     . 

 :  Iمتزايدة تماما على المجال fتبيان أن الدالة (2

 ،     Iمن xمن أجل كل ،  و Iقابلة للإشتقاق على fالدالة    
2

( )
2 1

f x
x

 


 

I  ،  2من  xلدينا :من أجل كل عدد حقيقي       1 0x     أي  0f x   الدالةو  بالتاليf متزايدة تماما على المجالI  
. 

 : fجدول تغيّرات الدالة    
 
 
 
 

 
 

تعيين فاصلة النقطة من  (3 fC  التي تكون فيها المماس موازيا للمستقيم d  ذي المعادلةy x . 

فاصلة هذه النقطة هي حل للمعادلة        1f x   فيI .

     1f x  تكافئ
2

1
2 1x




2تكافئ  2 1x    أي
3

2
x   . 

I :من xمن أجل كل -أ  (4    1 1
1 ln 2 1 1 ln 2 1 ln 2 ln

2 2
f x x x x

                 
    

، و منه :  
1

2
a    

1و     ln2b    .

لدينا :  -بـ      f x h x a b   : حيث   lnh x x  و منه fC  هو صورة C منحى الدالة اللوغاريتمية النيبيرية 

بالإنسحاب الذي شعاعه              
a

v
b

 
 
 

أي    
1

2

1 ln 2

v

 
 
 
 

  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ثالثالتمرين الحل مقترح  

                                                            
1

2
  x 

 f x
 

 
 

 
 

 
 f x
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 الرسم :               

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (II gالدالة العددية  المعرفة على المجالI  :  ِـ ب   g x f x x  

1)        
1 1 1

2 2 2

lim lim lim 1 ln 2 1
x x x

g x f x x x x
    

         

                ln 2 11
lim lim 2 1

2 1 2 1x x

xx
g x x

x x 

 
       

 تذكّر أن :)      
ln

lim 0
u

u

u
 )

 : Iعلى gدراسة إتجاه تغيّر الدالة (2

 ،  و    Iقابلة للإشتقاق على gالدالة         
2 2 3

( ) 1
2 1 2 1

x
g x

x x

     
 

 

I  ،  2من  xلدينا : من أجل كل عدد حقيقي      1 0x     إشارةو بالتالي g x  2من إشارة 3x   . 

إشارة     g x : 
 
 

 

متزايدة على المجال gالدالة      
1 3

;
2 2

 
  

و متناقصة على المجال 
3

;
2

   
 . 

 : gجدول تغيّرات الدالة      
 
 
 
 

 
 
 

     

لدينا :  -أ  (3 1 0g   . 

مستمرة و متناقصة تماما على المجال gالدالة
3

;
2

   
و   

 

3 1
ln 2 0,19

2 2

lim
x

g

g x


        
  

، و منه حسب مبرهنة القيم 

المتوسطة المعادلة   0g x  تقبل في المجال 
3

;
2

   
 . حلا وحيدا 

 

2 3 4 5 6 7 8

2

3

-1

-2

0 1

1

                        
3

2
                              

1

2
 x 

        0            g x
 

1
ln 2

2
 

 
 

 

                                                                                       

 
 g x

 

 

                          

3

2                              

1

2  

x 

        0            g x
 

 

 C 

 fC
 

 gC
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2تحقق أن ال          3  : 

 لدينا :           
 
 
2 0,09

3 0,39

g

g




 
أي :     2 3 0g g    2و منه 3 . 

رسم المنحنى  -بـ   gC  :. أنظر الشكل السابق     

إشارة  (4 g x :
 
 

 

وضعية  المنحنى fC  بالنسبة إلى d :

لدينا :             f x y f x x g x    و منه إشارة الفرق من إشارة g x . 

إذن : من أجل        1
;1 ;

2
x

     
يكون ، fC  واقعا أسفل d. 

من أجل                  1;x   يكون ، fC واقعا أعلى من d  . 

         fCيقطع d في النقطتين 1;1A  و ;B  . 

متزايدة تماما على المجال fالدالة (5 1; : من أجل كل و منه  1;x    : فإن     1 ;f x f f   .

و لدينا :        1 1f   و   f g      . 

من أجل كل  إذن :      1;x    : فإن   1;f x   . 

(III  نسمي nu كما يأتي :  *المتتالية العددية المعرفة على
1

1
2

nu f
n

   
 

 . 

1التي من أجلها يكون :  nتعيين قيمة العدد الطبيعي (1 2ln3 3ln2nu     . 

لدينا :    
1 1 1 1

1 1 ln 2 1 1 1 ln 1 1 ln
2 2

n

n
u f

n n n n

                                   

1و منه :     2ln3 3ln2nu       2يعني 31 9
ln ln3 ln 2 ln9 ln8 ln

8

n

n

       
 

8n أي :   . 

1بحيث : nS، المجموع  nبدلالة  حساب ، (2 2 ...   n nS u u u. 

*لدينا :  من أجل كل 
n   ،

1
1 lnn

n
u

n

    
 

  

1و منه :  2

2 3 1
... 1 ln 1 ln ... 1 ln

1 2
n n

n
S u u u

n

                    
     

 

أي :      2 3 ... 12 3 1
1 1 ... 1 ln ln ... ln ln ln 1

1 2 1 2 ...
n

n nn
S n n n

n n

                                      
 

 

 

 

 

 

 

 

                                         1                   
1

2
 x 

         0                0       g x
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

ِـ : متتالية عددية معرّفة على   1 ،   و من أجل كل عدد طبيعي  ب

1 1

2 3
  n nu u.

 الرسم :  ـ أ (1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

تعيين إحداثيي نقطة تقاطع  -بـ  و D :

 نحل المعادلة :  f x x. 

    f x x تكافئ
1 1

2 3
 x x تكافئ

1 1

2 3
  x x تكافئ

1 1

2 3
  x تكافئ

2

3
x 

و بالتالي المستقيمان و D  يتقطعان في النقطة
2 2

;
3 3

 
 
 

A . 

 التخمين : -جـ 

4 نلاحظ من الرسم أن :             3 2 1 0   u u u u u 

 متناقصة . المتتالية

 :   nالبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ (2
2

3
nu  

نسمي P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :
2

3
nu   " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0 6u  0و منه

2

3
u  و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 2أي

3
nu   و  نبرهن صحة ، 1P n   1أي

2

3
 nu . 

2لدينا حسب الفرض  

3
nu   و منه

1 2 1

2 3 2
 nu  و منه

1 1 1 1

2 3 3 3
  nu  1أي

2

3
 nu و بالتالي . 1P n  

 صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،2

3
nu  . 

إتجاه تغيّر  المتتالية  -بـ   nu: 

n، 1من أجل كل عدد طبيعي لدينا :  

1 1 1 1 1 2

2 3 2 3 2 3


           
 

n n n n n nu u u u u u 

 nu
0 6u n

 nu
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2 3 4 5 6

2

3

4

0 1

1

u 0u 1u 2u 3u 4
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 و  لدينا مّما سبق أن :
2

3
nu و منه 

2
0

3
 nuإذن .

1 2
0

2 3

    
 

nu  . 

n ،1من أجل كل عدد طبيعيو بالتالي   0  n nu u و عليه  المتتالية ، nu. متناقصة 

:  nنضع من أجل كل عدد طبيعي (3
2

3
 n nv u  

إثبات أن -أ nv: متتالية هندسية 

n   :1لدينا من أجل كل عدد طبيعي 1

2 1 1 2 1 1 1 2 1

3 2 3 3 2 3 2 3 2
 

           
 

n n n n n nv u u u u v 

و منه  المتتالية    nv هندسية أساسها
1

2
q  : و حدها  الأول   .

 
0 0

2 2 16
6

3 3 3
    v u . 

 : nبدلالة  nv كتابة عبارة -بـ  

n   :0من أجل كل عدد طبيعي  

16 1

3 2

     
 

n

n

nv v q   . 

:    nبدلالة  nuكتابة
2 16 1 2

3 3 2 3

      
 

n

n nu v  

 :المجاميع  -جـ 

   
1

0 1 0 1

1 32 1
... 1

1 3 2





               

n

n n n

q
S v v v v

q
  

   0 1 0 1

2 2 2 2
... ... 1

3 3 3 3
              n n n nS u u u v v v S n . 

 

 

 المعادلة : حل في  (1
2 6 18 0z z   . 

 لدينا :   2 226 4 1 18 36 36 6         i i: و منه للمعادلة حلّين مركبين هما 

1

6 6
3 3

2


  

i
z i                   2و

6 6
3 3

2


  

i
z i . 

 على الشكل الأسي :2zو 1zكتابة  العددين

 لدينا :
1 3 3 z i 1 منه :و 18 3 2 z. 

 ، يكون : 1zعمدة للعدد المركب 1و بفرض

1

1

3 1 2
cos

23 2 2

3 1 2
sin

23 2 2






  



   

، و منه   1arg 2
4

  z k مع ،k . 

 إذن :
4

1 3 2
i

z e


   . 

2 :لدينا  1z z  : 4 و  منه
2 3 2





i

z e. 

في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس (2 ; ,O u vنعتبر النقط  ،A ،B ،C  وD  : لواحقها على الترتيب 

3 3Az i        ،B Az z         ،C Az z              وD Bz z . 
 : Oتنتمي إلى نفس الدائرة ذات المركز  Dو   A ،B ،Cالنقط تبيان أن  -أ

3 لدينا :    2   A B C Dz z z z: أي OA OB OC OD    و منه النقطA ،B ،C   وD تنتمي إلى 

3و نصف قطرها  O التي  مركزها  الدائرة     2 . 
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 :  Bإلى Aو يحول النقطة  Oالذي مركزه  Rتعيين زاوية للدوران -بـ 

   arg arg arg 2
2

 
  

       
   

B A

A A

z z
i k

z z
k، حيث  . 

 .  Dو  B ،Oو كذلك النقط  في استقامية Cو A ،Oإثبات أن النقط -جـ 

يكفي إثبات أن كلا من        


A O

C O

z z

z z
و  


B O

D O

z z

z z
 حقيقي .

1 لدينا :       


  


A O A

C O C

z z z

z z z
1 و


  


B O B

D O D

z z z

z z z
 . 

0يمكن استخدام كون)                A Cz z  0و B Dz z و بالتاليO منتصف كل من AC و BD ) 
 

 :ABCDطبيعة الرباعي  -د 

قطراه متناصفان و متقايسان بالتالي فهو متوازي أضلاع ، و لدينا ABCDالرباعي       ,
2

OB OA


  و منهABCD. مربع 

 

 

في الفضاء  المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k نعتبر المستوي P : 2الذي معادلته 3 0x y z    

نذكر أن حامل محور الفواصل  (1 ;O i  يعرّف بالجملة
0

0

y

z


 

. 

نقطة تقاطع حامل Aإحداثيات       ;O i مع المستوي P  : هي حل الجملة

0

0

2 3 0


 
    

y

z

x y z

، أي :  3;0;0A . 

2) B  النقطتان من الفضاء حيث: Cو  0;0; 3B  و  1; 4;2C     . 

تنتمي إلى المستويBالتحقق أن النقطة -أ P : 

2لدينا :    3 0 0 3 3 0B B Bx y z        و منه B P . 
 :ABحسب الطول -بـ 

                  2 2 2
0 3 0 0 3 0 18 3 2AB          

و المستوي Cحساب المسافة بين النقطة -جـ   P: 

                1 8 2 3 12
; 2 6

1 4 1 6
d C P

   
  

 
 

كتابة تمثيل وسيطي للمستقيم -أ (3 المار بالنقطةC و العمودي على المستوي P: 

لدينا      يعامد P و 1; 2;1n  شعاع ناظمي لـ P  و منه شعاعn  توجيه لـ  و بالتالي تمثيل 

و سيطي لـ       : من الشكل
1

4 2

2

x t

y t

z t

  
   
  

. 

تنتمي إلى المستقيم Aالتحقق أن النقطة -بـ    : 

في التمثيل الوسيطي لـ  Aبتعويض إحداثيات النقطة          : 2نجدt  و منه ، A  . 

 :ABCحساب مساحة المثلث  -جـ  

لأن :  Aقائم في ABCالمثلث           C ،  A ،     P  و B P. 

               
. 3 2 2 6

3 12 6 3
2 2

ABC

AB AC
S ua


    
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f كما يلي : *الدالة العددية المعرفة على  1

1
 

x
f x x

e
 

 -أ (1  1
lim lim

1xx x
f x x

e 

      
   و     1

lim lim
1xx x

f x x
e 

      
 . 

 -بـ  
0 0

1
lim lim

1x
x x

f x x
e 

 

      
    و    

0 0

1
lim lim

1x
x x

f x x
e 

 

      
  . 

0xالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة       ( حامل محور التراتيب )مقارب للمنحنى fC  . 

 : fدراسة إتجاه تغيّر الدالة  (2

غير معدوم :   xو  من أجل كل عدد حقيقي  *قابلة للإشتقاق على  fالدالة       
   2 2

1 1
1 1

x x

x x

e e
f x

e e

    
 

 

)غير معدوم ،  xمن أجل كل عدد حقيقي و منه :        ) 0f x   و بالتالي الدالةf متزايدة تماما على كل من 

المجالين       0; و ;0 .  

 : fجدول تغيّرات الدالة      
 
 
 
 
 

 

 لدينا : -أ (3  1
lim lim 0

1xx x
f x x

e 

         
و منه المستقيم ذو المعادلةy xمقارب لـ fC عند. 

 و لدينا :               1
lim 1 lim 1 0

1xx x
f x x

e 

           
و منه المستقيم  1ذو المعادلةy x مقارب 

للمنحنى مائل            fC عند . 

دراسة وضعية المنحنى -بـ         fC إلى المستقيمبالنسبة   : 

لدينا :           1 1

1 1x x
f x y

e e
   

 
1و منه إشارة الفرق من إشارة  x

e  . 

 
 
 
 
 

 

 دراسة وضعية المنحنى fCبالنسبة إلى المستقيم   : 

لدينا :   1
1

1 1

x

x x

e
f x y

e e
    

 
1و منه إشارة الفرق من إشارة  x

e  . 
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                        0                         x 

   f x
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 f x

 

 

                        0                      x 

    f x y
 

 
( )fCتحت( )  

 

 
( )fCفوق( )  
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                        0                      x 

    f x y
 

 
( )fCتحت( )  

 

 
( )fCفوق( )  

 

 
 الوضع النسبي

 



 

 41 

إثبات أن النقطة (4
1

0;
2

  
 
 

هي مركز تناظر للمنحنى fC : 

*لدينا : من أجل كل      
x   ،*

x   

و           1 1 1 1
1 2

1 1 1 1 2

x

x x x x

e
f x f x

e e e e
          

   
 

و منه النقطة      
1

0;
2

  
 
 

هي مركز تناظر للمنحنى fC . 

تبيان أن المعادلة  -أ (5  0f x   تقبل حلّين و  : حيثln 2 1   1.4و 1.3    . 

 الدالةf مستمرة  و متزايدة تماما على المجال 0; و   ln 2;1 0;  و
 
 
1 0,41

ln 2 0,31

f

f




 
 

أي    1 ln 2 0f f   و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0f x  تقبل في المجال 0;   حلا 

ln، حيث  وحيدا   2 1 . 

 الدالةf متزايدة تماما على المجال  مستمرة  و ;0 و   1,4; 1,3 ;0      و
 
 

1.3 0,07

1.4 0,07

f

f

 


  
 

أي         1,4 1,3 0f f     و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0f x  تقبل في المجال ;0  حلا 

1.4، حيث  وحيدا        1.3   . 

دراسة وجود مماسات للمنحنى -بـ     fC توازي المستقيم  . 

 المعادلة : *لنحل في          1f x  . 

 لدينا :         1f x  تكافئ
 2

1 1
1

x

x

e

e
 


تكافئ 

 2
0

1

x

x

e

e



0xأي

e   و هذا مستحيل  و  بالتالي المعادلة 

حلول أي أنه لا توجد مماسات لـلها ليس         fC   توازي المستقيم . 

 الرسم :  -جـ   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

   
 

 

2 3 4 5-1-2-3-4

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

0 1

1
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 المناقشة البيانية :   -د  

 لدينا :   1 x
m e m

  1تكافئ x
m me  تكافئ

1

1x
m

e
 


تكافئ 

1

1x
m x x

e
  


 

تكافئ   f x x m  و منه حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى ، fC مع المستقيم ذي المعادلةy x m  

إذا كان       ;0m   . فإن للمعادلة حل واحد موجب 

إذا كان      0;1m  . فإن المعادلة ليس لها حلول 

إذا كان     1;m   . فإن للمعادلة حل واحد سالب 
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 شعبة علوم تجريبية   2011لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

  nu ِـ :المتتالية العددية المعرّفة ب
 0 1u   ومن أجل كل عدد طبيعيn   ،1 3 1n nu u   .

و  nv المتتالية العددية المعرّفة من أجل كل عدد طبيعيn  ِـ : ب
1

2
n nv u . 

 في كل حالة من الحالات الثلاث الآتية اقترحت ثلاث إجابات، إجابة واحدة فقط منها صحيحة، حدّدها مع التعليل.  
المتتالية (1 nv   .لا حسابية ولا هندسية. جـ  ـ          بـ ـ  هندسية.                    :                                       أ ـ  حسابية 

نهاية المتتالية (2 nu : أ ـ  هي       .                         بـ ـ
1

2
    .               جـ ـ.

n  ،lnنضع من أجل كل عدد طبيعي (3 3 2 ln 3 3ln 3 ln 31
1 ...

2

n

nS e e e e        . 

أ ـ                                                                        
13 1

2

n

nS
 

             بـ ـ
1 3

4

n

nS


                  جـ ـ
11 3

4

n

nS


 . 

 

 

نعتبر في الفضاء  المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k، المستوي P الذي يشمل النقطة ; ;A 1 2 1  . 

و        ; ;n 2 1 ناظمي له ، و ليكن  شعاع 5 Q المستوي ذو المعادلةx y  2 7 0 . 

أكتب معادلة ديكارتية للمستوي  (1 P . 

تحقق أن النقطة -أ (2 ; ;B  1 4 مشتركة بين المستويين1 P  و Q . 

بيّن أن المستويين  -بـ  P  و Q  متقاطعان وفق مستقيم يطلب تعيين تمثيل وسيطي له . 

لتكن النقطة (3 ; ;C  5 2 1  .  

و المستويCالمسافة بين النقطة أحسب - أ P ثم المسافة بين النقطةC و المستوي Q . 

أثبت أن المستويين -بـ  P  و Q.متعامدان 

و المستقيم Cاستنتج المسافة بين النقطة -جـ  .    
 

 

المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  نعتبر في ; ,O u v، طقالنA ،B وC : لواحقها على الترتيب 

 Az i           ،2 3 Bz i          4و  Cz i 

أكتب على الشكل الجبري العدد المركب -أ  (1



C A

B A

z z

z z
. 

عيّن طويلة العدد المركب -بـ 



C A

B A

z z

z z
 .ABCاستنتج طبيعة المثلث ثم و عمدة له ،  

Mالنقطة ،zلاحقتها Mفي المستوي الذي يرفق بكل نقطة Tنعتبر التحويل النقطي (2  ذات الاحقةz : بحيث  

1   z iz i 
 محدّدا عناصره المميزة. Tعيّن طبيعة التحويل  -أ

 . Tبالتحويل Bما هي صورة النقطة  -بـ 
 

             

 
ن) 3(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 5ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن
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 ذات اللاحقة Dلتكن (3

 في استقامية. Dو A ،Cبيّن أن النقط -أ

 . Dإلى Cو يحول النقطة Aالذي مركزهhعيّن نسبة التحاكي -بـ 

 . Dإلى Bو يحول Aالذي مركزه Sعيّن العناصر المميزة للتشابه المباشر -جـ 
 

 

(I  نعتبر الدالةg  المعرفة على 1  :  ِـ ب  1

1

x
g x

x





و     gC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد 

)و المتجانس        ; , )O i j  (الشكل المقابل)  
 بقراءة بيانية :        

 .gشكّل جدول تغيّرات الدالة ـ أ    

حل بيانيا  المتراجحة  ـ بـ       0g x . 

التي يكون من أجلها  xعيّن بيانيا قيم جـ  ـ      0 1g x  

(II لتكن الدالةf المعرفة على المجال 1;   : ِـ ب  1 1
ln

1 1

x x
f x

x x

       
 

و             fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

أحسب  (1
1

lim ( )
x

f x



limو  ( )
x

f x


 ثمّ فسّر النتيجتين هندسيا.  

من المجال xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 1;  ، 
 2

2

1
 


g x

x
.

أحسب  ـ بـ f x رات الدالةادرس إشارتها ثمّ شكل جدول تغيّوf .

، عيّن إشارة العبارة  جـ السؤال  I)باستعمال الجزء  ـ أ  (3
1

ln
1

x

x

 
  

على المجال  1;.

عدد حقيقي . بيّن أنّ الدالة ـ بـ    lnx x x x    هي دالة أصلية للدالة lnx x  على 

المجال           ; .

من المجالxتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي جـ  ـ       1;  ،  2
1

1
g x

x
 


على fثم عيّن دالة أصلية للدالة  1;  

 
 
 
 

 
 عدد حقيقي موجب تماما  ويختلف عن.

 nuِـ : متتالية عددية معرّفة على ب
0 6u  ومن أجل كل عدد طبيعيn   ،1 1n nu u  .

 nv متتالية عددية معرّفة من أجل كل عدد طبيعيn : ِـ ب
1

1
n nv u


 


. 

بيّن أنّ   ـ أ (1 nvمتتالية هندسية أساسها. 

، عبارةو nبـ ـ أكتب بدلالة       
nv  ثم  استنتج بدلالةn و عبارة ،nu. 

 التي تكون من أجلها المتتالية جـ  ـ عيّن قيّم العدد الحقيقي nu . متقاربة 

نضع : (2
3

2
 . 

0حيث :nTو  nS، المجموعين  nأحسب بدلالة ـ 1 ...n nS v v v    0و 1 ...n nT u u u    . 
 

6 2  Dz i

             

 
ن) 7رابع(ال التمرين

)ن
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)ن
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المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  نعتبر في ; ,O u v النقطA ،B وC : لواحقها على الترتيب 

3 2 Az i           ،3 2 Bz i          4وCz i 
 . Cو A ،Bعلّم النقط  -أ (1

 ؟ علّل إجابتك .  OABCما هي طبيعة الرباعي -بـ         

 .OABCمركز الرباعيعيّن لاحقة النقطة  -جـ        

عيّن ثم أنشئ (2 Eمجموعة النقطM  : 12من المستوي التي تحققMO MA MB MC     

2المعادلة : حل في مجموعة الأعداد المركبة -أ (3 6 13 0  z z . 

 حلّي هذه المعادلة  . 0z  ،1zنسمي         
 .zنقطة من المستوي لاحقتها العدد المركب Mلتكن -بـ          

0من المستوي التي تحقق : Mعيّن مجموعة النقطة -              1  z z z z 
 

 

نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k  النقط 0;1;5A    ، 2;1;7B  و 3; 3;6C   . 

أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم -أ (1 الذي يشمل النقطةB  و  1; 4; 1 u. شعاع توجيه له 

تنتمي إلى المستقيم Cتحقق أن النقطة -بـ           . 

 متعامدان . BCو  ABبيّن أن الشعاعين -جـ         

و المستقيمAاستنتج المسافة بين النقطة -د   . 

نعتبر النقطة (2 2 ;1 4 ;7  M t t tحيثt  عدد حقيقي ، و لتكن الدالةhبـ : المعرفة على  h t AM . 

أكتب عبارة - أ h tبدلالةt . 

t  ،بيّن أنه من أجل كل عددحقيقي  -بـ          
2

18

18 8
 



t
h t

t
  

 أصغر ما يمكن .AMالتي من أجلها تكون المسافة tاستنتج قيمة العدد الحقيقي -جـ        

و المستقيمAالنقطة، و المسافة بين hقارن بين القيمة الصغرى للدالة - . 
 

 

ِـ : المعرّفة على fنعتبر الدالة العددية  ب  1x
f x e e x  .

         fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

أ ـ أحسب  (1 lim
x

f x


و  lim
x

f x


. 

بـ ـ أحسب  f x  .ثمّ أدرس إشارتها ،

. f شكّل جدول تغيّرات الدالة جـ  ـ

أ ـ بيّن أن المستقيم  (2   1ذي المعادلةy e x    مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار .

بـ ـ أكتب معادلة للمستقيم  T  مماس للمنحني fC  0عند النقطة ذات الفاصلة.

جـ  ـ بيّن أنّ المعادلة   0f x  تقبل في المجال ، 1,75;1,76  حلا وحيدا.

د ـ أرسم المستقيمين   و T  ثم المنحنى fC على المجال ;2. 

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن
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، المساحة أ ـ أحسب بدلالة (3 A  للحيّز المستوي المحدّد بالمنحني fC  حامل محور الفواصل والمستقيمين اللّذين ،

0xمعادلتيهما:                       ؛x   . 

بـ ـ أثبت أنّ :   21

2
A e e ua

    
 

           (ua هي وحدة المساحات) 

 

   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

ِـ : المتتالية العددية المعرّفة ب
 
  .  ،  ومن أجل كل عدد طبيعي 

ِـ  المتتالية العددية المعرّفة من أجل كل عدد طبيعي و     .: ب

 الإجابة مع التبرير : إختيار   

  . ـ  هندسية ـب                    :  المتتالية (1
 التبرير :

 ،   من أجل كل عدد طبيعي لدينا : من

 . و حدها الأول   هندسية أساسها و منه  المتتالية

                 .ـ    ـج                    هي : نهاية المتتالية (2
 التبرير :

لأن :  و بالتالي و منه  ، من أجل كل عدد طبيعيلدينا : 

  

.،  من أجل كل عدد طبيعي (3

 التبرير :
 ، من أجل كل عدد طبيعيلدينا : 

1 1

ln3 2ln3 3ln3 ln3 0 1 21 1 1 1 3 1 3
1 ... 3 3 3 ... 3

2 2 2 1 3 4

   
                         

n n

n n

n
S e e e e 

 

 

معادلة ديكارتية للمستوي  ةباكت (1 P : 

لدينا:  2;1;5n   ناظمي للمستوي شعاع P و منه معادلة لـ P 2من الشكل 5 0x y z d    . 

)و  )A P 2يعني 2 5 0d     : 1أيd    و عليه معادلة للمستوي P 2من الشكل 5 1 0x y z     . 

تحقق أن النقطة ال -أ (2 1;4; 1B  مشتركة بين المستويين P  و Q : 

لدينا :        2 5 1 2 1 4 5 1 1 0B B Bx y z              و منه B P 

2 و لدينا :      7 1 2 4 7 0B Bx y        و منه B Q 

 إذن :         B P Q  . 

 

 nu0 1u  n1 3 1n nu u  

 nvn
1

2
n nv u 

 nv

n1 1

1 1 3 1
3 1 3 3 3

2 2 2 2
n n n n n nv u u u u v 

           
 

 nv3q 0 0

1 1

2 2
v u   

 nu

n
1

2
n nu v 

1 1
3

2 2

n

nu    lim n
n

u


 

lim 3n

n
 

n

1
ln 3 2ln 3 3ln 3 ln 31 1 3

1 ...
2 4

n
n

nS e e e e
         

n
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 أن المستويين تبيان -بـ  P  و Q  متقاطعان وفق مستقيم تعيين تمثيل وسيطي له مع . 

لدينا :           2;1;5n  شعاع ناظمي لـ P  (0;2;1)وnشعاع ناظمي لـ Q . 

       n وn ن ليسا مرتبطين خطيا و بالتالي المستويا P  و Q يتقاطعان  وفق مسقيم( ). 

    ( ): المستقيم المعرّف بـ 
2 5 1 0

2 7 0

x y z

x y

    
   

z و منه  بوضع   t نجد 
2 7

3

x t

y t t

z t

  
  
   

 و هذه  

)ي للمستقيمتمثيل وسيطالجملة هي             ) . 

النقطة  لتكن (3 5; 2; 1C   . 

 و Cالمسافة بين  -أ  P : 

  
 

 
1 2 2 2

2 5 2 5 1 12 5 1 18 3 30
,

530 302 1 5

C C Cx y z
d d C P

         
    

  
 

 و Cالمسافة بين     Q :    
2 2 2

5 2 2 72 7 6 6 5
,

55 51 2

C Cx y
d d C Q

    
    


 

ت أن المستوييناثبإ -بـ  P  و Qمتعامدان : 

لدينا :          2;1;5n  شعاع ناظمي لـ P  (0;2;1)وnشعاع ناظمي لـ Q . 

.و          2 1 1 2 5 0 0n n         و منهn  يعامدn ن و بالتالي المستويا P  و Q . متعامدان   

و المستقيم Cج المسافة بين النقطةااستنت -جـ     : 

         
2 2

2 2

1 2

3 30 6 5
, 18 3 2

5 5

   
            

   
d C d d 

 

 

  Az i           ،2 3 Bz i          4و  Cz i 

كتابة العدد المركب -أ  (1



C A

B A

z z

z z
 :على الشكل الجبري 

 
 

  
  

4 4 2 2 44 2 20

2 3 2 4 2 4 2 4 20

        
    

      
C A

B A

i i i iz z i i
i

z z i i i i i
 

طويلة العدد المركب -بـ       



C A

B A

z z

z z
 و عمدة له : 

لدينا :            





C A

B A

z z
i

z z
   و منه 

 

1

arg arg 2 /
2

C A

B A

C A

B A

z z
i

z z

z z
i k k

z z

 

 
  


        

  

 :ABCطبيعة المثلث           

 لدينا:            

1

arg
2



 
 


     

C A

B A

C A

B A

z z

z z

z z

z z

معناه 

 

1

,
2

AC

AB

AB AC


 

 


، أي :   ,
2

AB AC

AB AC








. 

 . Aمتساوي الساقين و قائم في ABCو منه المثلث             
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2) T في المستوي الذي يرفق بكل نقطة التحويل النقطيM لاحقتهاz، النقطةM  ذات الاحقةz : 1بحيثz iz i    

 مع تحديد عناصره  المميزة :Tتعيين طبيعة التحويل -أ
 من الشكل : Tللتحويل النقطيالكتابة المركبة        z z  : بحيث  i  1و    i . 

1 و   لدينا :       iو منه  التحويلT  . هو  دوران 

 هي : Tزاوية  للدوران    arg 2
2

     k . 

هو النقطة ذات اللاحقة Tمركز  الدوران  
1




  . 

لدينا :   
  
  

1 11

1 1 1 1




   
    

    A

i ii
i z

i i i
 . Tالدورانهي مركز Aو منه النقطة 

 : Tبالتحويل Bصورة النقطة  -بـ 

Bالنقطة نسمي         النقطة صورةB بالتحويلT  و منه 1 2 3 1 4         B Bz iz i i i i i: أي   B Cz z 

 . Cهي النقطة Tبالتحويل Bإذن صورة النقطة       
6ذات اللاحقة Dلتكن (3 2  Dz i 

 في استقامية : Dو A ،Cتبيان أن النقط -أ

يكفي إثبات أن   



C A

D A

z z

z z
 حقيقي . 

لدينا :    
 
 

 
 

4 2 24 2 2

6 2 6 3 3 2 3

       
   

        
C A

D A

i i iz z i

z z i i i i
 في استقامية . Dو A ،Cو منه النقط

 : Dإلى Cو يحول النقطة Aالذي مركزهhتعيين نسبة التحاكي -بـ 

من الشكل : hالعبارة المركبة للتحاكي         D A C Az z k z z : بحيثk هي نسبة التحاكيh . 

 لدينا :      
3

2





D A

C A

z z

z z
هي :  hنسبة التحاكي و منه  

3

2
k . 

 . Dإلى Bو يحول Aالذي مركزه Sتعيين العناصر المميزة للتشابه المباشر -جـ 

من الشكل :  Sالعبارة المركبة للتشابه المباشر          D A B Az z a z z 

 لدينا :       
 
 

 
 

6 2 3 2 16 3 3

2 3 2 4 2 1 2 2

      
    

     
D A

B A

i i i iz z i
a i

z z i i i i
 و منه :

 هي : Sنسبة التشابه المباشر       
3

2
k a  . 

 هي : Sزاوية  للتشابه المباشر       arg 2
2

a k
    . 

S يمكن إثبات أن : ) h T ) 
 

 

 (I  نعتبر الدالةg  المعرفة على 1   ِـ : ب  1

1

x
g x

x





 

 :gرات الدالةجدول تغيّ ـ أ

 
 

 
 

 

لمتراجحة ا حل ـ بـ  0g x    بيانيا:  0g x تكافئ   ; 1 1;x      . 

التي يكون من أجلها  xتعيين قيم ـ جـ  0 1g x : 

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                            1                        x

 g x

1 

 
 

                   

 
 

1                                             

 
 g x 
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          0 1g x   تكافئ 1;x   . 

(II الدالةf معرفة على المجال 1;   : ِـ ب  1 1
ln

1 1

x x
f x

x x

       
 

النهايات : باحس (1

     
1 1

1 1
lim ( ) lim ln

1 1x x

x x
f x

x x 
 

            
 ،    لأن :  

1

1

1
lim 0

1

1
limln

1

x

x

x

x

x

x









      


      

 .

1xالمستقيم ذو المعادلة التفسير الهندسي :         مقارب عمودي للمنحنى fC.

     
1 1

lim ( ) lim ln 1
1 1x x

x x
f x

x x 

           
 ،   لأن :     

1
lim 1

1

1
lim ln 0

1

x

x

x

x

x

x





       


     

.

1yالمستقيم ذو المعادلة التفسير الهندسي :          مقارب أفقي للمنحنى fC.

من المجال xأنه من أجل كل عدد حقيقيتبيان  -أ  (2 1; : يكون  
 2

2

1
g x

x
 


.

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة        1;   أجل كل عدد حقيقي من وx من 1;  : 

     
   2 2

1 1 1 1 2

1 1

x x
g x

x x

    
  

 
 

حساب ـ بـ f x  : 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة         1;   حقيقيمن أجل كل عدد  وx من 1;  : 

 
 

 
        

2

2 2 2 2 2

2

12 2 2 1 2 2 4

1 1 11 1 1 1 1 1
1

x x x x
f x

x x xx x x x x x
x

                   


 

من xمن أجل كل عدد حقيقيلدينا :  و      1;  ،   0f x  و بالتالي الدالةf متزايدة تماما على المجال 1; . 

 : fرات الدالةجدول تغيّ   
 
 

 
 

إشارة العبارة  تعيين،  جـ السؤال  I)باستعمال الجزء  ـ أ (3
1

ln
1

x

x

 
  

على المجال  1;.

: من أجل كل جـ السؤال  I)الجزء  لدينا حسب            1;x    فإن ،
1

0 1
1

x

x


 


1 و منه   

ln 0
1

x

x

    
 . 

  . عدد حقيقي ـ بـ

بحيث hأنّ الدالة تبيان               lnh x x x x     هي دالة أصلية للدالة lnx x   على ; . 

قابلة للإشتقاق على المجال hالدالة           ;   من أجل كل عدد حقيقي وx من ;  : 

       1
1 ln 1 lnh x x x x

x
         


  


 

 

                                               1 x

 f x

1                                              
 
 
 

                                                                    

 
 f x 
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  : تحققال ـ جـ       

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقي      1;  ،  1 1 2 1 2 2
1

1 1 1 1 1

x x x
g x

x x x x x

   
     

    
 . 

على المجال fدالة أصلية للدالة تعيين      1;  : 

من المجالxمن أجل كل عدد حقيقي      1;  ،     1 1 2
ln 1 ln 1 ln 1

1 1 1

x x
f x x x

x x x

             
 

على المجال fدالة أصلية للدالةو بالتالي       1;  : من الشكل 

           
       
2ln 1 1 ln 1 1 ln 1

3 ln 1 1 ln 1

                
      

F x x x x x x x x x

x x x x x
 

 

   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

. 1ويختلف عن عدد حقيقي موجب تماما 

ِـ : متتالية عددية معرّفة على    .  ، من أجل كل عدد طبيعي و ب

ِـ : متتالية عددية معرّفة من أجل كل عدد طبيعي      .ب

:متتالية هندسية أنّ تبيان  ـ أ (1
، لدينا : من أجل كل عدد طبيعي

 

. و حدّها الأول   هندسية أساسها و منه  المتتالية

:و بدلالة  ةباـ كت ـب

 . و منه  ، من أجل كل عدد طبيعي    

 و بدلالة  ةباكت: 

 . و منه ، من أجل كل عدد طبيعي   

 . متقاربة التي تكون من أجلها المتتالية قيّم العدد الحقيقيتعيين ـ   جـ

 ،لأن في هذه الحالة يكونمتقاربة إذا و فقط إذا كانتكون المتتالية     

 و يكون   

 . و حدّها الأول هو يكون أساس المتتالية : من أجل   (2

 : و  المجموعين  حساب ـ
 ، من أجل كل عدد طبيعي
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 و منه    ، طبيعيمن أجل كل عدد  لدينا :       

 

 

 

3 2 Az i      ،     3 2 Bz i          4وCz i 

 : Cو A ،Bطتعليم  النق  -أ (1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 : OABCطبيعة الرباعي -بـ 

لدينا :    3 2 3 2 4      B AAB
z z z i i i   و

OC AB
z z  : 4 أي  C OOC

z z z i و منهAB OC  

 متوازي أضلاع . OABCو بالتالي 

 :OABCمركز الرباعيلاحقة النقطة  تعيين -جـ 

هي مرجح الجملةالنقطة           ,1 ; ,1 ; ,1 ; ,1O A B C   : و منه
4


  

 O A B Cz z z z
z  : أي

3

2
  z i. 

تعيين (2 Eموعة النقطمجM 12:  من المستوي التي تحققMO MA MB MC    Ω 

12MO MA MB MC   4تكافئ 12M   3أيM  و بالتالي E مركزهاهي الدائرة التي  

 . 3نصف قطرهاو  النقطة 
 أنظر الشكل .الرسم :

2المعادلة : حل في مجموعة الأعداد المركبة -أ (3 6 13 0  z z . 

 لدينا :      2 226 4 1 13 16 16 4         i iمركبين هما : و منه للمعادلة حلّين 

0

6 4
3 2

2


    A

i
z i z         1و

6 4
3 2

2


    B

i
z i z . 

0من المستوي التي تحقق : Mمجموعة النقطة تعيين -ـ ب                 1  z z z z 

     0 1  z z z z معناهAM BM و بالتالي المجموعة المطلوبة هي محور القطعة AB   .( محور الفواصل ) 
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A ،B   وC  بحيث :  الفضاء النقط من 0;1;5A  ،  2;1;7B    و  3; 3;6C . 

للمستقيم كتابة تمثيل وسيطي -أ (1 : 

لدينا :   يشملB  و 1; 4; 1u   و منه تمثيل وسيطي لـ شعاع توجيه له   

 من الشكل :            
2

1 4

7

x t

y t t

z t

 
   
  

 

تنتمي إلى المستقيم Cتحقق أن النقطةال -بـ  : 

في التمثيل الوسيطي لـ Cبتعوبض إحداثيات النقطة          1نجدt    و منه C  .  

 متعامدان : BCو  ABأن الشعاعين تبيان -جـ 

;1)وAB(2;0;2) لدينا :        4; 1)AB    و   . 2 1 0 4 2 1 0AB BC          و منهAB  وBC .  متعامدان 

و المستقيم Aاستنتاج المسافة بين النقطة - د : 

المستقيمعلى  Aهي المسقط العمودي لـ Bلدينا :            و منه  , 8 2 2d A AB     

نعتبر النقطة  (2 2 ;1 4 ;7M t t t   حيثt  عدد حقيقي ، و لتكن الدالةh بـ :علىالمعرفة  h t AM. 

عبارة ةباكت -أ  h tبدلالةt       :       2 2 2 22 4 2 18 8h t AM t t t t         

t  ،  و من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على hالدالة -بـ  
2 2

36 18

2 18 8 18 8

t t
h t

t t
  

 
 

 . أصغر ما يمكنAMالتي من أجلها تكون المسافة tج قيمة العدد الحقيقيااستنت -جـ 

 : hالدالة راتجدول تغيّ      
 
 

 
 

 

0tأصغر ما يمكن من أجل AMتكون المسافة           و 0 8AM h  . 

و المستقيمAالنقطة، و المسافة بين hالقيمة الصغرى للدالةالمقارنة بين  - . 

         , 0 8 2 2d A h    
 

 

ِـ : فة علىالمعرّ fنعتبر الدالة العددية ب  1x
f x e e x   . 

 النهايات : باأ ـ حس (1

       lim lim 1x

x x
f x e e x

 
      و    1

lim lim
 

  
      

  

x

x x

e
f x x e

x x
. 

 حسابـ  ـب             f x  : 

x        :من أجل كل عدد حقيقي و   قابلة للإشتقاق على  fالدالة          x
f x e e  

         0f x 0تكافئx
e e  تكافئx

e e  1تكافئx  . 

من أجل        ;1x   يكون ،x
e e أي ( ) 0f x  و بالتالي الدالةf على المجال متناقصة ;1 . 

 ثالثالتمرين الحل مقترح  

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                       0                       x

         0                h x

        
 
 

                             8                                                       

 
 h x 
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من أجل        1;x   يكون ،x
e e أي ( ) 0f x  و بالتالي الدالةf  على المجالمتزايدة  1; . 

 : f رات الدالةـ جدول تغيّ  جـ  
 
 

 
 

 
 

لدينا : -أ  (2     lim 1 lim 1 1 lim 0x x

x x x
f x e x e e x e x e

  
               .

 المستقيم و منه       1المعادلة  وذy e x   ىمقارب مائل للمنحن  fC عند. 

 المماسمعادلة  ةباـ كت ـب T  للمنحني fC  0عند النقطة ذات الفاصلة : 

 لدينا :              : 0 0 0T y f x f      و  منه   : 1T y e x  . 

أنّ المعادلة  تبيانـ   جـ  0f x   تقبل في المجال 1,75;1,76  حلا وحيدا.  

مستمرة  و متزايدة تماما على المجال fالدالة          1; و   1,75;1,76 1;    و
 
 
1.75 0,002

1.76 0,02

f

f

 



 

أي        1,75 1,76 0f f    و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0f x   تقبل حلا وحيدا 

1.75حيث       1.76  . 
 الرسم : د ـ   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

، المساحة بدلالة حساب ،أ ـ  (3 A  للحيّز المستوي المحدّد بالمنحني fC المستقيمين اللّذين  ، حامل محور الفواصل و 

0x معادلتيهما:                 و  x   . 

      2 2

00 0

1 1
1 1

2 2

x x
A f x dx e e x dx e ex x e e

                      
 

   

ت أنّ : اثبإـ  ـب           21

2
A e e ua

    
 

        

لدينا :                0f   1و منه 0e e    1أيe e     : و بالتالي 

   2 2 21 1 1
1 1 1

2 2 2

                       
 

A e e e e e e ua(ua هي وحدة المساحات)   

 

                       1                       x

          0            f x

                                                
 
 
 

 1 

 
 f x 

 

 

2 3-1-2-3-4

2

3

4

5

-1

-2

0 1

1

 fC  

 T  
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 شعبة علوم تجريبية   2012لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

نعتبر المتتالية العددية nu المعرفة بحدها الأول
0 1u  و من أجل كل عدد طبيعيn :

 1 2 3n nu u      

3الدالة المعرفة على المجال  hلتكن (1
;

2

    
كما يلي : 

 
  2 3h x x    و C تمثيلها البياني 

و         : المستقيم ذو المعادلةy xفي المستوي المنسوب إلى معلم متعامد 

 .(أنظر الشكل المقابل)و متجانس             

 

 أعد رسم الشكل المقابل على ورقة الإجابة ثم مثل على محورالفواصل  -أ      

2التاليةالحدود             1 0, ,u u u  3وu (دون حسابها وموضحا خطوط الإنشاء) 

ضع تخمينا حول إتجاه تغيّر -بـ      nu . و تقاربها  

n  :0برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 3nu   

أدرس اتجاه تغيّر المتتالية -أ  (3 nu. 

إستنتج أن المتتالية -بـ          nuمتقاربة ، ثم أحسبlim n
n

u


 . 

 

 

:    z المعادلة ذات المجهول الأعداد المركبةنعتبر في مجموعة  (1
 3 2

2 3




 
i z i

z
z i

2حيث)    3 z i ) 

 هذه المعادلة .حل في -

ينسب المستوي المركب إلى المعلم المتعامد و المتجانس (2 ; ,O u v  .A ،B : نقطتان لاحقتاهما على الترتيبAz و Bz   :  حيث 

             1 5 Az i            1و 5 Bz i   

 يطلب تعيين نصف قطرها. Oتنتميان إلى دائرة مركزهاBو Aتحقق أن  -

z  ،(2من المستوي لاحقتها Mنقطةنرفق بكل  (3 3 z i) النقطةM  لاحقتهاz  : حيث
 3 2

2 3


 

 
i z i

z
z i

 

2لواحقها على الترتيب :  C ،D ،Eالنقط   Cz i  ،2 3 Dz i   3وEz i   و  محور القطعة CD   . 

OMعبّر عن المسافة  -أ  بدلالة المسافتينCM  وDM . 

من  Mإستنتج أنه من أجل كل نقطة  -بـ    فإن النقطةM   تنتمي إلى دائرة   يطلب تعيين مركزها و نصف قطرها 

تنتمي إلىEتحقق أن           .  
 

 

تجانسالمتعامد و المعلم المنسوب إلى مالفضاء     ; , ,O i j kنعتبر المستوي P : 14ذا  المعادلة 16 13 47 0x y z      ، 

 و النقط      1; 2;5A       ،       2;2; 1B       و     1;3;1C    . 
 ليست في استقامية .Cو A،Bطتحقق أن النق -أ(1

ن أن المستويبيّ -بـ        ABC هو P. 

جد تمثيلا وسيطيا للمستقيم (2 AB. 

             

 
ن) 5(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4ثالث(التمرين ال

)ن

 

2 3 4-1

2

3

4

0 1

1
 

 

 C 
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أكتب معادلة ديكارتية للمستوي المحوري -أ(3 Qللقطعة AB. 

تحقق أن النقطة -ـ ب      
1

1; 2;
4

D
   
 

تنتمي إلى  Q . 

و المستقيمDأحسب المسافة بين النقطة  -ـ ج       AB. 

 

 

المعرفة على المجال fالدالة نعتبر  ;0 كما يلي :   5 6ln
1

x
f x x

x

      
    . 

    fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ( ; , )O i j. 

حسبأ  أ (1
0

lim ( )
x

f x



. هندسيا ةثمّ فسّر النتيج،  

limحسب أ  ـب       ( )
x

f x


 .

من  xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 ;0  ،     
2 6

1

x x
f x

x x

  


.

، ثم شكّل جدول تغيّراتها . fالدالة ستنتج اتجاه تغيّر إ           

بيّن المستقيم - أ (3  : 5الذي معادلة لهy x   هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى fC عند .

درس وضع المنحنىأ - ـب fC  مستقيملل بالنسبة  .

ن أنّ المعادلة بيّ (4  0f x   تقبل حلّين  و  3.5حيث 3.4     1.1و 1    .

أنشئ المنحنى (5 fC و المستقيم  .

نعتبر النقطتين  - أ (6
3

1;3 6ln
4

A
     

  
و 

5 3
2; 6ln

2 4
B
     

  
 .

بيّن أن     
1 7 3

6ln
2 2 4

y x   معادلة ديكارتية للمستقيم AB . 

بيّن أنّ المستقيم - ـب  AB يمس المنحنى fC  0في نقطةM  إحداثيتيها .يطلب تعيين

الدالة المعرّفة علىgلتكن (7 ;0 كما يلي   :   
2

5 6 ln 6ln 1
2 1

x x
g x x x x

x

       
 .

على المجال fدالة أصلية للدالة g أنّ نبيّ ;0 . 
 
 
 
 

 

  nu0المتتالية العددية المعرفة بحدها الأول

13

4
u  و من أجل كل عدد طبيعيn :1 3 3n nu u     

:n برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (1  
 
3 4nu   

: nن أنه من أجل كل عدد طبيعي بيّ (2  
2

1

7 12

3 3

n n
n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
. استنتج أن nu.متزايدة تماما 

ر لماذابرّ (3   nu متقاربة . 

المتتالية (4   nv بــ : فة علىعرّم ln 3n nv u  . 

برهن أن -أ        nv متتالية هندسية أساسها
1

2
 ، ثم أحسب حدها الأول .  

أكتب كلا من - بـ       
nv   و

nu  بدلالةn  ثم أحسب ،lim n
n

u


  . 

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4,5(التمرين الأول

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال
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n :. كل عدد طبيعي  نضع من أجل - جـ            0 1 23 3 3 ... 3n nP u u u u       

ن أن : بيّ ، ثم n بدلالة  nPأكتب              
1

lim
16

n
n

P


 .     

 

 

تجانسالمتعامد و المعلم المفي الفضاء المنسوب إلى  ; , ,O i j k طالنق  ،  نعتبر   1;0;1A     ،    2;1;0B   و 1; 1;0C   . 

 . ان مستويتعيّ Cو A،Bطبيّن  أن النق (1

2ن أن : بيّ (2 5 3 0x y z    هي معادلة ديكارتية للمستوي ABC. 

3) D وH : نقطتان من الفضاء حيث  2; 1;3D و
13 13 1

; ;
15 30 6

H
  
 

 . 

لا تنتمي إلى المستويDتحقق أن النقطة - أ ABC . 

على المستوي Dهي المسقط العمودي للنقطةHبيّن أن -بـ  ABC . 

استنتج أن المستويين  -جـ  ADH و ABCثم جد تمثيلا وسيطيا لمستقيم تقاطعهما . ،  متعامدان 

 

 

1)  P zكثير حدود للمتغيّر المركبz :حيث  3 212 48 72   P z z z z 

هو جذر لكثير الحدود 6تحقق أن - أ P z. 

: zبحيث من أجل كل عدد مركب  و  حدّد العددين الحقيقيين -بـ 
     26     P z z z z  . 

، المعادلة  حل في مجموعة الأعداد المركبة - -جـ  0P z . 

المتجانسالمستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد و  (2 ; ,O u v .A ،B وC   نقط من المستوي المركب لواحقها على الترتيب 

                  6Az         ،3 3 Bz i         3و 3 Cz i 

 على الشكل الأسّي. Czو  Az  ،Bzأكتب كلا من  - أ

أكتب العدد المركب  -بـ 



A B

A C

z z

z z
 على الشكل الجبري ، ثم على الشكل الأسي. 

 . ABCإستنتج طبيعة المثلث -جـ

و زاويته 3،  نسبته  Cالتشابه المباشر الذي مركزه Sليكن (3
2

  

 .Sجد الكتابة المركبة للتشابه - أ
Aلاحقة النقطة Azعيّن -بـ   صورة النقطةA بالتشابهS . 

Aو A ،Bبيّن أن النقط  -جـ   .في إستقامية 
 

 

 (I لتكنgِّـ : فة علىالدالة العددية المعر ب  1 x
g x xe . 

حسب أ(1 lim
x

g x


 و  lim
x

g x


. 

.ها شكّل جدول تغيراتثم  g تغير الدالةدرس اتجاه أ(2

بيّن أنّ المعادلة ـ أ(3  0g x  تقبل في حلا وحيدا ،  المجال على 1;  

0.5تحقق أنّ  ـ ـب         0.6 ،  ثم استنتج إشارة g x ىعل. 
 
 

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4,5ثالث(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن
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 (II  الدالةنعتبرf  المجال المعرفة على ;2  كما يلي :   1 1x
f x x e x   .  

      fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

حسب أ (1 lim
x

f x.

fلتكن  (2   الدالةمشتقةf بيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي  .x من ;2  : فإن   f x g x   ،

ةإشاراستنتج  f x  المجال على ;2  شكّل جدول تغيرات الدالة، ثمf.

بيّنّ أنّ  (3 
2 1

f



 
  

 
ثم استنتج حصرا  للعدد ،  f  (  210تدوّر النتائج إلى )

المستقيم بيّن أنّ ـ أ (4  1ذا المعادلةy x   هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى fC بجوار  

أدرس وضعية ـ بـ fCبالنسبية إلى  .

نّ أنّ المعادلة بيّ ـأ  (5  0f x   تقبل حلّين
1x  و

2x  حيث
11.6 1.5x     و

21.5 1.6x   .

 أنشئ ـ بـ  و fC .

كما يلي : المعرفة على  الدالة hلتكن  (6    x
h x ax b e  

xأصلية للدالة  دالة hبحيث تكون  bو  aن العددين الحقيقين عيّ أ ـ   
x xe على           . 

 .على  gستنتج دالة أصلية للدالةإ ـ  بـ   

 

   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

نعتبر المتتالية العددية nu المعرفة بحدها الأول
0 1u  و من أجل كل عدد طبيعيn :1 2 3n nu u      

  الرسم : (1

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 التخمين : -ـ ب    

المتتالية       nu  3متزايدة و متقاربة نحو .  

n  :0البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 3nu  . 

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :0 3nu    " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0 1u   00و منه 3u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 3nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   10أي 3nu   . 

0حسب الفرض لدينا    3nu    0منهو 2 6nu    3 و منه 2 93nu    3منه و 2 93nu     

 التمرين الأولحل مقترح  

 

2 3 4-1

2

3

0 1

1

u 0 u 1 u 2u 3
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10أي   3 3nu     بالتاليو 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،0 3nu  . 

دراسة  إتجاه تغيّر المتتالية -أ (3 nu: 
،nطبيعيمن أجل كل عدد 

   2

1

3 32 32 2
2

2 2
3

3 3

n n n n
n n

n n n n

n n n n

u u u u u u
u u u u

u u u u


     
     

   
 

 

و منه    
  

1

13

2 3

n n

n n

n n

u u
u u

u u







 


  

n، 3طبيعيكل عدد  بما أنه : من أجل    0nu    1و 0nu   1فإن 0n nu u     المتتاليةو بالتالي nu .  متزايدة  

ج أن المتتاليةاستنتإ -ـ ب nu متقاربة: 

المتتالية     nuإذن فهي متقاربة  3زايدة  و محدودة من الأعلى بالعددمت ، . 

limباحس n
n

u


 : 

limنضع :     n
n

u l


1و منهlim 
n

n
u l  إذن h l l  . 

   h l l 2تكافئ 3l l  تكافئ
22 3

0

  




l l

l
2تكافئ   2 3 0l l   

1المعادلة لها حلّين هما     3l    2و 1l     2وl مرفوض 

limإذن :    3n
n

u


. 

 

 

:    z المعادلة ذات المجهول الأعداد المركبةنعتبر في مجموعة  (1
 3 2

2 3




 
i z i

z
z i

2حيث)    3 z i ) 

 هذه المعادلة .حل فيلن

 3 2

2 3




 
i z i

z
z i

تكافئ    2 3 3 2   z z i i z i 2تكافئ 2 6 0  z z . 

 لدينا :     2 22 22 4 1 6 20 20 20 2 5          i i i: و منه للمعادلة حلّين مركبين هما 

 . و           

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس (2 ; ,O u v  .A ،B : نقطتان لاحقتاهما على الترتيبAz  وBz   : حيث 

             1 5 Az i            1و 5 Bz i   
 : يطلب تعيين نصف قطرها Oتنتميان إلى دائرة مركزهاBو Aالتحقق أن 

1 لدينا : 5 6  Az i  1و 5 6  Bz iو منهA Bz z  :أي OA OB. 

 .6نصف قطرها  و Oمركزهاالتي دائرة التنتميان إلى Bو A بالتالي و

z  ،(2من المستوي لاحقتها Mنرفق بكل نقطة (3 3 z i) النقطةM  لاحقتهاz  : حيث
 3 2

2 3


 

 
i z i

z
z i

 

2لواحقها على الترتيب :  C ،D ،Eالنقط         Cz i  ،2 3 Dz i   3وEz i   و  محور القطعة CD   . 

OMالتعبير عن المسافة  -أ  بدلالة المسافتينCM  وDM : 

 لدينا :   
 3 2

2 3


 

 
i z i

z
z i

أي
 

 


E C

D

z z z
z

z z
و منه   

  . 
  

 
E C E C

D D

z z z z z z
z

z z z z
 أي : 

3CM
OM

DM
  

1

2 2 5
1 5

2


  

i
z i2

2 2 5
1 5

2


  

i
z i
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  -بـ  M  : معناه CM DM 3و منهOM    أي أن النقطةM   تنتمي إلى دائرة  مركزهاO 3و نصف قطرها . 

التحقق أن         E   :  

3OE أي : لدينا :         و منه E    . 

 

 

 A،B وC بحيث :  الفضاء   من النقط 1; 2;5A            ، 2;2; 1B               و 1;3;1C . 

    P 14 المعادلة :  ذو المستوي 16 13 47 0x y z   . 

 :ليست في استقامية Cو A،Bطالتحقق أن النق -أ(1

لدينا :       1;4; 6AB   و 2;5; 4AC    و منه AB و AC ليسا مرتبطين خطيا ز بالتالي النقطA،B   وC  ليست 
  استقامية  .في       

أن المستويتبيان  -بـ               ABC هو P: 

معادلةتحقق  Cو A،Bيكفي إثبات أن إحداثيات النقط       P . 

 A P  لأن 14 16 13 47 14 16 2 13 5 47 0A A Ax y z            

 B P  لأن 14 16 13 47 14 2 16 2 13 1 47 0B B Bx y z             

 C P  لأن 14 16 13 47 14 1 16 3 13 1 47 0C C Cx y z            

للمستقيم  إيجاد تمثيل وسيطي(2 AB: 

لدينا  1;4; 6AB   و منه تمثيل وسيطي للمستقيم AB : من الشكل 
1

4 2

6 5

x t

y t t

z t

 
   
   

. 

معادلة ديكارتية للمستوي المحوري ةباكت -أ(3 Qللقطعة AB: 

منتصف القطعة Iلتكن  AB  منه  و
3

;0;2
2

I
 
 
 

و بالتالي  Q هو المستوي الذي 1;4; 6AB   شعاع ناظمي له 

و منه لـ  Iو يشمل  Q: 4 معادلة من الشكل 6 0x y z d     

و لدينا  I Q يعني
3

4 0 6 2 0
2

d          أي
21

2
d  . 

إذن   
21

4 6 0
2

x y z    هي معادلة للمستوي Q . 

طريقة أخرى : المستوي ) Q هو مجموعة النقط ; ;M x y z : من الفضاء بحيثMA MB .....) 

تحقق أن النقطة ال -ـ ب     
1

1; 2;
4

D
   
 

تنتمي إلى Q : 

لدينا              21 1 21
4 6 1 4 2 6 0

2 4 2
D D Dx y z             و منه D Q. 

و المستقيمDب المسافة بين النقطة احس -ـ ج      AB: 

لدينا :   D Q و منهI هي المسقط العمودي للنقطةD على المستقيم AB . 

و منه :       
2 2

23 1 213
, 1 0 2 2

2 4 4
d D AB ID

             
   

 .  

 

 

 

3 3 Ez i
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 f الدالة المعرفة على المجال ;0 بـ  :    5 6ln
1

x
f x x

x

      
     

 - أ (1
0 0

lim ( ) lim 5 6ln
1x x

x
f x x

x 
 

          
      لأن :،   

 
0

0

lim 5 5

lim 6ln
1

x

x

x

x

x









  

          

0xالمستقيم ذو المعادلة التفسير الهندسي :           ( حامل محور التراتيب) مقارب للمنحنى fC.

lim - ـب ( ) lim 5 6ln
1x x

x
f x x

x 

          
     لأن :،    

 lim 5

lim 6ln 0
1

x

x

x

x

x





  

         

من  xأنه من أجل كل عدد حقيقي تبيان (2 ;0  ،     
2 6

1

x x
f x

x x

  


.

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة        ;0  و  من أجل كل عدد حقيقيx من ;0  : 

   
   

 
   

2 2

2

1

1 1 66 1 6 6
1 6 1 1

1 1 11
1

x x xx x x
f x

x x x x x x x xx
x

 
               
    
  

من xمن أجل كل عدد حقيقي     ;0   ، 0
1

x

x



و منه    1  0x x    . 

من xمن أجل كل عدد حقيقي     ;0   ،  2 6 2 3x x x x       و منه : 
 
 
 

متزايدة على المجال fالدالة ; 2  و متناقصة على المجال 2;0 . 

 : fالدالة راتجدول تغيّ
 
 
 
 
 

 - أ (3   lim 5 lim 6ln 0
1x x

x
f x x

x 

             
المستقيمو منه    : 5الذي معادلة لهy x   هو مستقيم 

مقارب مائل للمنحنى            fC عند .

لمنحنىل النسبي  وضعال دراسة  - ـب fC  مستقيملل بالنسبة  : 

لدينا :              5 6ln
1

x
f x y f x x

x

        
lnو منه إشارة الفرق من إشارة  

1

x

x

 
  

 : 

من xمن أجل كل عدد حقيقي         ;0   ،1x x   1و منه
1

x

x



lnو  بالتالي   0

1

x

x

    
   . 

إذن نستنتج أن            fC يقع تحت  .

 رابعالتمرين الحل مقترح  

0                          2                          x

         0              f x

2
3 6ln

3
 

 
 

                                                       

 
 f x 

 

0                        2                    x

              0              f x
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أنّ المعادلة  تبيان (4  0f x   تقبل حلّين  و  3.5حيث 3.4     1.1و 1    .

 الدالةf تماما على المجال زايدة  مستمرة  و مت ; 2  و   3,5; 3,4 ; 2      و
 
 

3.4 0,05

3.5 0,01

f

f

 


  
  

أي        3,4 3,5 0f f    يوجد عدد حقيقي المتوسطة  و منه حسب مبرهنة القيم 3.5حيث 3.4     

 و يحقق      0f  .   

 الدالةf  مستمرة  و متناقصة تماما على المجال 2;0 و   1,1; 1 2;0      و
 
 

1.1 0,02

1 0,16

f

f

 


  
 

أي      1,1 1 0f f     و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة يوجد عدد حقيقي 1.1حيث 1     

 و يحقق     0f  .   

الرسم : (5
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 لدينا : - أ (6
3

1;3 6ln
4

A
     

  
و 

5 3
2; 6ln

2 4
B
     

  
 .

أن  تبيان  
1 7 3

6ln
2 2 4

y x    للمستقيم معادلة ديكارتيةهي AB . 

 تحقق المعادلة المعطاة . Bو Aيمكن التحقق أن إحداثيات كلا من النقطتين 

 
1 7 3 3

6ln 3 6ln
2 2 4 4

A Ay x          ،
1 7 3 5 3

6ln 6ln
2 2 4 2 4

B By x     

أو يمكن كتابة معادلة للمستقيم ) ABو الحصول على المعادلة المعطاة ) 

أنّ المستقيم تبيان - ـب AB يمس المنحنى fC  0في نقطةM . يطلب تعيين إحداثيتيها 

لدينا : معامل توجيه المستقيم       AB  هو
1

2
و بالتالي نحل في المجال  ;0  المعادلة  1

2
f x  . 

       1

2
f x  تكافئ

 
2 6 1

1 2

x x

x x

 



2تكافئ  12 0x x   . 

المعادلة        1

2
f x  تقبل في المجال ;0 0حل و هو 3x   . 

المستقيم إذن :      AB يمس المنحنى fC  نقطة الفي 0 0 0;M x yمع ، 0

3
3 2 6ln

4
y f    . 

 

-1-2-3-4-5-6-7-8-9

2

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

 fC  
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الدالة المعرّفة علىgلتكن (7 ;0كما يلي   :   
2

5 6 ln 6ln 1
2 1

x x
g x x x x

x

       
 .

على المجال fدالة أصلية للدالة g أنّ تبيان  ;0 : 

على المجال قابلة للإشتقاق  g الدالة ;0 و من أجل كل ;0x   : 

     6 6 6 6
5 6ln 5 6ln

1 1 1 1 1 1

x x x
g x x x f x

x x x x x x x

                         
 

على المجال fدالة أصلية للدالة g و منه الدالة ;0 . 
 

   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

 nu0المتتالية العددية المعرفة بحدها الأول

13

4
u  و من أجل كل عدد طبيعيn :

1 3 3n nu u     

:n البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  (1
 
3 4nu  . 

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :3 4nu    " 

  صحةنتحقق من 0P. 

0nمن أجل      0، لدينا

13

4
u   03و منه 4u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 3أي 4nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   13أي 4nu   . 

3حسب الفرض لدينا     4nu    0منهو 3 1nu     0 و منه 3 1nu      3و منه 3 4nu     

13أي     4nu   بالتالي 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،3 4nu  . 

: nأنه من أجل كل عدد طبيعي تبيان (2
2

1

7 12

3 3

n n
n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
. 

 ،nطبيعيأجل كل عدد  من

    2 2

1

3 3 3 3 3 3 7 12
3 3

3 3 3 3 3 3

n n n n n n n n
n n n n

n n n n n n

u u u u u u u u
u u u u

u u u u u u


           
       

        
 

 ج أنااستنت nuمتزايدة تماما: 

  ،nطبيعيكل عدد  من أجل لدينا :   
  2

1

37 12

3 23 3

4 n nn n
n n

n n n n

u uu u
u u

u u u u


  
  

    


  

n،3كل عدد طبيعي بما أنه : من أجلو    4nu     4فإن 0nu   3 و 0nu      1و منه 0n nu u    . 

 متزايدة  تماما  . المتتاليةو بالتالي   

 : تبرير تقارب المتتالية (3

 .، إذن فهي متقاربة   محدودة من الأعلى بالعدد زايدة  ومتالمتتالية

 . بــ : معرّفة على المتتالية (4

 :  متتالية هندسية أساسها أنتبيان   -أ

   ،كل عدد طبيعي من أجل  

 nu

 nu

 nu4

 nv ln 3n nv u 

 nv
1

2
n
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 . ها الأولحدّ و  هندسية أساسها تتاليةالم و منه  

 :  nبدلالة   ةباكت  -بـ 

 .   و منه   : من أجل كل عدد طبيعي       

  بدلالة  كتابةn  : 

 . أي :    و منه  :  من أجل كل عدد طبيعي    

 
 حساب: 

 .  ، لأن :    

  : نضع من أجل كل عدد طبيعي - جـ

 :n بدلالة  كتابة       

 و منه :  و منه  :  من أجل كل عدد طبيعي      

 

  : تبيان أن . 

 .  ،  لأن :      

 

 

A،B وCبحيث : الفضاء  النقط من  1;0;1A     ،    2;1;0B   و   1; 1;0C . 

 : ان مستويتعيّ Cو A،Bطتبيان  أن النق (1

لدينا :  3;1; 1AB   و 2; 1; 1AC   

 لاحظ أن 
AB AC

z z لكن
AB AC

x x و منهAB وAC  النقط إذنليسا مرتبطين خطياA،B   وC ليست في استقامية   
  و بالتالي فهي تعيّن مستويا . 

2أن :  تبيان (2 5 3 0x y z    هي معادلة ديكارتية للمستوي ABC 

 عادلة .المتحقق  Cو A،Bيكفي إثبات أن إحداثيات النقط

 A ABC  لأن 2 5 3 2 1 0 5 1 3 0A A Ax y z            

 B ABC  2لأن 5 3 2 2 1 5 0 3 0B B Bx y z           

 C ABC  لأن 2 5 3 2 1 1 5 0 3 0C C Cx y z           

3) D وH نقطتان من الفضاء حيث :ال  2; 1;3D  و
13 13 1

; ;
15 30 6

H
  
 

. 

لا تنتمي إلى المستوي Dتحقق أن النقطةال -أ  ABC : 

 لدينا :     2 5 3 2 2 1 5 3 3 17D D Dx y z          و منه  D ABC . 

على المستوي Dهي المسقط العمودي للنقطةHتبيان أن -بـ      ABC : 

       1 1

1 1
ln 3 ln 3 3 ln 3 l

2
3 n 3

2
n n n n n nv u u u u v          

 nv
1

2
q  0 0

13 1
ln 3 ln 3 ln ln 4

4 4
v u

            
   

nv

n0  n

nv v q
1 1

ln
4 2

n

nv
   
 

nu

n ln 3n nv u 3 nv

nu e 
1 1

ln
4 23

n

nu e

  
  

lim n
n

u


1 1
ln

4 2lim lim 3 3 1 4

n

n
n n

u e

  
 

 

 
     
 
 

1
lim 0

2

n

n

   
 

n     0 1 23 3 3 ... 3n nP u u u u      

nP

n ln 3n nv u 3 nv

nu e 

     
1

0 0 11 2

1 1
2 ln 1

4 2....

0 1 23 3 3 ... 3 ....

n

nnv v v vv v v

n nP u u u u e e e e e e

        
                     

1
lim

16
n

n
P




1
21 1 1 1 22 ln 1 2 ln ln4 2 4 4 1 1

lim lim
4 16

n

n
n n

P e e e

                         

 

      
 

1
1

lim 0
2

n

n





   
 
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يكفي إثبات أن :    H ABC و . 0DH AB   و. 0DH AC  .  

أو ) H ABC وDHناظمي لـ ABC ) 

 لدينا :    
13 13 1 52 13 25

2 5 3 2 5 3 3 3 3 0
15 30 6 30 30 30

H H Hx y z
                  
 

 و منه H ABC . 

 و لدينا :      
17 17 17

; ;
15 30 6

DH
   
 

   و منه 

        17 17 17 102 17 85
. 3 1 1 0

15 30 6 30 30 30
DH AB

                   
   

 

و             17 17 17 68 17 85
. 2 1 1 0

15 30 6 30 30 30
DH AC

                    
   

 . 

ج أن المستويين ااستنت -جـ     ADH و ABCمتعامدان : 

لدينا              A ADH ABC    و   H ADH ABC    و بالتالي ADH و ABC متقاطعان وفق 

المستقيم           AH و لكون   DH ABC  نفالمستويا ADH و ABCمتعامدان . 

 مستقيم لل إيجاد تمثيل وسيطي AH : 

لدينا         
28 13 5

; ;
15 30 6

AH
   
 

و منه تمثيل وسيطي للمستقيم   AH : من الشكل 

28
1

15

13

30

5
1

6

x t

y t t

z t

  

   

   

. 

 

 

1)  P zكثير حدود للمتغيّر المركبz : حيث  3 212 48 72   P z z z z 

هو جذر لكثير الحدود 6التحقق أن -أ  P z : 

  3 26 6 12 6 48 6 72 216 432 288 72 0          P 

: zبحيث من أجل كل عدد مركب  و  تعيين العددين الحقيقيين -بـ 
     26     P z z z z   

    

   

2

3 2 2

3 2

3 2

6

6 6 6

6 6 6

12 48 72

   

     

     

   

P z z z z

z z z z z

z z z

z z z

 

   

   
 

6بالمطابقة نجد         ،12 و منه    26 6 12   P z z z z . 

، المعادلة  حل في مجموعة الأعداد المركبة - -جـ  0P z : 

       0P zتكافئ  26 6 12 0   z z z  : 6 معناه 0 z  2أو 6 12 0  z z . 

2المعادلة  حل فيلن   6 12 0  z z. 

 لدينا :       2 22 26 4 1 12 12 12 12 2 3          i i i: و منه للمعادلة حلّين مركبين هما 

     1

6 2 3
3 3

2


  

i
z i        2و

6 2 3
3 3

2


  

i
z i    . 

إذن مجموعة حلول المعادلة  0P z : هي 6;3 3;3 3  S i i . 
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 على الشكل الأسّي: Czو  Az  ،Bzكتابة كلا من  -أ  (2

06إذن  6Azو منه  6Az لدينا : i

Az e . 

3 لدينا :     3 Bz i: 12 و منه 2 3 Bz. 

 ، يكون : Bzعمدة للعدد المركب Bو بفرض

3 3
cos

22 3

3 1
sin

22 3


 



  

B

B




، و منه   arg 2

6
 Bz k
  حيث ،k . 

 إذن :
62 3

i

Bz e



  . 

C لدينا : Bz z   62 منه : و 3



i

Cz e



. 

 

كتابة العدد المركب  -بـ 



A B

A C

z z

z z
 على الشكل الجبري ، ثم على الشكل الأسي : 

    
 
 

  
  

6 3 3 3 3 3 33 3 6 6 3 1 3

12 2 23 36 3 3 3 3 3 3

     
     

    
A B

A C

i i iz z i i
i

z z ii i i
 

لدينا :         
1 3

2 2


 


A B

A C

z z
i

z z
cosو منه    sin

3 3

              
A B

A C

z z
i

z z

 
3إذن      






i
A B

A C

z z
e

z z



 . 

 : ABCإستنتاج طبيعة المثلث -جـ 

3لدينا :         





i
A B

A C

z z
e

z z



يكافئ       

1

arg 2
3

A B

A C

A B

A C

z z

z z

z z
k

z z

 

 





       

معناه           ,
3

BA CA

CA BA






 

  

 متقايس الأضلاع .ABCو بالتالي المثلث      

و زاويته 3،  نسبته  Cالتشابه المباشر الذي مركزه Sليكن (3
2

  

 : Sالكتابة المركبة للتشابه  -أ 

 لدينا :     z az b   23بحيث 3


 
i

a e i   و 1  Cb a z   : أي ،  1 3 3 3 4 3    b i i i  

3و منه      4 3  z i z i  هي العبارة المركبة للتشابهS . 
Aلاحقة النقطة Azتعيين -بـ   صورة النقطةA بالتشابهS : 

     3 4 3 6 3 4 3 2 3     A Az i z i i i i 
Aو A ،Bتبيان أن النقط  -جـ   .في إستقامية 

يكفي إثبات أن       


A A

A B

z z

z z
 حقيقي . 

 لدينا :       

 
 2 3 36 2 3

2
3 36 3 3


 

  
  

A A

A B

iz z i

z z ii
Aو A ،Bالنقط و بالتالي   .في إستقامية 

 

 

 

 



 

 66 

 

 

  (I gِّـ : فة علىالدالة العددية المعر ب  1 x
g x xe . 

حساب النهايات :   (1   lim lim 1 1x

x x
g x xe

 
    و    lim lim 1 x

x x
g x xe

 
   .

 : g ر الدالةتغيّدراسة إتجاه  (2

x  :   أجل كل عدد حقيقي و  من علىقابلة للإشتقاق  gالدالة          1 1x x x
g x e x e x e         

0x بما أن     
e  فإن إشارة g x من إشارة 1x   ، و منه : 

 
 
 

متناقصة على المجال gو بالتالي الدالة    1;  و متزايدة على المجال ; 1  . 
 : gالدالة راتجدول تغيّ  

 
 
 
 
 

أنّ المعادلة تبيان ـ أ (3  0g x  تقبل في حلا وحيدا ،  المجال على 1;  : 

تماما على المجال  ناقصةمستمرة  و مت fالدالة            1;     و
 

 

11 1

lim
x

g e

g x





   
  

 منه حسب مبرهنة القيم المتوسطةو 

المعادلة             0g x   تقبل حلا وحيدا المجال  في 1;  . 

0.5تحقق أنّ الـ  ـب        0.6 : 

 لدينا :                0,5;0,6 1;     و
 
 
0.5 0,18

0.6 0,09

g

g




 
0.5و منه  0.6  . 

إشارة              g x ىعل: 

 
 

 

 (II  الدالةنعتبرf  المجال المعرفة على ;2  كما يلي :   1 1x
f x x e x    .  

1)    lim lim 1 1 lim 1x x x

x x x
f x x e x xe e x

  
               .

من  xأنه من أجل كل عدد حقيقي تبيان (2 ;2  : فإن   f x g x   . 

المجال على قابلة للإشتقاق   fالدالة        ;2   عدد حقيقيو  من أجل كلx المجال  من ;2  :   

       1 1 1 1 1 1x x x x x x x
f x e x e e xe e xe xe g x                 

ةإشار        f x  المجال على ;2  : 
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                    1                    x

           0              g x

 

                       1                      x

           0              g x

11 e
 

 
 
 
                                                     1 

 
 g x 

 

                                               x

             0              g x

 

2                                                  x

            0              f x
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 :fالدالة ات تغيّر جدول 
 
 
 
 
 

تبيان أن :  (3 
2 1

f
 

  
 




   . 

لدينا :           1 1f e      و لدينا من جهة ،  0g   1يكافئ 0e  يكافئ
1

e 


 . 

و منه              2 21 1 1
1f

     
    

     
  

أي :     
2 1

f



 
  

 
 . 

للعدد  إيجاد حصر     f   : 

    0,5 0,6    يكافئ
2

1 1 1

0,6 0,5

1,25 1 1,36

  

   




يكافئ   
21,25 1 1,36

0,6 0,5


 



 

يكافئ       
21,36 1 1,25

0,5 0,6

 
     

 




أي :    2,72 2,08f    .

لدينا :  ـ أ (4       lim 1 lim 1 lim 0x x x

x x x
f x x x e xe e

  
             

المستقيم و منه               1ذا المعادلةy x    مقارب مائل للمنحنىمستقيم هو fCعند  .

وضعية ة سادر ـ بـ               fCبالنسبية إلى  : 

لدينا :                        1 x
f x y x e   1و منه إشارة الفرق من إشارةx  على المجال ;2 . 

 
 
 
 
 
 

       
أنّ المعادلة  تبيان ـأ  (5  0f x   تقبل حلّين

1x  و
2x  حيث

11.6 1.5x     و
21.5 1.6x   .

 الدالةf تماما على المجال ناقصة و مت  مستمرة ;  و   1,6; 1,5 ;     و
 
 

1.5 0,05

1.6 0,07

f

f

  


 
   

أي              1,6 1,5 0f f    1يوجد عدد حقيقي المتوسطة  و منه حسب مبرهنة القيمx حيث
11.6 1.5x     

 و يحقق            1 0f x  .   

 الدالةf تماما على المجال زايدة مستمرة  و مت ;2 و   1,5;1,6 ;2    و
 
 
1.5 0,26

1.6 0,37

f

f

 



 

حيث 2xيوجد عدد حقيقي  و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة  أي            
21.5 1.6x   

 و يحقق           2 0f x  .   
 

 

   1,5 1,6 0f f 

2                                                  x

             0                f x

 2 3e                                              
 
 

 f  

 
 f x 

 

2                                     1                                  x

              0                  f x y

                                                                                
      

( )fCفوق( )                                                                 ( )fCتحت( )  
                                                                                            

 
 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( ) 
;1)في النقطة 2)A  
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 الرسم :  ـ بـ        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

كما يلي : المعرفة على  الدالة hلتكن  (6    x
h x ax b e  . 

xأصلية للدالة  دالة hبحيث تكون  bو aالعددين الحقيقين  تعيين أ ـ
x xe على  . 

x ،   و من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  hالدالة                x x x
h x ae ax b e ax a b e         

xأصلية للدالة hالدالة         
x xe : يعني   x

h x xe  : 1، و منه بالمطابقة نجدa  1وb   . 

أي              1 x
h x x e . 

 :على  gج دالة أصلية للدالةاستنتإ ـ  بـ        

لدينا :                1 x
g x xe  و منه  دالة أصلية للدالةg  : من الشكل   1 x

G x x x e  . 

 

 

2-1-2-3-4-5

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

( )fC
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 شعبة علوم تجريبية   2013لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

المتجانسنعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و     ; , ,O i j k: النقط 

 1;1;3A ، 1;0; 1B ، 2; 1;1Cو 2;0; 1D. 

و المستوي     P : 2ذا  المعادلة 1 0  y z. 

ليكن   : المستقيم الذي تمثيل وسيطي له
1

2

1 2




 
  
  

x

y

z

 وسيط حقيقي . حيث   

أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (1 BCثم تحقق أن المستقيم ، BCمحتوى في المستوي P. 

بيّن أن المستقيمين (2   و BC.ليسا من نفس المستوي 

و المستوي Aأحسب المسافة بين النفطة  -أ (3 P. 

نقطة من Dبيّن أن  -بـ  P و أن المثلث ،BCD .قائم 

 رباعي وجوه ، ثم أحسب حجمه . ABCDبيّن أن  (4
 

 

 (Iالمتتالية nv بــ : معرفة على
15

6

n

n n
v



. 

بيّن أن (1 nv. متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدّها الأول 

limأحسب (2 n
n

v


 .  

(II المتتالية nu  : معرّفة بــ
0 1u 

n   :1 ، و من أجل كل عدد طبيعي    5 6n nu u   

n    ،1 برهن بالتراجع أنه ، من أجل كل عدد طبيعي (1 6nu  

أدرس اتجاه تغير المتتالية  (2 nu. 

n : برهن أنه ، من أجل كل عدد طبيعي  -أ  (3 1

5
6 6

6
n nu u    

 
. 

: n بيّن أنه ، من أجل كل عدد طبيعي -بـ 
 
0 6 n nu v   استنتج .lim n

n
u


  . 

 

 

 المعادلة ،حل في مجوعة الأعداد المركبة   (1 Iذات المجهولz :  التالية  

   2 4cos 4 0 ......  z z I   حيث . وسيط حقيقي 

من أجل (2
3

   نرمز إلى حلّي المعادلة ، I  1بـz 2وz .   بيّن أن
2013

1

2

1
 

 
 

z

z
 . 

نعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس (3 ; ,O u vالنقطA ،B وC  لواحقها على الترتيب : التي 

                          1 3 Az i      ،        1 3 Bz i           4و 3 Cz i . 

 . Cو A ،Bالنقطأنشئ  -أ

             

 
 ن) 4,5(التمرين الأول

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن
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أكتب على الشكل الجبري العدد المركّب  -بـ 



C A

B A

z z

z z
 Aالذي مركزه Sبالتشابه المباشر Bهي صورة C، ثم استنتج أن 

 و زاويته . يطلب تعيين  نسبته و        

مرجح الجملةGعيّن لاحقة النقطة -جـ       ;1 , ; 1 , ;2A B C  ثم أنشئ ،G. 

 متوازي أضلاع  .  ABDGبحيث يكون الرباعي Dلاحقة النقطةDzأحسب -د  
 

 

(I f  الدالة المعرّفة على ;1    :  ِـ ب 
1

1

1
x

x
f x e

x
 


  

و         C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

أحسب  (1 lim
x

f x


و  
1

lim
x

f x



ثمّ استنتج المستقيمين المقاربين للمنحني ،  C. 

أحسب  (2 'f x بيّن أنّ الدالة .f متناقصة تماما على المجال ;1  ثمّ شكّل جدول ،
 راتها.تغيّ

بيّن أنّ المعادلة  (3  0f x   تقبل في ;1  حلا وحيدا باستعمال جدول القيم .
 .أعلاه جد حصرا  للعدد 

أرسم المستقيمين المقاربين والمنحنى  (4 C ثمّ أرسم المنحني ، 'C  الممثل للدالةf. 

التي من أجلها يكون للمعادلة  mعيّن بيانيا مجموعة قيم الأعداد الحقيقية  (5 f x m .حلان مختلفان في الإشارة 

(II  g الدالة المعرّفة على ;1  :ِـ ب   2 1g x f x   .(عبارة g x  غير مطلوبة) 

على gأدرس تغيّرات الدالة  (1 ;1 ّراتها.، ثمّ شكّل جدول تغي 

تحقّق أنّ  -أ  (2
1

0
2

g
    
 

، ثمّ بيّن أنّ :   1
' 2 '

2
g f

    
 

. 

إستنتج معادلة  -بـ  T المماس لمنحنى الدالةg في النقطة ذات الفاصلة
1

2

 
. 

تحقّق من أنّ :  -جـ 
   3 3

2 1

1 1
y x


 


 

 
، معادلة للمستقيم  T. 

 
 
 
 

 

 المعادلةنعتبر  في مجوعة الأعداد المركبة  Eذات المجهولz   :  الآتية  2 4 13 0 ......  z z E        

2المركّب تحقق أن العدد  (1 3  iحل للمعادلة E ، . ثم جد الحل الآخر 

2) A وB 2نقطتان من المستوي المركّب لاحقتاهما 3  Az i  وBz i   . على الترتيب 

S التشابه المباشر الذي مركزهAنسبته ،
1

2
و زاويته  

2


و الذي يحوّل كل نقطة  M zمن المستوي إلى النقطة  M z. 

بيّن أن :  -أ
1 7

2
2 2

   z iz i. 

 . Sبالتشابه Bهي صورة C، علما أن Cلاحقة النقطة Czأحسب  -بـ 

2AD حيث :Dلتكن النقطة (3 AB O . 
 المرفقتين بمعاملين حقيقين يطلب تعيينهما . Bو Aمرجح النقطتينDبيّن أن  -أ

 .Dلاحقة النقطةDzأحسب -بـ 

             

 
ن) 6,5رابع(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4,5(التمرين الأول

ن) )ن4(

             

 
 ثانيال موضوع ال

 f x
 

x  

0,037 0,20 

0,016 0,21 

0,005- 0,22 

0,026- 0,23 

0,048- 0,24 

0,070- 0,25 
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بيّن أن  -جـ           





D A

C A

z z
i

z z
 . ACD، ثم استنتج طبيعة المثلث 

 

 

في الشكل المقابل ، fCهو التمثيل البياني للدالةf المعرفة على المجال 0;1:  بالعلاقة
 

  2

1

x
f x

x



 ، 

و        dالمستقيم ذو المعادلة :y x  

1)  nuبحدّها الأول ، المتتالية العددية المعرّفة على
0

1

2
u  

: nو من أجل كل عدد طبيعي
 

 1n nu f u  

2أعد رسم هذا الشكل في ورقة الإجابة ، ثم مثل الحدود -أ  1 0, ,u u u  

 خطوط التمثيل.على محور الفواصل دون حسابها، مبرزا  3uو      

 ر المتتاليةضع تخمينا حول اتجاه تغيّ -بـ  nu. و تقاربها 

متزايدة تماما على المجال fالدالةأثبت أن  -أ  (2 0;1 

n:0برهن بالتراجع أنه، من أجل كل عدد طبيعي  -بـ  1nu  

 أدرس اتجاه  تغير المتتالية -جـ  nu. 

3)  nvكما يلي :المتتالية العددية المعرفة على
 

1n
n

n

u
v

u


 . 

برهن -أ  nvمتتالية هندسية أساسها
1

2
 .0v، يطلب حساب حدّها الأول  

 أحسب نهاية -بـ  nu . 

 

 

نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k : النقط 2;1; 1A         ، 1; 1;3B      ،
3

; 2;1
2

   
 

C      

و 
7

; 3;0
2

  
 

D  و لتكن  .Iمنتصف القطعة AB. 

 .Iأحسب إحداثيات النقطة -أ (1

2بيّن أن :  -بـ  4 8 5 0   x y z معادلة ديكارتية لـ P المستوي المحوري لـ  ، AB. 

أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (2 الذي يشمل النقطةC    2;1)و; 4)u  . شعاع توجيه له 

نقطة تقاطع المستوي Eجد إحداثيات -أ (3 P  و المستقيم   . 

بيّن أن -بـ   و AB من نفس المستوي ، ثم استنتج أن المثلثIEC . قائم 

)بيّن أن المستقيم   -أ (4 )ID  عمودي على كل من المستقيم( )AB  و المستقيم( )IE. 

  .DIECأحسب حجم رباعي الوجوه  -بـ        
 

 

(I g الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب   2 2 4 2ln 1g x x x x    .

 ، ثمّ شكّل جدول تغيّراتها. gرات الدالة أدرس تغيّ (1

من المجال xإستنتج أنّه من أجل كل (2 1;     ،  0g x .
 
 

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4,5ثالث(التمرين ال

ن) )ن5(

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن
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(II f  الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب   1 2ln 1

1

x
f x x

x

 
 


. 

و      f
C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  .( 2وحدة الطولcm) 

أحسب ـ أ (1
1

lim ( )
x

f x



 . فسّر النتيجة بيانيا.

أحسب ـ بـ lim
x

f x


. 

من  xبيّن أنّه من أجل كل ـ أ (2 1;    ،   
 2

1

g x
f x

x
 


  

على المجالfأدرس اتجاه تغيّر الدالة ـ بـ 1;  .ثمّ شكّل جدول تغيّراتها ، 

بيّن أنّ المعادلة  ـ جـ  0f x   تقبلا حلا وحيدا في المجال 1;   ّ0،  ثمّ تحقّق أن 0,5 . 

بيّن أنّ المستقيم ـ أ (3  ذا المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى f
C  عند. 

أدرس وضعية المنحنى  ـ بـ f
C  بالنسبة إلى المستقيم . 

نقبل أنّ المستقيم  (4 T  ذا المعادلة
3

2
y x

e
   مماس للمنحنى ، f

C  في نقطة فاصلتها
0x  . 

أحسب  ـ أ   
0x.

أرسم المستقيمين المقاربين والمماس ـ بـ T ثمّ المنحنى f
C. 

بحيث تقبل المعادلة mعيّن بيانيا قيم الوسيط الحقيقي ـ جـ   f x x m  .حلّين متمايزين 

 

   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

A،B ،C وD  : النقط من الفضاء بحيث 1;1;3A ، 1;0; 1B    ، 2; 1;1C    و 2;0; 1D   . 

و  المستوي       P : 2ذا  المعادلة 1 0y z  و ،  : المستقيم الذي تمثيل وسيطي له

1

2

1 2

x

y

z




 
  
  

 وسيط حقيقي . حيث 

كتابة تمثيل وسيطي للمستقيم (1 BC: 

لدينا 1; 1;2BC   و منه تمثيل وسيطي للمستقيم BC : من الشكل 
1

2 1

x t

y t t

z t

 
   
  

. 

 التحقق أن المستقيم BCمحتوى في المستوي P: 

   BC P لأن   2 2 1 1 0t t         .( : أو يمكن إثبات أن B P   و C P ) 

تبيان أن المستقيمين (2   و BC:ليسا من نفس المستوي 

لنثبت أن المستقيمين   و BC  . ليسا متوازيين و ليسا متقاطعين 

 لندرس التوازي :

لدينا  1; 1;2BC   شعاع توجيه للمستقيم BC  و 0;1; 2u  شعاع توجيه للمستقيم  و منهBC وu  ليسا

مرتبطين خطيا لأن
0 1

1 1


  و بالتالي المستقيمان   و BC. ليسا متوازيين 
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 لندرس التقاطع :

1 1

2

1 2 2 1

t

t

t




  
   
   

معناه
2

0

1 5

t


 

 
  

المستقيمان ، الجملة لا تقبل حل و بالتالي    و BC ليسا

 متقاطعين .

و المستوي Aحساب المسافة بين النفطة  -أ (3 P: 

  
2 2

2 1 2 3 1 6 6 5
,

55 52 1

A Ay z
d A P

   
   


 

نقطة من Dتبيان أن  -بـ  P: 

2لدينا             1 2 0 1 1 0      D Dy z  و منه D P. 

 قائم : BCDتبيان أن  المثلث     

 لدينا :      1; 1;2BC   ، 1;0;0BD   ، 0; 1;2DC   6و منهBC    ،1BD    ،5DC   . 

2 و لدينا :      2 21 5 6DC DB BC     و منه حسب عكس نظرية فيتاغورث المثلثBCDقائم فيD . 

طريقة أخرى : )     . 1 0 1 0 2 0 0       BD DC  و منه المثلثBCDفي قائمD) 

 رباعي وجوه : ABCDتبيان أن  (4

 لدينا :
   

 
BC P

D P

 



و  A Pلأن  , 0d A P   وBCD مثلث و منهABCD . رباعي وجوه 

 :  ABCDحجم رباعي الوجوهحساب 

1

3
ABCD BCDV S h  مع  ,h d A P :  و منه

1 1 1 1 6
1 5 1

3 2 3 2 5
ABCDV DB DC h

          
 

 . 

 

 

  (Iالمتتالية nv بــ : معرفة على
15

6

n

n n
v



 . 

تبيان أن (1 nv: متتالية هندسية 

، nمن أجل كل عدد طبيعي
2 1 1

1 1

5 5 5 5 5 5

6 6 6 6 6 6

n n n

n nn n n
v v

  

 


    


 . 

و منه المتتالية هندسية أساسها 
5

6
q  و حدّها الأول

0 1

0 0

5
5

6
v



  . 

limحساب (2 n
n

v


: 

 
5

lim lim 5 0
6

n

n
n n

v
 

      
   

0 لأن :  1q  . 

(II المتتالية nu  : معرّفة بــ
0 1u 

n   :1 ، و من أجل كل عدد طبيعي    5 6n nu u   

n    ،1 من أجل كل عدد طبيعي البرهان بالتراجع أنه ، (1 6nu  

نسمي P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  ،1 6nu    " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0 1u   01و منه 6u   و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أي 6nu   و  نبرهن صحة ، 1P n   11أي 6nu   . 

1لدينا حسب الفرض  6nu   5و منه 5 30nu     11و منه 5 6 36nu    11و منه 5 6 36nu     

11أي  11 6nu    و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،1 6nu  . 
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اتجاه تغيّر المتتالية دراسة  (2 nu: 

،nمن أجل كل عدد طبيعي
   2

1

5 6 5 6 5 6
5 6

5 6 5 6

n n n n
n n

n n n n

n n n n

u u u u u u
u u u u

u u u u






    
     

  
 

و منه 
  

1

16

5 6

n n

n n

n n

u u
u u

u u







 


  

n، 6كل عدد طبيعي : من أجلبما أنه  0nu    1و 0nu   1فإن 0n nu u     المتتاليةو بالتالي nu متزايدة . 

n : برهان أنه ، من أجل كل عدد طبيعي -أ  (3 1

5
6 6

6
n nu u    

 
. 

      : nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي    

   
    

1

6 5 6 6 5 6 5 630 5
6 6 5 6

6 5 6 6 5 6 6 5 6

n n nn
n n

n n n

u u uu
u u

u u u


    
      

     
  

 
. 

1و من جهة أخرى :     6nu   يكافئ
1 1

66 5 6nu


 
و منه   1

5
6 6

6
n nu u   . 

:nتبيان أنه ، من أجل كل عدد طبيعي -بـ 
 
0 6 n nu v  . 

نسمي P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :0 6 n nu v     " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nأجلمن    لدينا ،
0 1u  و

0 5v   0منه 00 6 u v    و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 6 n nu v    و  نبرهن صحة ، 1P n   1أي 10 6 n nu v     

0لدينا حسب الفرض  6 n nu v     و لدينا 1

5
6 6

6
n nu u    1منه

5
0 6

6
n nu v    

1و منه  10 6 n nu v    و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،0 6 n nu v   . 
 (يمكن إستخدام طريقة أخرى غير البرهان بالتراجع)

limاستنتاج  - n
n

u


  . 

n،0لدينا : من أجل كل عدد طبيعي 6 n nu v     و لديناlim 0n
n

v


  و منه lim 6 0n
n

u


  : أي lim 6n
n

u


  

 

 

 المعادلة ،حل في  (1 Iذات المجهولz :  التالية     2 4cos 4 0 ......  z z I   حيث . وسيط حقيقي 

 لدينا :      2 22 2 24cos 4 1 4 16cos 16 16 cos 1 16sin 4 sin                 i 

 و منه للمعادلة حلّين مركبين هما :

 1

4cos 4 sin
2 cos sin 2

2

ii
z i e    
         و

 2

4cos 4 sin
2 cos sin 2

2

ii
z i e     

      . 

من أجل (2
3

   : 3، نجد
1 2 1 3

i

z e i


           3و
2 2 1 3

i

z e i



     . 

تبيان أن : 
2013

1

2

1
 

 
 

z

z
 . 
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 لدينا :

23
3 31 3

2 3

2

2


  



  
 


  

i
i i

i

z e
e e

z
e

     

و منه      
20132013 2 4026

1342 0 671 2 01 3 3

2

1
i i

i iz
e e e e e

z

 
    

       
   

 . 

 . Cو A ،Bالنقطتعليم    -أ (3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

كتابة العدد المركّب  -بـ 



C A

B A

z z

z z
 :على الشكل الجبري  

 
 

4 3 1 3 3 3

22 31 3 1 3

  
  

   
C A

B A

i iz z
i

z z ii i
 

 تعيين  نسبته و زاوية له . مع  Aالذي مركزه Sبالتشابه المباشر Bهي صورة Cإستنتاج أن      

لدينا       
3

2





C A

B A

z z
i

z z
و منه 3

2
  C A B Az z i z z  إذنC هي صورةB بالتشابه المباشرS الذي مركزهA  

و نسبته       
3 3

2 2
i   و زاوية له

3
arg

2 2

 
 

 
i . 

مرجح الجملةGتعيين لاحقة النقطة -جـ       ;1 , ; 1 , ;2A B C : 

   1 3 1 3 2 4 32
4 2 3

2 2

     
   A B C

G

i i iz z z
z i 

 متوازي أضلاع  : ABDGبحيث يكون الرباعي Dلاحقة النقطةDzتعيين -د  

   ABDG معناه  متوازي أضلاعAB GD معناه  B A D Gz z z z 4و بالتالي   D B A Gz z z z  . 

 

 

   (I  f  الدالة المعرّفة على ;1    :  ِـ ب 
1

1

1
x

x
f x e

x
 


  . 

 حساب النهايات : (1

        
1

1lim lim 2
1

x

x x

x
f x e

x


 

 
    

، لأن :     
1

1

lim 1
1

lim 1

x

x

x

x

x

e






      
      

 

1yالتفسير الهندسي : المستقيم ذو المعادلة         مقارب أفقي للمنحنى C.
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        
1

1

1 1

lim lim
1

x

x x

x
f x e

x 



 

 
     

، لأن :    
1

1

1

1

lim
1

lim 0

x

x

x

x

x

e











       
      

 

1xالتفسير الهندسي : المستقيم ذو المعادلة        مقارب عمودي للمنحنى C. 

حساب  (2 'f x  : 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة      ;1  و  من أجل كل عدد حقيقيx من ;1  : 

   
     

1 1

1 1
2 2 2

1 1 1 1 1
1

1 1 1

x x
x x

f x e e
x x x

 
                      

 

بما أن   0f x   من أجل كل ;1x    الدالة ، فإنf متناقصة تماما على المجال ;1 . 

 : fجدول تغيّرات الدالة

 
 
 
 
 

 

تبيان أنّ المعادلة  (3  0f x   تقبل في المجال ;1  حلا وحيدا . 

مستمرة  و متناقصة  تماما على المجال  fالدالة       ;1    و
 
 

1

lim 2

lim

x

x

f x

f x








  

 و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

المعادلة          0f x   تقبل في المجال ;1  حلا وحيدا. 

0,21 حسب جدول القيم :        0,22 . 

 الرسم : (4

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

التي من أجلها يكون للمعادلة  mمجموعة قيم الأعداد الحقيقية  تعيين (5 f x m .حلان مختلفان في الإشارة 

حلول المعادلة f x m بيانيا هي فواصل نقط تقاطع المنحنى C  مع المستقيم ذي المعادلةy m  . 

1                                                 x 

  f x
 

                                       
 
 

2 

 
 f x

 

 

 

-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

 C
 

 C 
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 من أجل
1

;2m
e

   
المعادلة  f x m  حلين مختلفين في الإشارة .تقبل 

(II  g الدالة المعرّفة على ;1  :ِـ ب   2 1g x f x   . 

 : gدراسة تغيّرات الدالة  (1

        lim lim 2 1 2
x x

g x f x
 

        و   
1 1

lim lim 2 1
x x

g x f x
 
 

    

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة     ;1  و  من أجل كل عدد حقيقيx من ;1  :    2 2 1g x f x   

من أجل كل بما أنه      ;1x    ،   2 1 ;1x    فإن 2 1 0f x    الدالة ، و بالتاليg متناقصة تماما على 

المجال      ;1 .  

 : gجدول تغيّرات الدالة   
 
 
 
 

 

التحقّق أنّ  -أ  (2
1

0
2

g
    
 

 : 

لدينا :         2 1g x f x   و منه 1 1
2 1 0

2 2
g f f

             
    

   . 

تبيان أنّ :        1
' 2 '

2
g f

    
 

. 

 لدينا :        2 2 1g x f x     و منه 1 1
' 2 2 1 2 '

2 2
g f f

            
    

  . 

إستنتاج معادلة  -بـ  T المماس لمنحنى الدالةg في النقطة ذات الفاصلة
1

2

 
. 

 لدينا :       1 1 1
:

2 2 2
T y g x g

                 
      

  
و منه      1

: 2
2

T y f x
   

 

 . 

التحقّق من أنّ :  -جـ 
   3 3

2 1

1 1
y x


 


 

 
، معادلة للمستقيم  T. 

 لدينا :     
 

1

1
2

1
1

1
f e 

     
  




، لكن   0f   و هذا يعني
1

1

1
e   


 


و منه    

 3

1

1
f  





 

إذن :      
 3

2 1
:

21
T y x

   
 




 أي       
   3 3

2 1
:

1 1
T y x


 

 


 

. 

 

 
 

 

 

 

 

1                                                  x 

  g x
 

                                     2 
 
 

 

 
 g x
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

 المعادلةنعتبر  في  Eذات المجهولz   :  الآتية  2 4 13 0 ......  z z E        

2المركّب التحقق أن العدد  (1 3  iحل للمعادلة E: 

   2
2 3 4 2 3 13 4 9 12 8 12 13 0            i i i i 

2بما أن 3  i حل للمعادلة E 2فإن 3 2 3    i i كذلك حل للمعادلة E  . 

( Eبمعاملات حقيقية معادلة في) 

2) A وB 2نقطتان من المستوي المركّب لاحقتاهما 3  Az i  وBz i   . على الترتيب 

S المباشر الذي مركزه التشابهAنسبته ،
1

2
و زاويته  

2


و الذي يحوّل كل نقطة  M zمن المستوي إلى النقطة  M z. 

تبيان أن :  - أ
1 7

2
2 2

   z iz i 

S : للتشابه العبارة المركبة      2
1

2



   
i

A Az z e z z أي
1 1

2 2
   A Az iz iz z   و  منه

1 7
2

2 2
   z iz i . 

 : Sبالتشابه Bهي صورة Cلاحقة النقطة Czحساب  -بـ   

 1 7 1 7 1 7
2 2 2 4 2

2 2 2 2 2 2
            C Bz iz i i i i i i 

2AD حيث :Dلتكن النقطة (3 AB O . 
 المرفقتين بمعاملين حقيقين يطلب تعيينهما : Bو Aمرجح النقطتينDتبيان أن  -أ

2ADلدينا     AB O  2و منهAD AD DB O   3أيDA DB O   إذنDمرجح النقطتينA وB  
 على الترتيب . 1و 3المرفقتين بالمعاملين    
 .Dلاحقة النقطةDzحساب -بـ 

 3 2 33 6 9
3 5

2 2 2

      
     

  
A B

D

i iz z i i
z i 

: تبيان أن  -جـ  





D A

C A

z z
i

z z
  

 
 

 3 5 2 3 21 2

4 2 2 3 2 2

       
   

         
D A

C A

i i i iz z i
i

z z i i i i
 

 : ACDطبيعة المثلث

   





D A

C A

z z
i

z z
يكافئ   

1

arg 2 /
2

D A

C A

D A

C A

z z

z z

z z
k k

z z

 

 





       

معناه        ,
2

AD AC

AC AD








 

 و متساوي الساقين . قائم في ACDو منه  المثلث  
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f الدالة  المعرفة على المجال 0;1: كما يلي
 

  2

1

x
f x

x



 .  

1)  nuبحدّها الأول ، المتتالية العددية المعرّفة على
0

1

2
u   و من أجل كل عدد طبيعيn :

 
 1n nu f u  

 الرسم  :  -أ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 التخمين:  -بـ 

المتتالية         nu1متزايدة و متقاربة نحو العدد  . 

متزايدة تماما على المجال fأن الدالةإثبات  -أ  (2 0;1 : 

قابلة للإشتقاق  على المجال  fالدالة   0;1    و   
   2 2

2 1 2 2

1 1

x x
f x

x x

 
  

 
 

لدينا :من أجل كل    0;1x  ،  0f x  و بالتالي الدالةf  متزايدة تماما على المجال 0;1 . 

n:0البرهان بالتراجع أنه، من أجل كل عدد طبيعي  -بـ  1nu  
نسمي       P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :0 1nu    " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   0، لدينا

1

2
u   00و منه 1u   و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 1nu   و  نبرهن صحة ، 1P n   10أي 1nu   . 

0لدينا حسب الفرض  1nu  و بما أن الدالةf   متزايدة تماما فإن     0 1nf f u f      10أي 1nu     

و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،0 1nu  . 

 دراسة  اتجاه  تغيّر المتتالية -جـ  nu: 

،nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :     
   2

1

2 1 12

1 1 1 1

n n n n nn n n
n n n

n n n n

u u u u uu u u
u u u

u u u u


   
     

   
 

n،1من أجل كل عدد طبيعي و بما أنه :    0nu  0وnu   1 :فإن 0n nu u    المتتاليةو بالتالي nu    متزايدة. 

3)  nvكما يلي :المتتالية العددية المعرفة على
 

1n
n

n

u
v

u


 . 

إثبات -أ  nvمتتالية هندسية أساسها
1

2
  : 

 :  nلدينا من أجل كل عدد طبيعي    
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1
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 
1

1

1

2 12
1

1 1 1 1 11 1

2 2 2 2 2

1 1

n nn

n n nn n
n n

n nn n n

n n

u uu

u u uu u
v v

u uu u u

u u






 


          
 

 

 

و منه  المتتالية      nv هندسية أساسها
1

2
q   0و حدها الأول

0

0

1
1

u
v

u


   . 

 حساب نهاية -بـ  nu : 

n ،1nلدينا من أجل كل عدد طبيعي     
n

n

u
v

u


 1و منه

1n

n

v
u

   1و منه

1
n

n

u
v




1أي 

1
1

2

n n
u 

   
 

   . 

 إذن :     
1

lim lim 1
1

1
2

n n
n n

u
 

 
 
  
    

  

 لأن : 
1

lim 0
2

n

n

   
 

 . 

 

 

A،B ،C وD :  النقط من الفضاء بحيث 2;1; 1A   ، 1; 1;3B   ،
3

; 2;1
2

C
   
 

و   
7

; 3;0
2

D
  
 

 

منتصف القطعةIحساب إحداثيات النقطة -أ (1 AB. 

;لدينا     ;
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z
I

   
 
 

2و منه   1 1 1 1 3
; ;

2 2 2
I

    
 
 

3أي   
;0;1

2
I
 
 
 

 . 

2تبيان أن :  -بـ  4 8 5 0   x y z معادلة ديكارتية لـ P المستوي المحوري لـ  ، AB: 

يكفي إثبات أن :        I P  وABناظمي لـ P . 

 لدينا :      
3

2 4 8 5 2 4 0 8 1 5 0
2

          I I Ix y zو منه I P . 

لدينا :      2;4; 8n شعاع ناظمي للمستوي P  و لدينا 1 2 4AB ; ;  و منه
1

2
AB n   

شعاع ناظمي لـAB إذن      P . 

كتابة تمثيل وسيطي للمستقيم (2 الذي يشمل النقطةC     2;1)و; 4)u  : شعاع توجيه له 

)تمثيل وسيطي للمستقيم         ) : من الشكل 

3

2

2 2

4 1

x t

y t t

z t

  


  
   


 . 

نقطة تقاطع المستويEإيجاد إحداثيات -أ (3 P  و المستقيم  : 

نحل الجملة  

3

2

2 2

4 1

2 4 8 5 0

x t

y t

z t

x y z

  
  
   


   

و هذا يكافئ      3
2 4 2 2 8 4 1 5 0

2
t t t
         
 

1أي    

3
t   . 

)في التمثيل الوسيطي لـ  tو بتعويض قيمة )7نجد 4 1
( ; ; )

6 3 3
   و هي إحداثيات النقطةE . 

 ثالثالتمرين الحل مقترح  



 

 81 

تبيان أن -بـ   و AB : من نفس المستوي 

لدينا      1; 2;4AB    2;1)و; 4)u   منهAB u  أي  و AB  و بالتالي هما من نفس المستوي . متوازيان 

 استنتاج أن المثلثIEC : قائم 

علىIهي المسقط العمودي لـ  Eلأن Eالمثلث قائم في    . (
   
   
AB P

AB

 



و بالتالي 

   
 

EC P

E P

 



 ) 

 ( يمكن إستخدام نظرية فيتاغورث)
)تبيان أن المستقيم   -أ (4 )ID  عمودي على كل من المستقيم( )AB  و  المستقيم( )IE. 

لدينا :     2; 3; 1ID    ، 1; 2;4AB    8و 4 4
; ;

3 3 3
IE

    
 

 . 

و  
     

   

1 2 2 3 4 1 0

8 4 4
2 3 1 0

3 3 3

AB .ID

IE .ID

           

                       

     

 و منه   
 
 

( )

( )

AB ID

IE ID

 



 . 

 :DIECحساب حجم رباعي الوجوه  -بـ    

          
1 1 89

.
3 3 4

DIEC IECV S h S ID u v      لأن ، : 
1

2
IECS IE EC   ،

21

3
EC  ،

4 6

3
IE  14وID  . 

 

 

(I g المعرّفة على المجالالدالة 1;   : ِـ ب   2 2 4 2ln 1g x x x x    . 

: gرات الدالة دراسة تغيّ (1

        2

1 1

lim lim 2 4 2ln 1
x x

g x x x x
 
 

         : لأن  ،  
1

limln 1
x

x



  . 

          2 ln 12 4
lim lim 1 2

1 1x x

xx x
g x x

x x 

  
       

 ،  لأن :

 

2

ln 1
lim 0

1

2 4
lim

1

x

x

x

x

x x

x






 

        

. 

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة 1;      و  ،    2 22
2 2

1 1

x x
g x x

x x


    

 
 . 

إشارة g x من إشارةx ، لأنه من أجل كل 1;x    : 1 فإن 0x    2و 0x  . 
 

 
 

متناقصة على المجالgالدالة 1;0 و متزايدة على المجال 0; . 

 :gالدالة ات جدول تغيّر 
 
 
 
 

 
 

من جدول التغيّرات :من أجل كل (2 1;x    ،  4g x  و بالتالي نستنتج أنّه من أجل كل 1;x    ،  0g x .
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                       0                      1  x 

         0         g x
 

 

                            0                            1  x 

              0                g x
 

                                                             
 
   

4 

 
 g x
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(II f  الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب   1 2ln 1

1

x
f x x

x

 
 


. 

 -أ (1     
1 1 1

1 2ln 1 1
lim ( ) lim lim 1 1 2ln 1

1 1x x x

x
f x x x x x

x x  
  

                    
 . 

1xالتفسير البياني : المستقيم ذا المعادلة             مقارب عمودي للمنحنى f
C . 

 -بـ    ln 11
lim lim 2

1 1x x

x
f x x

x x 

 
       

 ،    لأن :   
 ln 1

lim 0
1x

x

x





 .

من  xتبيان أنّه من أجل كل ـ أ (2 1;    ،   
 2

1

g x
f x

x
 


  

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة      1;   و من أجل كل  ، 1;x    : 

 
    

 
 

 
   

 
 

 

2

2 2 22

2
1 1 1 2ln 1 3 2ln 1 1 3 2ln 111 1

1 1 11

x x x x xxf x
x x x

g x

x


                

  

على المجال fدراسة اتجاه تغيّر الدالة ـ بـ 1;  : 

لدينا :من أجل كل       1;x      ،  0g x   و بالتالي  0f x  إذن الدالةf متزايدة تماما على المجال 1;  . 

 :fالدالة ات جدول تغيّر          
 
 
 

 
 

تبيان أنّ المعادلة  ـ جـ  0f x   تقبلا حلا وحيدا في المجال 1;  : 

مستمرة  و متزايدة  تماما على المجال  fالدالة           ;1    و
 

1

lim

lim ( )

x

x

f x

f x






  

  

 و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

المعادلة     0f x   تقبل في المجال 1;   حلا وحيدا. 

0التحقّق أنّ  0,5 . 

لدينا :       0;0,5 1;    و
 
 
0 1

0.5 0,37

f

f

 



أي     0 0,5 0f f    0و منه 0,5  . 

لدينا :  ـ أ (3   ln 11
lim lim 2 0

1 1x x

x
f x x

x x 

 
           

و منه  المستقيم  ذا المعادلةy x مقارب مائل 

للمنحنى       f
C  عند. 

دراسة وضعية المنحنى  ـ بـ f
C  بالنسبة إلى المستقيم .

لدينا :            1 2ln 1

1

x
f x x

x

  
 


و منه إشارة الفرق من إشارة   1 2ln 1x   . 

 
 
 

 
 
 

 
 

                                                   1  x 

  f x
 

                      
 
 

                                                          

 
 f x

 

 

                                1 e                              1  
x 

                0                    f x y
 

                                                                                
      

( )fCفوق( )                                                                       ( )fC تحت( )   
                                                                                            

 
 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( )  

)في 1 ; 1 )   A e e  
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المستقيم  (4 T  ذا المعادلة
3

2
y x

e
   مماس للمنحنى ، f

C  في نقطة فاصلتها
0x  . 

حساب  ـ أ
0x:  

لدينا :        

   0 1f x   تكافئ
 

 
0

2

0

1
1

g x

x



تكافئ    2

0 0 1g x x تكافئ 02ln 1 3x    تكافئ

3

0 1x e  . 
 الرسم : ـ بـ

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

بيانيا ، حلول المعادلة ـ جـ f x x m  هي فواصل نقط تقاطع المنحنى f
C مع المستقيم ذي المعادلةy x m . 

إذن : تقبل المعادلة    f x x m  حلّين متمايزين إذا و فقط إذا كان
3

2
0 m

e
  . 

 

 

2 3 4-1

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

 f
C
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 شعبة علوم تجريبية   2014لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

 لتكن nu: المتتالية العددية المعرّفة كما يلي
 0 1u  و من أجل كل عدد طبيعيn  ،1

2 4

3 3
n nu u   

 و        nvكما يلي : من أجل كل عدد طبيعي  المتتالية العددية المعرّفةn  ،4n nv u   

بيّن أن (1 nv . متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدّها الأول 

 .    nبدلالة  nuو  nvأكتب كلا من (2

 ر المتتاليةأدرس اتجاه تغيّ (3 nu على. 

0 حيث : nSالمجموع nبدلالةأحسب  (4 1 ...n nS u u u     

لتكن (5 nwكما يلي :المتتالية العددية المعرفة على 
1

5 1
5

n

n

w
v

 
   

 . 

بيّن أن المتتالية -أ      nw متزايدة تماما على. 

أحسب : -بـ 
  lim n n

n
u w


. 

 

 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k
 

نعتبر النقط : .  2; 1;1A  ، 1;2;1B  ، 1; 1;2C  و 1;1;1D  . 

 تعيّن مستويا. Cو A،Bتحقق أنّ النقط  -أ (1

)هو شعاع ناظمي للمستوي  n(1;1;1)أنّ  بيّن -بـ  )ABC. 
)أكتب معادلة ديكارتية للمستوي  -جـ  )ABC.  

مرجح الجملة المثقلةGلتكن النقطة (2 ( ;1),( ;2),( ; 1)A B C . 

 .Gأحسب إحداثيات -أ 

)لتكن  -بـ  ) مجموعة النقطM  :2من الفضاء التي تحقق 2  MA MB MC MD  . 

)بيّن أنّ         ) هي المستوي المحوري للقطعة المستقيمة GD. 

)أثبت أنّ معادلة    -جـ   ) : 6هي 4 2 3 0   x y z . 
)بيّن أنّ المستويين  (3 )ABC  و( )  يتقاطعان  وفق مستقيم( ). يطلب تعيين تمثيل وسيطي له 

 

 

 التالية  : zالمعادلة ذات المجهولوعة الأعداد المركبة محل في مج  (1
2 6 2 36 0  z z        

المستوي المركّب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس (2 ; ,O u v 

 لواحقها على الترتيب : Dو A ،B ،Cلتكن النقط       

 3 2 1 Az i           ،B Az z          ،6 2Cz          و
2

 C
D

z
z. 

و  Az ،Bzأكتب -أ 1 Ai z  .على الشكل الأسّي  

أحسب -بـ 
  2014

1

6 2

 
 
 

Ai z
 . 

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 5ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن
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 يطلب تعيين نصف قطرها . ،Dتنتمي إلى نفس الدائرة التي مركزها  Cو O ،A ،Bبيّن أن النقط -جـ 

أحسب  -د



B C

A C

z z

z z
ثم جد قيسا للزاوية ,CA CB ماهي طبيعة الرباعي .OACB ؟ 

و زاويته  Oالدوران الذي مركزه Rليكن (3
2


 

 . Rأكتب العبارة المركّبة للدوران -أ

Cعيّن لاحقة النقطة  -بـ   صورةC بالدورانR ثم تحقق أن النقطA،C وC  . في إستقامية 
Aعيّن لاحقة النقطة  -جـ  صورةA بالدورانR الرباعي ثم حدّد صورةOACB بالدورانR . 

 

 

المعرفة على المجال  fنعتبر الدالة العددية    0; كما يلي  :
2ln

( ) 1
x

f x
x

 
  

)و         )fC  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

أحسب  ـ أ (1
0

lim ( )
x

f x



limو   ( )
x

f x


 هندسيا.، فسّر النتيجتين 

على المجال  fر الدالة أدرس إتجاه تغيّ ـ بـ        0; ّراتها.ثم شكل جدول تغي 

)أدرس وضعية المنحنى ـ أ (2 )fC بالنسبة إلى المستقيم( )  : 1الذي معادلتهy . 

)أكتب معادلة المماس ـ بـ        )Tللمنحنى( )fC 1في النقطة ذات الفاصلة. 

)بيّن أن المعادلة  ـ جـ       ) 0f x   تقبل في المجال 0;1  حلا وحيدا 0,4، حيث 0,3
e e  . 

)أنشئ  (3 )T  و( )fC. 

المعرفة على  hلتكن الدالة  (4 0  :كما يلي
2ln

( ) 1
x

h x
x

 . 

)و ليكن       )hC .تمثيلها البياني في نفس المعلم السابق 
)غير معدوم  ،xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ ) ( ) 0h x h x  ماذا تستنتج  ؟ . 

)أنشئ المنحنى  ـ بـ )hC إعتمادا على المنحنى( )fC. 

2ln، عدد حلول المعادلة: mناقش بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي  ـ جـ ( 1)x m x . 
 
 
 
 

 

 (Iنعتبر المتتالية العددية nu بـحدّها العام :المعرّفة على 

1

2



n

nu e           (e هو أساس اللوغاريتم النيبيري)  

بيّن أن (1 nu.متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدّها الأول 

limأحسب (2 n
n

u


 ، ماذا تستنتج ؟  

0 حيث : nSالمجموعnأحسب بدلالة  (3 1 ...n nS u u u    

II) نضع من أجل كل عدد طبيعيn ، lnn nv u    (ln يرمز إلى اللوغاريتم النيبيري) . 

ثم استنتج نوع المتتالية،    nبدلالة  nv عبّر عن (1 nv . 

العددnأحسب بدلالة  -أ  (2
nP : حيث

 
 0 1 2ln ...n nP u u u u     

بحيث : nعيّن مجموعة قيم العدد الطبيعي -بـ  
 

4 0nP n  . 
 

 

             

 
ن) 6رابع(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال
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الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k
  

.  نعتبر النقط :  1; 1; 2A    ، 1; 2; 3B    و 2;0;0C  . 

 ليست في استقامية. Cو  A،Bبرهن أن  -أ (1

)أكتب تمثيلا وسيطيا للمستوي -بـ  )ABC. 
2تحقق أنّ -جـ  0   x y z  هي معادلة ديكارتية للمستوي( )ABC. 

)نعتبر المستويين (2 )P  و( )Q :المعرّفين بمعادلتيهما كما يلي( ) : 2 5 0   P x y z  و( ) :3 2 10 0   Q x y z   . 

)برهن أنّ )P  و( )Qيتقاطعان وفق المستقيم( ) :ذي التمثيل الوسيطي(t   ،
3

1

 
  
  

x t

y t

z t

. 

)عيّن تقاطع المستويات (3 )ABC ،( )P  و( )Q. 

)لتكن (4 ; ; )M x y z  نقطة  من الفضاء . نسمي( ,( ))d M P المسافة بينMو( )P و( ,( ))d M Q المسافة بينMو( )Q 

)عيّن المجموعة  ) للنقطM  : 6بحيث ( ,( )) 14 ( ,( ))d M P d M Q  . 

 

 

 التالية  : zالمعادلة ذات المجهولحل في مجموعة الأعداد المركبة  (1  2 2 5 0   z i z z        

في المستوي المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس (2 ; ,O u v (1وحدة الطولcm ) 

Az لواحقها على الترتيب :    Cو A ،Bتعطى النقط i           ،1 2 Bz i           ،1 2 Cz i . 
 . Cو A ،Bالنقطأنشئ  -أ

 علىA المسقط العمودي للنقطةH لاحقة النقطةHzجد  -بـ  BC. 

 . ABCأحسب مساحة المثلث -جـ 

1و نسبته Aالتشابه المباشر الذي مركزه Sليكن (3

2
و زاويته  

2


 

 . Sعيّن الكتابة المركّبة للتشابه -أ

21تساوي SبالتشابهABCبيّن أن مساحة صورة المثلث -بـ 

2
cm. 

4)  Mنقطة لاحقتهاz عيّن مجموعة النقط ،M : 1 حيث 2  z iz i   . 
 

 

I) لتكنg3كما يلي :  لدالة العددية المعرفة علىا 2( ) 2 4 7 4g x x x x    

limحسب أ -أ  (1 ( )
x

g x


limو   ( )
x

g x


. 

 ها .راتشكل جدول تغيّ ثمّ علىgأدرس اتجاه تغيّر الدالة  - ـب      

)بيّن أن المعادلة  -أ  (2 ) 0g x   تقبل حلا  وحيدا  0,7حيث 0,8   . 

) إشارة  xاستنتج حسب قيم العدد الحقيقي  -بـ  )g x  . 

II)  نعتبر الدالة العدديةfكما يلي  : المعرّفة على 
3

2

2 1
( )

2 2 1

x x
f x

x x

 


 
  

ليكن و          fC معلم متعامد ومتجانسالمستوي المنسوب إلى تمثيلها البياني في , ;O i j  

limحسب أ (1 ( )
x

f x


limو   ( )
x

f x


. 

: من xبيّن أنه من أجل كل -أ  (2   2

1 1 3
( ) 1

2 2 2 2 1

x
f x x

x x


  

 
 

             

 
ن) 5ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن
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استنتج أن المنحنى -بـ       fCيقبل مستقيما مقاربا مائلا . يطلب تعيين معادلة له 

أدرس الوضع النسبي للمنحنى  -جـ       fCو   . 

: من xبيّن أنه من أجل كل -أ  (3
 

 2
2

( )
2 2 1

x g x
f x

x x


 

 
 

)استنتج إشارة -ـ ب      )f x حسب قيمx  الدالةل جدول تغيرات شكّثمf.( نأخذ( ) 0,1f    ) 

)المعادلة ثم حل في f(1)أحسب  (4 ) 0f x  . 

أنشئ المستقيم  (5  و المنحنى fC . 

كما يلي  : الدالة المعرفة على hلتكن (6
3 2

2

4 2 1
( )

2 2 1

x x x
h x

x x

  


 
 . 

و                     hC  السابق . علمالمتمثيلها البياني في 

):  من xتحقق أنه من أجل كل -أ      ) ( ) 2h x f x   . 

استنتج أن  -بـ       hCهو صورة fCبتحويل نقطي بسيط يطلب تعيينه ، ثم أنشئ hC 

 

   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

 nu: المتتالية العددية المعرّفة كما يلي
 0 1u  و من أجل كل عدد طبيعيn  ،1

2 4

3 3
n nu u   

 و     nvكما يلي : من أجل كل عدد طبيعي  المتتالية العددية المعرّفةn  ،4n nv u   

تبيان أن (1 nv : متتالية هندسية 

 ، nلدينا : من من أجل كل عدد طبيعي

 1 1

2 4 2 4 12 2 8 2 2
4 4 4

3 3 3 3 3 3 3 3 3
n n n n n n nv u u u u u v             

 

و منه  المتتالية nv هندسية أساسها
2

3
q    0و حدها الأول 0 4 5v u   . 

 :  nبدلالة nvكتابة  (2

n ،0من أجل كل عدد طبيعي

n

nv v q  و منه
2

5
3

n

nv
   
 

 . 

  كتابةnv بدلالةn  : 

n ،4nمن أجل كل عدد طبيعي nu v   و منه
2

5 4
3

n

nu
    
 

 . 

 دراسة اتجاه تغيّر المتتالية (3 nu : 

 ،  nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي

1 1

1

2 2 2 2 2 2 5 2
5 4 5 4 5 5 5 1

3 3 3 3 3 3 3 3

n n n n n n

n nu u

 



                                              
                   

 

n،  1كل عدد طبيعي و بما أنه : من أجل 0n nu u      المتتاليةفإن nu متناقصة تماما على  . 
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 حيث : nSحساب  المجموع (4

   

   

0 1 0 1

11

0

... ... 4 4 ... 4

1 2
4 1 15 1 4 1

1 3



           

                     

n n n

nn

S u u u v v v

q
v n n

q

5)  nwكما يلي :المتتالية العددية المعرفة على 
1

5 1
5

n

n

w
v

 
   

 . 

تبيان أن المتتالية -أ nw متزايدة تماما على: 

لدينا : المتتالية     nv و منه  من أجل كل عدد طبيعي متزايدة  تماما علىn  ،1n nv v  

15و منه      5n nv v       و بالتالي
1

1 1

5 5n nv v


 

   أي  

1

1 1
1 1

5 5n nv v

  
 

  

و منه   
1

1 1
5 1 5 1

5 5n nv v

   
         

 

1nإذن :     nw w   ،من أجل كل عدد طبيعيn  و عليه المتتالية ، nw متزايدة تماما على. 

حساب : -بـ 
  lim n n

n
u w


. 

           lim lim 4 0n n n n
n n

u w v w
 

      : لأنlim 0n
n

v


  و
1

lim 5 lim 1 4
5

n
n n

n

w
v 

 
     

 

 

 

A،B وC : النقط من الفضاء بحيث 2; 1;1A   ، 1;2;1B   ، 1; 1;2C    و 1;1;1D . 

 تعيّن مستويا. Cو A،Bالتحقق أنّ النقط  -أ (1

) لدينا :   3;3;0)AB  و( 1;0;1)AC    و
1 0

3 3





 Cو A،Bليسا مرتبطين خطيا أي AC و ABبالتالي الشعاعان

 تعيّن مستويا  .  ليست  في استقامية  و بالتالي فهي  

)هو شعاع ناظمي للمستوي  n(1;1;1)تبيان أنّ  -بـ  )ABC. 

لدينا :       
. 3 1 3 1 0 1 0

. 1 1 0 1 1 1 0

n AB

n AC

        


       
و منه

n AB

n AC

 



)ناظمي للمستوي  n(1;1;1)إذن الشعاع   )ABC. 

)كتابة معادلة ديكارتية للمستوي  -جـ  )ABC: 

)شعاع ناظمي للمستوي  n(1;1;1)لدينا:         )ABC و منه معادلة لـ( )ABC 0من الشكل   x y z d. 
)و        )A ABC   2يعني 1 1 0d     : 2أيd   و عليه معادلة للمستوي( )ABC:2من الشكل 0   x y z  . 

مرجح الجملة المثقلة Gالنقطة  (2 ( ;1),( ;2),( ; 1)A B C . 

 :Gحساب إحداثيات -أ 

لدينا :          

 

 

2 2 1 12 1

1 2 1 2 2

1 2 2 12
2

1 2 1 2

2 1 2 1 2 1

1 2 1 2 2

A B C
G

A B C
G

A B C
G

x x y
x

y y y
y

z z z
z

     
     

      
    

         

و منه   
1 1

;2;
2 2

G
  
 

 . 

) -بـ  ) مجموعة النقطM  :2من الفضاء التي تحقق 2MA MB MC MD    

      2 2MA MB MC MD  2تكافئ 2MG MD تكافئMG MD تكافئMG MD  

)و منه المجموعة       ) هي المستوي المحوري للقطعة المستقيمة GD. 
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)إثبات أنّ معادلة  -جـ  ) : 6هي 4 2 3 0x y z   . 

)يكفي إثبات أن :          )I   وn k GD بحيث ،
1 3 3

; ;
4 2 4

I
 
 
 

منتصف القطعة  GD  6)و; 4;2)n لـ  شعاع ناظم( ). 

6لدينا :         3 3
6 4 2 3 4 2 3 0

4 2 4
         I I Ix y z و منه( )I    و لدينا ، 

3 1
; 1;

2 2
GD

  
 

4n و منه GD . 

 )يمكن إستخدام طرق أخرى(
)تبيان أنّ المستويين  (3 )ABC  و( )  يتقاطعان  وفق مسقيم( ). مع تعيين تمثيل وسيطي له 

)شعاع ناظمي لـ n(1;1;1)لدينا :  )ABC  6)و; 4;2)n شعاع ناظمي لـ( ) . 

n وn  ليسا مرتبطين خطيا و بالتالي المستويان( )ABC  و( )  يتقاطعان  وفق مسقيم( ). 

 ( ): المستقيم المعرّف بـ 
2 0

6 4 2 3 0

x y z

x y z

   
    

z و منه  بوضع t نجد 

1 3

2 5

3 2

2 5

  

   





x t

y t t

z t

 و هذه 

)تمثيل وسيطيي للمستقيمالجملة هي    ) . 
 

 

 التالية  : zالمعادلة ذات المجهولحل في  (1
2 6 2 36 0  z z    

 لدينا :   2 2

6 2 4 1 36 2 36 6 2          i: و منه للمعادلة حلّين مركبين هما 

 1

6 2 6 2
3 2 3 2 3 2 1

2


    

i
z i i       و 2

6 2 6 2
3 2 3 2 3 2 1

2


    

i
z i i  . 

لدينا :      (2 3 2 1 Az i           ،B Az z          ،6 2Cz          3و 2
2

 C
D

z
z. 

و  Az ،Bzكتابة -أ 1 Ai z  . على الشكل الأسّي  

 لدينا :  3 2 1 Az i : 6 و منهAz. 

 ، يكون : Azعمدة للعدد المركب Aو بفرض 

3 2 2
cos

6 2

3 2 2
sin

6 2


 


  





A

A

، و منه  arg 2
4

 
 Az kحيث ،k  

46 إذن :   


i

Az e . 

46و  لدينا :     


 


i

B Az z e     و  4 4 21 2 6 6 2   
  

i i i

Ai z e e e 

حساب  -بـ 
  2014

1

6 2

 
 
 

Ai z
 . 

   

2014
2014 2014

2
503 210072

1 6 2
1

6 2 6 2

i
i iA i i

i z e
e e e e




   
 

                    

 

 :Dتنتمي إلى نفس الدائرة التي مركزها  Cو O ،A ،Bتبيان أن النقط -جـ 
DOلنثبت أن :         DA DB DC   
3لدينا :         2 3 2   O Dz z        و 3 2 1 3 2 3 2 3 2     A Dz z i i 

و           3 2 1 3 2 3 2 3 2      B Dz z i i        6و 2 3 2 3 2   C Dz z 

 ثالثالتمرين الحل مقترح  



 

 90 

3و منه        2DO DA DB DC   و بالتالي النقطO،A،BوC تنتمي إلى الدائرة التي مركزهاD و 

3نصف قطرها        2  

حساب  -د



B C

A C

z z

z z
  : 

 
 

 3 2 3 23 2 1 6 2 3 2 3 2

3 2 1 6 2 3 2 3 2 3 2 3 2

   
   

      
B C

A C

i iiz z i
i

z z i i i
 

إيجاد قيس للزاوية ,CA CB : 

لدينا  arg arg
2

 
   

B C

A C

z z
i

z z
و منه   ,

2
CA CB 


. 

 : OACBطبيعة الرباعي

لدينا : 



B C

A C

z z
i

z z
 يعني : 

1

arg
2

 
 


     



B C

A C

B C

A C

z z

z z

z z

z z

و منه   ,
2

CA CB

CA CB






   المثلثو بالتاليACBقائم فيC  و 

منتصف القطعة Dالساقين و لدينا النقطة متساوي AB لأن
2


 A B

D

z z
z و كذلك منتصف القطعة OC  

لأن
2

 C
D

z
z و منه الرباعيOACB . مربع 

و زاويته  Oالدوران الذي مركزه Rليكن (3
2


 

R : العبارة المركّبة للدوران -أ 2   


i

O Oz z e z z و منه z iz . 

Cتعيين لاحقة النقطة  -بـ   صورةC بالدورانR   :6 2  C Cz iz i 

 التحقق أن النقطA،C  وC   إستقامية :في 

 يكفي إثبات أن : 
  


C C

A C

z z

z z
 . 

6لدينا :   2 6 2
2

3 2 3 2

  
 

 
C C

A C

z z i

z z i
Cو A،Cو منه النقط   . في إستقامية 

Aتعيين لاحقة النقطة  -جـ  صورةA بالدورانR :    3 2 1 3 2 1      A Az iz i i i 

 : Rبالدوران OACBالرباعيتعيين صورة        

Bأولا لنعيّن لاحقة النقطة        صورةB بالدورانR :    3 2 1 3 2 1      B B Az iz i i i z 

OACهي الرباعي Rبالدوران OACBالرباعي صورةإذن :      A   : لأن. R O O، R A A ، R C C  

و        R B A  

 

 

 f  الدالة العددية  المعرفة على المجال 0;  :كما يلي
2ln

( ) 1
x

f x
x

 
  

 ـ أ (1
0 0

2ln
lim ( ) lim 1
x x

x
f x

x 
 

     
 

  

0xالمستقيم ذو المعادلةالتفسير البياني :      (حامل محور التراتيب )للمنحنى مقارب fC  . 
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2ln

lim ( ) lim 1 1
x x

x
f x

x 

    
 

،  لأن :  
ln

lim 0
x

x

x
 . 

1yالمستقيم ذو المعادلةالتفسير البياني :           أفقي للمنحنى مقارب fCعند  . 

على المجال fدراسة  إتجاه تغيّر الدالة  ـ بـ 0; : 

 قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة    0;و من أجل كل ،x من 0; : 

 
2 2 2

2
1 2ln 2 1 ln2 2ln

( )

x x xxxf x
x x x

       

)إشارة    )f x  1من إشارة ln x. 
 
 

 

متزايدة على المجال fالدالة   0;e و متناقصة على المجال ;e  . 

 :fالدالة ات جدول تغيّر 
 
 
 
 

 
 

)دراسة وضعية المنحنى ـ أ (2 )fC بالنسبة إلى المستقيم( )  : 1الذي معادلتهy . 

لدينا :  
2ln 2ln

( ) 1 1
x x

f x y
x x

     و منه إشارة الفرق من إشارةln x  لأن
2

0
x
 من أجل كل 0;x   . 

 

 
 
 
 
 

 
)كتابة معادلة المماس ـ بـ )Tللمنحنى( )fC 1في النقطة ذات الفاصلة. 

لدينا :             : 1 1 1T y f x f      و  منه  : 2 1T y x  .

)تبيان  أن المعادلة  ـ جـ ) 0f x   تقبل في المجال 0;1  حلا وحيدا 0,4، حيث 0,3
e e  . 

مستمرة  و متزايدة تماما على المجال fالدالة         0;1 و 0,4 0,3; 0;1e e
       و

 
 

0,4

0,3

0,2

0,2

f e

f e





  



 

أي            0,4 0,3 0f e f e
     و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة( ) 0f x   تقبل حلا 

0,4يث بحوحيدا       0,3
e e  . 

 
 
 
 
 
 
 
 

                          e                            0  x 

           0            f x
 

 

                              e                                  0  x 

       0           f x
 

11 2e
 

 
 

                                                                

 
 f x

 

 

                                  1                                      0  x 

                 0                      f x y
 

                                                                                
      

( )fCفوق( )                                                            ( )fC تحت( )   
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  A(1;1)في النقطة



 

 92 

 الرسم : (3

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

المعرفة على  hلتكن الدالة  (4 0  :كما يلي
2ln

( ) 1
x

h x
x

 . 

 غير معدوم :xمن أجل كل عدد حقيقي ـ أ 

2ln 2ln 2ln 2ln
( ) ( ) 1 1 1 1 0

x x x x
h x h x

x x x x


          


 

)زوجية و تمثيلها البياني hنستنتج أن الدالة      )hC . متناظر  بالنسبة لحامل محور التراتيب 

)كيفية إنشاء  المنحنى  ـ بـ )hC إعتمادا على المنحنى( )fC: 

من أجل        0;x   يكون ، ( )f x h x  و بالتالي( )hC منطبق على( )fC . 

من أجل        ;0x    ،( )hC نظير( )fC بالنسبة لحامل محور التراتيب لكون الدالةh . زوجية 
 أنظر الشكل .الرسم :        

 المناقشة البيانية : ـ جـ

       2ln ( 1)x m x 2تكافئln ( 1)x m x  تكافئ
2ln

1
x

m
x

    أي h x m   

)و منه حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى         )hC و المستقيم ذي المعادلةy m  . 

  لما         ;0m   .  المعادلة تقبل حلّين 

لما         
2

0;1m
e

    
 المعادلة تقبل أربعة حلول . 

لما       
2

1m
e

   (مضاعفين )المعادلة تقبل حلّين. 

لما      
2

1 ;m
e

     
 المعادلة ليس لها حلول . 

 

 

 

 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

( )fC
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

(I نعتبر المتتالية العددية nu بـ :المعرّفة على 

1

2



n

nu e   

تبيان أن (1 nu: متتالية هندسية  

،  nلدينا : من من أجل كل عدد طبيعي
 1 1 1

1 1
12 2 2

1

1n n n

n nu e e e e u
e

     
      

و منه  المتتالية nu هندسية أساسها
1

q
e

   و حدها الأول
1 1

0
2 2

0u e e e


   . 

limحساب (2 n
n

u


  : 

1

2
1

lim lim lim 0

n
n

n
n n n

u e e
e



  

       
   

  

نستنتج أن المتتالية nu . متقاربة 

 : nSالمجموعحساب  (3

  

1

1
1

0 1 0

1
1

1
... 1

11 1
1




 

                      
 

n

n
n

n n

q e ee
S u u u u e e

q e

e

 

II) من أجل كل عدد طبيعيn ، lnn nv u     

 :  nبدلالة  nv كتابة (1

n ،من أجل كل عدد طبيعيلدينا :  lnn nv u     و منه 
1

2
1

ln ln
2

n

n nv u e n
 

    
 

 . 

استنتاج نوع المتتالية nv : 

n  ،من أجل كل عدد طبيعيلدينا :  1

1 1
1 1

2 2
n nv v n n

         
 

     

و منه المتتالية nv 1حسابية أساسهاr    و حدّها الأول   0 0

1
ln ln

2
v u e   . 

حساب العدد  -أ  (2
nP : 

، nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :    

 0 1 2 0 1 0 1ln ... ln ln ... ln ...n n n nP u u u u u u u v v v             

و منه         2

0

1 11 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
n n

n nn n n
P v v n

           
 

 

بحيث : nتعيين مجموعة قيم العدد الطبيعي -بـ 
 

4 0nP n . 

  4 0nP n يكافئ
21

4 0
2

n
n


  يكافئ

21 8
0

2

n n 
  21يكافئ 1

4 0
2 2

n n    

 و لدينا :      
21 1

4 0
2 2

n n   4يكافئ 17;4 17n       أي 0;8n  

4بحيث  nو منه مجموعة قيم العدد الطبيعي      0nP n : هي 0;1;2;3;4;5;6;7;8 . 
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A،B  وC  : النقط من الفضاء بحيث 1; 1; 2A    ، 1; 2; 3B    و 2;0;0C  . 

 ليست في استقامية. Cو  A،Bإثبات أن  -أ (1

;0) لدينا :    1; 1)AB   (2;1;1)وAC  0و 1

1 1


   الشعاعانبالتالي AB و AC ليسا مرتبطين خطيا أي أنA،B وC  

 تعيّن مستويا  .  ليست في استقامية  ، إذن  فهي  
)كتابة تمثيل وسيطي للمستوي -بـ  )ABC: 

)ليست في استقامية  فإن Cو A،Bالنقطبما أن     , )AB AC أساس للمستوي( )ABC . 

)و منه تمثيل وسيطي للمستوي   )ABC    : من الشكل  2,     ،
1

1

2 2

x

y

z


 
 

 
    
    

. 

2التحقق أنّ  -جـ  0x y z    هي معادلة ديكارتية للمستوي( )ABC. 
 تحقق المعادلة . Cو A،Bيكفي إثبات أن إحداثيات النقط  

 A ABC  لأن 2 1 1 2 2 0A A Ax y z          

 B ABC  لأن 2 1 2 3 2 0B B Bx y z          

 C ABC  2لأن 2 0 0 2 0C C Cx y z        

2) ( )P  و( )Qالمستويان( )P  و( )Q: المعرّفان بالمعادلتين( ) : 2 5 0P x y z       و( ) :3 2 10 0Q x y z    . 

)إثبات أنّ )P  و( )Qيتقاطعان وفق المستقيم( ) :ذي التمثيل الوسيطي(t   ،
3

1

x t

y t

z t

 
  
  

. 

;1)لدينا :  1; 2)n   شعاع ناظمي لـ( )P  2;3)و; 1)n شعاع ناظمي لـ( )Q . 

n وn  ليسا مرتبطين خطيا و بالتالي المستويان( )P  و( )Q يتقاطعان  وفق مسقيم . 

 و لدينا :
     
     

3 2 1 5 0

3 3 2 1 10 0

t t t

t t t

       


      
و منه   ( )P و  ( )Q    أي   ( )Q P  . 

)تعيين تقاطع المستويات (3 )ABC ،( )P  و( )Q. 
لدينا :        ( )ABC Q P ABC     

لدينا  

3

1

2 0

x t

y t

z t

x y z

 
  
  
    

يكافئ        3 1 2 0t t t        6أيt    . 

)في التمثيل الوسيطي لـ  tوبتعويض قيمة )نجد( 9;6; 5)  و هي إحداثيات النقطةE  نقطة تقاطع( )ABC ،( )P  و
( )Q. 

4) ( ; ; )M x y z  نقطة  من الفضاء .  نسمي( ,( ))d M P المسافة بينMو( )P و( ,( ))d M Q المسافة بينMو( )Q . 

)تعيين المجموعة            ) للنقطM  : 6بحيث ( ,( )) 14 ( ,( ))d M P d M Q  . 

         6 ( ,( )) 14 ( ,( ))d M P d M Q   2معناه 5 3 2 10x y z x y z       

أي :       أو 
 

2 5 3 2 10

2 5 3 2 10

x y z x y z

x y z x y z

      
        

أي :       أو  
2 3 5 0

4 3 15 0

x y z

x y z

   
    

 

و منه  مجموعة النقط             : 2 هي إتحاد مستويين معادلتاهما 3 5 0x y z    4 و 3 15 0x y z    . 
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 التالية  : zالمعادلة ذات المجهولحل في  (1  2 2 5 0   z i z z   

  2 2 5 0   z i z z: تكافئz i     2أو 2 5 0  z z     

 المعادلة :لنحل في 
2 2 5 0  z z    

 لدينا :   2 222 4 1 5 16 16 4         i i: و منه للمعادلة حلّين مركبين هما 

1

2 4
1 2

2


  

i
z i       2و

2 4
1 2

2


  

i
z i  . 

إذن مجموعة حلول المعادلة  2 2 5 0   z i z z  : هي ;1 2 ;1 2  S i i i. 

المستوي المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس في (2 ; ,O u v (1وحدة الطولcm ) 

 . ،           ،            لواحقها على الترتيب :    Cو A ،Bتعطى النقط

 : و ، النقطإنشاء  -أ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 :    على المسقط العمودي للنقطة لاحقة النقطةتعيين  -بـ 

 :حساب مساحة المثلث -جـ 

 و لأن 

 و زاويته  و نسبته التشابه المباشر الذي مركزه  (3

 : تعيين الكتابة المركّبة للتشابه -أ

 .   أي : و منه    لدينا :    

 :تساوي بالتشابهتبيان أن مساحة صورة المثلث -بـ 

 .  فإن : هي بما أن نسبة التشابه  

 .   حيث : مجموعة النقط تعيين  (4

 .تكافئ تكافئ تكافئ

 . هي النقطة التي لاحقتهابحيث  و منه مجموعة النقط هي محور القطعة المستقيمة 
 

 

Az i1 2 Bz i1 2 Cz i

ABC

HzHA BC1 Hz i

ABC

21 1
. . 1 4 2

2 2
ABCS AH BC cm    1 1H AAH z z i i     4 4C BBC z z i    

SA
1

22



S

 2
1

2



   
i

A Az z e z z 1

2
   z i z i i

1 1

2 2
   z iz i

ABCS
21

2
cm

S
1

2

2

21 1 2 1
2

2 4 4 2
ABCS S cm

        
 

M1 2  z iz i

1 2  z iz i 2  z i z i2  z z i 2  z z i

 ODD2 Dz i
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I)g3كما يلي :  الدالة العددية المعرفة على 2( ) 2 4 7 4g x x x x    

lim -أ  (1 ( )


 
x

g x  وlim ( )


 
x

g x. 

)2و  على  قابلة للإشتقاق gالدالة -بـ  ) 6 8 7   g x x x. 

)، xمن أجل كل عدد حقيقي ) 0 g x  و بالتالي الدالةg متزايدة تماما على . 

لأن :)   
2

2 2 13
6 8 7 6

3 3

      
 

x x x 26أو لأن : مميّز العبارة 8 7 x x  2و معاملسالب
x موجب تماما) 

 : gجدول تغيّرات الدالة
 
 
 
 
 

 

)تبيان أن المعادلة  -أ (2 ) 0g x   تقبل حلا  وحيدا  0,7حيث 0,8  . 

و   مستمرة  و متزايدة تماما على gالدالة
 
 
0.7 0,37

0.8 0,06

 




g

g
أي    0.7 0.8 0 g g    و منه حسب مبرهنة القيم 

)المتوسطة المعادلة   ) 0g x  تقبل حلا وحيدا0,7يثبح 0,8  . 
) إشارة  -بـ   )g x: 

 
 

II)fكما يلي  :  الدالة العددية المعرّفة على
3

2

2 1
( )

2 2 1

x x
f x

x x

 


 
  

1)  
3

2

1
lim ( ) lim lim

2 2  

 
    

 x x x

x
f x x

x
و  

3

2

1
lim ( ) lim lim

2 2  

 
    

 x x x

x
f x x

x
. 

 ،xمن أجل كل عدد حقيقي  -أ  (2

   
  

   
2 3 3

22 2 2

1 2 2 1 1 31 1 3 2 4 2 2 1
1 ( )

2 2 2 12 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1

        
     

      

x x x xx x x x x
x f x

x xx x x x x x
 

لدينا : -بـ       22

1 1 3 3
lim 1 lim lim 0

2 42 2 2 1  

                   
x x x

x x
f x x

xx x
  

و منه المستقيم  ذو المعادلة 1
1

2
 y x مقارب مائل للمنحنى fC . 

دراسة الوضع النسبي للمنحنى  -جـ  fCو   : 

 لدينا :                     2

1 1 3
1

2 2 2 2 1


    

 
x

f x y f x x
x x

و منه إشارة الفرق  f x y  1من إشارة 3 x: 
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                                                  x 

   g x
 

 
 
 

                                                        

 
 g x

 

 

                                               x 

                0               g x
 

 

                                      1

3
                                x

                        0                     f x y
 

 fCتحت                                                                    fCفوق  

 
                     

 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( )  

في النقطة
1 2

( ; )
3 3

A  



 

 97 

 ،xو من أجل كل عدد حقيقي  قابلة للإشتقاق على fالدالة -أ (3

     
   

 
 

2 2 3 4 3 2

2 2 2
2 2 2

3 2 2 2 1 4 2 2 1 2 4 7 4
( )

2 2 1 2 2 1 2 2 1

            
     

x x x x x x x g xx x x x
f x

x x x x x x
 

)إشارة -بـ                      )f x من إشارة. ( )x g x  : 

 
 
 

 : fجدول تغيّرات الدالة     
 
 
 
 
 
 
 

4)  (1) 0f . 
)المعادلة حل في ) 0f x  : 

( ) 0f x 3تكافئ 2 1 0  x x  3تكافئ 2 1 0  x x  تكافئ  21 1 0   x x x 

)إذن حلول المعادلة ) 0f x   : هي
1 5 1 5

;1;
2 2

     
 

 
. 

 الرسم :  (5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

6) h كما يلي  : الدالة المعرفة على
3 2

2

4 2 1
( )

2 2 1

x x x
h x

x x

  


 
 . 

 : xالتحقق : من أجل كل عدد حقيقي -أ 

 3 23 3 2

2 2 2

2 1 2 2 2 12 1 4 2 1
( ) 2 2 ( )

2 2 1 2 2 1 2 2 1

        
     

     

x x x xx x x x x
f x h x

x x x x x x
 

المنحنى   -بـ  hCهو صورة fCبالإنسحاب الذي شعاعه 0; 2v . 

 الرسم : أنظر الشكل السابق .       
 

                                   0                  x 

            0                 0                 f x
 

 

                                   0                 x 

          0                 0                 f x
 

                                         1 
 
 

                           f                                

 
 f x

 

 

 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

-1

-2

-3

0 1

1

 fC  

 hC  
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 شعبة علوم تجريبية   2015لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k
 

 . D(4;1;1)و   A   ،(1;2;2)B   ،(3;3;1)C(0;1;2)، نعتبر النقط :

1تعيّن مستويا  و أنّ  Cو A،Bتحقق أنّ النقط (1 0   x y z . معادلة ديكارتية له 

متقايس الأضلاع ، ثمّ تحقق أنّ مساحته هي ABCبيّن أنّ المثلث (2
3 3

2
 وحدة مساحة . 

)عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم (3 ) المستويالعمودي على( )ABCو الذي يشمل النقطةD. 

)على المستويDهي المسقط العمودي للنقطةEالنقطة  (4 )ABC 

)و  المستوي Dأحسب المسافة بين النقطةثمّ Eعيّن إحداثيات النقطة -أ )ABC. 

)عيّن مركزي سطحي الكرتين اللذين يمسّان -بـ  )ABC في النقطةE 3و نصف قطر كل منهما  
 .ABCDرباعي الوجوه  أحسب حجم (5
 

 

I) عيّن العددين المركّبين و :  حيث   
2 3

2 3 2 3

  

     i

                               .    مرافق و  مرافق مع    

(II  المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O u v  .A ،B وC   لواحقها على  الترتيب  : النقط التي 

3 3

2 2
  Az i                       ،B Az z                   ،3




i

A Cz z e . 

بحيث يكون nعلى الشكل الأسّي ثم عيّن قيم العدد الطبيعي CzوAzأكتب  -أ(1
 
 
 

n

A

C

z

z
 حقيقيا سالبا .

تحقق أن العدد المركّب -بـ 
2015 1962 1435

2
3 3 3

           
     

A B Cz z z
 حقيقي  .

2 )D1النقطة ذات اللاحقة Dz i  

 . Aإلى Dو يحوّل Oالذي مركزه Sحدّد النسبة و زاوية للتشابه -أ       

Aأكتب -بـ       

D

z

z
 من :على الشكل الجبري ثم استنتج القيمة المضبوطة لكل  

7
cos

12

 
 
 

و 
7

sin
12

 
 
 

  . 

 :التي تحقق  zذات اللاحقةMعيّن مجموعة النقط(3 
7

121

 
 
  

i

z k i e  .يمسح kحيث  
 

 

  nu: المتتالية العددية المعرفة بـــ 
2

0 1u e  و من أجل كل عدد طبيعيn :   2

1 1 1n nu u e


   . 

 . 3uو 1u ،2u أحسب : (1

n :1أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 0nu   

بيّن أن المتتالية (3 nu . متناقصة . هل هي متقاربة ؟ علّل 

n  :نضع من أجل كل عدد طبيعي (4  3 1n nv u  

أثبت أن -أ nv.متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

             

 
ن) 4,5(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 4,5ثاني(التمرين ال

ن) )ن4(

             

 
ن) 4,5ثالث(التمرين ال

ن) )ن5(
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أكتب  -بـ 
nv  و

nu بدلالةn  ثم أحسب ،lim n
n

u


  . 

: من nبيّن أنه من أجل كل -جـ   0 1 2ln ln ln ... ln 1 2 ln3nv v v v n n         
 

)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس   ; , )O i j. 

 

(I  ( )التمثيل البياني للدالةlnx x  و( ) 3المستقيم ذو المعادلةy x   
    هي فاصلة نقطة تقاطع( )  و( ). 

)بقراءة بيانية حدد وضعية  (1 )  بالنسبة إلى( )  على 0;. 

2) g الدالة المعرفة على المجال 0; : بـ( ) 3 lng x x x  . 

)إشارة  xإستنتج حسب قيم  )g x. 

2,2:  تحقق أن (3 2,3 . 
 

(II  f الدالة المعرفة على المجال 0;  : بـ 1
( ) 1 ln 2f x x

x

    
 

)و   )fC . تمثيلها البياني 

أحسب  (1
0

lim ( )
x

f x



limو   ( )
x

f x


. 

من  xأثبت أنه من أجل كل (2 0;  :
2

( )
'( )

g x
f x

x
   ،  ثم شكّل جدول تغيرات الدالةf. 

بيّن أنّ:  (3
2( 1)

( )f



 
 ثم إستنتج حصرا  للعدد  ،( )f . 

)أدرس وضعية  (4 )fC  بالنسبة إلى حامل محور الفواصل؛ ثم أنشئ( )fC  20على المجال;e  . 

(III F الدالة الأصلية للدالةf  على المجال 0;  :(1)و التي تحقق 3F  . 

 يقبل مماسين موازيين لحامل محور الفواصل في نقطتين يطلب تعيين فاصلتيهما. Fبيّن أنّ منحنى الدالة  (1

lnxبيّن أنّ  (2 x x x هي دالة أصلية للدالةlnx xعلى 0;   ثم إستنتج عبارة الدالة    ،F. 
 
 
 
 

 

في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k
 

;A  ،(0;4(1;4;2)، نعتبر النقط  3)B  ،(3;1; 3)C ،(1;0; 2)D  

 أجب بصحيح أو خطأ مع التعليل في كل حالة من الحالات الاتية :
 ليست في استقامية . Cو A،Bالنقط (1
2)  2 2 11 0   x y zمعادلة ديكارتية للمستوي( )ABC. 

;2;3)النقطة (3 1)Eهي المسقط العمودي للنقطةDعلى المستوي( )ABC. 

)المستقيمان (4 )ABو( )CD.من نفس المستوي 

5) t   ،

2 1

1

1

 
  
   

x t

y t

z t

)تمثيل وسيطي للمستقيم  )CD. 

حيث النقطة و  يوجد عددان حقيقيان  (6
3 9

( ;4; )
5 5

Iمرجح الجملة    ; , ; A B . 

 

             

 
ن) 6,5رابع(التمرين ال

ن) )ن7(

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال
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في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O u v نعتبر النقطA ،B وC   لواحقها على  الترتيب : التي 

       Az ،Bz وCz     : 62 حيث




i

Az e                  ، B Az z                ،   C A Bz z z . 

 .على الشكل الأسّي Czو Bzأكتب كلا من العددين المركّبين -أ(1

تنتمي إلى دائرة  Cو A ،Bاستنتج أن النقط  -بـ        . يطلب تعيين مركزها و نصف قطرها 

الدائرة  أنشىء    -جـ        النقطوA ،B وC.  

3تحقق أن :  -أ( 2







i
B C

B A

z z
e

z z
 

 مركز ثقل هذا المثلث  . Oمتقايس الأضلاع  و أن النقطةABCاستنتج أن المثلث -بـ        

عيّن و أنشىء    -جـ         Eمجموعة النقطMذات اللاحقةz  3 :حيث  z z i. 

 .A إلى C ويحوّلO الذي مركزهr عيّن زاوية للدوران -أ (3

أثبت أن صورة -بـ         E بالدوران rهي محور القطعة OB . 
 

 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  ; ,O i j   

(I f الدالة المعرفة على المجال 0;  : بــ  4 1

1

x
f x

x





  

 

و   fC . تمثيلها البياني 

على المجال fعيّن اتجاه تغيّر الدالة (1 0;  

أدرس وضعية (2 fC بالنسبة للمستقيم D  : ذي المعادلةy x  

مثّل (3 fC و D على المجال 0;6 . 

  (IIنعتبر المتتاليتين nu و nv  كما يلي المعرفتين على  :
 

0

1

2

n n

u

u f u


      

و      
 

0

1

5

n n

v

v f v


 

    

2الحدود أنشئ على حامل محور الفواصل -أ  (1 1 0, ,u u u 3وu ،2 1 0, ,v v v 3وv .دون حسابها 

خّمن اتجاه تغير و تقارب كل من المتتاليتين -بـ         nu و nv . 

2: من nأثبت أنه من أجل كل  -أ  (2 nu   5وnv    : حيث 
3 13

2
 
   

استنتج اتجاه تغير كل من المتتاليتين -بـ         nu و nv . 

 :من nأثبت أنه من أجل كل  -أ  (3 1 1

1

3
n n n nv u v u    

 :من  nأنه من أجل كل  بيّن -بـ     

1
1

0
3

n

n nv u


    
 

 

 استنتج أن : -جـ        lim 0n n
n

v u


  ،   ثم حدّد نهاية كل من nu و nv . 

 

 

 (I  g2بـ : الدالة العددية المعرّفة على 2( ) 1 2 x
g x x e

  . 

 . علىgأدرس إتجاه تغيّر الدالة (1

)بيّن أنّ المعادلة  (2 ) 0g x   تقبل حلا وحيدا 0,36، ثمّ تحقّق أنّ: في 0,37 . 

)إستنتج إشارة  (3 )g x على. 

             

 
 ن) 5ثاني(التمرين ال

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 6رابع(التمرين ال

)ن
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(II f2بـ  : المعرفة على الدالة العددية 2( ) 1x
f x xe x

  . 

و          fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

2: من xبيّن أنّه من أجل كل  -أ (1 2'( ) ( )x
f x e g x

 . 

متناقصة تماما على المجال  fإستنتج أنّ الدالة  -بـ  ;    و متزايدة تماما على ; . 

 .f، ثم شكل جدول تغيرات الدالةو عند  عند fأحسب نهاية  (2

أحسب (3 lim ( ) 1
x

f x x


  .ثمّ فسّر النتيجة هندسيا 

)أدرس وضعية (4 )fCبالنسبة إلى المستقيم( ) 1الذي معادلتهy x  . 

)أنشئ (5 )و( )fC على المجال
1

;
2

   
)،  نأخذ  ) 0,1f  . 

2: منxتحقق أنّه من أجل كل  -أ (6 22 ( ) '( ) "( ) 1 2 3 x
f x f x f x x e

    . 

 . علىfإستنتج دالة أصلية للدالة -بـ 

 

   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 
A،B ،CوD : (0;1;2)النقط من الفضاء بحيثA   ،(1;2;2)B   ،(3;3;1)C   (4;1;1)وD. 

 تعيّن مستويا  : Cو A،Bالتحقق أنّ النقط (1

لدينا :  1;1;2AB   و 1;2;1AC و
1 1

1 2


و بالتالي الشعاعانAB و AC أن النقطليسا مرتبطين خطيا أيA،B و

C تعيّن مستويا  .  ليست في استقامية  إذن فهي 

  : 1التحقق أن 0x y z    معادلة للمستوي ABC : 

 تحقق المعادلة المعطاة . Cو A،Bيكفي إثبات أن إحداثيات النقط  

 A ABC  1لأن 2 1 0 1 0A A Ax y z         

 B ABC  1لأن 1 2 2 1 0B B Bx y z         

 C ABC  1لأن 3 3 1 1 0C C Cx y z        

 متقايس الأضلاع :ABCتبيان أنّ المثلث (2

 لدينا : 1;1;2AB  ، 1;2;1AC   و 2;1; 1BC   6و منهAB AC BC   و بالتالي المثلثABC متقايس
 الأضلاع .

 التحقق أنّ مساحةABC  : هي
3 3

2
 وحدة مساحة 

 2
2 23 3 3 6 3 3 3

6
4 4 4 4 2

ABCS a AB     

)تعيين تمثيل وسيطي للمستقيم (3 )العمودي على المستوي( )ABCو الذي يشمل النقطةD: 

( ) ( )ABC  معناه 1; 1;1n  الناظمي لـ( )ABC  هو شعاع توجيه لـ( ). 

)و منه تمثيل وسيطي للمستقيم  ) : من الشكل 
1

1

4

x t

y t t

z t

 
    
  

. 

 التمرين الأولحل مقترح  
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)على المستويDهي المسقط العمودي للنقطةEالنقطة  (4 )ABC 

 : Eتعيين إحداثيات النقطة -أ

)هي نقطة تقاطع المستوي Eالنقطة  )ABC و المستقيم( ) . 

لدينا     

1

1

4

1 0

x t

y t

z t

x y z

 
   
  
    

يكافئ        1 1 4 1 0t t t         1أيt    . 

)في التمثيل الوسيطي لـ  tو بتعويض قيمة   )و هي إحداثيات النقطة (3;2;0)نجدE  . 
 حساب المسافة بين النقطةD و  المستوي( )ABC: 

 
 22 2

1 3
,( ) 3

31 1 1

D D Dx y z
d D ABC

  
  

  
 

)تعيين مركزي سطحي الكرتين اللذين يمسّان -بـ  )ABC في النقطةE 3و نصف قطر كل منهما : 

لدينا :    ,( ) 3d D ABC   و منه إحدى الكرتين مركزهاD و الأخرى مركزهاD  نظيرةD  بالنسبة لـE. 

منتصف  Eلدينا   DD و منهED ED    أيED DE   ، 

و    1;1; 1DE   و ; 2; 3D D DED x y z     : ومنه بالمطابقة نجد  1;3;2D  . 

 .ABCDحساب حجم رباعي الوجوه  (5

1

3
ABCD ABCV S h    : بحيث ,( ) 3h d D ABC  

 و  منه : 
1 3 3 3

3
3 2 2

ABCDV     

 

 

I) حيث  : و تعيين العددين المركّبين       

   و بالجمع طرف  لطرف نجد : تكافئ   

 .  نجد : و بتعويض قيمة  أي : 

(II   ، لواحقها على  الترتيب  : النقط من المستوي التي    و             ،          ، . 

 على الشكل الأسّي : و كتابة  -أ (1

 . و منه : لدينا :      

، حيث، و منه  ، يكون : عمدة للعدد المركب و بفرض 

 

 .  إذن : 


2 3

2 3 2 3

 

 

  


    i

2 3

2 3 2 3

 

 

  


    i

2 3

2 3 2 3

 

 

  


    i
4 6 2 3    i

3 3

2 2
    i3  i

ABC
3 3

2 2
  Az iB Az z3




i

A Cz z e

AzCz

3 3

2 2
  Az i3Az

AAz

3
32cos

23

3
12sin
23





  
 




  

A

A

  5
arg 2

6

  Az k

k 
5

63




i

Az e
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 . أي      و منه   و لدينا : 

 حقيقيا سالبا :بحيث يكون تعيين  قيم العدد الطبيعي 

  لدينا :

 . حقيقي سالب معناه  

  يكافئ  يكافئ  

 يكافئ   

 حقيقي : التحقق أن العدد المركّب -بـ 

 

  النقطة ذات اللاحقة  (2
 : إلى و يحوّل الذي مركزه تحديد النسبة و زاوية للتشابه -أ

  هي : و منه  نسبة التشابه  و منه لدينا :  

 .  هي و زاوية للتشابه 

 و         و منه      و لدينا :   

 على الشكل الجبري : كتابة -بـ 

  

  و  إستنتاج القيمة المضبوطة لكل من : 

 بالمطابقة مع الشكل الجبري نجد : و لدينا :

 أي :            و منه                  

 .يمسح حيث   :التي تحقق  ذات اللاحقةمجموعة النقطتعيين  (3

 . و   تكافئ  تكافئ تكافئ 

3




i

A Cz z e3





i

C Az z e

55

6 36 3 23 3 3

      
    

ii i i

Cz e e e e

n
 
 
 

n

A

C

z

z

3 3

   
   

   

nn n
i i

A

C

z
e e

z

 
 
 

n

A

C

z

z
arg 2 /

n

A

C

z
k k

z
 

  
     
   

arg 2 
  
    
   

n

A

C

z
k

z
3arg 2



 
 

  
 

n
i

e k 2 1
3

n
k

  

6 3 /n k k  
2015 1962 1435

2
3 3 3

           
     

A B Cz z z

2015 1962 14352015 1962 1435 5 5 7

6 6 62 22 2 2 3 1
3 3 3

   



                              

          

i i ii i
iA B Cz z z

e e e e e e

D1 Dz i

SODA

 
 

S O O

S D A

 



   i

A O D Oz z ke z zS A

D

z
k

z

Sarg
 

  
 

A

D

z

z

7

12

5
5

6
6 4

4

3 3 6

2 2
2




 



  
   

i
i

i
A

i
D

z e
e e

z
e

6

2
 A

D

z
k

z

7
arg

12


 

  
 

A

D

z

z

A

D

z

z

 

  

3 33 3 3 3 3 31
2 2 3 3 3 32 2 2 2 2 2

1 1 1 2 4 4

 
               

  
A

D

i ii i i
z

i
z i i i

7
sin

12

 
 
 

7
cos

12

 
 
 

7

126 6 7 6 7
cos sin

2 2 12 2 12

          
   

i

A

D

z
e i

z

6 7 3 3
cos

2 12 4

6 7 3 3
sin

2 12 4





     
  


     

 

 

2 3 37
cos

12 4 6

2 3 37
sin

12 4 6





      


     
 

7 2 6
cos

12 4

7 2 6
sin

12 4





     
  


     

Mz 
7

121

 
 
  

i

z k i ek

 
7

121

 
 
  

i

z k i e

7

12

 
 
 

i

Dz k z e Az k zOM k OAk

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 . و بالتالي مجموعة النقط هي نصف المستقيم
 

 

  nu: المتتالية العددية المعرفة بـــ 
2

0 1u e  و من أجل كل عدد طبيعيn :   2

1 1 1n nu u e


   . 

 : 3uو 1u ،2uحساب (1

       2 2 2

1 01 1 1 0u u e e e
                      ،  2 2

2 11 1 1u u e e
         

    2 4

3 21 1 1u u e e
      . 

n ،1إثبات أنه من أجل كل عدد طبيعي (2 0nu   : 

نسمي  P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :1 0nu    " 

 نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   2، لدينا

0 1u e   و منه
01 0u   و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أي 0nu   و  نبرهن صحة ، 1P n   أي
11 0nu   . 

1لدينا حسب الفرض  0nu    و لدينا  2

11 1n nu u e


     و منه
11 0nu    و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،1 0nu  . 

تبيان أن المتتالية (3 nu : متناقصة 

n،من أجل كل عدد طبيعيلدينا :        2 2 2

1 1 1 1 1 1 1n n n n n n nu u u e u u e u u e
  

             

1و بما أنه  0nu  ،كل عدد طبيعي من أجلn،  2و 1 0e
    1فإن 0n nu u     المتتاليةو بالتالي nu . متناقصة 

المتتالية  -ـ nu1متناقصة  و محدودة من الأسفل بالعدد   إذن فهي متقاربة ،. 

n  :من أجل كل عدد طبيعي (4  3 1n nv u  

إثبات أن -أ nv: متتالية هندسية 

n  :  لدينا من أجل كل عدد طبيعي         2 2

1 1 3 1 3 1n n n nv u u e e v
 

      

و منه  المتتالية     nv 2هندسية أساسها
q e

   :  و حدها  الأول  2

0 0 3 1 3v u e   . 

 : nبدلالة nvكتابة عبارة  الحد العام  -بـ 

n  :0من أجل كل عدد طبيعي    n

nv v q   و منه 2 2 2 23 3
n

n

nv e e e
      . 

  كتابة عبارة  الحد العامnu بدلالةn : 

n  :من أجل كل عدد طبيعي  3 1n nv u  و منه
1

1
3

n nu v     أي 2 2 2 21
3 1 1

3

n n

n
u e e

        . 

 حسابlim n
n

u


: 

  2 2lim lim 1 1n

n
n n

u e
 

 
        : لأن 

2 2lim 0n

n
e
 


   

: من nتبيان أنه من أجل كل -جـ     0 1 2ln ln ln ... ln 1 2 ln3nv v v v n n         
 ، nلدينا من أجل كل عدد طبيعي

       
 

     
1

1 0 1 2 ... 1 1 112 2 2 2 2 22
0 1 2 ... 3 3 3 3


                    

n n
n n n n nn n n

nv v v v e e e e e e e 

و منه      2

0 1 2ln .... 1 ln 3 n

nv v v v n e
     أي  0 1 2ln ln ln ... ln 1 ln3 2       nv v v v n n. 

 (إستخدام طرق أخرىيمكن )
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 (I   ( )التمثيل البياني للدالةlnx x  و( ) 3المستقيم ذو المعادلةy x   ،  هي فاصلة نقطة تقاطع( )  و( ). 

 بقراءة بيانية : (1

)تحديد  وضعية        )  بالنسبة إلى( )  على المجال 0;: 

من أجل 0;x    ،( )يقع تحت( ) . 

من أجل ;x    ،( )يقع فوق( ) . 

)إشارة  (2 )g x: 

 
 

2,2:  التحقق أن (3 2,3 . 

لدينا :   
 
 
2,2 0,011

2,3 0,13

g

g

 



و منه    2,2 2,3 0g g  2,2أي 2,3  . 

(II   f الدالة المعرفة على المجال 0;  : بـ 1
( ) 1 ln 2f x x

x

    
 

 . 

 النهايات :حساب  (1

   
0 0

1
lim ( ) lim 1 ln 2
x x

f x x
x 

 

          
، لأن :  

 
0

0

1
lim 1

lim ln 2

x

x

x

x









       
   


 

و    1
lim ( ) lim 1 ln 2
x x

f x x
x 

          
، لأن :  

 

1
lim 1 1

lim ln 2

x

x

x

x





      
   

 

من  xتبيان  أنه من أجل كل (2 0;  :
2

( )
'( )

g x
f x

x
    

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة       0;  و  من أجل كل عدد حقيقيx من 0;   : 

     
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 ln 2 1 3 ln
( ) ln 2 1 ln 2

g xx x x x
f x x x

x x x x x x x x x

                  
 

 

 :fالدالة ات جدول تغيّر 
 
 
 

 
 

تبيان أنّ :  (3
2( 1)

( )f



 
 

) لدينا :     ) 0g   أيln 3    : و بالتالي    
21 1 ( 1)

( ) 1 ln 2 1f
              

   

   
  

 . 

)إستنتاج حصر  للعدد  )f : 

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                                                 0  x 

         0             g x
 

 

                                                        0  x 

           0              f x
 

                                                       
 
 

                               f                                

 
 f x
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2,2 لدينا : 2,3   : يكافئ

     2 2 2

1 1 1

2,3 2,3

1,2 1 1,3

1,2 1 1,3

  
   


  







و منه      2 2 2
1,2 1 1,3

2,3 2,2


 




  

و منه  :      2 2
1,3 1,2

2,2 2,3
f     : أي 0,76 0,62f   . 

)دراسة وضعية  (4 )fC .بالنسبة إلى حامل محور الفواصل 

لندرس إشارة     f xعلى المجال 0;. 

 لدينا :       1 1
( ) 1 ln 2 1 2 lnf x x x x

x x

        
 

ومنه إشارة   f x من إشارة  1 2 lnx x   . 

 
 

 

)و منه     )fC2فوق حامل محور الفواصل على كل من المجالين;e   و 0;1 21و تحته على المجال;e     و يتقاطعان في ، 

2و 1النقطتين ذات الفاصلتين  
e . 

 الرسم :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(III F الدالة الأصلية للدالةf  على المجال 0;  :(1)و التي تحقق 3F  . 

 يقبل مماسين موازيين لحامل محور الفواصل في نقطتين يطلب تعيين فاصلتيهما. Fتبيان أنّ منحنى الدالة  (1

 F دالة أصلية للدالةf  على المجال 0; يعني : من أجل كل 0;x    ،   F x f x  . 

       0F x   تكافئ  0f x   : 1تكافئx   2أو
x e  و منه منحنى الدالة ،F يقبل مماسين موازيين لحامل 

2و 1النقطتين ذات الفاصلتينمحور  الفواصل في        
e . 

lnxتبيان  أنّ  (2 x x x هي دالة أصلية للدالةlnx xعلى 0;  : 

نضع :      lnu x x x x   

قابلة للإشتقاق على المجال  uالدالة    0; و من أجل كل 0;x    ،  1
ln 1 lnu x x x x

x
      . 

lnxهي دالة أصلية للدالة  uو منه الدالة   xعلى 0;  . 

 :Fإستنتاج عبارة الدالة  

         2 2

11 1

ln 2 1 1
ln 2 ln 2 ln 2ln 2 ln ln 3

2 2

xx x
t

F x f t dt t dt t t t t t t x x x x
t t

                        

 

                      
2

e                      1                      0 x 

                 0               0               f x
 

 

 

2 3 4 5 6 7

2

3

4

-1

0 1

1

( )fC
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

الفضاء مزود بالمعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k
 

;A  ،(0;4(1;4;2)، نعتبر النقط  3)B   ،(3;1; 3)C   ،(1;0; 2)D  . 

 بصحيح أو خطأ مع التعليل في كل حالة:الإجابة  
 ليست في استقامية .                   صحيح Cو A،Bالنقط (1

  التبرير :

لدينا : 2;0; 4AB    و 1; 3; 4AC    0و 2

3 1





ليسا مرتبطين خطيا أي أن النقطAC و ABو بالتالي الشعاعان

A،B وC   ليست في استقامية. 

2) 2 2 11 0x y z    معادلة ديكارتية للمستوي( )ABCصحيح                     . 
  التبرير :

  تحقق المعادلة . Cو A،Bيكفي إثبات أن إحداثيات النقط

 A ABC  2لأن 2 11 2 2 2 4 1 11 0A A Ax y z           

 B ABC  لأن 2 2 11 2 0 2 4 3 11 0B B Bx y z            

 C ABC  لأن 2 2 11 2 3 2 1 3 11 0C C Cx y z           

;2;3)النقطة (3 1)E هي المسقط العمودي للنقطةDعلى المستوي( )ABCخطأ                    . 

  التبرير :

;2;2)و  DE(1;2;2)لدينا :  1)n  ناظمي للمستوي( )ABC. 

)ليس ناظميا للمستوي DEليسا مرتبطين خطيا و بالتالي n و DE لاحظ أن )ABC . 
)المستقيمان (4 )ABو( )CDمن نفس المستوي.                   خطأ 

  التبرير :

 D ABC  2لأن 2 11 0   D D Dx y z  

5) t     ،

2 1

1

1

x t

y t

z t

 
  
   

)تمثيل وسيطي للمستقيم )CDصحيح                  . 

  التبرير :

 تحقق التمثيل الوسيطي . Dو C إحداثيات كلا من النقطتين

2tفي التمثيل الوسيطي نجد Cلأن : بتعويض إحداثيات   و بتعويض إحداثياتD 1في التمثيل الوسيطي نجدt   . 

حيث النقطة  و  يوجد عددان حقيقيان  (6
3 9

( ;4; )
5 5

I   مرجح الجملة    ; , ;A B صحيح                   . 

  التبرير :

 لدينا :
7 14

( ;0; )
5 5

IA 3و 6
( ;0; )

5 5
IB   7و منه

3
IA IB  3أي 7IA IB O  : إذن    ; 3;7   . 

 

 

                  ،                ، . 

 :على الشكل الأسّي و كتابة كلا من العددين المركّبين -أ (1

 

 

62




i

Az e B Az z   C A Bz z z

BzCz

5

66 62 2 2

 


   
      

ii i
i

B Az z e e e e

    22 2



        

i

C A B A Az z z z z i e

 التمرين الأولحل مقترح  

 ثانيالتمرين الحل مقترح  
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 يطلب تعيين مركزها و نصف قطرها .تنتمي إلى دائرة  و ، استنتاج أن النقط  -بـ 

  تنتمي إلى الدائرة  و ، و بالتالي النقط و هذا يعني :  لدينا :    

 .  و نصف قطرها  التي مركزها    
 الرسم :   -جـ 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 التحقق أن :  -أ (2

            

 متقايس الأضلاع  :استنتاج أن المثلث -بـ 

متقايس الأضلاع و منه المثلث يكافئ  يكافئ    

. 
 مركز ثقل المثلث إثبات أن  النقطة : 

 . مركز ثقل المثلث و بالتالي و منهلدينا :     

 . :حيث  ذات اللاحقةمجموعة النقطتعيين    -جـ 

  تكافئ تكافئ تكافئ            

 . محور القطعة هي مجموعة النقطو بالتالي              

 أنظر الشكل .:  إنشاء المجموعة              

 . إلى  ويحوّل الذي مركزه تعيين زاوية للدوران -أ (3

 .  هي و منه  زاوية للدوران  و منه لدينا :   

 و منه               و لدينا :     

 : هي محور القطعة بالدوران إثبات أن صورة -بـ 

  صورةو منه  لأن :  و : لدينا    

 ، كون الدوران يحافظ على المنتصفات و على التعامد. محور القطعة هي بالدوران   

ABC 
2  B C Az z z2OA OB OC  ABC 

O2

3







i
B C

B A

z z
e

z z

 
 

3
3 2 3 3 1 3

2 22 33 3


    

    
    

i
B C

B A

i iz z i
i e

z z i i

ABC

3







i
B C

B A

z z
e

z z

1

arg
3



 
 


      

B C

B A

B C

B A

z z

z z

z z

z z

 ,
3

AB BC

AB CB






 

ABC

OABC

  0      A B C A B A Bz z z z z z zOA OB OC O  OABC

 EMz3  z z i

3  z z i 3  z z i  Az z zOM AM

 E OA

 E

rOCA

 
 

r O O

r C A

 



   i

A O C Oz z e z zrarg
 

  
 

A

C

z

z

2

3
6

6 2

2

2

2




 



  
 


  

i
i

i
A

i
C

z e
e e

z
e

2
arg

3


 

  
 

A

C

z

z

 Er OB

 r O O r A B
22 2 5

3 63 3 6 6

2 2 2

      
 

    
ii i i i

B Az e z e e e e E

r OB

 

A

C

u

v

B

O
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 (I f الدالة المعرفة على المجال 0;  : بــ  

 

  4 1

1

x
f x

x





و   fC . تمثيلها البياني 

على المجال fتعيين إتجاه تغيّر الدالة (1 0; : 

قابلة للإشتقاق  على المجال  fالدالة 0;    و     
   2 2

4 1 4 1 3

1 1

x x
f x

x x

  
  

 
 . 

لدينا :من أجل كل  0;x   ،  0f x  و بالتالي الدالةf  متزايدة تماما على المجال 0; . 

دراسة وضعية (2 fC بالنسبة للمستقيم D  : ذي المعادلةy x  . 

 لدينا : 
24 1 3 1

1 1

x x x
f x x x

x x

   
   

 
2و منه إشارة الفرق من إشارة  3 1x x   على المجال 0; . 

2المعادلة 3 1 0x x    تقبل في المجال 0;  حلا : بحيث 
3 13

2
 
 . 

 
 

 

على المجال 0;  : fCيقع فوق D . 

على المجال ;   : fCيقع تحت D . 

 الرسم : (3
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  (IIنعتبر المتتاليتين nu و nv  كما يلي المعرفتين على  :
 

0

1

2

n n

u

u f u


      

و      
 

0

1

5

n n

v

v f v


 

    

   أنظر الشكل .الرسم :  -أ  (1

التخمين : المتتالية -بـ  nu متزايدة و المتتالية nv متناقصة و كلا منهما تتقارب نحو العدد
3 13

2
 
  . 

n  :2إثبات أنه من أجل كل عدد طبيعي  -أ  (2 nu     5وnv    : حيث 
3 13

2
 
  . 

n  ،2لنبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي nu     

نسمي  P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :2 nu     " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0 2u  02و منه  u  و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 2أي nu    و  نبرهن صحة ، 1P n   12أي  nu . 

 ثالثالتمرين الحل مقترح  

 

2 3 4 5 6

2

3

4

0 1

1

u 0 u 1u 2

                                       0   x 

       0          f x x
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2لدينا حسب الفرض     nu  و بما أن الدالةf  متزايدة تماما على المجال 0; فإن     2  nf uf f   

12أي    3   nu و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،2 nu   . 

n  ،5nvلنبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي     

نسمي    P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :5nv     " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0 5v  0و منه 5  v  و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 5أيnv    و  نبرهن صحة ، 1P n   1أي 5  nv . 

5nvلدينا حسب الفرض       و بما أن الدالةf  متزايدة تماما على المجال 0; فإن     5  nf vf f   

1أي   

7
5

2
   nv و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،5nv   . 

استنتاج اتجاه تغيّر كل من المتتاليتين -بـ         nu و nv . 

n،من أجل كل عدد طبيعيلدينا :         2;nu و من أجل . 0;x  :  0 f x x : 1 و منه 0  n nu u . 

و بالتالي المتتالية        nu . متزايدة تماما 

n،من أجل كل عدد طبيعيولدينا :       ;5nv و من أجل . ; x  :  0 f x x : 1 و منه 0  n nv v . 

و بالتالي المتتالية        nv . متناقصة تماما 

 :من nإثبات أنه من أجل كل  -أ  (3 1 1

1

3
n n n nv u v u   . 

n ،كل عدد طبيعيمن أجل لدينا :      
  1 1

31 4 1 4

1 1 1 1
 

 
     

   
n nn n

n n n n

n n n n

v uv u
v u f v f u

v u v u
 

و من جهة أخرى : 
2

2


 

n

n

u

v
يكافئ  

  
3 1

1 1 3


 n nv u
و منه   1 1

1

3
n n n nv u v u    . 

 ،  nتبيان أنه من أجل كل عدد طبيعي  -بـ 

1
1

0
3

n

n nv u


    
 

: 

n ، لدينا : من أجل كل عدد طبيعي  1 1

1

3
n n n nv u v u   : و هذا يعني 

 

 

 

1 1 0 0

2 2 1 1

1 1

1

3

1

3

....

....

1

3
 

   

   




   



n n n n

v u v u

v u v u

v u v u

 

بالضرب طرف لطرف نجد         1 1 2 2 0 0 1 1 1 1

1
... ...

3
 

        
 

n

n n n nv u v u v u v u v u v u 

 : nو منه : من أجل كل عدد طبيعي 

1
1

3


    
 

n

n nv u  
 
 (يمكن إستخدام البرهان بالتراجع)             .

و   n  :nuمن أجل كل عدد طبيعي  و من جهة أخرى لدينا :  nv   0و منه n nv u . 
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 : nمن أجل كل عدد طبيعي  و بالتالي :

1
1

0
3


     
 

n

n nv u  
 

 

لدينا ،  -جـ 
1

1
lim 0

3





   
 

n

n
 و منه نستنتج أن :  lim 0n n

n
v u


  . 

النهاية المشتركة للمتتاليتين    nu و nv هي العدد الحقيقيl  : الذي يحقق f l l . 

lim إذن :  lim 
 

 n n
n n

u v . 

 

 

 (I  g2بـ : الدالة العددية المعرّفة على 2( ) 1 2 x
g x x e

  . 

 : علىgدراسة إتجاه تغيّر الدالة (1

x ،     و من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على gالدالة 2 2 2 2( ) 2 2 2 1 2x x
g x e e

        . 

)  ، xلدينا : من أجل كل عدد حقيقي ) 0g x   و بالتالي الدالةg متناقصة تماما على . 

)تبيان أنّ المعادلة  (2 ) 0g x   تقبل حلا وحيدا في: 

و      مستمرة  و متناقصة  تماما على gالدالة

 

 
2 2

lim

1 2
lim ( ) lim 2 2

2 2 2 2

x

x

x x

g x

x e
g x x

x x





 

 

  

        

 

و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة  المعادلة   0g x   تقبل حلا وحيدا في. 

0,36التحقّق أنّ :  0,37 . 

لدينا : 
 
 
0.36 0,002

0.37 0,02

g

g




 
 أي :    0.36 0.37 0g g  0,36و منه 0,37  .

)إشارة  (3 )g x على: 
 

 

(II f2بـ  : الدالة العددية المعرفة على 2( ) 1x
f x xe x

  . 

2: من xتبيان أنّه من أجل كل  -أ (1 2'( ) ( )x
f x e g x

 . 

 : xو من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على fالدالة    

        2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 1 1 2 1 2
xx x x x x x

f x e xe e x e e x e e g x
                    

إشارة -بـ      f x من إشارة g x : 
 
 

متناقصة على المجال  fنستنتج أنّ الدالة       ;    و متزايدة على ; . 

 النهايات :حساب  (2

    2 2lim ( ) lim 1x

x x
f x xe x



 
       : لأن  ، 2 2 2 21

lim lim 2 0
2

x x

x x
xe e xe



 

    
 

 

   2 2 2 2 1
lim ( ) lim 1 lim 1x x

x x x
f x xe x x e

x

 

  

         
 

. 

 :fجدول تغيّرات الدالة

 

 
 
 
 

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                                              x 

              0                   g x
 

 

                                                x 

           0                           f x
 

                                                      
 
 

    f 
 

 
 f x

 

 

                                            x 

             0                   f x
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3)    2 2 2 21
lim ( ) 1 lim lim 2 0

2

x x

x x x
f x x xe e xe



  

       
 

  

)التفسير الهندسي : المستقيم    ) 1الذي معادلتهy x   للمنحنىمقارب مائل( )fC عند . 

)دراسة  وضعية (4 )fCبالنسبة إلى المستقيم( ): 

لدينا :        2 21 x
f x x xe

     و منه إشارة الفرق من إشارةx . 

 

 
 

 
 

 

 الرسم : (5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 : xالتحقق : من أجل كل عدد حقيقي   -أ (6

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 ( ) '( ) "( ) 2 2 2 2 1 4 4 1 2 3x x x x x
f x f x f x xe x e xe x e x e

                 

 . علىfإستنتاج دالة أصلية للدالة -بـ 

xلدينا : من أجل كل      ،2 22 ( ) '( ) "( ) 1 2 3 x
f x f x f x x e

     . 

2و منه   21 1 1 3
( ) '( ) "( )

2 2 2 2

x
f x f x f x x e

      . 

 من الشكل :علىfو بالتالي دالة أصلية للدالة  
2 2 21 3

( ) ( ) ( )
2 2

x
F x f x f x x x e c

         
 

 أي : 
2 2 21 1 1

( ) 1
2 2 2

x
F x x e x x c

       
 

 .   

 

                                  0                                 x 

                   0                     
( )f x y 

                                                                                     
( )fCفوق( )                                                        ( )fCتحت( ) 

                                                                                            

 
 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( )  

   A(1;0)في النقطة

 

-1-2-3-4-5-6

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0 1

1

( )fC
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 شعبة علوم تجريبية    المسرّب  2016لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ; , ,O i j k  نعتبر المستويين ، P  و P: معادلتيهما على الترتيب 

2 1 0x y z       2   و 2 0x y z      . 

بيّن أن المستويين (1 P  و P . متقاطعان 

عيّن (2  مجموعة النقط ; ;M x y z : من الفضاء التي تحقق     , ,d M P d M P . 

حيث   ,d M P المسافة بين النقطةM و المستوي P و  ,d M P المسافة بين النقطةM و المستوي P . 

تحقق أن النقطة (3 1;2;0A تنتمي إلى المجموعة  . 

4) H  وH المسقطان العموديان للنقطةA  على المستويين P  و P . على الترتيب 

جد تمثيلا وسيطيا لكل من المستقيمين  -أ  AH  و AH  . 

 . Hو  Hاستنتج إحداثيات كل من النقطتين -بـ 

منتصف القطعة Iعيّن إحداثيات النقطة (5 HH ثم أحسب مساحة المثلثAHH  . 
 

 

(I f الدالة العددية المعرّفة على المجال 0; : بـ   2 8f x x  . 

و              C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j    . 

أحسب -أ  (1 lim
x

f x


. 

 ثم شكّل جدول تغيراتها .  fأدرس إتجاه تغيّر الدالة  -بـ         

عيّن إحداثيتي نقطة تقاطع المنحنى  (2 C  المستقيممع   : الذيy x. معادلة له 

أرسم  (3 Cو  . 

(II المتتالية nu  : 0معرّفة بــ 0u   من أجل كل عدد طبيعي، و n   : 1n nu f u  

 موضحا خطوط الإنشاء .( دون حسابها )  3uو 0u، 1u، 2u الحدود مثّل في الشكل السابق على محور  الفواصل ، (1

ضع تخمينا حول إتجاه تغيّر المتتالية (2 nu . و تقاربها 

n    ،0برهن بالتراجع أنه ، من أجل كل عدد طبيعي -أ  (3 4nu  

أدرس اتجاه تغيّر المتتالية  -بـ  nu. 

n ، بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي  -جـ  1

1
4 4

2
  n nu u  

 
. 

n :ثم استنتج  أنه من أجل كل عدد طبيعي         0

1
4 4

2
  n n

u u  . 

limاستنتج  -د    n
n

u


  . 

 

 

 

 

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
 ن) 5ثاني(التمرين ال
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المستوي المركّب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ; ,O u v  .من أجل كل نقطةMمن المستوي لاحقتها العدد المركبz  

حيث 1z  نرفق النقطةM لاحقتها العدد المركبz  : حيث 
2

1

z
z

z

 


 . 

z  : zالمعادلة ذات المجهولحل في  (1 z  . 

1 على الترتيب حيث : 2zو 1zلاحقتاهما  Bو Aالنقطتان (2 1z i   ،2 1z z. 

2أكتب -أ 

1

z

z
 على الشكل الأسّي .  

 ، يطلب تعيين زاوية له . Oالذي مركزه المبدأ Rبالدوران Aصورة النقطةBبيّن أن النقطة -بـ 

zنضع :  (3 z نعتبر النقطتين .C وD على الترتيب .1و 2لاحقتيهما 

عيّن  مجموعة النقطMحيثM تنتمي إلى محور التراتيب ثم أنشئ  . 

4) h التحاكي الذي مركزه  المبدأO 2و نسبته . 

Sعيّن طبيعة التحويل النقطي -أ  h R . و عناصره المميزة 

 . Sأكتب العبارة المركبة للتحويل -بـ 

عيّن ثم أنشئ المجموعة -جـ   صورة  بالتحويلS . 
 

 

(I g الدالة المعرّفة على المجال 0;  : ِـ ب  2 1 lng x x x  .

 . gأدرس إتجاه تغيّر الدالة  (1

أحسب (2
2

2
g
 
  
 

من المجال xثمّ بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  0;    ،  0g x .

(II f الدالة المعرّفة على المجال 0;   : ِـ ب  ln
1

x
f x x

x
  . 

و        C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  . 

أحسب (1
0

lim ( )
x

f x



و   lim
x

f x


  . 

من المجال xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 0;    ،   
2

g x
f x

x
   

 . fشكّل جدول تغيّرات الدالة ـ بـ

أكتب معادلة للمماس (3 T للمنحنى C 1في النقطة التي فاصلتها . 

بيّن أنّ (4 C يقبل مستقيما مقاربا مائلا   : 1حيثy x   . معادلة له

أدرس الوضع النسبي لـ  ـ بـ C  و . 

أرسم المستقيمين  (5 T و  ثم المنحنى C . 

6) m . عدد حقيقي m
  : المستقيم حيثy mx m  . معادلة له 

تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي ، النقطة  ـ أ    1;0Aتنتمي إلى المستقيم m
  .

عدد حلول  المعادلة  mناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي ـ بـ f x mx m  . 

جد دالة أصلية للدالة -أ  (7
ln x

x
x

على المجال  0; . 

مساحة الحيّز المستوي المحدّد بالمنحنىnIأحسب -بـ  f
Cالمستقيم ،  1ذا المعادلة y x و المستقيمين اللذين 

xو  1xمعادلتيهما        nحيثn عدد طبيعي 1n . 

0بحيث إذا كان 0nعيّن أصغر عدد طبيعي -جـ        
n n : 2 فإن

n
I . 

             

 
ن) 4,5ثالث(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 6,5رابع(التمرين ال

ن) )ن7(
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الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ; , ,O i j k نعتبر النقطتين  ، 5; 1; 2A   و 3;12; 7B  . 

   : المستقيم المعرّف بالتمثيل الوسيطي التالي  k   ،

1 3

1 2

4

x k

y k

z k

 
  
 

   

عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم -أ  (1  الذي يشمل النقطةA و 2;1;1u  . شعاع توجيه له 

بيّن أن المستقيمين -بـ      و  متعامدان و أن النقطة 1;1;0C . نقطة تقاطعهما 

2)  Pالمستوي المعيّن بالمستقيمين  و   . 

بيّن أن الشعاع -أ  2;11; 7n  ناظمي للمستوي P . ثم جد معادلة ديكارتية له ، 

على المستوي Bهي المسقط العمودي للنقطة Cبيّن أن النقطة -بـ  P . 

3) و عددان حقيقيان و Pمجموعة النقط ; ;M x y z: من الفضاء المعرّفة بـ

3

12 12 9

7 6 11

x

y

z

 
   
    


 
 

  . 

أثبت أن المجموعة -أ  P 13هي مستو ثم تحقق أن 2 41 0x y z    . هي معادلة ديكارتية له 

نقطتي تقاطع المستوي  EوDعيّن إحداثيات -بـ  P مع المستقيمين  و  . على الترتيب 

 . BCDEأحسب حجم رباعي الوجوه -جـ 
 

 

(I f الدالة العددية المعرّفة على المجال 0; : بـ   5

2

x
f x

x



 . 

أحسب -أ  (1 lim
x

f x


. 

 راتها .ثم شكّل جدول تغيّ  fأدرس إتجاه تغيّر الدالة  -بـ         

من المجال xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي  (2 0;  :   0f x . 

(II المتتالية nu  : 0معرّفة بــ 1u  ، و من أجل كل عدد طبيعيn   :
1

5

2

n
n

n

u
u

u
 


 

n    ،1برهن بالتراجع أنه ، من أجل كل عدد طبيعي -أ  (1 3nu  

أدرس اتجاه تغيّر المتتالية  -بـ  nu متقاربة .، ثم استنتج أنها 

2)  nvكما يلي : المتتالية المعرّفة على
3

1n

n

v
u

  . 

بيّن أن -أ  nv2متتالية هندسية أساسها

5
 يطلب تعيين حدّها الأول . 

 . nuثم استنتج عبارة  nvعبارة  nأكتب  بدلالة -بـ 
limأحسب -جـ  n

n
u


. 

 ،حيث :nS المجموع nأحسب بدلالة  (3

0 1 2

1 1 1 1
....n

n

S
u u u u

      
 
. 

 

 

             

 
ن) 4,5(الأولالتمرين 

ن) )ن4(

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال
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 التالية  : zالمعادلة ذات المجهولوعة الأعداد المركبة محل في مج (1 23 1
3 1 0

2 2
z i z z
 

     
 

        

المستوي المركّب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  (2 ; ,O u v. 

             A ، B وC  لواحقها على الترتيب : ثلاث نقط من المستوي
3 1

2 2
Az i        ،

3 1

2 2
Bz i          وC Bz z. 

 على الشكل الأسّي . Cz و Az ،Bzأكتب  -أ      
 يطلب تعيين عناصره المميزة . Aإلى النقطة Cو يحوّل النقطة Bمركزه Sبيّن أنه يوجد تشابه مباشر -بـ       
 متوازي أضلاع ، ثم حدّد بدقة طبيعته . ABCDحتى يكون الرباعي Dعيّن لاحقة النقطة -أ (3

عيّن -بـ          E  مجموعة النقطMذات اللاحقةz  و التي تحقق: 
A Bz z z z   . 

عيّن -جـ           مجموعة النقطMذات اللاحقةz  3 :والتي تحقق i

Bz z e  عندما   ثم تحقق  ،يتغيّر على 

أن           A 

 

  

 (I لتكنg ِـ : الدالة العددية المعرّفة على ب   21 1     x
g x x x e.

أحسب  -أ  (1 lim
x

g xو lim
x

g x .

راتها .، ثم شكّل جدول تغيّ gأدرس اتجاه تغيّر الدالة  -بـ 

بيّن أنّ للمعادلة ـ أ (2  0g x أحدهما معدوم  و الآخر  حلّين في ، : 1.52 حيث 1.51     .

استنتج إشارة  ـ  بـ g x ىعل.

 (II نعتبر الدالة f  كما يلي : المعرفة على   2 3 2      x
f x x x x e . 

        fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

أحسب  -أ(1 lim
x

f xو lim
x

f x . 

x  ، بيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي -بـ          f x g x   . 

نأخذ  ).  ىعل f رات الدالةشكّل جدول تغيّ -جـ        0.38 f ) 

 عيّن دون حساب : -د     
   

0
lim

 


 
h

f h f

h
 ، ثم فسّر النتيجة هندسيا . 

بيّن أنّ المستقيم ـ أ(2  ذا المعادلة y x مقارب مائل للمنحنى fC عند   

أدرس وضعية المنحنىـ  بـ       fC بالنسبية للمستقيم  .
 بيّن أن المنحنى يقبل نقطتي إنعطاف يطلب تعيين إحداثييهما . -جـ      

أرسم -د         و fC  على المجال 2;  . 

عدد و إشارة حلول المعادلة : mحسب قيم الوسيطناقش بيانيا و  -هـ          2 3 2 0xm x e x x     على المجال 2;   

 (III h وH كما يلي :  الدالتان المعرّفتان على    h x x f x و   2    x
H x ax bx c e .

 .  على hدالة أصلية للدالةHبحيث تكون الدالة cو   a ،bعيّن الأعداد الحقيقية  (1

 أحسب التكامل التالي : -أ  (2   
0



  A h x dx  و فسّر النتيجة هندسيا .    عدد حقيقي موجب تماما  ، حيث  

أحسب -بـ      lim





A     .   

 

             

 
ن) 4,5ثالث(التمرين ال

ن) )ن5(

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن
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   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

المستويان P  و P   : 2معادلتاهما على الترتيب 1 0   x y z          2و 2 0x y z . 

تبيان أن المستويين (1 P  و P : متقاطعان  

لدينا :  2;1; 1n  شعاع ناظمي لـ P  و 1; 2;1n  شعاع ناظمي لـ P . 

 لدينا :
2 1

1 2



n و n الشعاعان و منه    و بالتالي المستويانليسا مرتبطين خطيا P  و P . متقاطعان وفق مستقيم 

تعيين (2 مجموعة النقط ; ;M x y z : من الفضاء التي تحقق      , , d M P d M P. 

     , , d M P d M P معناه
2 1 2 2

6 6

x y z x y z     
   أي

2 1 2 2x y z x y z       

أي :       أو 
 

2 1 2 2

2 1 2 2

x y z x y z

x y z x y z

      
        

أي :       أو  
3 2 3 0

3 1 0

x y z

x y

   
   

 

مجموعة النقطو منه    : 3 هي إتحاد مستويين معادلتيهما 2 3 0x y z      3 و 1 0x y   . 

التحقق أن النقطة (3 1;2;0A تنتمي إلى المجموعة  : 

لدينا :    2 1 5
,

6 6

A A Ax y z
d A P

  
  و   2 2 5

,
6 6

A A Ax y z
d A P

  
  و منه A   . 

4) H  وH المسقطان العموديان للنقطةA  على المستويين P  و P . على الترتيب 

إيجاد تمثيل وسيطي لكل من المستقيمين  -أ  AH  و AH  . 

لدينا    2;1; 1n شعاع توجيه لـ AH و A AH ومنه تمثيل وسيطي لـ AH: من الشكل 
2 1

2

 
   
  

x t

y t t

z t

. 

و    1; 2;1n شعاع توجيه لـ AH و A AH   و منه تمثيل وسيطي لـ AH: من الشكل 

 
1

2 2

 
     
 

x t

y t t

z t

. 

 : Hو  Hاستنتاج إحداثيات كل من النقطتين -بـ 

هي نقطة تقاطع المستوي Hالنقطة      P و المستقيم AH . 

لدينا      

2 1

2

2 1 0

x t

y t

z t

x y z

 
  
  
    

يكافئ        2 2 1 2 1 0t t t        5أي

6
t    . 

في التمثيل الوسيطي لـ  tو بتعويض قيمة  AH2نجد 7 5
( ; ; )

3 6 6
 و هي إحداثيات النقطةH  . 

Hالنقطة     هي نقطة تقاطع المستوي P  و المستقيم AH . 

 التمرين الأولحل مقترح  
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لدينا   

1

2 2

2 2 0

x t

y t

z t

x y z

 
   
 
    

1يكافئ    2 2 2 2 0t t t  5أي

6
t    . 

tو بتعويض قيمة   في التمثيل الوسيطي لـ AH 11نجد 1 5
( ; ; )

6 3 6
Hو هي إحداثيات النقطة    . 

منتصف القطعة Iتعيين إحداثيات النقطة -جـ  HH  : 

;لدينا :        ;
2 2 2

H H H H H Hx x y y z z
I      
 
 

 و منه  
7 3 5

; ;
12 4 6

I
 
 
 

 

 :  AHHحساب مساحة المثلث      

AHلدينا :        AH   و بالتالي المثلثAHH  متساوي الساقين و منه
1

2
AHHS HH AI  . 

15و لدينا:               5
; ;0

6 6
HH

   
 

أي 
5 10

6
HH    5، و 5 5

; ;
12 4 6

AI
   
 

أي  
5 14

12
AI   

و منه             25
35 .

72
AHHS u a  . 

 

 

(I f الدالة العددية المعرّفة على المجال 0; : بـ   2 8f x x  . 

 -أ  (1 lim lim 2 8
x x

f x x
 

   . 

 :  fدراسة إتجاه تغيّر الدالة  -بـ 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة    0;  و  2 1

2 2 8 2 8
f x

x x
  

 
 

من المجال xو لدينا : من أجل كل عدد حقيقي   0;  ،  0f x  و منه الدالةf متزايدة تماما على المجال 0; 
.  

 : fجدول تغيّرات الدالة

 
 

 
 
 

 
تعيين إحداثيتي نقطة تقاطع المنحنى  (2 C  المستقيممع   : الذيy x. معادلة له 

نحل في المجال 0; : المعادلة  f x x .

 f x x 2تكافئ 8x x  تكافئ 
2

0

2 8




 

x

x x
 أي : 

2

0

2 8 0




  

x

x x
 أي

  
0

2 8 0


   

x

x x
  

4xو منه    نقطة تقاطع المنحنى.  إذن نقطة C  المستقيممع : هي  4;4A. 

 الرسم : (3
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                                           0  x 

  f x
 

 
 
 
 

                                              8                   

 
 f x

 

 



 

 119 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 (II المتتالية nu  : 0معرّفة بــ 0u  و من أجل كل عدد طبيعي ، n   : 1n nu f u  . 

 أنظر الشكل .الرسم :  (1

التخمين : المتتالية (2 nu 4متزايدة  و متقاربة نحو  العدد  . 

n    ،0من أجل كل عدد طبيعي البرهان بالتراجع أنه ، -أ  (3 4nu  

نسمي   P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :0 4nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0 0u   00و منه 4u   و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 4nu   و  نبرهن صحة ، 1P n   10أي 4nu   . 

0لدينا حسب الفرض  4nu   و بما أن الدالةf  متزايدة تماما فإن     0 4nf f u f   

10أي  2 2 4nu    و بالتالي 1P n  . صحيحة 
 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،0 4nu  . 

دراسة اتجاه تغيّر المتتالية  -بـ  nu: 

 ،    nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي      

    
     2

1

2 8 2 8 4 22 8
2 8

2 8 2 8 2 8

n n n n n nn n
n n n n

n n n n n n

u u u u u uu u
u u u u

u u u u u u


      
      

     
   

n،4كل عدد طبيعي و بما أنه : من أجل     0nu  2و 0nu  1فإن 0n nu u    المتتاليةو بالتالي nu  متزايدة . 

n ، تبيان أنه من أجل كل عدد طبيعي  -جـ  1

1
4 4

2
  n nu u  

 
. 

     : nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي        

        
    

1

4 2 8 4 2 8 2 48 2
4 4 2 8

4 2 8 4 2 8 4 2 8

n n nn
n n

n n n

u u uu
u u

u u u


    
      

     
  

 
. 

0و من جهة أخرى :         4nu   يكافئ
1 1

44 2 8nu


 
و منه   1

1
4 4

2
  n nu u . 

n :استنتاج  أنه من أجل كل عدد طبيعي          0

1
4 4

2
  n n

u u  . 

n ، لدينا : من أجل كل عدد طبيعي          1

1
4 4

2
  n nu u  

 
 و هذا يعني :

 

2 3 4 5

2

3

4

0 1

1

u 0 u 1 u 2u 3
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 

 

 

 

1 0

2 1

3 2

1

1
4 4

2

1
4 4

2

1
4 4

2

....

....

1
4 4

2
n n

u u

u u

u u

u u

   

   

   




   

 

بالضرب طرف لطرف نجد         1 2 0 1 1

1
4 4 ... 4 4 4 ... 4

2

n

n nu u u u u u 
        
 

 

n :و منه : من أجل كل عدد طبيعي  0

1
4 4

2
  n n

u u  .             (يمكن إستخدام البرهان بالتراجع) 

limاستنتاج  -د    n
n

u


  : 

n،لدينا : من أجل كل عدد طبيعي 0

1
4 4

2
  n n

u u  و لدينا
1

lim 0
2

n

n

   
 

و منه   lim 4 0n
n

u


   

limأي : 4n
n

u


    

 

 

 :  :  المعادلة ذات المجهولحل في   (1

 ، حيث تكافئ  تكافئ تكافئ  

 :في المعادلة  لنحل

 و منه للمعادلة حلّين مركبين هما : لدينا :

 .  و       

 .،   لدينا : (2

 على الشكل الأسّي :  كتابة -أ 

 . و منه  لدينا :  

 

 ، مع تعيين زاوية له . الذي مركزه المبدأ بالدوران صورة النقطةتبيان أن النقطة -بـ 

  الذي مركزه المبدأ بالدوران  صورةو منه النقطة يكافئ  لدينا :      

 .  و زاوية له     

 على الترتيب .و لاحقتيهما و  . نعتبر النقطتيننضع :  (3

 تنتمي إلى محور التراتيب : حيثمجموعة النقط تعيين 

 ( )      لدينا :

zz z 

z z 2

1





z

z
z

 2 1  z z z
2 2 2 z z 1z 

2 2 2 z z

   2 222 4 1 2 4 4 2         i i

1

2 2
1

2


  

i
z i2

2 2
1

2


  

i
z i

1 1z i 2 1z z

2

1

z

z

  
  

 2

2

1

1 1 11

1 1 1 2

  
   

  
i i iz i

i
z i i i

2 2

1




iz
e

z

BARO

2 2

1




iz
e

z
 2

2 1  


i

O Oz z e z zBARO

2



z z CD21

 MM

  2
arg arg arg

1

            
C

D

z z z
z

z z z
0 z
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 أي :  تنتمي إلى حامل محور التراتيب معناه : 

  أي :   

 ( منطبقة على و هذا يعني أن فإن إذا كان) 

 . باستثناء النقطة هي الدائرة التي قطرها إذن المجموعة

 : إنشاء
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 و عناصره المميزة : تعيين طبيعة التحويل النقطي -أ  (4

 هو التشابه  و منه و زاويته الدوران الذي مركزه المبدأو  و نسبته التحاكي الذي مركزه  المبدأ لدينا :   

 . و زاوية له و نسبته مركزه الذي   

 : كتابة العبارة المركبة للتحويل -بـ 

 .  و منه    

 : بالتحويل صورة تعيين المجموعة -جـ 

 . و  ، بحيث : باستثاء النقطة التي قطرهاالدائرة هي  المجموعة      

 . ، و        

 أنظر الشكل .الإنشاء :     

 

 

  (I  gالدالة المعرّفة على المجال 0;  : ِـ ب  2 1 lng x x x  . 

 :gتغيّر الدالة  دراسة إتجاه (1

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة      0; و من أجل كل 0;x       ، 
21 2 1

2
x

g x x
x x

   .

إشارة     g x 22من إشارة 1x  : 
 

 
 

 
 

M arg /
2

   
 z k karg /

2

 
    

 C

D

z z
k k

z z

 ; /
2

DM CM k k  
 

0 z2zMC

  CDD

 

S h R

hO2RO
2


S

O2
2



S

 22   


i

O Oz z e z z2 z iz

  S

  C D D  S D D  S C C 

2 2 2 4    C Cz iz i i2 2  D Dz iz i
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C

u

v

D

C'

D'

                        

2

2                             0
x 

              0                   g x
 

 



 

 122 

متناقصة على المجالgالدالة   
2

0;
2

 
 
 

و متزايدة على المجال 
2

;
2

 
 

 
 .

2) 2 3 1
ln 2

2 2 2
g
 

   
 

 . 

تقبل قيمة حدّية صغرى على المجال gالدالة 0; هي
2

2
g
 
  
 

و بالتالي  من أجل كل   0;x       ،  0g x . 

(II f الدالة المعرّفة على المجال 0;   : ِـ ب  ln
1

x
f x x

x
  . 

حساب النهايات : (1

   
0 0

ln
lim ( ) lim 1
x x

x
f x x

x 
 

      
 

 . 

     ln
lim lim 1
x x

x
f x x

x 

      
 

، لأن :  
ln

lim 0
x

x

x
. 

من المجال xتبيان أنّه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 0;    ،   
2

g x
f x

x
  

قابلة للإشتقاق على fالدالة 0; و من أجل كل 0;x      ،   2

2 2 2

1 ln 1 ln
1

g xx x x
f x

x x x

      . 

إشارة f x هي إشارة g x على 0; إذن  من أجل كل ،x من 0; ،  0f x   و بالتالي الدالةf 

متزايدة تماما على المجال  0; . 

 :fالدالة ات جدول تغيّر  -بـ 

 
 
 
 

 

كتابة معادلة للمماس (3 T للمنحنى C 1في النقطة التي فاصلتها : 

لدينا :             : 1 1 1T y f x f     و  منه  : 2 2T y x  . 

لدينا : -أ  (4    ln
lim 1 lim 0
x x

x
f x x

x 
     و منه  المنحنى C يقبل مستقيما مقاربا مائل  

1yحيث :      x     . معادلة له 

دراسة الوضع النسبي لـ  ـ بـ C  و : 

لدينا            ln x
f x y

x
   و منه إشارة الفرق من إشارةln x :

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                  0 x 

  f x
 

                                                                           
 
 

                                                                                      

 
 f x

 

 

                                  1                                   0  x 

                  0                       f x y
 

                                                                                
      

( )fCفوق( )                                                          ( )fC تحت( ) 

                                                                                              

 
 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( )  

   A(0;1)في النقطة
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 الرسم : (5
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6) m . عدد حقيقي m
  : المستقيم حيثy mx m   . معادلة له 

، النقطة  mالتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ 1;0Aتنتمي إلى المستقيم m
  . 

Aلدينا             Ay mx m   0أي m m  و بالتالي من أجل كل عدد حقيقيm  ، m
A   

المناقشة البيانية : ـ بـ

لدينا :        m
معامل توجيههm و يشمل النقطة 1;0A  . 

  إذا كان       ;1m   .  فإن المعادلة تقبل حلا وحيدا 

إذا كان        1;2m  المعادلة تقبل حلّين .فإن 

2mإذا كان         1و هو  (مضاعف)المعادلة تقبل حل فإن. 

  إذا كان      2;m   .  فإن المعادلة تقبل حلّين 

إيجاد دالة أصلية للدالة -أ  (7
ln x

x
x

على المجال  0; . 

دالة أصلية للدالة    
ln x

x
x

على   0; : من الشكل  21
ln

2
x x . (لاحظ أن

ln x
x

x
uمن الشكل  u ) 

المحدّد بالمنحنىمساحة الحيّز المستوي nIحساب -بـ         f
Cالمستقيم ،  1ذا المعادلة y x  و المستقيمين اللذين 

1xمعادلتيهما                 وx nحيثn عدد طبيعي 1n .

       2 2

11 1

ln 1 1
1 ln ln

2 2

nn n

n

x
I f x x dx dx x n

x

             

بحيث إذا كان 0nتعيين أصغر عدد طبيعي -جـ        
0

n n : 2 فإن
n

I . 

            2
n

I معناه 2
ln 4n  أيln 2n  أوln 2n  (مرفوض) 2و منه

n e  0و عليه : أصغر قيمة لـn0هي 8n  . 

 

 

 

 

2 3 4 5-1

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

( )fC
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

A  وB  : نقطتان من  الفضاء بحيث 5; 1; 2 A  و 3;12; 7B.  

  : المستقيم المعرّف بالتمثيل الوسيطي التالي  k   ،

1 3

1 2

4

 
  
 

x k

y k

z k

   

تمثيل وسيطي للمستقيم -أ  (1  الذي يشمل النقطةA و 2;1;1u : شعاع توجيه له من الشكل

 
2 5

1

2

x t

y t t

z t

  
   
  

  

تبيان أن المستقيمين -بـ   و  : متعامدان 

لدينا :       3;2;4v شعاع توجيه لـ  و 2;1;1u شعاع توجيه لـ  و. 2 3 2 4 0u v       و منه      . 

تبيان أن      1;1;0C هي نقطة تقاطع  و : 

يكفي إثبات أن     C    و C  . 

 C   : لأن

1 1 3

1 1 2

0 4

k

k

k

 
  
 

0kأي      (وحيدة لـ قيمة ثابتة وk ). 

 C   : لأن

1 2 5

1 1

0 2

t

t

t

  
  
  

2tأي      (وحيدة لـ قيمة ثابتة وt ). 

2)  P المعيّن بالمستقيمينالمستوي  و   . 

تبيان أن الشعاع -أ  2;11; 7n ناظمي للمستوي P : 

nيكفي إثبات أن       u وn v . 

لدينا :      . 2 2 11 7 0n u       و منهn u  و ،. 2 3 11 2 7 4 0n v        و منهn v . 

 إيجاد معادلة ديكارتية للمستوي P . 

  P يشمل النقطةC و 2;11; 7nشعاع ناظمي له و منه لـ P: 2 معادلة من الشكل 11 7 13 0x y z   . 

على المستوي Bهي المسقط العمودي للنقطة Cتبيان أن النقطة -بـ  P : 

 مرتبطان خطيا .CBو nيكفي إثبات أن 

لدينا :   2;11; 7CB  و منهCB n . 

يمكن كذلك إثبات أن )   ;CB d B P ) 

3) و عددان حقيقيان و Pمجموعة النقط ; ;M x y z  : من الفضاء المعرّفة بـ

3

12 12 9

7 6 11

 
   
    

x

y

z


 
 

 . 

إثبات أن المجموعة -أ  P : هي مستو 

المجموعة    P معرّفة بالثلاثية , ;B w k بحيث 3;12; 7B ، 0;12; 6w   و 1;9; 11k  و لكونw  وk غير 
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مرتبطين خطيا فإن    P . هي مستو 

13التحقق أن 2 41 0   x y z هي معادلة ديكارتية لـ P : 

nيكفي إثبات أن  w  وn k  بحيث 13; 1; 2n    شعاع ناظمي لـ P.  

لدينا :    . 1 12 6 2 0n w          منهوn w   و ،   . 13 1 1 9 2 11 0n k          و منهn k  . 

نقطتي تقاطع المستوي  Eو Dتعيين إحداثيات -بـ  P مع المستقيمين  و  : على الترتيب 

لدينا     

1 3

1 2

4

13 2 41 0

x k

y k

z k

x y z

 
  
 
    

يكافئ        13 1 3 1 2 2 4 41 0k k k       1أيk   . 

في التمثيل الوسيطي لـ  kو بتعويض قيمة و هي إحداثيات النقطة (4;3;4)نجدD. 

لدينا    

2 5

1

2

13 2 41 0

x t

y t

z t

x y z

  
  
  
    

يكافئ        13 2 5 1 2 2 41 0t t t         1أيt   . 

في التمثيل الوسيطي لـ  tبتعويض قيمة و 0;3)نجد; 1) و هي إحداثيات النقطةE. 

 : BCDEحساب حجم رباعي الوجوه -جـ 

و منه Cقائم في CDEالمثلث
1

2
CDES CD CE   إذن

1 1

3 6
BCDE CDEV S CB CB CD CE      . 

 لدينا : 2;11; 7CB  174و منهCB  و ، 3;2;4CD 29و منهCD  و ، 2; 1; 1CE   6و منهCD  . 

إذن : 
1

29
6

BCDEV CB CD CE     

 

 

(I f الدالة العددية المعرّفة على المجال 0; : بـ   5

2

x
f x

x



 . 

 -أ  (1  5
lim lim 5

2x x

x
f x

x 

    
. 

 :  fدراسة إتجاه تغيّر الدالة  -بـ 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة 0;  و   
   2 2

5 2 5 10

2 2

x x
f x

x x

 
  

 
 

من المجال xو لدينا : من أجل كل عدد حقيقي 0;  ،  0f x  و منه الدالةf متزايدة تماما على المجال 0; .  

 : fجدول تغيّرات الدالة

 
 

 
 
 

 

من المجال xتبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 0;  :   0f x . 

من  xمن أجل كل عدد حقيقيرات : من جدول التغيّ 0;  :  0 5f x  : أي  0f x  . 
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                                           0  x 

  f x
 

5 
 
 
 

0                   

 
 f x
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(II المتتالية nu  : 0معرّفة بــ 1u  و من أجل كل عدد طبيعي ،n   :
1

5

2

n
n

n

u
u

u
 


 

n    ،1البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ  (1 3nu  

نسمي    P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :1 3nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0 1u   01و منه 3u   و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أي 3nu   و  نبرهن صحة ، 1P n   11أي 3nu   . 

1لدينا حسب الفرض     3nu    و بما أن الدالة متزايدة تماما فإن     1 3nf f u f    1أي

5
1 3

3
nu    

و بالتالي   1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،1 3nu  . 

دراسة اتجاه تغيّر المتتالية  -بـ  nu: 

 ،  nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي 

   2

1

5 2 35 3

2 2 2 2

n n n n nn n n
n n n

n n n n

u u u u uu u u
u u u

u u u u


   
     

   
 

n، 3كل عدد طبيعي و بما أنه : من أجل 0nu  2و 0nu   1فإن 0n nu u    المتتاليةو بالتالي nu  متزايدة  

 إذن فهي متقاربة . 3المتتالية متزايدة و محدودة من الأعلى بالعدد ، 

2)  nvيلي : كما المتتالية المعرّفة على
3

1n

n

v
u

  . 

تبيان أن -أ  nv2متتالية هندسية أساسها

5
 : 

 ، nلدينا : من من أجل كل عدد طبيعي    

  
   

1

1

3 2 2 33 3 5 3 6 2 6 2 3 2
1 1 1 1

5 5 5 5 5 5 5

2

n nn n n
n n

nn n n n n n

n

u uu u u
v v

uu u u u u u

u




     
            

 


 

و منه  المتتالية nv هندسية أساسها
2

5
q   ّها الأول و حد

0

0

3
1 2v

u
    . 

 : nبدلالة  nvكتابة -بـ 

، nمن أجل كل عدد طبيعي
0

n

nv v q   و منه
2

2
5

n

nv
    
 

 . 

 : nبدلالة  nuكتابة

، nلدينا : من من أجل كل عدد طبيعي
3

1n

n

v
u

   و منه
3

1 n

n

v
u

   أي
3

1
n

n

u
v




3إذن:   

2
1 2

5

n n
u 

   
 

  . 

limحساب -جـ  n
n

u


. 

لدينا :      
3

lim lim 3
2

1 2
5

n n
n n

u
 

 
 
  
     

  

لأن       
2

lim 0
5

n

n

   
 

. 

 حيث :nS المجموع nحساب بدلالة  (3

0 1 2

1 1 1 1
....n

n

S
u u u u

      
 
. 

، nلدينا : من من أجل كل عدد طبيعي
3

1n

n

v
u

   و منه
3

1 n

n

v
u

    : أي  1 1 1
1

3 3
n

n

n

v
v

u


   . 
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إذن :      
1

0 1 0

0 1 2

1 1 1 1 1 1 1
.... 1 1 1.... 1 .... 1

3 3 1

  
                      

n

n n

n

q
S v v v n v

u u u u q
 

 أي : 
1

1 10 2
1 1

3 3 5

              

n

nS n. 

 

 

       التالية  : المعادلة ذات المجهولحل في  (1

 .   أو   تكافئ : 

 :في المعادلة  لنحل

 و منه للمعادلة حلّين مركبين هما : لدينا :

 .  و        

 . هي :  إذن مجموعة حلول المعادلة

 .و        ،        (2

 على الشكل الأسّي :  و ، كتابة  -أ

 . منه :و  لدينا :  

 .، حيث ، و منه   ، يكون : عمدة للعدد المركب و بفرض 

 .   إذن : 

 .  و منه : لدينا : 

 .، حيث ، و منه   ، يكون : عمدة للعدد المركب و بفرض 

 .   إذن :  

 . و منه : دينا :ل 
 مع تعيين عناصره المميزة : إلى النقطة و يحوّل النقطة مركزه تبيان أنه يوجد تشابه مباشر -بـ 

   أي    لدينا : 

z   23 1
1 ...... 3 1 0

2 2

 
     

 
z i z z

 23 1
3 1 0

2 2
z i z z
 

     
 

3 1

2 2
 z i2 3 1 0  z z

2 3 1 0  z z

 2
23 4 1 1 1        i

1

3 3 1

2 2 2

 
   

i
z i2

3 3 1

2 2 2

 
   

i
z i

 1
3 1 3 1 3 1

; ;
2 2 2 2 2 2

        
 

S i i i

3 1

2 2
Az i 

3 1

2 2
Bz i  C Bz z

AzBzCz

3 1

2 2
Az i 1Az

AAz

3
cos

2

1
sin

2





 





A

A

 arg 2
6

 
 Az kk 

6


i

Az e

3 1

2 2
Bz i  1Bz

BBz

3
cos

2

1
sin

2


 


 





B

B

  5
arg 2

6
 

 Bz kk 

5

6


i

Bz e

C Bz z

5 7

6 6


 
 

i i

Cz e e

SBCA

3 1 3 1

2 2 2 2 3
3

3 1 3 1

2 2 2 2

 
    

    
  

     
 

A B

C B

i i
z z

i
z z i

i i

 3  A B C Bz z i z z
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 .    و زاوية له  نسبته إلى النقطة و يحوّل النقطة مركزه يوجد تشابه مباشر و منه

 متوازي أضلاع : حتى يكون الرباعي تعيين لاحقة النقطة -أ (3

 و منه  متوازي أضلاع معناه :  

 

 :  طبيعة الرباعي 

مستطيل  و بالتالي  و منه  يعني : لدينا :  

. 

 .  :و التي تحقق  ذات اللاحقةمجموعة النقط  تعيين -بـ 

 . تكافئتكافئ  تكافئ      

 . هي محور القطعة و بالتالي مجموعة النقط     

 :  يتغيّر على  عندما :والتي تحقق  ذات اللاحقةمجموعة النقط  تعيين -جـ 

 . أي و هذا يعني : تكافئ        

 . و نصف قطرها  هي الدائرة التي مركزها و بالتالي مجموعة النقط       

 : التحقق أن        

 . و بالتالي أي  لدينا :       

 

 

(I  g ِـ : الدالة العددية المعرّفة على ب   21 1     x
g x x x e. 

حساب النهايات : (1

   2lim lim 1 1 x

x x
g x x x e



 
              و   2lim lim 1 1 1x

x x
g x x x e



 
       . 

 : gدراسة  اتجاه تغيّر الدالة  (2

 : xو من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على gالدالة    

          2 22 1 1 2 2 1x x x x
g x x e x x e x x e x x e

                

إشارة      g x من إشارة  2 1x x  : 
 

 
 

متزايدة على المجالgالدالة     1;2  و متناقصة على كل من  المجالين 2;  و ; 1 . 
 : gجدول تغيّرات الدالة    

 
 
 
 
 
 
 

 

SBCA3 arg
2

 
 i

DABCD

ABCD  D C A Bz z z z
3 1

2 2
    D A B Cz z z z i

ABCD

3





A B

C B

z z
i

z z
 

3

arg arg
2

 
 


      



A B

C B

A B

C B

z z

z z

z z
i

z z

 ;
2

BA BC

BC BA






ABCD

 EMzA Bz z z z  

A Bz z z z    A Bz z z z  A Cz z z zAM CM

 E AC

 Mz3 i

Bz z e  

3 i

Bz z e  3  i
Bz z e3  i

Bz z e3BM 

 B3

  A

3 A Bz z3AB   A

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                  2                  1                     x 

            0               0                 g x
 

 

                    2                       1                       x 

               0                    0                   g x
 

                        
21 5e
                                               

 
 
 1                                                  1 e                                                

 
 g x
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تبيان أنّ للمعادلة ـ أ (3  0g x أحدهما معدوم  و الآخر  حلّين في ، : 1.52 حيث 1.51   . 

لدينا :              2 00 1 0 0 1 1 1 0g e       

مستمرة  و متناقصة  تماما على المجال gالدالة      ; 1   و   1,52; 1,51 ; 1        و
 
 

1,52 0,041

1,51 0,040

g

g

 


  
 

أي          1,52 1,51 0g g     و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة( ) 0g x  تقبل في المجال ; 1    حلا 

1.52حيث : وحيدا       1.51   . 

ـ إشارة  بـ           g x : 
 

 

 (II نعتبر الدالة f  كما يلي : المعرفة على   2 3 2      x
f x x x x e . 

 النهايات :حساب  -أ (1

      2lim lim 3 2 x

x x
f x x x x e



 
         و   2lim lim 3 2 x

x x
f x x x x e



 
          

 : xو من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على fالدالة  -بـ        

         2 21 2 3 3 2 1 1x x x
f x x e x x e x x e g x

                 . 

 : fجدول تغيّرات الدالة -جـ       
 
 
 
 
 
 

    

 -د
       

0
lim 0
h

f h f
f g

h

 
   

 
  . 

التفسير الهندسي : المنحنى          fC يقبل مماسا عند النقطة ذات الفاصلة . معامل توجيهه معدوم 
 (حامل محور الفواصليوازي  )

  ـ أ (2     2lim lim 3 2 0x

x x
f x x x x e



 
       و منه  المستقيم  ذو  المعادلة y x مقارب مائل 

للمنحنى        fC عند  .

دراسة  وضعية المنحنىـ  بـ          fC بالنسبية للمستقيم  : 

لدينا :                        2 3 2 1 2        x x
f x x x x e x x e   و منه إشارة الفرق من إشارة  1 2x x  

. 

 
 
 
 
 

 
 

تبيان أن المنحنى -جـ            fC : يقبل نقطتي إنعطاف 

fالدالةلدينا :         و من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق علىx ،      2 1 x
f x g x x x e

      . 

إشارة       f x : 
 

المنحنى و منه       fC هما :  يقبل نقطتي إنعطاف 1;1A  و 22; 2 12C e
  . 

                   0                                        x 

           0             0                g x
 

 

                     0                                         x 

              0              0                f x
 

                            2                                          

                       
 

                                         f                                       

 
 f x

 

 

                          1                          2                          x 

           0                        0                 f x y
 

                                                                                                 
 fCفوق                                fCتحت                              fCفوق   

                             fCيقطع                              fCيقطع   

في النقطة                   1;1A               في النقطة 2;2B  

 
 الوضع 
 النسبي

 

                  2                    1                     x 

               0                 0                 f x
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 الرسم : -د   
 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 المناقشة البيانية : -هـ    

المعادلة    2 3 2 0    x
m x e x x تكافئ f x m   . 

نقط تقاطع المنحنى حلول المعادلة هي فواصل fC مع المستقيم ذو المعادلةy m  . 

  لما  ;m f      يكون ;m f      .  و  المعادلة تقبل حلا وحيدا موجبا 

لما   m f    و الآخر سالب . تقبل حلّين أحدهما موجب  المعادلة 

  لما  2;m f      يكون ;2m f     . و  المعادلة تقبل ثلاثة حلول ، إثنان سالبان و الآخر موجب 

2mلما     . المعادلة تقبل حلّين أحدهما سالب و الآخر معدوم 

 (III h وHبــالدالتان المعرّفتان على :     2 2 3 x
h x x f x x x e

     و   2    x
H x ax bx c e . 

:على hدالة أصلية للدالةHبحيث تكون الدالة cو   a ،bتعيين الأعداد الحقيقية  (1

      Hدالة أصلية للدالةh من أجل كل عدد حقيقي يعني :علىx ،   H x h x  . 

، xو من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على Hالدالة        

        2 22 2x x x
H x ax b e ax bx c e ax a b x b c e

               

1aو منه بالمطابقة نجد :           ،5b     7وc    أي   2 5 7 x
H x x x e

    . 

 حساب  التكامل : -أ  (2   
0



  A h x dx ، حيث   
 . 

           
0

2

0
5 7 7A h x dx H x e


             

 التفسير الهندسي :      

    A يمثل مساحة الحيّز المستوي المحدّد بالمنحنى f
Cالمستقيم ،  ذا  المعادلةy x   و المستقيمين اللذين

0xمعادلتيهما           وx حيث 
.    

 -بـ        2lim lim 5 7 7 7A e


 
   

 
        .       

 
 

 

2 3 4 5-1-2

2

3

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

 fC
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 شعبة علوم تجريبية   2016لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

z  :مركبنضع من أجل كل عدد (1  3 24 3 P z z 

: تحقق أن -أ  2 3 0P. 

z  :بحيث من أجل كل عدد مركب bو  aالعددين الحقيقيين جد -بـ     22 3   P z z z az b. 

المعادلة  ،حل في مجموعة الأعداد المركبة - -جـ  0P z . 

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس (2 ; ,O u v  .A ،B وC  من المستوي لواحقها على الترتيبنقط  : 

         3 3  Az i       ،    3 3  Bz i     2       و 3Cz 

العدد المركب على الشكل الجبري  أكتب -أ 


C A

B A

z z

z z
. 

 .، يطلب تعيين زاويته  Cإلى النقطة Bو يحوّل النقطة AمركزهRبيّن أنه يوجد دوران - ـب
 .ABCاستنتج طبيعة المثلث - جـ

 . ABDC، ثم حدّد بدقة طبيعة الرباعي ABبالإنسحاب الذي شعاعه Cصورة النقطةDلاحقة النقطة Dzعيّن -د 

عيّن (3  مجموعة النقطM اللاحقة غير المعدومةذات من المستويz  بحيث: arg 2    
 

z
k

z
kحيث . 

 

 

الفضاء  منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k   ، المستقيم الذي يشمل النقطة 1;0;2A  و شعاع توجيه 

له      2;1; 1u   و ليكن  : المستقيم المعرّف بالتمثيل الوسيطي التالي     ،4

2

x

y

z






  
  

   

وسيطيا للمستقيمأكتب تمثيلا  -أ (1 . 

بيّن أن المستقيمين -بـ          و .  ليسا من نفس المستوي 

بيّن أن النقطة -أ (2 1;3;1B هي المسقط العمودي للنقطةA على المستقيم  . 

تحقق أن المستقيم  -بـ        AB عمودي على كل من المستقيمين   و  . 

استنتج المسافة بين المستقيمين -جـ          و  . 

نقطة إحداثياتهاN لتكن (3 2 ;2 ;t t t   حيث t  و لتكنh بـ :  الدالة المعرفة على  2
h t AN.   

تنتمي إلى المستقيم Nبيّن أن النقطة  -أ       ثم أكتب عبارة ، h t  بدلالةt . 

 أصغر ما يمكن  . ثم قارن بين القيمة الصغرى ANالتي تكون من أجلها المسافة tاستنتج قيمة العدد الحقيقي -بـ         
   . ABو  المسافة hللدالة               

 

 

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة  0;4I  :  بـ  13

9 13

x
f x

x



 . 

 . Iمتزايدة تماما على المجال  f بيّن أن الدالة -أ (1

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن
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I  ،بيّن أنه من أجل كل من المجال -بـ  f x ينتمي الى المجالI  . 

لتكن المتتالية العددية (2 nu بحدها الأول  المعرفة على
0 4u   و من أجل كل عدد طبيعيn  :

 
 1n nu f u  

n   : 0برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ       4nu  

أدرس إتجاه تغير المتتالية -بـ                  nu  ، . ثم استنتج أنها متقاربة  

n  :0nuأنه من أجل كل عدد طبيعي بيّن (3   

لتكن المتتالية (4 nv كما يلي :المعرفة على 
13

2n

n

v
u

   

برهن أن المتتالية -أ nv تعيين أساسها و حدّها الأولحسابية يطلب
0v . 

أكتب -بـ 
nv  بدلالةn  . 

 إستنتج أن : -جـ 
52

36 13


nu
n

lim، ثم أحسب nمن أجل كل عدد طبيعيوذلك   n
n

u


.  
 

 

 

 

(I g الدالة المعرّفة على المجال 1;  ِـ :  ب     1 1 2ln 1g x x e x     .( العددe هو أساس اللوغاريتم النيبيري) 

راتها.، ثمّ شكّل جدول تغيّ gرات الدالة درس تغيّأ (1

لمعادلةلبيّن أنّ  (2  0g x  حلا وحيدا 0,34 حيث 0,33   . 

إشارةستنتج إ (3 g xحسب قيم العدد الحقيقيx المجال  على 1;   . 

(IIf  الدالة المعرّفة على المجال 1;  ِـ :  ب   
 2

ln 1

1 1

xe
f x

x x


 

 
. 

     f
C المتجانس تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و( ; , )O i j . 

بيّن أن -أ (1
1

lim ( )
x

f x



    حسب أو lim
x

f x


 .هندسيا  تين فسّر النتيج ، 

 المجال منxبيّن أنّه من أجل كل ـ بـ 1;     ،   
 3

1

g x
f x

x


 


 

على المجال fدرس اتجاه تغيّر الدالةأ ـ جـ 1;  .ثمّ شكّل جدول تغيّراتها ، 

رسم المنحنىأ ـ د  f
C.( : ّنقبل أن  3,16f  ) 

بيّن أنّ الدالة . ـ أ (2 1
1 ln 1

1
x x

x


   

هي دالة أصلية للدالة 
 

 2

ln 1

1

x
x

x




على المجال  1;  . 

أحسب مساحة الحيّز المستوي المحدّد بحامل محور الفواصل و المنحنى ـ بـ     f
C معادلتيهما و المستقيمين اللذين: 

         0x      1وx . 

 المعرفة على kنعتبر الدالة العددية (3 1;1  :  بـ   k x f x   ،  k
C  السابقتمثيلها لبياني في المعلم.  

 . زوجية  kبيّن أن الدالة ـ أ

بيّن كيف يمكن استنتاج المنحنى ـ بـ k
C  المنحنى انطلاقا من f

C . ثم أرسمه( دون دراسة تغيرات الدالةk) 

المعادلة  عدد و إشارة حلول  mقيم الوسيط الحقيقيو حسب بيانيا  ناقش ـ جـ k x m . 

 
 
 
 
 
 
 
 

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن
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الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k  نعتبر النقط ، 2;1; 3A  ، 0; 1;2B  و 3; 1; 1C    . 

 تعيّن مستويا . Cو A،Bبيّن أن النقط -أ (1

2أن المعادلة  :بيّن  -بـ         7 2 3 0x y z    معادلة ديكارتية  للمستوي ABC . 

أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (2 P الذي يشملAو يعامد المستقيم BC . 

للمستقيم  جد تمثيلا وسيطيا -أ (3 Dتقاطع المستويين ABC و P  . 

بيّن أن المستقيم -بـ          Dعمود  في  المثلثABC . 

ليكن (4  المتوسط المتعلق بالضلع ACفي المثلثABC.

بيّن أن الجملة -أ          k    ،

1 1

2 2

2 4

x k

y k

z k

   



   


تمثيل وسيطي للمستقيم     . 

بيّن أن المستقيمين -بـ             و Dيتقاطعان في نقطةG. يطلب تعيين إحداثياتها 

 متساوي الساقين .ABCبيّن أن المثلث -جـ          
 ؟ ABCلمثلثبالنسبة ل Gماذا تمثل النقطة -د          

عيّن طبيعة و عناصر المجموعة (5 EللنقطM : 3من الفضاء و التي تحققMA MB MC  .  

 

 

 التالية  : zالمعادلة ذات المجهولوعة الأعداد المركبة منعتبر  في مج 3 2

2 3 3 5 0 ........   z z z E   

   . zإلى مرافق العدد المركب zيشير الرمز     

أثبت أن المعادلة -أ (1 E  :  تكافئ المعادلة  2

2 5 1 0   z z z . 

 المعادلةوعة مالمجفي حل  -بـ  E . 

نسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانسالمالمستوي المركّب في  (2 ; ,O u v  نعتبر النقطA ،B ،C  وDلواحقها على الترتيب :  التي 

1 3

2 2
 Az i              ،B Az z               ،1 Cz             ،

5

2
 Dz 

 على الشكل الأسّي . Bzو Azأكتب  كلا من العددين -أ 

 . Dو  A ،B ،Cالنقط أنشئ  -بـ 

 أثبت أن : -جـ    B C B A Cz z z z z. 

 . ABC إستنتج طبيعة المثلث -د

و زاويته  2و نسبته Cالتشابه المباشر الذي مركزه Sليكن (3
3

 و لتكنFصورةA بالتحويلS . 

 . AFCثم حدّد طبيعة المثلث Fأنشئ النقطة  

عيّن طبيعة المجموعة (4  للنقطM من المستوي ذات اللاحقةz : 1 حيث  Bz kz. ّرلّما يتغيk في المجموعة . 
 

 

 

             

 
ن) 5(التمرين الأول

)ن

             

 
ن) 4,5ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال
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 nu بحدها الأول  عددية معرفة علىمتتالية
0 0u   و من أجل كل عدد طبيعيn  :

 1

2 2

3
n

n

n

u
u

u






 

المتتالية و لتكن        nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :  بـ
 

1

2
n

n

n

u
v

u





 

بيّن أن (1 nv متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . 

 .nv عن الحد العام   nعبّر بدلالة -أ (2

  .  nبدلالة العام nuاستنتج عبارة الحد -بـ 

limأحسب  -جـ  n
n

u


  .
 

 

المجموع :  nأحسب بدلالة -أ (3
0 1 ....n nS v v v    . 

 تحقق أن : -بـ  1 1
1

2 3
n

n

v
u

 


 .   nطبيعيمن أجل كل عدد و ذلك  

المجموع :  nأحسب بدلالة -جـ 
0 1

1 1 1
....

2 2 2
n

n

S
u u u

    
  

 .  

 

  

(I g2بـ : الدالة العددية المعرّفة على( ) 2  x
g x e x x. 

أحسب -أ (1 g xكل من أجلxثم أدرس إتجاه تغير الدالة من ،g  (حيثg  هي مشتقة الدالةg  ) 

، من xكل  من أجلبيّن أنه ،  -بـ   0g x  
 راتها .، ثم شكّل جدول تغيّو عند  عند كل من gأحسب نهايتي الدالة  -جـ 

)بيّن أنّ المعادلة (2 ) 0g x  تقبل حلا وحيدا : 1,38حيث 1,37   . 

)إستنتج إشارة  (3 )g x حسب قيم العدد الحقيقيx . 

(II f
 

بـ  : المعرفة علىالدالة العددية 
2

( ) 


x

x

x e
f x

e x
. 

و          fC  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

أحسب -أ (1 lim
x

f xو lim
x

f x . 

، من xبيّن أنّه ، من أجل كل  -بـ 
 2

( )
'( )

x

x

xe g x
f x

e x



fحيث)   هي مشتق الدالةf ) . 

 .ها راتشكّل جدول تغيّثم ، على f ر الدالةتغيّأدرس اتجاه  -جـ 

بيّن أن : -أ (2  2 2
2 2

1
   


  


fثم استنتج حصرا  للعدد ،  f  . 

2limأحسب  -بـ  ( )


  x
f x x . ثمّ فسّر النتيجة بيانيا ، 

)أنشئ المنحنى -جـ  )fC .(  تعطى( ) 0,29f  ) 

 

 

 

             

 
ن) 4,5ثالث(التمرين ال

ن) )ن5(

             

 
ن) 6رابع(التمرين ال

)ن
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   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

 :  نضع من أجل كل عددمركب (1

  .: التحقق  -أ 

 : و  إيجاد العددين  -بـ 

  . 

 . ، و بالمطابقة نجد:     
 . ، المعادلة حل في مجموعة الأعداد المركبة - -جـ

 . أو  تكافئ  تكافئ      

  في المعادلة : لنحل      

 و منه للمعادلة حلّين مركبين هما : لدينا :       

 .  و             

 . هي :  إذن مجموعة حلول المعادلة    

 و            ،            (2

 على الشكل الجبري : العدد المركبكتابة  -أ 

 

 : إلى النقطة و يحوّل النقطة مركزهتبيان أنه يوجد دوران -بـ 

 هي صورة و بالتالي النقطة  أي و منه لدينا :   

 .    و زاويته الذي مركزه بالدوران النقطة  

   :استنتاج طبيعة المثلث -جـ 

 متقايس الأضلاعالمثلثو بالتالي   و منه  يعني : لدينا :     

 : تعيين -د

  معناه : بالإنسحاب الذي شعاعه صورة النقطةلاحقة النقطة

 . أي :  

 طبيعة الرباعي : 

 متقايس الأضلاع المثلث و بما أن  بالإنسحاب الذي شعاعه صورة النقطةالنقطةلأن  لدينا      

 معيّن . فإن الرباعي     
 

z  3 24 3 P z z

   3

2 3 2 3 24 3 24 3 24 3 0    P

ab

        2 3 22 3 2 3 2 3 2 3         P z z z az b z a z b a z b

2 3a 12b 
  0P z

  0P z  22 3 2 3 12 0   z z z2 3z2 2 3 12 0  z z

2 2 3 12 0  z z

   
2 222 3 4 1 12 36 36 6        i i

1

2 3 6
3 3

2

 
   

i
z i2

2 3 6
3 3

2

 
   

i
z i

  0P z2 3; 3 3 ; 3 3    S i i

3 3  Az i3 3  Bz i2 3Cz




C A

B A

z z

z z

 
 

2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 3

6 6 2 23 3 3 3

    
    

     
C A

B A

iz z i i
i

z z ii i

RABC

3
1 3

2 2
 


i

i e3






i

C A

B A

z z
e

z z
 3  


i

C A B Az z e z zC

BRA
3



ABC

3






i

C A

B A

z z
e

z z

1

arg
3

 
 


     



C A

B A

C A

B A

z z

z z

z z

z z

 ;
3

AC AB

AB AC






ABC

Dz

DzDCAB D C AB
z z z

2 3 6    D C B Az z z z i

ABDC

AB CDDCABABC

ABDC

 التمرين الأولحل مقترح  
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 .حيث :بحيث  ذات اللاحقة غير المعدومةمن المستوي مجموعة النقط تعيين (3

 (بالنسبة لحامل محور الفواصل  نظيرة) تكافئ 

 . هي حامل محور الفواصل باستثناء النقطة و منه المجموعة  

 

 

   النقطةالمستقيم الذي يشمل A و شعاع توجيه 2;0;1 2;1; 1u   

و    : المستقيم المعرّف بالتمثيل الوسيطي التالي     ،4

2

x

y

z


  
  





 

كتابة تمثيل وسيطي للمستقيم -أ (1 : 

 المستقيم الذي يشمل  النقطة 1;0;2A و 2;1; 1u  و منه تمثيل وسيطي لـ  شعاع توجيه : من الشكل 

 
2 1

2

x t

y t t

z t

 
  
   

 

تبيان أن المستقيمين -بـ    و :  ليسا من نفس المستوي 

لنثبت أن المستقيمين        و   . ليسا متوازيين و ليسا متقاطعين 
 لندرس التوازي :     

لدينا       1;1;1v شعاع توجيه للمستقيم   و 2;1; 1u  شعاع توجيه لـ  و منهv  وu  ليسا مرتبطين خطيا 

لأن  
u v

y y و
u v

x x و بالتالي المستقيمان  و . ليسا متوازيين 
 لندرس التقاطع :  

 

2 1

4

2 2

t

t

t

 
  
   





معناه

5

9

7 7


 

  
  

t

المستقيمان ، الجملة لا تقبل حل و بالتالي    و . ليسا متقاطعين 

تبيان أن النقطة -أ (2 1;3;1B  هي المسقط العمودي للنقطةA على المستقيم : 

يكفي إثبات أن     B   وAB v . 

1من أجل     نجد

1

3

1

x

y

z

 
 
 

و منه  B   . 

لدينا    2;3; 1AB    و 1;1;1v و منه. 2 1 3 1 1 1 0       AB v إذنAB v . 

التحقق أن المستقيم  -بـ  AB عمودي على كل من المستقيمين   و  : 

لدينا :    
 

. 2 1 3 1 1 1 0

. 2 2 3 1 1 1 0

        


        

AB v

AB u
و منه  

AB v

AB u

 



إذن :     AB    و   AB   . 

استنتاج المسافة بين المستقيمين -جـ    و  : 

لدينا :  B    و A    و AB  عمودي على كل من   و  : و منه     , 14d AB    . 

3)  Nنقطة إحداثياتها 2 t;2 t; t   حيث t  وh بـ :  الدالة المعرفة على  2
h t AN.   

تنتمي إلى المستقيم Nتبيان أن النقطة  -أ                 : 

 Mzarg 2    
 

z
k

z
k 

arg 2    
 

z
k

z
 ; 2OM OM k  M M

 O

 ثانيالتمرين الحل مقترح  
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2بوضع     t    : نجد 

2

4 4 2 2

2 2 2

x t

y t t

z t t

   
       
      





و منه   N   . 

 كتابة عبارة h t  بدلالةt : 

       2 2 22 23 2 2 3 6 17h t AN t t t t t          

 أصغر ما يمكن : ANالتي تكون من أجلها المسافة tاستنتاج قيمة العدد الحقيقي -بـ 

t    ،و من أجل كل عدد حقيقيقابلة للإشتقاق على hالدالة        6 6  h t t 
 : hالدالة راتجدول تغيّ

 
 

 
 
 

 

1tأصغر ما يمكن من أجل ANتكون المسافة        و 1 14AN h  . 

 : ABو المسافة hالمقارنة بين القيمة الصغرى للدالة     

2تساوي hالقيمة الحدية الصغرى للدالة     
AB  أو ، 1 14AB h  . 

 

 

 f الدالة المعرفة على المجال 0;4I  :  بـ  13

9 13

x
f x

x



 . 

 : Iمتزايدة تماما على المجال  f الدالةأن تبيان  -أ (1

 قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة     0;4  و   
   2 2

13 9 13 9 13 169

9 13 9 13

x x
f x

x x

  
  

 
 

من المجال xو لدينا : من أجل كل عدد حقيقي     0;4  ،  0f x  و منه  الدالةf متزايدة تماما على المجال 0;4 .  

I  ،تبيان أنه من أجل كل من المجال -بـ  f x ينتمي الى المجالI : 

متزايدة تماما على المجال fلدينا : الدالة       0;4  و منه من أجل كل 0;4x  ،     0 ; 4f x f f    

أي :        52
0;

49
f x

    
و لدينا  52

0; 0;4
49

    
إذن : من أجل كل    0;4x  ،   0;4f x  

2)  nu بحدها الأول  المتتالية العددية المعرفة على
0 4u   و من أجل كل عدد طبيعيn  :

 
 1n nu f u  

n   : 0البرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ 4nu  

نسمي     P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :0 4nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل     لدينا ،
0 4u   00و منه 4u   و بالتالي 0P  . صحيحة 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 4nu   و  نبرهن صحة ، 1P n   10أي 4nu   . 

0لدينا حسب الفرض  4nu   و منه 0 4nf u   ( بـ  1حسب نتيجة السؤال)   10أي 4nu   

و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،0 4nu  . 

دراسة إتجاه تغيّر المتتالية -بـ  nu : 
 ،  nمن أجل كل عدد طبيعي لدينا :

 ثالثالتمرين الحل مقترح  

                         1                          x

                    0                      h x

        
 
 
 

14 

 
 h x 
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  2

1

13 9 1313 9

9 13 9 13 9 13

n n nn n
n n n

n n n

u u uu u
u u u

u u u


  
    

  
 

n، 2كل عدد طبيعي و بما أنه : من أجل 09 nu   1فإن 0n nu u     المتتاليةو بالتالي nu متناقصة على  . 

 المتتالية nu إذن فهي متقاربة . 0متناقصة  و محدودة من الأسفل  بالعدد ، 

n  :0nuتبيان أنه من أجل كل عدد طبيعي (3   

نسمي  P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :0nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   لدينا ،
0 4u   0و منه 0u   و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أيnu   و  نبرهن صحة ، 1P n   1أي 0nu   . 

0nuلدينا حسب الفرض      و منه  0nf u   (لأن الدالةf متزايدة تماما علىI و 0 0f   )   1أي 0nu   

و بالتالي   1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،0nu  . 

4)  nv بـ  :المعرفة على المتتالية 
13

2n

n

v
u

   

تبيان أن المتتالية -أ nv: حسابية 
 ، nلدينا : من من أجل كل عدد طبيعي    

 
1

1

13 9 1313 13 9 13 13
2 2 2 2 2 9 9

13 13

9 13

n n
n n

nn n n n

n

u u
v v

uu u u u

u




 
            



 

و منه  المتتالية     nv 9حسابية أساسهاr   0و حدها الأول

0

13 21
2

4
v

u
   . 

كتابة -بـ 
nv بدلالةn: 

، nمن أجل كل عدد طبيعي     
0nv v nr   و منه

21 21 36
9

4 4
n

n
v n


   . 

  ، nمن أجل كل عدد طبيعي إستنتاج أنه -جـ 
52

36 13


nu
n

 : 

، n: من من أجل كل عدد طبيعي لدينا       
13

2n

n

v
u

   و منه
13

2n

n

v
u

    أي
13

2
n

n

u
v




  

إذن      
13 13 13 13 4 52

21 36 21 36 82 13 36 36 13
2

4 4

n

n

u
n nv n n


    

    
 . 

 حسابlim n
n

u


  .
 

 

   52
lim lim 0

36 13
n

n n
u

n 

    
 

 

 

  (I g الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب     1 1 2ln 1g x x e x     . 

 : gدراسة  تغيّرات الدالة  (1

       lim lim 1 1 2ln 1
x x

g x x e x
 

           

      
1 1

lim ( ) lim 1 1 2ln 1
x x

g x x e x
 
 

         

 رابعالتمرين المقترح حل  
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قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة     1;   و  من أجل كل عدد حقيقيx من 1;      :  2

1
g x e

x
  


 

من أجل كل       1;x      ،  0g x  و بالتالي الدالةg متزايدة تماما على المجال 1;  . 
 : gجدول تغيّرات الدالة

 
 

 
 
 

تبيان أنه للمعادلة (2  0g x  حلا وحيدا  0,34حيث 0,33   .

مستمرة  و متزايدة  تماما على gالدالة   1;     و
 
 

0,34 0,03

0,33 0,02

g

g

  


 
أي    0,34 0,33 0g g     و منه 

)حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة   ) 0g x  تقبل حلا وحيدا: 0,34 حيث 0,33   . 
)إشارة (3 )g x  : 

 
 
 

(IIf  الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب   
 2

ln 1

1 1

xe
f x

x x


 

 
. 

تبيان أن -أ (1
1

lim ( )
x

f x



  . 

     
 

 2

1 1

ln 1
lim ( ) lim

1 1x x

xe
f x

x x
 
 

 
    

   
 ، لأن : 

   
 

1

2 2

1 1

lim 0
1

ln 1 1
lim lim ln 1

1 1

x

x x

e

x

x
x

x x



 



 

      
            

1xالتفسير البياني : المسقيم ذو المعادلة   مقارب عمودي للمنحنى f
C . 

 
 

 
 

2

ln 1 ln 11
lim ( ) lim lim 0

1 1 11x x x

x xe
f x e

x x xx  

                    
، لأن :  

 ln 1
lim 0

1x

x

x





 

0yالتفسير البياني : المسقيم ذو المعادلة      (حامل  محور الفواصل) مقارب للمنحنى f
C عند . 

من المجال xتبيان أنه من أجل كل ـ بـ 1;     ،   
 3

1

g x
f x

x


 


 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة           1;   و  من أجل كل عدد حقيقيx من 1;    : 

 
 

     

 
   

 
 

 

2

2 4 3 3

1
1 2 1 ln 1 1 1 2ln 11

1 1 1 1

x x x e x x g xe xf x
x x x x

               
   

 

على المجال fدراسة  إتجاه تغيّر الدالة ـ جـ 1;  : 

)إشارة         )f x من إشارة( )g x : 
    

 
 

متناقصة على المجال fالدالة    ;  و متزايدة على المجال 1; . 
   

 

                                                 1 x

 g x

 
 

                                                                                
                    

 
 g x

 

 

                                                    1 x

             0                g x

 

                                                     1 x

          0              f x
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 : fالدالة ات جدول تغيّر 
 
 
 
 

 
 
 

 الرسم : ـ د
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

الدالة . تبيان  أنّ ـ أ (2 1
1 ln 1

1
x x

x


   

هي دالة أصلية للدالة 
 

 2

ln 1

1

x
x

x




على المجال  1;  

نضع :       1
1 ln 1

1
h x x

x


    

قابلة للإشتقاق على h، الدالة 1;  و من أجل كل 1;x    :

 
 

   
   

 
 2 2 2 2

1 ln 1 ln 11 1 1 1
1 ln 1

1 11 1 1 1

x x
h x x

x xx x x x

                           
 

حور الفواصل و المنحنىحة الحيّز المستوي المحدّد بمحساب مسا ـ بـ f
C0و المستقيمين اللذين معادلتيهماx   1وx  : 

   
 

     11 1

2

00 0

ln 1 1 2 1 ln 21
ln 1 1 ln 1

1 1 21

x ee
S f x dx dx e x x

x xx

                     
  

3) k الدالة العددية المعرفة على  1;1  :  بـ   k x f x   

زوجية : kتبيان أن الدالة ـ أ

المجال            1;1 و من أجل كل  متناظر بالنسبة للصفر 1;1x     :       k x f x f x k x      . 

 زوجية .  kو بالتالي الدالة          

شرح كيفية إنشاء  المنحنى ـ بـ k
C انطلاقا من  المنحنى f

C: 

لدينا :                    
   

; 1;0

; 0;1

f x x
k x f x

f x x

     
 

  

إذن : من أجل        1;0x   ، k
Cينطبق على f

C محور االتراتيبالرسم باستخدام التناظر بالنسبة لحامل و نتم 

  زوجية . kلكون      
 الشكل .أنظر الرسم :  

                                                       1 x

            0              f x

 f  
 
 
0                                                              

 
 f x

 

 

 

2 3 4 5 6 7-1

2

3

4

-1

-2

0 1

1  f
C 
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 المناقشة البيانية : ـ جـ

حلول المعادلة        k x m هي فواصل نقط تقاطع المنحنى k
C مع المستقيم ذو المعادلةy m . 

إذا كان m f  . فإن المعادلة لا تقبل حلولا 

إذا كان m f   مختلفين في الإشارة . (مضاعفين)فإن المعادلة تقبل حلّين 

إذا كان e m f    حلول ، حلّان سالبان و حلّان موجبان . فإن المعادلة تقبل 

mإذا كان e  ثالث معدوم .حلول ، حل سالب و آخر موجب و ال فإن المعادلة تقبل 
mإذا كان e . فإن المعادلة تقبل حلّين  مختلفين في الإشارة 

 

   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

A،B وC  : النقط من الفضاء بحيث 2;1; 3A ، 0; 1;2B   و 3; 1; 1C   . 

 تعيّن مستويا . Cو A،Bتبيان أن النقط -أ (1

 لدينا :  2; 2;5AB    و 5; 2;2AC  . 

ليسا مرتبطين خطيا لأنAC وAB الشعاعان 
AB AC

y y لكن
AB AC

x x و منه  النقطA،B وC ليست في 

  تعيّن مستويا  . و بالتالي فهي  استقامية 

2 تبيان أن المعادلة  : -بـ  7 2 3 0x y z   معادلة ديكارتية  للمستوي ABC: 

 تحقق المعادلة . Cو A،Bيكفي إثبات أن إحداثيات النقط  

 A ABC  لأن 2 7 2 3 2 2 7 1 2 3 3 0A A Ax y z             

 B ABC  لأن 2 7 2 3 2 0 7 1 2 2 3 0B B Bx y z             

 C ABC  لأن     2 7 2 3 2 3 7 1 2 1 3 0C C Cx y z              

كتابة معادلة ديكارتية للمستوي (2 P الذي يشملA و يعامد المستقيم BC : 

المستوي P يشمل النقطةAو 3;0; 3BC    معادلة لـشعاع ناظمي له و منه P : 3 من الشكل 3 0x z d     

و بما أن A P :  3فإن 3 0A Ax z d      3و منهd    3و بالتالي 3 3 0x z    هي معادلة للمستوي P  . 

كتابة تمثيل وسيطي  للمستقيم -أ (3 Dتقاطع المستويين ABC و P  : 

)المستقيم )D: معرّف بالجملة 
2 7 2 3 0

3 3 3 0

x y z

x z

   
   

zو منه  بوضع tنجد : 

1

4 5

7 7

x t

y t t

z t

  
    




  

تبيان أن المستقيم -بـ  Dعمود  في  المثلثABC : 

لدينا       A D لأن   A P ABC   و لدينا
4

( 1; ;1)
7

u   شعاع توجيه للمستقيم( )D . 

و بما أن   4
. 1 3 0 1 3 0

7
u BC

            
 

فإن    BC D و بالتالي Dعمود  في  المثلثABC . 

4)   المتوسط المتعلق بالضلع AC المثلثفيABC.

 التمرين الأولحل مقترح  
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تبيان أن الجملة -أ   k    ،

1 1

2 2

2 4

x k

y k

z k

   



   


تمثيل وسيطي للمستقيم     . 

  هو المستقيم الذي يشمل النقطةB و النقطة
1

;0; 2
2

I
   
 

منتصف الضلع  AC و منه ،
1

;1; 4
2

BI
   
 

 شعاع

لـ توجيه      و بالتالي  تمثيل وسيطي لـ : من الشكل k    ،

1 1

2 2

2 4

x k

y k

z k

   



   


 . 

تبيان أن المستقيمين -بـ    و Dيتقاطعان في نقطةG : مع تعيين إحداثياتها 

لدينا      
4

( 1; ;1)
7

u   شعاع توجيه للمستقيم( )D و
1

;1; 4
2

BI
   
 

شعاع توجيه لـ   وu وBI ليسا مرتبطين خطيا. 

المستقيمانو بالتالي         و D.  إما ليسا من نفس المستوي أو متقاطعان 

نحل الجملة     

1 1
1

2 2

4 5

7 7

2 4

t k

t k

t k

    

  

  



فنجد 
1

3
k   . 

في الجملة نجد kو بتعويض قيمة    
1 1 2

; ;
3 3 3

    
 

 نقطة تقاطع المستقيمين Gو هي إحداثيات النقطة  

 متساوي الساقين : ABCتبيان أن المثلث -جـ 

لدينا :        2; 2;5AB    و 5; 2;2AC  33و منه AC AB و بالتالي المثلثABC. متساوي الساقين 

 ؟ ABCبالنسبة للمثلث Gماذا تمثل النقطة -د
 ، لأنها نقطة تقاطع المتوسطات . ABCهي مركز ثقل المثلث Gالنقطة     

    (   المتوسط المتعلق بالضلع AC و D العمود و المتوسط المتعلق بالضلع BC و     G D ) 

تعيين طبيعة و عناصر المجموعة (5 EللنقطM : 3من الفضاء و التي تحققMA MB MC  

3MA MB MC  3تكافئ 3MG 1تكافئMG و منه المجموعة E هي سطح كرة مركزهاG  

 . 1نصف قطرها و
 

 

   التالية  : المعادلة ذات المجهولنعتبر  في 

 . تكافئ المعادلة  :  إثبات أن المعادلة -أ (1

   لدينا :     

 .تكافئ المعادلة  :  و منه المعادلة    

 .  المعادلةحل في المجموعة  -بـ 

z 3 2

2 3 3 5 0 ........   z z z E

 E  2

2 5 1 0   z z z

  2 3 2 2 3 2

2 5 1 2 2 2 5 5 5 2 3 3 5            z z z z z z z z z z z

 E  2

2 5 1 0   z z z

 E
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 . أو  تكافئ  تكافئ     

 . في المعادلة : لنحل    

 و منه للمعادلة حلّين مركبين هما : لدينا :     

 .  و              

 .  و       و منه       

 . هي :  إذن مجموعة حلول المعادلة

 ،             ،               ،              لدينا :     (2

 على الشكل الأسّي : و كتابة  كلا من العددين -أ 

 . و منه : لدينا :     

 ، حيث، و منه  ، يكون : عمدة للعدد المركب و بفرض    

 .  إذن :    

 . و منه  لدينا :   
 الرسم : -بـ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 . ت أن :اإثب -جـ   

 

 :  إستنتاج طبيعة المثلث -د   

3 2

2 3 3 5 0   z z z  2

2 5 1 0   z z z
5

2
 z

2

1 0  z z

2

1 0  z z

   22 21 4 1 1 3 3 3         i i

1

1 3 1 3

2 2 2


  

i
z i2

1 3 1 3

2 2 2


  

i
z i

1

1 3

2 2
 z i2

1 3

2 2
 z i

 E
5 1 3 1 3

; ;
2 2 2 2 2

      
 

S i i

1 3

2 2
 Az iB Az z1 Cz

5

2
 Dz

AzBz

1 3

2 2
 Az i1Az

AAz

1
cos

2

3
sin

2

 

  





A

A

 arg 2
3

  
 Az kk 

3





i

Az e

B Az z3


i

Bz e

   B C B A Cz z z z z

3 3 3 31 3 3 3 3 3 3
1 2 2 2 2 1 32 2 2 2 2 2

3 2 21 3 3 3 3 3 3 3
1

2 2 2 2 2 2 2 2

  
               

   
      

  

B C
B

A C

i ii i i
z z

i z
z z

i i i i

ABC

 

A

B

C
D

F
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 متقايس الأضلاعالمثلثو بالتالي   و منه   يعني : لدينا :     

 . و زاويته  و نسبته التشابه المباشر الذي مركزه ليكن (3

 .  و  يعني : لتشابه المباشربا صورة النقطةالنقطة

 : طبيعة المثلث

 . قائم في المثلث

 . في المجموعة لّما يتغيّر . حيث : من المستوي ذات اللاحقة للنقط تعيين طبيعة المجموعة (4

 يكافئ يكافئ يكافئ 

  . بحيث و شعاع توجيهه  هي نصف مستقيم مبدؤه المجموعةو منه  يكافئ   
 

 

  nuبحدها الأول  متتالية عددية معرفة على
0 0u   و من أجل كل عدد طبيعيn  :

 1

2 2

3
n

n

n

u
u

u






  

المتتالية و لتكن          nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :  بـ
 

1

2
n

n

n

u
v

u





 

تبيان أن (1 nv : متتالية هندسية 

 ، nلدينا : من من أجل كل عدد طبيعي

 

   
1

1

1

2 2 32 2
1

1 1 1 13 3

2 2 2 2 2 32 4 8 4 2 4
2

3 3

n nn

n n nn n
n n

n n nn n n

n n

u uu

u u uu u
v v

u u uu u u

u u






  


   
     

     
 

 

و منه  المتتالية  nv هندسية أساسها
1

4
q    0و حدها الأول

0

0

1 1

2 2

u
v

u


  


  . 

 : nبدلالة  nvكتابة عبارة الحد العام -أ (2

، nعدد طبيعيمن أجل كل    
0

n

nv v q   و منه
1 1

2 4

n

nv
    
 

 . 

 : nبدلالة nuاستنتاج عبارة الحد العام -بـ  

، nلدينا : من من أجل كل عدد طبيعي      
1

2
n

n

n

u
v

u





و منه   2 1n n nv u u    2و منه 1n n n nv u v u     

أي       1 1 2n n nu v v      و بالتالي
1 2 1 2

1 1

  
 

 
n n

n

n n

v v
u

v v
 . 

إذن :     

1
1

1 2 4

1 1 1
1

2 4

      
    

 

n

n
n n

n

v
u

v
 . 

limحساب  -جـ  n
n

u


 . 

3






i

B C

A C

z z
e

z z

1

arg
3

 
 


     



B C

A C

B C

A C

z z

z z

z z

z z

 ;
3

CB CA

CA CB






ABC

SC2
3



FAS2CF CA ;
3

CA CF




AFC

AFCA

 Mz1  Bz kzk

1  Bz kz C Bz z kz3 


i

Cz z ke arg 2
3

  
 Cz z k

 ; 2
3

u CM k 
  Cw ;

3
u w 


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1
1

4
lim lim 1

1 1
1

2 4

n

n n
n n

u
 

    
   

     
  

لأن :  
1

lim 0
4

n

n

   
 

. 

 
 : nSحساب المجموع -أ (3

   

1

11

0 1 0

1
1

1 1 2 14
.... 1

11 2 3 4
1

4

n

nn

n n

q
S v v v v

q





                                   
 

 . 

 التحقق أن : -بـ  1 1
1

2 3
n

n

v
u

 


  

،    nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :       
1 2

1





n

n

n

v
u

v
و منه  

1 2
2 2

1


  


n

n

n

v
u

v
و منه 

3
2

1
 

n

n

u
v

  

أي       1 1
1

2 3
 

 n

n

v
u

 . 

nSحساب  المجموع  -جـ   : 

                 0 1

0 1

1 1 1 1 1 1
.... 1 1 .... 1

2 2 2 3 3 3
n n

n

S v v v
u u u

           
  

 . 

و منه                    0 1 0

1 1
1 1 .... 1 ... 1

3 3
n nS v v v n S              

 أي :             

1 1
1 2 1 1 1

1 1 3 5 2
3 3 4 9 4

n n

nS n n

                                  
 

 

 

(I g2بـ : الدالة العددية المعرّفة على( ) 2 x
g x e x x  .

) ،  xو  من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  gالدالة  -أ (1 ) 2 2 1x
g x e x    

gدراسة إتجاه تغيّر الدالة      : 

gالدالة      و  من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاقx  ،  ( ) 2 2 2 1x x
g x e e     

إشارة     g x : 
 

 

gالدالة      متناقصة على المجال ;0 و متزايدة على المجال 0; .

، من xكل  من أجلتبيان أنه ،  -بـ   0g x  

gالدالة        هي تقبل قيمة حدّية صغرى على 0 1g   كل  و منه من أجلx من ،  0g x  

 -جـ  2lim ( ) lim 2 x

x x
g x e x x

 
             2و

2 2

2 1
lim ( ) lim 1

x

x x

e
g x x

x x 

 
     

 
 

 :gالدالة ات جدول تغيّر    
 
 
 

 
 

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                    0                     x

           0             g x

 

                                                x

 g x

                                                                          
 
 

                                                                                        

 
 g x
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)تبيان أنّ المعادلة (2 ) 0g x  تقبل حلا وحيدا : 1,38حيث 1,37   . 

و    مستمرة  و متزايدة  تماما على  gالدالة 
 
 

1,38 0,02

1,37 0,001

g

g

  


 
أي    1,38 1,37 0g g    و منه حسب

)مبرهنة القيم  المتوسطة المعادلة  ) 0g x  تقبل حلا وحيدا : 1,38حيث 1,37   . 

)إشارة  (3 )g x : 

 
 

(II f
 

:  بـ الدالة العددية المعرفة على
2

( )
x

x

x e
f x

e x



. 

 حساب النهايات : -أ (1

   
2

lim lim 0
x

xx x

x e
f x

e x 

 
   

 ، لأن : 

 
 

2lim 0

lim

x

x

x

x

x e

e x





 


  

 

    
2 2

lim lim lim
1

x

x xx x x

x e x
f x

e x xe
  

   
          

 . 

 :xو  من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  fالدالة -بـ 

     

    
 

    
   

2 2

2 2 2

2 12 1 ( )
( )

x x xx x x x x x

x x x

xe x e x x exe x e e x e x e xe g x
f x

e x e x e x

            
  

 

 :على fدراسة اتجاه تغيّر الدالة  -جـ 

إشارة         f x من إشارة . ( )x g x  : 
 
 

 

متناقصة على المجالfالدالة        ;0  و متزايدة على كل من  المجالين 0;  و ; . 

 : fجدول تغيّرات الدالة      
 
 
 
 

 
 

تبيان أن : -أ (2  2 2
2 2

1
   


  


f 

) لدينا : ) 0g   أي
2

2
e


  

و منه    
 

2
2

2 22 3 2

2 2

2
( )

1

2

e
f

e

 
       
  





      
    

  

 أي :  2 2
2 2

1
   


  


f . 

 إستنتاج حصر  للعدد f  . 

                                          x

            0                g x

 

                  0                                     x

            0             0                f x

 

                     0                                         x

             0                0                g x

                                           f 
                    

 
 

                            0                                                                            

 
 g x
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1,38لدينا :  1,37     يكافئ
   2 22

0,76 2 2 0,74

1,37 1,38

2,38 1 2,37

2 2 2

2,37 1 2,38

    

   

    

   
 








و منه   0,27 0,32f . 

 -بـ 
2 3

2 2

3 2

1
lim ( ) lim lim lim 0

1

x

xx xx x x x

x e x
f x x x

ee x e x

x x

   

 
    

                  
 

  

التفسير البياني : المنحنى     fC  "2)و المنحنى الممثل للدالة "مربع
x x) متقاربان عند  . 

 الرسم : -جـ 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

2-1-2-3-4

2

3

4

5

6

0 1

1
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 شعبة علوم تجريبية   2017لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k
 

;1)، نعتبر النقطة 1;2)A و  المستوي( )P2ذا المعادلة 0x y z     . 

)و المستقيم   )D : المعرّف بـ
9 0

4 0

x y

y z

  
   

   . 

)عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم (1 )D. 
)جد معادلة ديكارتية للمستوي (2 )P  الذي يشملA و يوازي( )P . 

)أثبت أن (3 )Dيقطع( )P  في النقطةA  (1;3;6)حيثA . 

)عيّن تمثيلا وسيطيا للمستقيم (4 ) الذي يشملA و يوازي( )P و يقطع( )D . 
 

 

 nuو nv  كما يلي  متتاليتان معرّفتان على مجموعة الأعداد الطبيعية : 

       0

1

4
u   من أجل كل عدد طبيعيو منn  ،1

10
3

4
n

n

u
u

  


و     
2

1
n

n

n

u
v

u





 . 

n  ،0من أجل كل عدد طبيعيبرهن بالتراجع أن :  -أ  (1 1nu  . 

بيّن أن المتتالية -بـ  nu . متزايدة تماما ثم استنتج أنها متقاربة 

بيّن أن المتتالية -أ  (2 nv هندسية أساسها
5

2
 . nبدلالة nvثم عبّر عن حدها العام  

،  nأثبت أن : من أجل كل عدد طبيعي -بـ 
3

1
1

n

n

u
v

 


lim، ثم استنتج   n
n

u


. 

 

 

 (I  المعادلة :حل في مجموعة الأعداد المركبة   22 4 8 0   z z z      . 

(II  المستوي المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O u v . 

2 التي لاحقاتها :  Cو A ،Bنعتبر النقط 2 Az i     ،B Az z       2و Cz 

 على الشكل الأسّي . Bzو Azأكتب  كلا من العددين (1

 .ACD مركز ثقل المثلثBحتى تكون النقطةDلاحقة النقطة Dzعيّن (2

3)    مجموعة النقطM ذات اللاحقةمن المستويz (Mتختلف عنA وB  ) بحيث.:arg
2

 
  

B

A

z z

z z
 

هو نقطة من Oتحقق أن مبدأ المعلم  ثم عيّن طبيعة المجموعة  . و أنشئها 

، 2و نسبته Cالتحاكي الذي مركزه النقطة hليكن (4  صورة  بالتحاكيh . 

عيّن طبيعة المجموعة            . مع تحديد عناصرها المميزة 
 

 

 

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن
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حيث Dالمعرفة على fنعتبر  الدالة   ; 1 1;D        :  بـ  2 1
ln

3 1

x
f x x

x

     
     

    f
Cتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

 فردية  ثم  فسّر ذلك  بيانيا .fبيّن أن الدالة (1

 أحسب النهايات التالية : (2

1

lim ( )
x

f x



      ،
1

lim ( )

x

f x    ،  lim
x

f x و lim
x

f x 

استنتج أن        f
Cالتراتيب . يقبل مستقيمين مقاربين موازيين لحامل محور 

D    ،من  xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي -أ  (3 
2

2

2 2

3 1

     

x
f x

x
. 

 ، ثم شكّل جدول تغيّراتها . fإستنتج اتجاه تغيّر الدالة -بـ 

ن أنّ المعادلة بيّ (4  0f x    تقبل حلّا وحيدا  1.8حيث 1.9  

بيّن المستقيم -أ  (5   : ذا المعادلة
2

3
y x هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى f

C ثم أدرس وضعية المنحنى f
C 

بالنسبة إلى  المستقيم   . 

أنشئ المنحنى (6 f
C  و المستقيم  . 

7) mوسيط حقيقي ، ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي m: عدد حلول المعادلة   1
2 3 3ln 0

1

x
m x

x

     
 

 
 
 
 

 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , ,O i j k
 

 .  C(1;0;0)وA ،(0;2;0)B(0;0;3)، نعتبر النقط 

2تعيّن مستويا ، ثم تحقق أن : Cو A،Bبيّن أن النقط (1 3 6 6 0x y z   معادلة للمستوي ABC . 

)أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (2 ) العمودي على المستوي ABC والذي يشمل المبدأO . 

)نقطة تقاطع Hجد إحداثيات (3 ) و ABC . 

)أنبيّن  (4 )BHعمودي على( )AC ثم استنتج أن ،Hهي نقطة تلاقي أعمدة المثلثABC. 
 

  

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j    و 

 f الدالة  المعرفة على المجال 4;1: كما يلي
 

  3 16

11

x
f x

x





 . 

و   fC  ، المنحنى الممثل لها  : المستقيم ذو المعادلةy x . 

(I تحقق أن الدالة متزايدة تماما على المجال 4;1 : ثم بيّن أن . 

من أجل       4;1x   فإن   4;1f x   . 

(II  nu  متتالية عددية معرفة بحدها الأول
0 0u   و من أجل كل عدد 

: nطبيعي         
 

 1n nu f u      

2الحدود أنقل الشكل المقابل ثم مثّل  على حامل محور الفواصل -أ (1 1 0, ,u u u 3وu .دون حسابها 

ر المتتاليةاتجاه تغيّثم ضع تخمينا حول      nuو تقاربها 

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال
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، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي (2
 

4 0nu      

ثم بيّن أن المتتالية nu  . متناقصة تماما 

المتتالية العدديةلتكن  (3 nv  1:   المعرفة كما يلي 4n n nv u v   

أثبت أن المتتالية   nv1حسابية أساسها

7
حيث :  S، ثم أحسب المجموع  

0 0 1 1 2016 2016.....S v u v u v u       . 

 

 

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O u v . 

 أجب بصحيح أو خطأ مع التعليل في كل حالة مما يلي : 

مجموعة حلول المعادلة  (1
2

1
1

     
z i

z i
 هي : في المجموعة

1

2

    


S i. 

z . ، من أجل كل عدد مركب (2   2
2 2 2   z z z 

 ، nمن أجل كل عدد طبيعي  (3
3

1 3
1

2 2

 
  

 

n

i. 

4) S التشابه المباشر الذي مركزه النقطة و زاويته  3و نسبته 1ذات اللاحقة
2


 . 

صورة الدائرة Cذات المركز 0;1بالتشابه 3و نصف القطرS هي الدائرة C ذات المركز 2; 3  و نصف 
  9القطر  

من أجل كل عدد حقيقي : إذا كان  (5   sin cos cos sin      z i i : فإن  arg 2 2
2

    z k 

 عدد صحيح .kحيث 
 

  

(I  الدالة العدديةنعتبرfبـ :   المعرّفة على  2 12   x
f x x e. 

و          fC إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني في المستوي المنسوب( ; , )O i j. 

بيّن أن (1 lim 2
x

f x


   و أعط تفسيرا هندسيا للنتيجة ، ثم أحسب lim
x

f x


 . 

، من xكل  بيّن أنه من أجل -أ (2    12    x
f x x x e 

 ثم شكّل جدول تغيراتها . fأدرس اتجاه تغير الدالة -بـ 

أكتب معادلة لـ (3 T  المماس للمنحنى fC 1عند النقطة ذات الفاصلة . 

(II h
 

)1بـ  : العددية المعرفة علىالدالة  ) 1 x
h x xe

 . 

، منxكل بيّن أنه من أجل (1  0h x  ثم أدرس الوضع النسبي للمنحنى ، fC  و المماس T. 

)بيّن أنّ المعادلة  (2 ) 0f x   تقبل حلا وحيدا  0,7حيث 0,6   . 

أنشئ  المماس (3 T والمنحنى fCعلى المجال 1;  . 

4) F
 

بـ  : الدالة المعرفة على 2 1( ) 2 2 2 x
F x x x x e

   . 

ثم  أحسب مساحة الحيّز المستوي المحدّد بالمنحني ، على fدالة أصلية للدالةFتحقق أن - fC حامل محور الفواصل ، 

0xو  المستقيمين اللّذين معادلتيهما:               1وx   . 

 

 

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن
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   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

الفضاء مزود بمعلم متعامد و متجانس  ; , ,O i j k
 

;1)، نعتبر النقطة 1;2)A   و  المستوي( )P 2ذا المعادلة 0x y z    

)تعيين تمثيل وسيطيي للمستقيم (1 )D : 

( )D: المستقيم المعرّف بـ 
9 0

4 0

x y

y z

  
   

y و منه  بوضع t نجد 
9

4

x t

y t t

z t

  
  
   

 و هذه الجملة هي 

)تمثيل وسيطيي للمستقيم        )D . 

)إيجاد معادلة ديكارتية للمستوي (2 )P  الذي يشملA و يوازي( )P : 

( )Pيوازي( )P  معناه 1; 1;1n  شعاع ناظمي لـ( )P  و منه لـ ،( )P :  0 معادلة من الشكل   x y z d . 

) و لدينا : )A P يعني 1 1 2 0A A Ax y z d d         4أيd   . 

)إذن معادلة ديكارتية للمستوي )P  : 4 من الشكل 0x y z    . 
)إثبات أن (3 )Dيقطع( )P  في النقطةA  (1;3;6)حيثA  : 

لدينا  

9

4

4 0

x t

y t

z t

x y z

  
 
   
    

يكافئ      9 4 4 0t t t         3أيt   . 

)في التمثيل الوسيطي لـ  tوبتعويض قيمة )Dو هي إحداثيات النقطة (1;3;6)نجدA   تقاطع( )D و( )P  . 
)للمستقيمتعيين تمثيل وسيطي  (4 ) الذي يشملA و يوازي( )P و يقطع( )D : 

لدينا : 
  ( ) ( )

( )

D P A

A

     


 
)و منه  )هو نفسه المستقيم( )AA  . 

و لدينا  5;4; 1AA   و منه تمثيل وسيطي للمستقيم( )AA  : من الشكل 
5 1

4 1

2

 
    
   

x t

y t t

z t

. 

 

 

 nuو nv  0:  بــمتتاليتان معرّفتان على

1

4
u   من أجل كل عدد طبيعيوn  ،1

10
3

4
n

n

u
u

  


و  
2

1
n

n

n

u
v

u





 . 

n  ،0من أجل كل عدد طبيعين بالتراجع أن : االبره -أ  (1 1nu  . 

نسمي P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :0 1nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   0، لدينا

1

4
u   00و منه 1 u  و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 0أي 1nu   و  نبرهن صحة ، 1P n   10أي 1 nu . 

0لدينا حسب الفرض    1nu    4و منه 4 5 nu    و منه
1

4

1 1

5 4





nu
و منه  

10 10 10

4 4 5




 
 

nu
   

و منه 
10 10

1
4

33
4

  



nu

10 أي :    1 nuو بالتالي . 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،0 1nu  . 
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تبيان أن المتتالية -بـ  nu :  متزايدة تماما 

،nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :  

    2

1

3 4 10 410 2
3

4 4 4


      
     

  
n n n n n

n n n

n n n

u u u u u
u u u

u u u
 

 و منه : 
  

1

1 2

4


 
 


n n

n n

n

u u
u u

u
. 

0 و لدينا : 1nu 1و منه 0 nu 1أي 0  n nu u  المتتاليةو بالتالي nu .  متزايدة تماما 

المتتالية  -ـ nuإذن فهي متقاربة  . 1و محدودة من الأعلى بالعدد  متزايدة ، 

تبيان أن المتتالية -أ  (2 nv هندسية أساسها
5

2
  : 

 :  nلدينا من أجل كل عدد طبيعي    

 

 

 
 
 

1
1

1

5 4 1010 10
3 2 5

5 22 5 10 54 4 4

10 10 2 4 101 2 2 2 1 2
1 3 2

4 4 4






 
  

   
      

        
  

n

nn nn n n
n n

nn n n

n n n

u

uu uu u u
v v

uu u u

u u u

 

و منه  المتتالية  nv هندسية أساسها
5

2
q  . 

0الحد  الأول : 
0

0

2
3

1


 


u

v
u

 . 

  كتابة عبارة  الحد العامnv بدلالةn : 

n  :0من أجل كل عدد طبيعي     n

nv v q   و منه
5

3
2

   
 

n

nv  . 

،  nثبات أنه : من أجل كل عدد طبيعيإ -بـ 
3

1
1

n

n

u
v

 


  

، nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي     
2

1
n

n

n

u
v

u





و منه   

3
1

1
  

n

n

v
u

و منه    
3

1
1

 
n

n

v
u

  

أي     
3

1
1

 
n

n

u
v

 و بالتالي :  
3

1
1

n

n

u
v

 


 

 لدينا :  
3 3

lim lim 1 lim 1 1
1 5

3 1
2

  

 
                 

  

n n
n n n

n

u
v

 لأن : ، 
5

lim
2

    
 

n

n
 . 

 

 

 (I  المعادلة :حل في مجموعة الأعداد المركبة    . 

 . أو     تكافئ

 : المعادلة لنحل في 

 و منه للمعادلة حلّين مركبين هما : لدينا : 

 .  و               

 .هي :  إذن مجموعة حلول المعادلة

    21 ........ 2 4 8 0   z z z

  22 4 8 0   z z z2 z
2 4 8 0  z z

2 4 8 0  z z

   2 224 4 1 8 16 16 4         i i

1

4 4
2 2

2


  

i
z i2

4 4
2 2

2


  

i
z i

 1 2;2 2 ;2 2   S i i
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(II  المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  المستوي . 

 و       ،      التي لاحقاتها :  و ، نعتبر النقط  

 على الشكل الأسّي : و كتابة كلا من العددين (1

 . و منه : لدينا :    

 ، حيث، و منه  ، يكون : عمدة للعدد و بفرض    

 .  إذن :     

 . و منه  لدينا :     

 . مركز ثقل المثلثحتى تكون النقطةلاحقة النقطة تعيين (2

 . مرجح الجملةمعناه  مركز ثقل المثلث   

   و بالتالي : و منه :        

 . أي :       

 .  :بحيث (  و تختلف عن) ذات اللاحقةمن المستوي مجموعة النقط   (3

 : نقطة من هو التحقق أن مبدأ المعلم   

 . و منه    لدينا :     

 تعيين طبيعة المجموعة: 

 هي نصف الدائرة المفتوحة التيو منه معناه      

 . و تشمل النقطة و قطرها و حدّاها    

 : إنشاء    

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 هي :و نسبته الذي مركزه النقطة العبارة المركبة للتحاكي (4

 . 

 مع تحديد عناصرها المميزة : بالتحاكي صورةتعيين طبيعة المجموعة 

 ، و تشمل النقطة التي و بحيث :  و هي نصف الدائرة المفتوحة التي حدّاهاالمجموعة

 .  2لاحقتها  
 ( و  ) 

 

 ; ,O u v

ABC2 2 Az iB Az z2 Cz

AzBz

2 2 Az i2 2Az

AAz

2 1 2
cos

22 2 2

2 2
sin

22 2


  




   





A

A

 arg 2
4

  
 Az kk 

42 2





i

Az e

B Az z42 2


i

Bz e

DzDBACD

BACDB      ,1 ; ,1 ; ,1A C D

3

 
 D C A

B

z z z
z3  D B C Az z z z

     3 2 2 2 2 2 6 8       Dz i i i

 MzMABarg
2

 
  

B

A

z z

z z

O 

   arg arg arg arg
4 4 2

                    

  B O B
B A

A O A

z z z
z z

z z z
  O

 

arg
2

 
  

B

A

z z

z z
 ; 2 /

2
  MA MB k k
  

AB ABO

 

hC2

2 2  z z

  h

 AB  A h A  B h B

2 2 6 4    A Az z i2 2 6 4    B Bz z i
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f الدالة المعرفة علىD حيث   ; 1 1;D        :  بـ  2 1
ln

3 1

x
f x x

x

     
      

 فردية :fتبيان أن الدالة (1

xمن أجل كل )متناظرة بالنسبة إلى الصفر  Dالمجموعة D ،x D  ) 

xو من أجل كل        D  ،

مركز تناظر بالنسبة للمنحنى Oالتفسير البياني : مبدأ المعلم        f
C . 

حساب النهايات : (2

      
1 1

2 1
lim ( ) lim ln

3 1x x

x
f x x

x 
 

          
       ،

1 1

2 1
lim ( ) lim ln

3 1x x

x
f x x

x 
 

          
 

المنحنى التفسير البياني :       f
C : 1يقبل مستقيمين مقاربين موازيين لحامل محور التراتيب معادلتيهماx  1وx   . 

       2 1
lim lim ln

3 1x x

x
f x x

x 

          
و        lim

x
f x


    : لأن     ،

1
lim ln 1

1x

x

x

    
 . 

D    ،من  xتبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي (3 
2

2

2 2

3 1

     

x
f x

x
. 

 : Dمن  xمن أجل كل عدد حقيقي،   Dقابلة للإشتقاق على fالدالة      

   
  

 
   

2 2 2 2

2 22 2

2

2 1 612 2 2 2 2 2 4 2 2

13 3 1 1 3 1 3 13 1 3 1

1

xx x x
f x

x x x x xx x

x

                          

 

 : fإتجاه تغيّر الدالة

D ،2من  xلدينا : من أجل كل         1 0x    و منه  0f x   و بالتالي الدالةf متزايدة تماما علىD .

 : fجدول تغيّرات الدالة
 
 
 
 

 
 

 

تبيان أنّ المعادلة  (4  0f x    تقبل حلّا وحيدا  1.8حيث 1.9 : 

مستمرة  و متزايدة  تماما على المجال fالدالة      1;  و   1,8;1,9 1;  و
 
 
1,9 0,10

1,8 0,05

f

f




 
 

أي         1,8 1,9 0f f   و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0f x  تقبل في المجال 1;  حلّا

1.8حيث  وحيدا        1.9 . 

لدينا :  (5  2 1
lim lim ln 0

3 1x x

x
f x x

x 

           
، لأن : 

1
lim 1

1x

x

x

    
 

و منه  المستقيم   : ذو  المعادلة
2

3
y x هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى f

C. 

دراسة  وضعية المنحنى  f
C  بالنسبة إلى  المستقيم  :

   2 1 2 1 2 1
ln ln ln

3 1 3 1 3 1

x x x
f x x x x f x

x x x

                                
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                         1            1                          x 

 
 
 

 

 

  f x
 

 
 
 

 
                           

 
 

 

                            

 
 f x
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لدينا :     2 1
ln

3 1

x
f x y f x x

x

       
و منه إشارة الفرق من إشارة   

1
ln

1

x

x

 
  

. 

 
 
 
 
 
 

 الرسم : (6
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 المناقشة البيانية : (7

  1
2 3 3ln 0

1

x
m x

x

     
تكافئ

1
2 3 3ln 0

1

x
x m x

x

     
تكافئ 

2 1
ln

3 1

x
x m x

x

    
   

أي f x m x  و منه حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى fC مع المستقيم ذو المعادلةy m x .  

 )مناقشة دورانية(
إذا كان

2 2
;

3 3
m

    
أي 

2
0;

3
m

    
 فإن المعادلة تقبل حلّين متمايزين . 

إذا كان
2 2

; ;
3 3

m
             

أي 
2

;
3

m
    

 فإن المعادلة لا تقبل حلول . 

 

 

 

 

 

 

 

                              1                1                          x 

 
 
 

 

  f x y
 

 
 fCتحت               

 
 fCفوق                          

 
 الوضع النسبي

 

 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

A،B وC : (0;0;3)النقط من  بحيثA   ،  (0;2;0)B   (1;0;0)وC  

 تعيّن مستويا : Cو A،Bتبيان أن النقط (1

لدينا :  3;2;0AB   و 3;0;1AC  

ليسا مرتبطين خطيا لأن AC و AB الشعاعان       
AB AC

x x لكن
AB AC

y y  و منه  النقطA،B وC  ليست في 

 تعيّن مستويا  .  استقامية  و بالتالي فهي        

  : 2التحقق أن 3 6 6 0x y z    معادلة للمستوي ABC : 

 تحقق المعادلة . Cو A،Bيكفي إثبات أن إحداثيات النقط

 A ABC  2لأن 3 6 6 2 3 3 0 6 0 6 0A A Ax y z            

 B ABC  2لأن 3 6 6 2 0 3 2 6 0 6 0B B Bx y z            

 C ABC  2لأن 3 6 6 2 0 3 0 6 1 6 0C C Cx y z           

)تمثيل وسيطي للمستقيمكتابة  (2 ) العمودي على المستوي ABC و الذي يشمل المبدأO . 

( )المستوي يعامد ABC (6;3;2)يعني أنn  شعاع توجيه لـ( ) . 

)و منه تمثيل وسيطي للمستقيم ) : من الشكل 
2

3

6

x t

y t t

z t


  
 

 . 

)نقطة تقاطع Hإيجادإحداثيات (3 ) و ABC : 

نحل الجملة  

2

3

6

2 3 6 6 0

x t

y t

z t

x y z


 
 
    

و هذا يكافئ        2 2 3 3 6 6 6 0t t t     6أي

49
t   . 

)في التمثيل الوسيطي لـ  tو بتعويض قيمة )12نجد 18 36
( ; ; )
49 49 49

 . Hو هي إحداثيات النقطة 

)تبيان أن (4 )BHعمودي على( )AC : 

 لدينا :
12 86 36

( ; ; )
49 49 49

BH  و 3;0;1AC  

و منه
12 86 36

. 3 0 1 0
49 49 49

          
 

AC BH  و بالتالي ( )BH AC. 

 استنتاج أنHهي نقطة تلاقي أعمدة المثلثABC. 

لدينا : 
147 18 36

( ; ; )
49 49 49

AH   و 0; 2;1BC  . 

و منه
147 18 36

. 0 2 1 0
49 49 49

             
   

BC AH  و بالتالي ( )AH BC. 

 .ABCتلاقي أعمدة المثلثهي نقطة Hإذن
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f الدالة  المعرفة على المجال 4;1: كما يلي
 

  3 16

11

x
f x

x





 . 

 (Iتحقق أن الدالةالf  متزايدة تماما على المجال 4;1 . 

قابلة للإشتقاق  على المجال  fالدالة 4;1    و     
   2 2

3 11 3 16 49

11 11

x x
f x

x x

  
  

 
 

لدينا :من أجل كل  4;1x   ،  0f x  و بالتالي الدالةf  متزايدة تماما على المجال 4;1 . 

تبيان أنه من أجل  4;1x   فإن   4;1f x   : 

متزايدة تماما على المجال  fلدينا : الدالة  4;1 و بالتالي من أجل 4;1x   فإن     4 ; 1f x f f     

 أي :   13
4;

12
f x

     
و  لدينا    13

4; 4;1
12

      
من أجل كل و منه :  4;1x   فإن   4;1f x   . 

(II  nu  متتالية عددية معرفة بحدها الأول
0 0u   و من أجل كل عدد طبيعيn :

 
 1n nu f u      

 تمثيل الحدود : -أ (1
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

المتتالية التخمين :          nu4متناقصة و  متقاربة نحو العدد  . 

، nالبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي (2
 

4 0nu     

نسمي P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :4 0nu     " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   0، لدينا 0u   و منه
04 0u    و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : 4أي 0nu    و  نبرهن صحة ، 1P n   أي
14 0nu    . 

4لدينا حسب الفرض    0nu   و بما أن الدالةf   متزايدة تماما فإن     4 0nf f u f     

أي    
1

16
4 1

11
nu         و بالتالي 1P n   . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،4 0nu   . 

تبيان أن المتتالية - nu : متناقصة تماما 

 ،nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا : 

   22

1

3 16 11 43 16 8 16

11 11 11 11

n n n nn n n
n n n

n n n n

u u u uu u u
u u u

u u u u


       
     

   
 

1 و منه :   0n nu u    المتتاليةو بالتالي nu   متناقصة تماما. 
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المتتالية العدديةلتكن  (3 nv  1:   المعرفة كما يلي 4n n nv u v   أي 
1

4
n

n

v
u




 . 

إثبات أن المتتالية nv1حسابية أساسها

7
 : 

 :  nلدينا من أجل كل عدد طبيعي

   1

1

1 1 1 11 4 7 1 1 1

3 16 3 16 4 114 7 28 7 4 7 4 7
4

11 11

n n
n n

n n nn n n n

n n

u u
v v

u u uu u u u

u u




  
        

      
 

 

و منه  المتتالية nv حسابية أساسها
1

7
r   0و حدها الأول

0

1 1

4 4
v

u
 


 . 

  حساب المجموعS  : حيث
0 0 1 1 2016 2016.....S v u v u v u        

لدينا :       0 0 1 1 2016 2016 0 1 2016..... 1 4 1 4 .... 1 4S v u v u v u v v v              

 و منه :     0 1 2016 0 2016

2017
2017 1 4 ..... 2017 4

2
S v v v v v

           
 

 أي :
2017 1

2017 4 288 1161792
2 4

S
          

 

 

 

 . المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس

 الإجابة بصحيح أو خطأ مع التعليل في كل حالة : 

 صحيح .                             هي : في المجموعةمجموعة حلول المعادلة  (1

 التبرير :

 .  أي تكافئ     أو تكافئ     

 صحيح .                           ،  من أجل كل عدد مركب (2

 التبرير :

          

 خطأ .                            ، من أجل كل عدد طبيعي  (3

  التبرير :        

 

 . و زاويته  و نسبته ذات اللاحقة التشابه المباشر الذي مركزه النقطة  (4

  و نصف القطر ذات المركزهي الدائرة بالتشابه و نصف القطرذات المركزصورة الدائرة
 صحيح 

 التبرير :

  هي : العبارة المركبة للتشابه

 . و منه   لدينا :

 .  و لدينا :

 ; ,O u v

2
1

1
     

z i

z i

1

2

    


S i

2
1

1
     

z i

z i
   2 2

1   z i z i
 

1

1

   
     

z i z i

z i z i

1

2
  z i

z   2
2 2 2   z z z

      2
2 2 2 2 2      z z z z z

n

3

1 3
1

2 2

 
  

 

n

i

   
3 3 3

3 3
1 3

1
2 2

 


      
           
       

n
n n

i i n nii e e e

S13
2



 C 0;13S C  2; 3  9

S 23 1 1 3 3 1


      
i

z e z iz i

 z i3 1 3 2 3       z iz i i

3 3 9r k r     
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  فإن : : إذا كان  من أجل كل عدد حقيقي (5

 صحيح .  عدد صحيح .                        حيث 
 التبرير :

 :  من أجل كل عدد حقيقي

 

 . و منه 

 

 

 (I  الدالة العدديةنعتبرfبـ :   المعرّفة على  2 12   x
f x x e . 

تبيان أن (1 lim 2
x

f x


 . 

         2 1lim lim 2 2x

x x
f x x e



 
   : لأن  2 1 2lim lim 0x x

x x
x e e x e

 

 
  . 

2yالتفسير الهندسي : المستقيم ذو المعادلة         مقارب أفقي للمنحنى fC عند . 

    2 1lim lim 2 x

x x
f x x e



 
    . 

 ،  xكل عدد حقيقي  و  من أجل الدالة قابلة للإشتقاق على -أ (2

     1 2 1 2 1 12 2 2x x x x
f x xe x e x x e x x e

           

 : fدراسة اتجاه تغيّر الدالة -بـ 

إشارة              f x من إشارة 2x x  :
 
 

 

المجالمتناقصة على fالدالة               0;2  و متزايدة على كل من  المجالين 2;  و ;0. 

: fجدول تغيّرات الدالة               
 
 
 
 
 

 
كتابة معادلة لـ (3 T  المماس للمنحنى fC 1عند النقطة ذات الفاصلة : 

 لدينا :              : 1 1 1T y f x f    و منه  : 2T y x   . 

 (II h
 

)1بـ  : الدالة العددية المعرفة على ) 1 x
h x xe

 . 

، منxكل تبيان أنه من أجل (1  0h x  : 

x  ، و  من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  hالدالة         1 1 1( ) 1x x x
h x e xe x e

        

إشارة         h x : 

 
 

متناقصة على المجالhالدالة          ;1 و متزايدة على المجال 1; . 

هي تقبل قيمة حدّية صغرى على hالدالة          1 0h  كل  و منه من أجلx من ،  0h x  

 دراسة الوضع النسبي للمنحنى fC  و المماس T: 

   sin cos cos sin      z i i arg 2 2
2

    z k

k



       
222 2 22 2sin cos cos sin cos sin

  
      

               
ii i

i iz i i i i e e e e e

 arg 2 2
2

    z k
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                 2              0                    x 

        0            0              f x
 

 

                      2                  0                      x 

             0                0              f x
 

2                                              2                      
 
 

                       
12 4e
                                                     

 
 f x

 

 

                      1                           x 

           0                 h x
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لدينا :            2 1 12 2 1x x
f x y x e x x x e xh x

         . 
 

 
 
 
 
 

 
 
)تبيان أنّ المعادلة  (2 ) 0f x   تقبل حلا وحيدا  0,7حيث 0,6   . 

مستمرة  و متزايدة  تماما على المجال fالدالة        ;0  و   0,7; 0,6 ;0       و
 
 

0,7 0,7

0,6 0,2

f

f

  


 
 

أي           0,7 0,6 0f f      و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة( ) 0f x   تقبل حلا وحيدا  

0,7حيث        0,6   . 
 الرسم : (3
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
4) F

 
بـ  : الدالة المعرفة على 2 1( ) 2 2 2 x

F x x x x e
   . 

 : على fدالة أصلية للدالةFالتحقق أن -

 : xو  من أجل كل عدد حقيقي علىقابلة للإشتقاق  Fالدالة   

     1 2 1 2 1( ) 2 2 2 2 2 2x x x
F x x e x x e x e f x

            

ىحساب مساحة الحيّز المستوي المحدّد بالمنحن  - fC ، :0حامل محور الفواصل و  المستقيمين اللّذين معادلتيهماx   1وx   

         
1

1

0
0

1 0 7 2 .S f x dx F x F F e u a        

 

                          1                            0                             x 

          0                       0                    f x y
 

                                                                                                 
 fCفوق T                              fCفوق T                           fCتحت T  

 

                             fCيقطع T                             fCيقطع T  
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نعتبر المتتاليتين nuو nv كما يلي المعرّفتين على: 

                                                             
0

1

1

3
1

4
n n

u

u u





 

و                                          
     

0

1

6

3
1

4
n n

v

v v





 

 

 . 1vو 1uأحسب الحدّين (1

2أكتب -أ (2 1n nu u    1بدلالةn nu u . 

باستعمال البرهان بالتراجع بيّن أن المتتالية -بـ  nu المتتالية متزايدة تماما  و nv . متناقصة  تماما 

نعتبر المتتالية (3 nw كما يلي المعرّفة على: n n nw u v  

برهن أن المتتالية nw هندسية يطلب تعيين أساسهاq 0و حدّها الأولw   ثم عبّر عنnw بدلالةn. 

بيّن أن المتتاليتين (4 nuو nv . متجاورتان 
 

 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ; , ,O i j k  نعتبر النقط  ، 1;1; 1A   ، 2; 1; 1B   و 4; 4; 2C   . 

و  المستوي   P 2ذا المعادلة الديكارتية 2 3 0x y z    . 

 تعيّن مستويا . Cو A،Bبيّن أن النقط (1

بيّن المستويين (2 P و ABC . غير متوازيين 

 تحقق أن الجملة : (3 ,    ،
2 3

6 2 5

x

y

z

   
   
 

 
 


تمثيل وسيطي للمستوي   ABC . 

جد تمثيلا وسيطيا  لـ (4  تقاطع المستويينمستقيم P و ABC.  
 

 

 (I  المعادلة :حل في مجموعة الأعداد المركبة   22 2 4 0z z z         . 

(II  المستوي المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O u v : 2 حيثu cm. 

2Az التي لاحقاتها :  Cو A ،Bنعتبر النقط      ،1 3Bz i         وC Bz z 

 .  Czعلى الشكل الأسّي ، ثم استنتج الشكل الأسي للعدد المركّب Bzأكتب -أ  (1

 . Cو A،B، ثم أنشئ النقط ABCعيّن مركز و نصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث -بـ 

و نسبته Oالتشابه المباشر الذي مركزه النقطة Sليكن (2
1

2
2و زاويته  

3

 و لتكنFصورةA بالتحويلS . 

 Sعلى الترتيب بالتشابه CوA،Bمن صور النقط Cو A،Bثم عيّن لاحقة كل Sأكتب العبارة المركّبة للتشابه -أ 
 .   Cو A،Bثم أنشئ في المعلم السابق النقط     
أحسب بالسنتمتر المربّع مساحة المثلث -بـ   A B C . 

 

 

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال
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ن) 5ثالث(التمرين ال
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(I  الدالةنعتبرg ّـ ب  فة علىالمعر :  2 x

g x x e e. 

        gCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد 

)و المتجانس                ; , )O i j. (الشكل) 

 أحسب - 1g . 

 بقراءة بيانية عيّن إشارة - g x ثم استنتج إشارة ،  g x 

 . x حسب قيم العدد الحقيقي
 

(II 
 

)بـ  :  المعرفة على fنعتبر الدالة ) 2  x e
f x e

x
 . 

      fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j.

 :أحسب النهايات الآتية  (1 lim
x

f x، 
0

lim
x

f x



، 
0

lim
x

f x



 و  lim
x

f x . 

بيّن أن المنحنى (2  2الذي معادلته x
y e و  المنحنى fCمتقاربان بجوار ثم أدرس وضعية ،  fC بالنسبة لـ . 

 ،منxكل أجل بيّن أنه من  (3   
2

g x
f x

x

   . 

متزايدة تماما على كل من المجالين fاستنتج أن الدالة (4 1;0 و 0; و متناقصة تماما على المجال ; 1   ثم شكّل ، 

 جدول تغيّراتها .

كيف يمكن إنشاء المنحنىبيّن  (5 إنطلاقا من منحنى الدالةx
x eثم أرسم بعناية كلا من ، و fC في نفس المعلم

 السابق.

عددا طبيعيا وnليكن  (6 A nينلحيّز المستوي المحدّد بالمنحنيا مساحة fC و   المستقيمين اللّذين معادلتيهما:و 

    n
x e   1    و  n

x e  . 

 حيث :lأحسب العدد الحقيقي      0 1 .... 2016   l A A A. 
 
 
 
 

 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ; , ,O i j k  نعتبر النقط ، A  8;0; 2  ، B 1;2;1 ، C 2;3; و  1 E 1;1;4 . 

و المستوي   P  ذا المعادلةx y  2 3 0 . 

 تعيّن مستويا . Cو A،Bبيّن أن النقط -أ  (1

حتى يكون عيّن قيمة العدد الحقيقي  -بـ  n 1; ; شعاعا ناظما للمستوي 1 ABC . ثم عيّن معادلة ديكارتية له 

بيّن أن المستويين (2 P و ABC  يتقاطعان وفق مستقيم ثم تحقق أن ،E تنتمي إلى  و u 1;  شعاع توجيه له .7;2

مرجح الجملة Gلتكن (3      A B C;1 , ; 2 , ، نرمز بـ 3;  إلى مجموعة النقطM : من الفضاء التي تحقق 

   MA MB MC MB MC   2 3 . 0 

ثم حدد طبيعة المجموعة Gعيّن إحداثيات النقطة  . و أكتب معادلة ديكارتية لها 

عيّن إحداثيات نقط تقاطع  (4 P ، ABC و . 
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 : المعرفة على المجال fنعتبر الدالة   0; : كما يلي  3 1

3

x
f x

x





و  fC في المستوي المنسوب إلى معلم تمثيلها البياني 

متعامد و متجانس   ; ,O i j     و  : المستقيم ذو المعادلةy x 

  ، عدد حقيقي موجب  nu بحدها  على المتتالية العددية المعرفة 

الأول    
0u   و من أجل كل عدد طبيعيn : 1n nu f u      

(I عيّن قيم حتى تكون nu . متتالية ثابتة 

(II  : 5نضع في كل مايلي  

 الحدود على محور الفواصل نقل الشكل المقابل ثم مثّل أ -أ (1

          2 1 0, ,u u u 3وu حسابها. دون 

ر المتتاليةاتجاه تغيّضع تخمينا حول  -بـ   nu. و تقاربها 

المتتاليةنعتبر (2 nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :  بـ
 

1

1

n
n

n

u
v

u





 

أن بيّن -أ   nv1أساسها متتالية هندسية

2
 ها الأول.يطلب تعيين حدّ 

limسبثم أح nuو nvعن  nعبّر بدلالة -بـ    n
n

u


. 

 المجموع : nأحسب بدلالة (3
1 2016....n n n nS v v v     .  

 المجموع  :nثم استنتج بدلالة 
1 2016

1 1 1
....

1 1 1
n

n n n

S
u u u 

    
  

 . 

 

 

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O u v . 

3  :  على الترتيب التي لاحقاتها Cو A ،B نعتبر النقط 2  Az i       ،    1 Bz i     4       و 3 Cz i 
 . Cإلى النقطة Bو الذي يحوّل النقطة Aالمباشر ذي المركز  Sعيّن النسبة و زاوية للتشابه (1

Aالعدد المركب على الشكل الأسّي  أكتب (2 B

C B

z z

z z




 . ABC، ثم استنتج طبيعة المثلث

إلى منتصف القطعة Iو بـ ABCإلى مركز ثقل المثلث Gنرمز بـ (3 AC . 

 في إستقامية . Iو B ،G، ثم بيّن أن النقط Iو Gلاحقتي النقطتين  Izو Gzعيّن كلا من      

 . ABCD. حدّد بدقة طبيعة الرباعي Iبالنسب إلى Bنظيرة النقطة Dنعتبر النقطة (4

نعتبر (5  مجموعة النقطM : 5من المستوي التي تحقق 2 MA MC. 

تنتمي إلى Cتحقق أن النقطة -أ         . 

عيّن طبيعة المجموعة -بـ         . ثم أنشئها  
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(Iنعتبرf المعرّفة على المجال العددية  الدالة
1

;
2

    
: كما يلي      

 2

1 2ln 2 1

2 1

x
f x

x

 



 . 

و f
C المتجانس تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و ( ; , )O i j .  

 
النهايتين : حسبأ (1

1

2

lim ( )
x

f x



   ، lim
x

f x


ثم فسّر النتيجتين بيانيا .  

من المجال xعدد حقيقي بيّن أنّه من أجل كل ـ أ (2
1

;
2

    
    ،   

 3

8ln 2 1

2 1

x
f x

x

 
 


  

.ها شكّل جدول تغيّراتثم   fأدرس إتجاه تغيّر الدالة ـ بـ

حل في المجال (3
1

;
2

    
المعادلة   0f x   ثم استنتج إشارة ، f x .

بيّن أن المنحنى (4 f
C يقبل نقطة إنعطافيطلب تعيين إحداثييها ، ثم أنشئ f

C .

(II الدالةلتكنg  المعرّفة على
1

;
2

    
: كما يلي     2 ln 2 1g x x x     . 

.  gأدرس إتجاه تغيّر الدالة -أ  (1

بيّن أن المعادلة  -بـ   0g x  تقبل حلّين أحدهما معدوم  و الآخر: 1,2 حيث 1,3  . 

إشارةاستنتج  -جـ  g x .

أكبر تماما من  : nنضع من أجل كل عدد طبيعي (2
1

( )



 
n

n

n

I f x dx   .

أثبت أن : من أجل كل
3

2
x   ،  1

0
2 1

f x
x

 


limثم استنتج  n
n

I


. 
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 nuو nv كما يلي  متتاليتان معرّفتان على مجموعة الأعداد الطبيعية  :   
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1
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


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                      و                    
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v
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 : 1vو 1uحساب الحدّين (1

 1 0

3 3 7
1 1

4 4 4
u u                        ،  1 0

3 3 22 11
1 6 1

4 4 4 2
v v       

2كتابة -أ (2 1n nu u    1بدلالةn nu u  : 

n  ،من أجل كل عدد طبيعي  2 1 1 1 1 1

3 3 3 3
1 1 1

4 4 4 4
n n n n n n n nu u u u u u u u     

           
 

    

المتتاليةالبرهان بالتراجع أن  -بـ   nu  متزايدة تماما: 

n ، 1nمن أجل كل عدد طبيعي من لنثبت أنه :         nu u 

 التمرين الأولحل مقترح  

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال
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نسمي          P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :   " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   0، لدينا 1u   1و

7

4
u  1منه  و 0u u  و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : صحة ، و  نبرهن  أي 1P n   2أي 1n nu u  . 

1و منه   حسب الفرض لدينا    0n nu u     و لدينا مما سبق  2 1 1

3

4
n n n nu u u u       

2و منه  1n nu u    بالتاليو 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn، أي أن المتتالية nu . متزايدة تماما 

البرهان بالتراجع بيّن أن المتتالية  - nv : متناقصة  تماما 

n ،1nعدد طبيعيمن أجل كل  من لنثبت أنه :  nv v  

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :1n nv v    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل      1  و   ، لدينا

11
5.5

2
v  1منه  و 0v v  و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أيn nv v   صحة ، و  نبرهن 1P n   2أي 1n nv v  . 

1nحسب الفرض لدينا    nv v    1و منه 0n nv v      و  لدينا 2 1 1

3

4
n n n nv v v v      2 و منه 1n nv v    

بالتاليو   1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،1n nv v   و بالتالي المتتالية nv . متناقصة  تماما 

نعتبر المتتالية (3 nw كما يلي على المعرّفة: n n nw u v  

أن المتتالية تبيان nw هندسية : 

n : لدينا من أجل كل عدد طبيعي 1 1 1

3 3 3 3
1 1

4 4 4 4
n n n n n n n nw u v u v u v w  

          
 

 

و منه  المتتالية nw هندسية أساسها
3

4
q     0الأول و حدّها 0 0 1 6 5w u v      . 

  كتابة عبارة  الحد العامnw بدلالةn : 

n  :0من أجل كل عدد طبيعي

n

nw w q   و منه 
3

5
4

n

nw
    
 

  . 

تبيان أن المتتاليتين (4 nuو nv :متجاورتان 

المتتاليةلدينا :  nu  المتتاليةمتزايدة تماما  و nv . متناقصة  تماما 

و    3
lim lim lim 5 0

4

n

n n n
n n n

u v w
  

           
المتتاليتان  و منه  nu و nv . متجاورتان 

 

 

A،B وC  : النقط من الفضاء بحيث 1;1; 1A   ، 2; 1; 1 B    و 4; 4; 2 C . 

و  المستوي   P 2ذا  المعادلة الديكارتية 2 3 0   x y z . 

 تعيّن مستويا : Cو A،Bتبيان أن النقط (1

لدينا :  1; 2;0AB   و 3; 5; 1AC     و
3 5

1 2





 غير مرتبطين خطيا و بالتاليAC وABو منه  الشعاعان   

 تعيّن مستويا . Cو A،Bالنقط 

1n nu u 

1n nu u 

1n nu u 

1n nu u 

0 6v 
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تبيان أن المستويين (2 P و ABC : غير متوازيين 

يكفي إثبان أن الشعاع الناظمي لـ  P لا يعامدAB و لاAC . 

لدينا :  1; 2;2n  شعاع ناظمي لـ P  و. 1 4 0 5AB n      و. 3 10 2 11AC n     

المستويانو منه   P و ABC . غير متوازيين 

 التحقق أن الجملة : (3 ,     ،

2 3

6 2 5

   
   
 

x

y

z

 
 


وسيطي للمستويتمثيل   ABC . 

 تحقق الجملة . Cو A،Bيكفي التحقق أن إحداثيات النقطبالتالي تعيّن مستويا و  Cو A،Bالنقط
1 2 3

1 6 2 5

1

 
 



   
   
 

يكافئ
1 2 3

0

1

 



   
 
  

و منه   A ABC 

2 2 3

1 6 2 5

1

 
 



   
   
 

يكافئ
2 2 3

1

1

 



   
 
  

و منه   B ABC 

4 2 3

4 6 2 5

2

 
 



   
   
 

يكافئ
4 2 3

0

2

 



   
 
  

و منه   C ABC 

إيجاد تمثيل وسيطي  لـ (4  تقاطع المستويينمستقيم P و ABC: 

2 3

6 2 5

2 2 3 0

x

y

z

x y z

 
 



   
   
 
    

تكافئ             

 

2 3

6 2 5

2 3 2 6 2 5 2 3 0

x

y

z

 
 


    

   
   
 
        

  

تكافئ

2 3

6 2 5

11 17

5 5

x

y

z

 
 



 

   
   
 

  


تكافئ              

7 4

5 5

4 3

5 5

x

y

z







  

   





 

و منه تمثيل وسيطي  لـ    : من الشكل 

7 4

5 5

4 3

5 5

x

y

z



 



  

    





 

 

 

 (I  المعادلة :حل في       . 

 .   أو   تكافئ

 : المعادلة في لنحل  

 و منه للمعادلة حلّين مركبين هما : لدينا :  

  22 2 4 0z z z   

  22 2 4 0z z z   2z
2 2 4 0  z z

2 2 4 0  z z

   22 22 4 1 4 12 12 2 3        i i
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 . و         

 .إذن مجموعة حلول المعادلة هي : 

(II  حيث : المستوي المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس . 

 و       ،      : التي لاحقاتها  و ، نعتبر النقط

 على الشكل الأسّي : كتابة -أ  (1

 . و منه : لدينا :     

 ، حيث، و منه  ، يكون : عمدة للعدد المركب و بفرض      

 .  إذن :     

 . و منه  لدينا :           

  و نصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث مركز  تعيين -بـ 

  أي :  لدينا :        
  هي النقطة المحيطة بالمثلث و منه مركز الدائرة        
 . 2ها و نصف قطر مبدأ  المعلم         

 : و ،النقط إنشاء         

 

 

 

 

 

 . بالتحويل  صورة و لتكن و زاويته  و نسبته التشابه المباشر الذي مركزه النقطة ليكن (2

 .  أي : :   العبارة المركّبة للتشابه -أ 

 :  بالتشابه  و،من صور النقط و ،تعيين لاحقات كل من     

       أي :             

  :     أي               

 .أي :               

 أنظر الشكل السابق .:    و ،النقط إنشاء  
 : حساب مساحة المثلث -بـ 

 . متشابهان و نسبة التشابه هي ولكون المثلثين لدينا :       

   و منه  و لدينا :      

 

 

1

2 2 3
1 3

2

 
   

i
z i2

2 2 3
1 3

2

 
   

i
z i

2 ; 1 3 ; 1 3    S i i

 ; ,O u v2u cm

ABC2Az 1 3Bz i  C Bz z

Bz

1 3Bz i  2Bz

BBz

1
cos

2

3
sin

2





  

 

B

B

  2
arg 2

3

  Bz kk 

2

32




i

Bz e

C Bz z

2

32





i

Cz e

ABC

2  A B Cz z z2OA OB OC  
ABCO

ABC

SO
1

2

2

3


FAS

S 
2

3
1

2



   
i

O Oz z e z z

2

3
1

2



 
i

z e z

ABCABCS

2 2 2

3 3 3
1 1

2
2 2

  

    
i i i

A Az e z e e
1 3

2 2
   Az i

2 2 2 4

3 3 3 3
1 1

2
2 2

   



 
   

 

i i i i

B Bz e z e e e
1 3

2 2
   Bz i

2 2 2

3 3 3
1 1

2 1
2 2

  



 
   

 

i i i

C Cz e z e e1 Cz

ABC

  A B C

2
1 1

2 4
A B C ABC ABCS S S  

   
 

ABCA B C  1

2

 2
2 23 3 3

2 3 3 3
4 4 4

ABCS a BC    
1 3 3

4 4
A B C ABCS S    

 

A

u
®

v
®

B

C

O

A'

B'

C'
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  (I   الدالةنعتبرg ّـ ب  فة علىالمعر :  2 x
g x x e e. 

-   11 0g e e   . 

 إشارة - g x: 

 

 

 إشارة - g x: 

 

 

(II 
 

)بـ  :  المعرفة على fنعتبر الدالة ) 2  x e
f x e

x
 . 

 حساب النهايات : (1

 lim lim 2x

x x

e
f x e

x



 

      
 

           ،      lim lim 2 2x

x x

e
f x e

x



 

      
 

 

 
0 0

li l 2m im
x

x

x

e
f x e

x 
 

      
 

    ،         
0 0

li l 2m im
x

x

x

e
f x e

x 
 

      
 

   

 لدينا : (2 lim lim 0
x x

e
f x y

x 

          
و منه fC و المنحنى  2ذي المعادلة x

y e متقاربان عند  

دراسة وضعية المنحنى fC  بالنسبة لـ : 

 لدينا :  e
f x y

x
   و منه إشارة الفرق من إشارةx: 

 
 
 

 
 

 

 ،منxكل أجل تبيان أنه من  (3   
2

  
g x

f x
x

: 

 غير معدوم : xو من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على fالدالة

   22

2 2 2 2
( )

xx
x

x e e g xe x e e
f x e

x x x x




           

)إشارة الدالة : fإتجاه تغيّر )f x من إشارة g x  : 
 

 

متزايدة على كل من المجالين fو منه  الدالة 1;0 و 0; متناقصة على المجال ; 1  . 
 : fجدول تغيّرات الدالة
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                                 0                               x

  f x y

 
( )fCتحت  

 

 
( )fCفوق  

 

 
 الوضع النسبي

 

                0                 1                    x

        0                        f x

 

                     0                     1                      x

         0                        g x

2                                     
 
 
 
                        

                                       
 

 
  2 2e                        

 
 g x 

 

                      1                         x

           0                g x

 

                      1                        x

           0                g x
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شرح كيفية إنشاء المنحنى (4 إنطلاقا من منحنى الدالةx
x e: 

 لدينا :   2المنحنى ذي المعادلة x
y eو منه  هو صورة  الدالةمنحنىx

x e
بالإنسحاب الذي 

شعاعه  0; 2v  علما أن ،  هو نظير منحنى الدالةx
x e  . بالنسبة لحامل محور التراتيب 

 الرسم :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 

 

5)  nو  عدد طبيعي A nينلحيّز المستوي المحدّد بالمنحنيا مساحة( )fC و( )  المستقيمين اللّذين معادلتيهما:و 

  n
x e  1    و  n

x e  . 

    1

1 1 1

1
2 ln

n n ne e e n
ex

ne
n n ne e e

e
A n f x e dx dx e dx e x e

x x

  



    

                           
l : حساب العدد الحقيقي      0 1 .... 2016 2017l A A A e    . 

 

 

 

 

 

 

 

2 3 4 5 6 7 8-1-2

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

  

( )fC 
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

 A،B ،C  وE   الفضاء بحيث : النقط من 8;0; 2 A ، 1;2;1B  ، 2;3; 1C   و 1;1;4E. 

و    المستوي   P  2ذا المعادلة 3 0  x y . 

 تعيّن مستويا : Cو A،Bتبيان أن النقط -أ  (1

لدينا :        9;2;3AB  و 10;3;1AC  

 ليسا مرتبطين خطيا لأن AC و AB الشعاعان      
9 3

10 2
  ومنه النقطA،B وC ليست في استقامية و بالتالي 

  مستويا  .تعيّن  فهي      

حتى يكون  تعيين قيمة العدد الحقيقي  -بـ  1; ; 1n شعاعا ناظما للمستوي ABC : 

الشعاع     1; ; 1n  ناظمي للمستوي ABC  : معناه. 0AB n    و. 0AC n  . 

. 0

. 0

AB n

AC n

 



يكافئ  

9 2 3 0

10 3 1 0




  
   

يكافئ 
6 2 0

9 3 0




 
  

3و منه    . 

تعيين معادلة ديكارتية للمستوي ABC : 

لدينا 1; 3; 1n   شعاع ناظمي للمستوي ABC  و منه  لـ ABC  : 3معادلة من الشكل 0x y z d    . 

و لدينا  A ABC ومنه 8 3 0 2 0d        6أيd  . 

3 : إذن 6 0x y z    معادلة ديكارتية للمستوي هي ABC . 

تبيان أن المستويين (2 P و ABC  يتقاطعان وفق مستقيم : 

 لدينا : 1; 3; 1n   شعاع ناظمي للمستوي ABC و 2;1;0Pn شعاع ناظمي للمستوي P . 

و بالتالي المستويانليسا مرتبطين خطيا  Pn و n الشعاعان P و ABC . يتقاطعان وفق مستقيم 

 التحقق أنE تنتمي إلى  : 

 لدينا : E P2لأن 1 1 3 0      ، و E ABC 1لأن 3 1 4 6 0      . 

و منه     E P ABC  : أي  E   . 

 التحقق أن  1; 2;7u  شعاع توجيه لـ  : 

.: يكفي إثبات أن 0n u   و. 0Pn u  . 

 لدينا : . 1 1 3 2 1 7 0n u          و . 2 1 1 2 0 7 0Pn u           و منه 1; 2;7u  شعاع 

توجيه لـ   . 

مرجح الجملة Gلتكن (3      ;1 , ; 2 , ;3A B C نرمز بـ ،  إلى مجموعة النقطM : من الفضاء التي تحقق 

   2 3 . 0   MA MB MC MB MC 

 تعيين إحداثيات النقطةG : 

 

   

1 8 2 1 2 3

1 2 3

1 0 2 2 3 3

1 2 3

1 2 2 1 3 1

1 2 3

G

G

G

x

y

z

      
  

       
       

  

و منه 

2

5

2

7

2

G

G

G

x

y

z


 

 

  

5أي :   7
2; ;

2 2
G
   
 
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 تحديد طبيعة المجموعة  : 

   2 3 . 0   MA MB MC MB MC2تكافئ . 0MG CB  تكافئ. 0MG CB  

المجموعةو منه   هي المستوي الذي يشمل النقطةG   وCB. شعاع  ناظمي له 

  للمجموعة كتابة معادلة ديكارتية  : 

بما أن  يشمل النقطةG  و 1; 1;2CB   شعاع ناظمي له  فإن للمستوي   معادلة 

من الشكل : 
15

2 0
2

    x y z. 

تعيين إحداثيات نقط تقاطع  (4 P ، ABC و : 

 لدينا :               ABC P ABC P             

لندرس تقاطع   و : 

لدينا تمثيل وسيطي لـ  : من الشكل  
1

2 1

7 4

 
    
  

x t

y t t

z t

تذكّر أن )    يشملE وu  شعاع توجيه لـه ) 

نحل الجملة  

1

2 1

7 4

15
2 0

2

x t

y t

z t

x y z

 
   
  

    


و هذا يكافئ         15
1 2 1 2 7 4 0

2
t t t          9أي

10
t    . 

)في التمثيل الوسيطي لـ  tو بتعويض قيمة )نجد
1 14 23

( ; ; )
10 5 10

  إحداثيات نقطة تقاطع و هي P ، ABC و . 

 

 

 : المعرفة على المجال fنعتبر الدالة   0; : كما يلي  3 1

3

x
f x

x





  

  ، عدد حقيقي موجب  nu  بحدها الأول  على المعرفةالمتتالية العددية
0u   و من أجل كل عدد طبيعيn :

 1n nu f u   

حتى تكون تعيين قيم (1 nu . متتالية ثابتة 

 nu  ، متتالية ثابتة يعني : من أجل كل عدد طبيعي
1 0n nu u u   

أي  نحل المعادلة  f   3و هذا يكافئ 1

3

 






2يكافئ  1  

1عدد حقيقي موجب فإنه من أجل و بما أن   تكون المتتالية nu . ثابتة 

 : الحدود تمثيل  -أ (2

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
 

 

2 3 4 5

2

3

-1

0 1

1

u 0u 1u 2u 3
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المتتاليةالتخمين :  -بـ  nu 1متناقصة و متقاربة نحو العدد. 

المتتالية نعتبر (3 nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :  بـ
 

1

1

n
n

n

u
v

u





 

أن تبيان -أ   nv1أساسها متتالية هندسية

2
 : 

  : nلدينا من أجل كل عدد طبيعي    

 

 
 
 

1
1

1

3 1 33 1
1

2 11 2 2 1 1 13 3

3 1 3 1 31 4 4 4 1 2 1 2
1

3 3

n nn

nn n nn n
n n

n n nn n n n

n n

u uu

uu u uu u
v v

u u uu u u u

u u






  


     
              

 

 

و منه  المتتالية       nv هندسية أساسها
1

2
q   0و حدها الأول

0

0

1 4 2

1 6 3

u
v

u


  


 . 

 : nبدلالة nvكتابة  -بـ 

n : 0طبيعيمن أجل كل عدد      

n

nv v q    : أي
2 1

3 2

n

nv
   
 

 . 

 : nبدلالة nuكتابة      

:  nمن أجل كل عدد طبيعي      
 

1

1

n
n

n

u
v

u





و منه  1 1n n nv u u     1و منهn n n nv u u v      

 أي      
1

1

n
n

n

v
u

v





 إذن :    

2 1 1
1 3 2

1 3 2 2

1 2 1 1
1 3 2

3 2 2

              
         

   

n n

n
n n n

n

v
u

v
 

limباسح n
n

u


. 

1
3 2

2
lim lim 1

1
3 2

2

 

    
   

    
  

n

n n
n n

u : لأن 
1

lim 0
2

   
 

n

n
 . 

 حساب  المجموع : (4
1 2016....n n n nS v v v     .  

2017

2017

1 2016

1
1

3 1 12
.... 1

1 4 2 2
1

2

 

                             
 

n

n n n n nS v v v v 

استنتاج المجموع  : 
1 2016

1 1 1
....

1 1 1
n

n n n

S
u u u 

    
  

 . 

 ، nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا : 
 

1

1

n
n

n

u
v

u





و منه 

1 2

1
n

n

n

u
v

u

 



و منه   

2
1

1
n

n

v
u

 


أي  
1 1

1 2
n

n

v

u





 

   1 2016

1 2016

1 1 1 1 1 1 1 1
.... ... 2017

1 1 1 2 2 2 2 2
n n n

n n

n n n

v v v
S S

u u u

 

 

            
  
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 .        و         ،       :  على الترتيب التي لاحقاتها و ،  النقط  
 : إلى النقطة و الذي يحوّل النقطة المباشر ذي المركز  تعيين  النسبة و زاوية للتشابه (1

  هي : و منه  نسبة التشابه  و منه لدينا : 

 .  هي و زاوية للتشابه 

  و لدينا :

 و   و منه 

 : على الشكل الأسّي  العدد المركبة باكت (2

  و منه      لدينا :    

 : طبيعة المثلث   

  يكافئ     يكافئ   لدينا :   

 و متساوي الساقين . قائم  في  و منه المثلث   

 . إلى منتصف القطعة و بـ إلى مركز ثقل المثلث نرمز بـ (3

 : و لاحقتي النقطتين  و تعيين كلا من

  و     

 في إستقامية : و ، تبيان أن النقط   

 في إستقامية .  و ، النقطو منه   و هذا يعني  أن لدينا :      

 .  بالنسبة إلى نظيرة النقطة النقطة (4

 : طبيعة الرباعي  
 قائم متساوي الساقين . الرباعي مربع  لأن المثلث

 .من المستوي التي تحقق : مجموعة النقط  (5

 : تنتمي إلى التحقق أن النقطة -أ 

 . و منهلدينا :      

 ثم إنشائها : تعيين طبيعة المجموعة -بـ 

  و منه المجموعة هي الدائرة التي مركزها  تكافئ تكافئلدينا :      

   .و نصف قطرها            

ABC3 2  Az i1 Bz i4 3 Cz i

SABC

 
 

S A A

S B C

 



   i

C A B Az z ke z zS

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

C A

B A

z z
k

z z

Sarg
 

   
C A
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z z

z z

 
 
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  (I  f الدالة العددية  المعرّفة على المجال
1

;
2

    
كما يلي  :     

 2

1 2ln 2 1

2 1

x
f x

x

 



 . 

 حساب النهايات : (1

 
   

 2 2
1 1 1

2 2 2

1 2ln 2 1 1
lim ( ) lim lim 1 2ln 2 1

2 1 2 1x x x

x
f x x

x x
  
  

     
                   

التفسير : المستقيم ذو المعادلة
1

2
x   مقارب عمودي للمنحنى f

C   . 

   
   

 
 2 2 2

1 2ln 2 1 ln 2 11
lim lim lim 2 0

2 1 2 1 2 1x x x

x x
f x

x x x  

     
      

        
لأن : 

 
 2

ln 2 1
lim 0

2 1x

x

x

 
 

  
 

0yالتفسير : المستقيم ذو المعادلة  مقارب أفقي للمنحنى f
C عند  . 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة ـ أ (2
1

;
2

    
من المجال xو  من أجل كل عدد حقيقي

1
;

2

    
   : 

 
     

 
   

 
 

 

2

4 4 3

4
2 1 4 2 1 1 2ln 2 1 2 1 8ln 2 1 8ln 2 12 1

2 1 2 1 2 1

x x x x x xxf x
x x x

                 
  

 

 :  fدراسة إتجاه تغيّر الدالة ـ بـ

إشارة       f x من إشارة 8ln 2 1x   : لأن 3
2 1 0x   من أجلx  من

1
;

2

    
    : 

 
 
 
 

متزايدة على المجال fالدالة      
1

;0
2

   
و متناقصة على المجال  0; . 

 : fجدول تغيّرات الدالة     
 
 
 
 
 
 

حل في المجال (3
1

;
2

    
المعادلة   0f x  : 

  0f x   تكافئ 1 2ln 2 1 0x   تكافئ  1
ln 2 1

2
x    تكافئ

1

22 1x e


  : أي 
1 1

22
x

e
 

إشارة f x  :
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                               0                              1

2
x

               0                 f x

 

                          0                             1

2
x

                 0                    f x

1 
 
 
0                                                               

 
 f x

 

 

                           

1 1
1

2 e

  
                          

1

2


 

x

                0                f x
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تبيان المنحنى (4 f
C يقبل نقطة إنعطاف: يطلب تعيين إحداثييها

fالدالة   للإشتقاق على المجالقابلة
1

;
2

    
من المجال xو  من أجل كل عدد حقيقي

1
;

2

    
   : 

 
     

 
  

 

3 2

6 4

8 2
2 1 3 2 2 1 8ln 2 1 16 1 3ln 2 12 1

2 1 2 1

x x x xxf x
x x

 
              

 
 

  0f x   تكافئ 1 3ln 2 1 0x    تكافئ  1
ln 2 1

3
x   تكافئ

1

32 1x e  : أي 

1

3
1

1
2

x e
 

  
 

 

إشارة f x  :
 
 
 
 

إذن  المنحنى f
C يقبل نقطة إنعطاف : إحداثييها 

1
23
3

1 5
;

2 3

e
e


 
 

  
 

 . 

 الرسم :
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(II لتكن الدالةg  المعرّفة على
1

;
2

    
كما يلي :     2 ln 2 1g x x x     .

 : gدراسة إتجاه تغيّر الدالة -أ  (1

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة  
1

;
2

    
من المجال xو  من أجل كل عدد حقيقي

1
;

2

    
   :

  2 2 1
2 1 2

2 1 2 1

x
g x

x x

               
إشارة    g x 2من إشارة 1x   : 

 
 
 
 

                               

1

3
1

1
2

e
 

 
 

                            

1

2


 

x

                0               

 

 f x

 

2 3 4 5 6-1

2

-1

-2

-3

-4

0 1

1

                              1

2
                               1

2
 x

               0                

 

 g x
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متزايدة على المجال gالدالة      
1 1

;
2 2

   
و متناقصة على المجال 

1
;

2

   
 . 

تبيان أن المعادلة  -بـ   0g x  تقبل حلّين أحدهما معدوم  و الآخر: 1,2 حيث 1,3  .

 لدينا :       0 0g  . 

مستمرة  و متناقصة  تماما على المجال gالدالة     
1

;
2

   
و    1

1,2;1,3 ;
2

    
و 

 
 
1,2 0,05

1,3 0,04

g

g




 
 

أي          1,2 1,3 0g g   و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0g x  تقبل في المجال
1

;
2

   
 حلّا  

1,2حيث  وحيدا         1,3 . 

إشارة  -جـ  g x: 
 
 
 

:  أكبر تماما من  nنضع من أجل كل عدد طبيعي (2
1

( )

n

n

n

I f x dx



    .

أن : من أجل كلإثبات 
3

2
x   ،  1

0
2 1

f x
x

 


. 

من أجل كللدينا : 
3

2
x   ،   

   
 

 2 2 2

1 2ln 2 11 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

x g xx
f x

x x x x

  
   

   
. 

من أجل كلو لدينا : 
3

2
x   ،  0g x  و بالتالي  1

2 1
f x

x



 . 

و من جهة أخرى لدينا : من أجل كل
3

2
x   ،  0f x . 

من أجل كل إذن :
3

2
x   ،  1

0
2 1

f x
x

 


. 

limاستنتاج  n
n

I


: 

لدينا :  
1 1

1
0

2 1

n n

n n

f x dx dx
x

 

 
   و منه

1
1

0
2 1

n

n

n

I dx
x



 
  

و لدينا  
11

1 1 1 2 3
ln 2 1 ln

2 1 2 2 2 1

nn

nn

n
dx x

x n

               و منه
1 2 3

0 ln
2 2 1

n

n
I

n

     
 . 

lim و بالتالي : 0n
n

I


 

 

                                 0                         1

2
 x

       0               0                  g x
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 شعبة علوم تجريبية   2018لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

 nu0متتالية عددية معرفة بـحدّها الأولu  حيث
0 1u  و من أجل كل عدد طبيعيn : 1

9
1

5
n

n

u
u

  


. 

n :2nuرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيب -أ (1   . 

بيّن أن  -بـ         nu و استنتج أنها متقاربة .  متتالية متناقصة تماما على 

:  nنضع من أجل كل عدد طبيعي (2
1

 
2

n

n

v
u




 

أثبت أن -      nv حسابية أساسها
1

3
 يطلب تعيين حدها الأول . 

عن nعبّر بدلالة (3
nv  و

nu و أحسب ،lim n
n

u


  . 

n  :بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي (4 2

0 0 1 1

1
.. .. 1

3
n nu v u v u v n     . 

 

 

 و ثلاث كريات حمراء   3،  2،  2،  1كرات بيضاء  مرقمة بـ :    4كريات متماثلة  لانفرق بينها باللمس ، منها  10يحوي صندوق  

 .   3،  3،  2و ثلاث كريات خضراء مرقمة بـ :    3،   2،  2مرقمة بـ :      
 كريات من هذا الصندوق  . 3نسحب عشوائيا  و في آن واحد      
 : " الكريات الثلاث المسحوبة تحمل ألوان العلم  الوطني  ".  Aنعتبر الحادثتين        

 : " الكريات الثلاث المسحوبة لها نفس الرقم  "  .  Bو                                     

 أحسب : -أ (1 P Aو  P Bإحتمالي الحادثتين Aو B  .  على الترتيب 

 بيّن أن : -بـ   1

20
P A B ثم  استنتج  AP B   و P A B . 

 المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل  نتيجة عملية سحب  عدد الكريات التي تحمل  رقما فرديا .     Xليكن (2

و احسب أمله  الرياضياتي  Xعرّف قانون الإحتمال للمتغيّر العشوائي         E X  .  
 

 

 التالية  : zالمعادلة ذات المجهولحل في مجموعة الأعداد المركبة   (1
2 3 1 0  z z        

لمعلم المتعامد و المتجانس المستوي المركّب منسوب إلى ا (2 O ;u ,v 

     A ، B وC  لواحقها على الترتيب : ثلاث نقط من المستوي
1 3

2 2
 Az i       ،

3 1

2 2
 Bz i        وC Bz z. 

 بحيث يكون : nعلى الشكل الأسّي ثم عيّن قيم العدد الطبيعي Bzو Azأكتب      
1 3

2

  
 

 

n

A

B

z i

z
 

 تحقق أن : -أ (3
3




i

B

C

z
e

z
 .  OBCثو حدّد طبيعة المثل 

 يطلب تعيين عناصره المميّزة .rبدوران Cهي صورةB: إستنتج أن -بـ         

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن
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نسمّي (4   مجموعة النقطMقةذات اللاحZ  التي تحقق: 
3

2


 

i
z z . 

عيّن طبيعة المجموعة  ثم عيّن صورتها بالدورانr . 
 

 

(I gما يلي : كالدالة العددية المعرفة على   2 1 x
g x x e

  .

أحسب  (1 lim
x

g x


و  lim
x

g x


. 

ثم شكّل جدول تغيّراتها .gأدرس إتجاه تغيّر الدالة (2

بيّن أنّ المعادلة (3  0g x  تقبل في حلا وحيدا   0.38حيث 0.37     ثم استنتج إشارة ، g x على.

 (II نعتبر الدالةf بـ : المعرفة على  2 1 x
f x x xe

   . 

      fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

أحسب  -أ (1 lim
x

f x


و  lim
x

f x


. 

أحسب -بـ    lim 2 1
x

f x x


    . ثم فسر النتيجة بيانيا ،

أدرس الوضع النسبي للمنحنى -جـ  fCو المستقيم   : حيث  : 2 1y x  .

يكون :  xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (2   f x g x  ثم استنتج اتجاه تغيّر الدالة ،f اتها . و شكّل جدول تغيّر

أكتب معادلة  المماس (3 Tللمنحنى fC 1عند النقطة ذات الفاصلة .

)أنشئ (4 )، T و المنحنى  fC  ( نأخذ( ) 0,8f   ).

x   :عدد و إشارة حلول المعادلة ذات المجهولmوحسب قيم الوسيط الحقيقي ناقش بيانيا (5 1 x
x m e 

xباستعمال المكاملة بالتجزئة عيّن  دالة أصلية للدالة -أ (6
x xe

 1التي تنعدم من أجل و علىx      .

مساحة الحيّز المستوي المحدّد بالمنحنى Aأحسب العدد  ـ بـ fC:و المستقيميات التي معادلاتها 

        1x    ،    3x     2      و 1y x  
 
 
 
 

 

 nu : متتالية عددية معرفة كما يلي
0 0u  و من أجل كل عدد طبيعيn : 1

2 3
ln

2 1
n n

n
u u

n


     
. 

 3uو 1u ،2uأحسب كلا من   (1

n :2بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي (2

1
1

3

2

n

n 


 ثم استنتج إتجاه تغيّر المتتالية nu . 

3)  nvعيمتتالية عددية معرّفة من أجل كل عدد طبيn  : 2بـ 1nv n  . 

n   ،nuبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ

ne v . 

استنتج عبارة الحد العام للمتتالية -بـ  nu بدلالةn ثم أحسبlim n
n

u


 . 

أحسب المجموعين (4
nS وT : 1حيث 2

0 1 1

ln ln ... ln n
n

n

v v v
S

v v v 

     
        

    
1439و     1440 2018...

u u u
T e e e    

 

 

 

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال
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الفضاء  منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ; , ,O i j k   ،نعتبر النقطة 1; 2;1A  و  المستويين 1Pو 2P  اللذين

2معادلتيهما على الترتيب  :  1 0    x y z   3و 4 0    x y z. 

أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (1 شمل النقطةالذي يA  و 1;5; 2u . شعاع توجيه له 

بيّن أن المستويين  (2 1Pو 2Pمتقاطعان ثم تحقق أن تقاطعهما هو المستقيم    . 

أكتب معادلة ديكارتية للمستوي  (3 Q الذي يشمل 1;4;0B   و  يعامد كلا من 1Pو 2P ثم استنتج تقاطع 

المستويات  الثلاثة 1P  ، 2P   و Q . 

نلتك (4 2;3; 1E  و 0;3; 2H نقطتان من الفضاء. 

على المستوي Bهي المسقط العمودي للنقطة Hتحقق أن - أ 1P . 
 . AEBHحجم  رباعي الوجوهVبثم أحسEBHحدّد طبيعة المثلث -بـ   

 

 

(I  المعادلة :حل في مجموعة الأعداد المركبة   24 4 5 0    z i z z  (يرمزz لمرافق العددz ) 

(II  المستوي المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس في O ;u ,v نعتبر النقط  ،A ،B وC: لواحقها على الترتيب 

              2 Az i         ،4 Bz i           وC Az z   . 

 تحقق أن :  (1





B A

C A

z z
i

z z
بحيث يكونn ثم عيّن قيم العدد الطبيعي 

 
  

n

B A

C A

z z

z z
 تخيليا صرفا . 

2) Dنقطة من المستوي لاحقتهاDz يث :بح    
 arg 2

3

 

   


  
     

D A B A

D A

B A

z z z z

z z
k k

z z

 

 .Dzمتقايس الأضلاع  و أحسب ABDبيّن أن المثلث         

  Aنسبة و زاوية التشابه المباشر الذي مركزه، ثم عيّن  ABDمركز ثقل المثلثGلاحقة النقطة Gzأحسب (3

 . Dإلى Gويحوّل

عيّن (4  مجموعة النقطMذات اللاحقةz (Mتختلف عنC  ): بحيث  arg 2
 

    
 G

C

z z
k k

z z
 . 

 

 

(Igالدالة العددية المعرّفة على المجال 0;  :  ِـ  ب   21
ln ln 1g x x x

x
    

       gC : المنحنى البياني الممثل لها كما هو مبيّن في الشكل المقابل 

أحسب  ـ        1g ثم استنتج بيانيا إشارة g x. 

(II f الدالة العددية ذات المتغير الحقيقيx المعرّفة على 0; :  ِـ ب  1 ln

1 ln

x
f x

x x





 

و           fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( , ; )O i j. 

أحسب  (1
0

lim ( )
x

f x



limو   بيّن أن :    ( ) 0
x

f x


 .ثمّ فسّر النتيجتين بيانيا ، 

من  xبيّن أنه من أجل كل ـ أ (2 0;    ،   
 2
1 ln

g x
f x

x x
 


 .

             

 
ن) 4(ثانيالتمرين ال

)ن

             

 
ن) 5(ثالثالتمرين ال

)ن

             

 
ن) 7(رابعالتمرين ال

)ن

 

2 3

2

3

4

-1

-2

0 1

1
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يّراتها .و شكّل جدول تغ fاستنتج اتجاه تغيّر الدالة ـ بـ

بيّن أن (3
2

1 1

e e
y x

e e

 
    

هي معادلة لـ  T مماس المنحنى fC   في نقطة تقاطعه مع حامل محور الفواصل ، ثم

المماسأرسم  T  و المنحنى fC . 

بحيث تقبل المعادلة mم الوسيط الحقيقيعيّن بيانيا قي (4    21e f x e x me    . حلّين متمايزين

(IIIn1عدد طبيعي حيثn   ،nI بحامل محور الفواصل و المنحنىمساحة الحيز من المستوي المحدد fC و المستقيمين اللذين 
1xمعادلتيهما                وx n. 

1nحيثnبيّن أنه من أجل كل  عدد طبيعي (1   : ln 1 lnnI n n  .

أدرس إتجاه تغيّر المتتالية (2 nI . 

 

   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

المتتالية العددية nu : 0 معرفة بــ 1uو من أجل كل عدد طبيعيn 1يكون

9
1

5
n

n

u
u

  


 . 

n  :2nuأنه من أجل كل عدد طبيعي البرهان بالتراجع أن  -أ  (1    . 

نسمي P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :2nu     " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل   0، لدينا 1u   0و منه 2u    و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  2: أيnu    و  نبرهن صحة ، 1P n   1أي 2nu    . 

2nuلدينا حسب الفرض      5و منه 2 5nu        و منه
1 1

5 3nu



و منه  

9 9

5 3nu
  


   

أي
9

1 1 3
5nu

  


1 أي :   2nu   و بالتالي. 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،2nu   . 

تبيان أن المتتالية -بـ  nu      :متناقصة تماما   

 ،nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا : 

 22 2

1

29 5 9 5 4 4
1

5 5 5 5

nn n n n n
n n n

n n n n

uu u u u u
u u u

u u u u


      
       

   
 

n ،1من أجل كل عدد طبيعيو بالتالي       0n nu u   . 

و منه المتتالية      nu. متناقصة تماما 

ةالمتتالي  -ـ       nu2متناقصة و محدودة من الأسفل بالعدد .  إذن فهي متقاربة ، 

المتتالية (2 nvمعرفة من أجل كل عدد طبيعيnبـ  :
1

 
2

n

n

v
u




 

إثبات أن - nv متتالية حسابية أساسها
1

3
  : 

 :  nلدينا من أجل كل عدد طبيعي

 التمرين الأولحل مقترح  
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 1

1

1 1 1 1 5 2 3 1 1 1

9 9 3 62 3 6 3 2 3 2 3
1 2 3

5 5 5

n n
n n

nn n n n

n n n

u u
v v

uu u u u

u u u




  
         

     
  

 

و منه  المتتالية nv حسابية أساسها
1

3
r    0و حدّها  الأولv : حيث

 
0

0

1 1

2 3
v

u
 


 . 

 : nبدلالة  nv كتابة عبارة  (3

n  :0nvمن أجل كل عدد طبيعي v nr    و منه 1 1 1
1

3 3 3
nv n n      . 

:   nبدلالة nuكتابة
1

 
2

n

n

v
u




و منه   
1

 2n

n

u
v

   : أي ،
1

2n

n

u
v

   

و منه :
 

1 3
2 2

1 1
1

3

nu
n

n

   


. 

limحساب n
n

u


 : 

       
3

lim lim 2 2
1

n
n n

u
n 

      
 . لأن :

3
lim 0

1n n

    
 . 

فإن :  nأنه من أجل كل عدد طبيعيتبيان   (4 2

0 0 1 1

1
.. .. 1

3
n nu v u v u v n     . 

 لدينا :   
1

 
2

n

n

v
u




2و منه :   1 
n n n

u v v  :  1أي 2 
n n n

u v v. 

 لدينا :   

   

     
   

 

 

0 0 1 1 0 1

0 1

0

.... 1 2 1 2 .... 1 2

1 1 2 .....

1
1 2

2

2 1
1 1

3 3

         

      

      
          

n n n

n

n

u v u v u v v v v

n v v v

n
n v v

n n n

 

و  منه :       2

0 0 1 1

2 1 1 1
.... 1 1 1 1

3 3 3 3
n n

n
u v u v u v n n n n

                       
 

 

 

3عدد السحبات الممكنة هو: 

10

10!
120

3! 7!
C  


 . 

 حساب الإحتمالات : -أ  (1

A الأخضر .: " الكريات الثلاث المسحوبة تحمل ألوان العلم  الوطني  ".  أي الحصول على ثلاثة ألوان الأبيض و الأحمر و 

 
1 1 1

4 3 3 36 3

120 120 10

C C C
P A

 
   

B  .  "  الكريات الثلاث المسحوبة لها نفس الرقم " : 

 
3 3

5 4 14 7

120 120 60

C C
P B


   

 تبيان أن : -بـ   1

20
P A B . 

A B : ن ألوان مختلفة  "  ." الكريات الثلاث المسحوبة تحمل نفس الرقم و م 
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 
1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 1 2 6 1

120 120 20

C C C C C C
P A B

    
    

حساب الإحتمال الشرطي AP B:  

   
 

1

120
3 6

10

A

P A B
P B

P A


  . 

حساب  P A B:  

        36 14 6 44 11

120 120 120 120 30
P A B P A P B P A B          . 

 
2) X ملية سحب  عدد الكريات التي تحمل  رقما فرديا .   المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل  نتيجة ع 

0;1;2;3Xلدينا :        . 

 
3

5 10
0

120 120

C
P X                                 ، 

1 2

5 5 50
1

126 120

C C
P X


   

 
2 1

5 5 50
2

126 120

C C
P X


                                        ، 

3

5 10
3

126 120

C
P X    

 قانون الإحتمال:    

3 2 1 0  iX  

1

12
 

5

12
 

5

12
 

1

12
  iP X X  

حساب الأمل الرياضياتي -بـ  E X : 

             1 5 5 1 18 3
0 1 2 3

12 12 12 12 12 2
E X           . 

 

 

z  :2 المعادلة ذات المجهول حل في مجموعة الأعداد المركبة  (1 3 1 0  z z. 

 لدينا : 2
23 4 1 1 1         i: و منه للمعادلة حلّين مركبين هما 

1

3 3 1

2 2 2


  

i
z i       2و

3 3 1

2 2 2


  

i
z i . 

 على الشكل الأسي :  Bzو  Azكتابة  (2

 لدينا :
1 3

2 2
 Az i: 1 و منهAz. 

 ، يكون : Azعمدة للعدد المركب Aو بفرض

1
cos

2

3
sin

2





 

 

A

A

، و منه   arg 2
3

  Az k حيث ،k . 

 إذن :
3




i

Az e . 

 لدينا :
3 1

2 2
 Bz i  : 1 و  منهBz. 
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 ، يكون : Bzعمدة للعدد المركب Bو بفرض

3
cos

2

1
sin

2









 

B

B

، و منه   arg 2
6

  Bz k حيث ،k . 

6 إذن :




i

Bz e . 

 تعيين قيم العدد الطبيعيn  بحيث يكون
1 3

2

  
 

 

n

A

B

z i

z
:  

 لدينا :

3
6

6




 
i

i
A

i
B

z e
e

z
e

 و منه  

 
1 3

2

  
 

 

n

A

B

z i

z
6يكافئ  3

 


n

i i

e e   2يكافئ
6 3

n
k

       12يكافئ 2n k   مع  ،k . 

 التحقق : -أ (3

6
6 6 3

6


  



  
 


   

i
i i

B B

i
C B

z z e
e e

z z
e

 . 

 لدينا : 
3


 



i
B B O

C C O

z z z
e

z z z
معناه :    ;

3











OC OB

OC OB
 متقايس الأضلاع  . OBCو منه المثلث   

 مع تعيين عناصره المميّزة . rبدوران Cهي صورة B: إستنتاج أن -ـ ب

 لدينا :      
3






i
B O

C O

z z
e

z z
و منه   3



  
i

B O C Oz z e z z  و منه:Bهي صورةC بالدورانr الذي مركزهO 

و زاويته    
3


. 

تعيين طبيعة المجموعة (4   : 

3

2


 

i
z z    تكافئ  Bz z z   تكافئ  Bz z z  تكافئ  Cz z z  

OM و معناها : CM و بالتالي  هي محور القطعة OC . 

 تعيين صورة  بالدورانr : 

 :بما أن  r O Oو r C B  فإن صورة  بالدورانr هي محور القطعة OB . 
 

 

 (I   gكما يلي :  الدالة العددية المعرّفة على ( ) 2 1 x
g x x e

       

 حساب النهايات : (1

          lim ( ) lim 2 1 x

x x
g x x e



 
          : لأن  ، lim 1

x
x


     وlim x

x
e



 . 

           lim ( ) lim 2 1 lim 2 2x x x

x x x
g x x e xe e

  

  
            : لأن  ،lim 0x

x
xe




   وlim 0x

x
e



. 

 : gدراسة  إتجاه تغيّر الدالة (2

x   : و  من أجل كل عدد حقيقي  قابلة للإشتقاق على gالدالة    ( ) 1 2x x x
g x e e x x e

          

x :  0xقيقيلدينا :من أجل كل عدد ح
e
   و بالتالي إشارة ( )g x 2 من إشارة x . 

 
 

 رابعالتمرين الحل مقترح  
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          0             g x
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متناقصة على المجال gالدالة  2; و متزايدة على المجال ;2 . 

 :gالدالة ات جدول تغيّر 
 
 
 
 

 

تبيان أنّ المعادلة -أ  (3  0g x  تقبل في حلا وحيدا   0.38حيث 0.37    . 

ا على المجال مستمرة  و متزايدة تمام gالدالة ;2 و   0,38; 0,37 ;2    و
 
 

0.38 0,017

0.37 0,016

g

g

  


 
 

أي    0,38 0,37 0g g     و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة( ) 0g x   تقبل حلا وحيدا 

0.38حيث   0.37    . 
 

) إشارة  -بـ  )g x: 
 

 

II) f كما يلي  :  المعرّفة علىالدالة( ) 2 1 x
f x x xe

    
 حساب النهايات : -أ(1

            lim ( ) lim 2 1 x

x x
f x x xe



 
          : لأن  ،lim 0x

x
xe




  . 

          1
lim ( ) lim 2 1 lim 2x x

x x x
f x x xe x e

x

 

  

             
    . 

  -بـ    lim ( ) 2 1 lim 0x

x x
f x x xe



 
        

2التفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة              1y x  مقارب مائل للمنحنى fC عند . 

سة الوضع النسبي للمنحنىدرا -جـ  fC و المستقيم   : بحيث  : 2 1y x  . 

لدينا :              ( ) ( ) 2 1 x
f x y f x x xe

      و منه إشارة الفرق من إشارةx . 
 

 
 
 

 
 

،  يكون :  عدد حقيقي تبيان أنه من أجل كل (2

 :   و  من أجل كل عدد حقيقي  قابلة للإشتقاق على الدالة      

  . 

 : إتجاه تغيّر الدالة -

   و متزايدة على المجال متناقصة على المجال الدالة، و منه  نستنتج أن :من إشارة  إشارة 

 : جدول تغيّرات الدالة
 
 
 

 
 

x   f x g x 

fx

        ( ) 2 1 2 1x x x
f x e e x x e g x

            

f

( )f x( )g xf ;  ;
f                                                

                        
                                                     

 
 

 

 

 

 

x

0 f x



 f

 f x

                        2                         x

          0            g x

22 e
 

 
 
2                                                        

 
 g x

 

 

                                0                                x

                  
                                                                                

 fCتحت                                                           fCفوق   

                                                                                            

 
 الوضع النسبي

 

0  f x y

 fCيقطع  

في النقطة 0;1A 

 

                                            x

           0             g x
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 . 1عند النقطة ذات الفاصلة للمنحنىمماسكتابة معادلة لل (3

 .هي معادلة لـ  و  منه    لدينا :         

 الرسم : (4
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 المناقشة البيانية : (5

 تكافئ تكافئ  تكافئ    

 .مائلة .                  مناقشة أي :  أي  

 فإن المعادلة لا تقبل حلول . إذا كان

 المعادلة تقبل حل مضاعف . ان إذا ك 

 المعادلة تقبل حلين موجبين تماما.فإن إذا كان   

 فإن المعادلة تقبل حل واحد معدوم . إذا كان    

 فإن المعادلة تقبل حل واحد سالب تماما . إذا كان    

 .    و التي تنعدم من أجل على تعيين  دالة أصلية للدالة -أ (6

 علىالمعرفة   هي الدالة 1و بالتالي فدالتها الأصلية التي تنعدم عند ة علىمستمر الدالة   

 .كما يلي :    

 ، و بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:   ،    و منه    ،    نضع   

      

 .  هي : و التي تنعدم من أجل على و منه الدالة الأصلية للدالة 

 مساحة الحيّز :  عددحساب ال  ـ  بـ

 T fC

    1 1 1y f x f  1
2 1y x

e
   T

 1 x
x m e  1x

xe m
  1x

xe m
  2 1 2 1 1x

x xe x m
     

2 1 2x
x xe x m

     2f x x m 

1
;1m

e

     
1

1m
e

 

1
1 ;1m

e

    
1m 

 1;m  
x

x xe


1x 
x

x xe


F

 
1

x

t
F x te dt

 
 u t t  t

v t e
   1u t   t

v t e
 

   1 1 1 1

1
1 1

1 2

x x
x

t t x t x x x
F x te e dt xe e e dt xe e e e x e e

                               
x

x xe


1x     11 2x
F x x e e

    

A          
3 3

1 3

1 1

2 1 3 1 2 4 .x
A x f x dx xe dx F F e e u a

          

 

2 3-1-2

2

3

4

5

6

0 1

1

 
 fC
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

المتتالية العددية nu : 0 معرفة بــ 0u و من أجل كل عدد طبيعيn ،1

2 3
ln

2 1
n n

n
u u

n


     
 . 

 : 3uو 1u ،2uب الحدود  احس (1

 1 0 ln 3 ln3u u                  ،2 1

5
ln ln3 ln5 ln3 ln5

3
u u

       
 

 

3 2

7
ln ln5 ln7 ln5 ln7

5
u u

       
 

 

n  ،2أنه من أجل كل عدد طبيعيتبيان  (2

1
1

3

2

n

n 


 : 

n  ،2لدينا : من أجل كل عدد طبيعي  3 2 1n n  2و منه

1
1

3

2

n

n 


 .(: 2كذلك لاحظ أن 3 2

2 2 1
1

1








n

n n
)  

 إتجاه تغيّر المتتالية nu : 

1 لدينا :   

2 3
ln

2 1
n n

n
u u

n


     
 . 

n  ،2أنه من أجل كل عدد طبيعي و نعلم   

1
1

3

2

n

n 


    2و منه 3
ln

2
ln

1
1

n

n

 


 

2أي    3
ln

2 1
0

n

n

 
 
 




 . 

،  nإذن : من أجل كل عدد طبيعي  
1 0n nu u    و بالتالي المتتالية nu . متزايدة تماما 

3)  nvتتالية العددية المعرّفة من أجل كل عدد طبيعيالمn  : 2بـ 1nv n  

n  :nuأنه من أجل كل عدد طبيعي البرهان بالتراجع أن  -أ 

ne v  . 

نسمي      P n الخاصية " من أجل كل عدد طبيعيn  :nu

ne v   " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0، لدينا  0nمن أجل          1u   0و منه

0 1
u

v e   و بالتالي 0P  . صحيحة 

 نفرض صحة P n من أجل عدد طبيعيn  : أيnu

ne v  و  نبرهن صحة ، 1P n   1أي

1
nu

ne v
 . 

لدينا   1

2 3
ln

2 1 2 3 2 3
2 1 2 3

2 1 2 1

n
n

n
u

u n

n

n n
e e v n n

n n


                       
 و منه  :  

1

1
nu

ne v
. 

و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 الخلاصة : من أجل كل عدد طبيعيn،nu

ne v . 

 : nبدلالة  nu كتابة عبارة -بـ 

n  :nuمن أجل كل عدد طبيعي      

ne v   و منه   ln ln 2 1n nu v n     . 

limحساب       n
n

u


 :      lim lim ln 2 1
 

   n
n n

u n . 

 : حساب المجموعين  (4

1لدينا : 2
1 0 2 1 1

0 1 1

ln ln ... ln ln ln ln ln .... ln lnn
n n n

n

v v v
S v v v v v v

v v v




     
               

    
 

0lnو منه : lnn n nS v v u    . 

  1439 1440 2018

1439 1440 2018

2018 1439 1
.... ... 2 1439 2018 2 2005640

2

u u u
T e e e v v v

 
           
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كتابة تمثيل وسيطي للمستقيم (1   : 

  يشملA  و 1;5; 2u يه له  و منه فتمثيل وسيطي لـشعاع توج  : من الشكل  
1

5 2

2 1

x t

y t t

z t

 
   
   

 

تبيان أن المستويين  (2 1Pو 2P: متقاطعان 

 لدينا : 1 : 2 1 0P x y z        و 2 : 3 4 0P x y z     . 

و منه :  1 1;1;2n   شعاع ناظمي لـ 1P  و 2 3;1;1n  شعاع ناظمي لـ 2P. 

1n و
2n  ليسا مرتبطين خطيا لأن

1 1n n
y yلكن

1 1n n
x x  ،و بالتالي المستويان 1Pو 2Pوفق مستقيم . متقاطعان 

 التحقق أن تقاطع 1Pو 2P هو المستقيم   : 

يكفي إثبات أن      1P  و   2P  . 

بتعويض التمثيل الوسيطي لـ     في معادلة 1P: نجد   1 5 2 2 2 1 1 0t t t        (محققة)   

و منه       1P  . 

بتعويض التمثيل الوسيطي لـ    في معادلة 2P: نجد   3 1 5 2 2 1 4 0t t t        (محققة)  

و منه      2P  . 

كتابة معادلة ديكارتية للمستوي (3 Q الذي يشمل B 1;4;0   و  يعامد كلا من 1Pو 2P : 

   1Q P  و   2Q P:  معناه    Q   و منه 1;5; 2u  شعاع ناظمي لـ Q . 

5 و بالتالي معادلة لـ من الشكل : 2 0x y z d    . 

 B Q: يعني أن  1 5 4 2 0 0d      19أيd    : و منه  ينتج  : 5 2 19 0Q x y z   . 

 تقاطع المستويات الثلاثة 1P  ، 2P   و Q . 

 لدينا :        1 2P P  منه  يكفي دراسة تقاطع  و  و Q. 

 نحل الجملة :   
 

1

5 2

2 1

5 2 19 0

x t

y t t

z t

x y z

 
   


  
    

 ، نجد :     1 5 5 2 2 2 1 19 0t t t       : 1 أيt  . 

إذن     2;3; 1E  هي نقطة تقاطع المستويات الثلاثة 1P  ، 2P   و Q . 

لتكن (4 2;3; 1E   و 0;3; 2H  نقطتان من الفضاء. 

تويعلى المس Bهي المسقط العمودي للنقطة Hالتحقق أن -أ  1P . 

يكفي إثبات أن       1H P و أنBH 1وn . مرتبطين خطيا 

 لدينا :        1H P : 0لأن 3 4 1 0   : و لدينا  .  1; 1; 2BH  1و منهBH n   

إذن :       1H P  وBH و
1n مرتبطان خطيا  و بالتاليH هي المسقط العمودي للنقطةB على المستوي 1P . 

 :EBHطبيعة المثلث -بـ       

 لدينا :        1H P و 1E P و 1B P  وH هي المسقط العمودي للنقطةB ستويعلى الم 1P و بالتالي 
 . Hقائم فيEBHالمثلث       

 حسابV حجم  رباعي الوجوهAEBH . 
1

3
EBHV S h    : حيث   ;h d A Q .(يمكن التحقق أن Q هو نفسه EBH ). 
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1 30

2 2
EBHS EH HB          و    

 22 2

1 5 2 2 19 30
; 30

301 5 2
h d A Q

   
   

  
 

 و منه :  
1 1 30

30 5.
3 3 2

EBHV S h uv      . 

 

 

(I  المعادلة :حل في مجموعة الأعداد المركبة   24 4 5 0    z i z z 

  24 4 5 0    z i z z4تكافئ 0  z i   2أو 4 5 0  z z . 

4 0  z i  : 4معناه z i  : 4، أي z i  . 

2لةالمعاد لنحل في  4 5 0  z z : 

 لدينا :    2 224 4 1 5 4 4 2         i i: و منه للمعادلة حلّين مركبين هما 

1

4 2
2

2


  

i
z i           2و

4 2
2

2


  

i
z i . 

إذن مجموعة حلول المعادلة  24 4 5 0    z i z z: هي 4 ;2 ;2   S i i i. 

(II 1) : التحقق أن 





B A

C A

z z
i

z z
 . 

 لدينا :   
 
 

4 2 2 1

2 2 2

  
   

     
B A

C A

i iz z
i

z z i i i i
 و هو المطلوب . 

 تعيين قيم العدد الطبيعي nبحيث يكون
 
  

n

B A

C A

z z

z z
 تخيليا صرفا . 

 لدينا :
2 2

   
       

nn n
i i

nB A

C A

z z
i e e

z z
، 

 
  

n

B A

C A

z z

z z
2argتخيلي صرف معناه : 2

2

  
 

  
 

n
i

e k: 2 ، أي
2 2

   
n

k : 2  أي 1n k  مع،k  

 متقايس الأضلاع  :ABDتبيان أن المثلث (2

  
 arg 2

3

 

   


  
     

D A B A

D A

B A

z z z z

z z
k k

z z

تكافئ

 

1

arg 2
3

 

 
 


       

D A

B A

D A

B A

z z

z z

z z
k k

z z

  

3تكافئ     

 
  

i
D A

B A

z z
e

z z
 متقايس الأضلاع  .ABDالمثلثو منه  

  حسابDz. 

 لدينا :
3

 
  

i
D A

B A

z z
e

z z
و منه  3



  
i

D B A Az e z z z  : أي 3 1 3  Dz i. 

 :Gzحساب  (3

G مركز ثقل المثلثABD معناهG  مرجح الجملة      ,1 ; ,1 ; ,1A B D و منه
3

 
 A B D

G

z z z
z 

 و منه  :
3

3 1
3

 
    

 
Gz i. 
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 S التشابه المباشر الذي مركزهA ويحوّلG إلىD : يعني ،    D A G Az z a z z: أي 





D A

G A

z z
a

z z
 

 و منه :   
3 3

2 2
 a i : 3و منه  نسبة التشابه  هيa هي :، و زاوية للتشابه  arg

6


a . 

تعيين (4  مجموعة النقطMذات اللاحقةz (Mتختلف عنC  ) : بحيث arg 2 ; 
 

    
G

C

z z
k k

z z
 . 

 لدينا : arg 2 ; 
 

    
G

C

z z
k k

z z
 يعني :   ; 2 ;MC MG k k    . 

و منه المجموعة  هي قطعة المستقيم المفتوحة CG . 
 

 

 (I   gالدالة العددية  المعرّفة على المجال 0;   ِـ  :ب   21
ln ln 1g x x x

x
   .

  حساب 1g  :   2
1 1 ln1 ln1 1 0g      

   إشارة g x: 

 

(II f الدالة العددية ذات المتغير الحقيقيx ىالمعرّفة عل 0;   :  ِـ ب  1 ln

1 ln

x
f x

x x





 

حساب  (1
0

lim ( )
x

f x



   : 

   
0 0

1 ln
lim ( ) lim

1 lnx x

x
f x

x x 
 

     
 ، لأن  : 

 

 
0

0

lim 1 ln

lim 1 ln 1

x

x

x

x x









  



 


تذكّر أن : )     
0

lim ln 0
x

x x



) 

0xالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة       مقارب عمودي للمنحنى fC. 

 : تبيان أنlim ( ) 0
x

f x


 : 

1 ln
1 ln

lim ( ) lim lim 0
11 ln

ln
x x x

x

x x xf x
x x

x
x

  

          
 

تذكّر أن : ) ،     
ln

lim 0
x

x

x
)

0yالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة      أفقي للمنحنى مقارب fCعند  . 

من  xتبيان أنه من أجل كل ـ أ  (2 0;    ،   
 2
1 ln

g x
f x

x x
 


 . 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة      0;  و  من أجل كل عدد حقيقيx من 0;  : 

 
    

 

 

 

 

 

2 2

2 2 2

1 1 1
1 ln ln 1 1 ln ln 1 ln ln ln 1

1 ln 1 ln 1 ln

x x x x x x x x x
x x xf x

x x x x x x

         
   

  
 

من xمن أجل كل عدد حقيقي و منه :              0;   :   
 2

1 ln

g x
f x

x x
 


 . 

) إشارة من إشارة:  fإتجاه تغيّر الدالة ـ بـ   )f x من إشارة( )g x   . 
 

 
 

 رابعالتمرين الحل مقترح  

                           1                         0 x

              0                 g x

 

                           1                         0 x

              0                 f x
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متزايدة على المجال fالدالة      0;1 و متناقصة على المجال  1; . 
 : fجدول تغيّرات الدالة    

 
 

 
 
 

تبيان أن  (3
2

1 1

e e
y x

e e

 
    

هي معادلة لـ  T مماس المنحنى fC : في نقطة تقاطعه مع حامل محور الفواصل 

لتعيين  نقطة تقاطع  fCمع حامل محور الفواصل ،نحل في المجال 0; : المعادلة ( ) 0f x . 

( ) 0f x  تكافئ
1 ln

0
1 ln

x

x x





1تكافئ  ln 0x تكافئln 1x   : أي 

1
x

e
 . 

معادلة لـ T مماس المنحنى fC في النقطة ذات الفاصلة
1

e
 : 

لدينا :     1 1 1
:T y f x f

e e e

          
    

و  منه     
2

:
1 1

e e
T y x

e e

 
    

 . 

 الرسم : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

بحيث تقبل المعادلة  mبيانيا قيم الوسيط الحقيقي تعيين (4    21e f x e x me    . حلّين متمايزين 

    21e f x e x me  تكافئ 
2

1 1
 

 
e e

f x x m
e e

 

حلول المعادلة    21e f x e x me  هي فواصل نقط تقاطع المنحنى fC مع المستقيم m
T  ذي 

 . المعادلة

 .أي  من البيان : المعادلة تقبل حلّين متمايزين لما

 
 
 

2

1 1

e e
y x m

e e
 

 

1 1

e e
m

e e
  

 
1m 

                            1                              0 x

            0             f x

1 
 
 
 
0                                                               

 
 f x

 

 

 

2 3 4 5 6 7

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1
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  nو المستقيمين مساحة الحيز من المستوي المحدد بحامل محور الفواصل و المنحنى ،  عدد طبيعي حيث 

 .و  ين معادلتيهما اللذ               
 . :  حيثتبيان أنه من أجل كل  عدد طبيعي (1

 . لدينا :        

(  من الشكل : لاحظ أن)

 :  دراسة إتجاه تغيّر المتتالية (2

  ندرس إشارة الفرق :       

  لدينا :       

 متزايدة تماما . و بالتالي المتتالية  :  و من أجل       

 

(III1n nI fC

1x x n
n1n  ln 1 ln

n
I n n 

     
1

1 1

1 ln
ln 1 ln ln 1 ln

1 ln

n n
n

n

x
I f x dx dx x x n n

x x

            

f
u

u



 n
I

1n n
I I 

           
1 1 1

1

1 1 1 1

n n n n n n

n n

n n

I I f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

  

            

1n  
1

0

n

n

f x dx



 n
I
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 شعبة علوم تجريبية   2019لبكالوريا تصحيح مقترح 

 

 

 

 nu0  :المعرفة بــ  المتتالية العددية 13u من أجل كل عدد طبيعي وn  ،1

1 4

5 5
n nu u   . 

n  ،1nuأجل كل عدد طبيعي أنه : منبرهن بالبرهان بالتراجع  -أ  (1   . 

المتتالية أدرس إتجاه تغيّر -بـ  nu. و استنتج أنها متقاربة         

2)  nvبـ  المتتالية العددية المعرّفة على  : ln 1n nv u  . 

أثبت أن المتتالية - nv . حسابية يطلب تعيين أساسها و حدّها الأول 

 ،  nمن أجل كل عدد طبيعي ، ثم بيّن أنه : nبدلالة  nvأكتب   (3
12

1
5

n n
u    و أحسب عندئذlim

 n
n

u . 

n  ،بيّن أنه : من أجل كل عدد طبيعي (4     
1

0 1

2

12
1 1 ... 1

5

n

n n
u u u


 
       
 
 

 . 

 

 

 و سبع كريات خضراء 2و كرية واحدة تحمل الرقم  1يحتوي كيس على خمس كريات حمراء منها أربع كريات تحمل الرقم 
  (كل الكريات متماثلة لا نفرق بينها عند اللمس  ).  2و ثلاث كريات تحمل الرقم  1منها أربع كريات تحمل الرقم 

 حيث :  Bو Aنسحب عشوائيا كرتين من الكيس في آن واحد و نعتبر الحادثتين 
A  :كريتين من نفس اللون "       ،    حب" سB  :كريتين تحملان نفس الرقم "   " سحب 

هو Aبيّن أن  إحتمال الحادثة (1  31

66
P A  و احسب إحتمال الحادثةB . 

 ن نفس اللون ، ما إحتمال أن تحملا نفس الرقم ؟علما أن الكريتين المسحوبتين م (2

 المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب عدد الكريات الحمراء المتبقية في الكيس . Xليكن (3

 عرّف قانون الإحتمال للمتغيّر العشوائي و أحسب أمله الرياضياتي .
 

 

 (I المعادلةكبة وعة الأعداد المرمحل في مج :   2 4 5 0   z i z z .      

(II  المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  المستوينعتبر في ; ,O u v  النقط ،A ،B وC  التي لاحقاتها : 

   i ، 2 i     2و i . على الترتيب  

العدد المركّبأكتب   (1


C A

C B

z z

z z
 .ABCعلى الشكل الأسي ، ثم استنتج طبيعة المثلث  

2يختلف عنzمركب من أجل كل عدد (2 i : نضع   1 2

2 4 2

 


 
iz i

f z
z i

 . 

عيّن المجموعة -أ  E للنقطM ذات اللاحقةمن المستويz و التي تحقق  1

2
f z . 

بيّن أن العدد -بـ   1440

  f i . حقيقي موجب 

زاويتهو  Cالذي مركزه النقطة rنعتبر الدوران (3
2


 . 

 في إستقامية . Cو D ،Aو بيّن أن النقط rبالدورانBصورة النقطةDعيّن لاحقة النقطة -أ 

 ل نقطي بسيط يطلب تعيين عناصره المميزة .بتحويAصورة النقطة هي Dاستنتج أن النقطة -بـ 

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
 الأول موضوع ال

             

 
ن) 4ثاني(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 5ثالث(التمرين ال

)ن
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f فة علىلدالة العددية المعرّا   0;2 2;   بـ  :
1

( ) ln
2

f x x
x

 


   . 

 fC تجانسالم تعامد والمعلم المالمستوي المنسوب إلى تمثيلها البياني في ; ,O i j  

حسب أ -أ  (1
0

lim ( )
x

f x



  ، 
2

lim
x

f x



و  
2

lim ( )
x

f x



 .  بيانيا  فسّر النتائجثم  

limأحسب  -بـ  ( )
x

f x


. 

على fر الدالةإتجاه تغيّأدرس   (2   0;2 2;   ها .راتل جدول تغيّشكّ، ثم  

نسمي (3  "  المنحنى البياني للدالة اللوغاريتمية النيبيريةln . في المعلم السابق " 

أحسب -أ  lim ( ) ln
x

f x x


 . ثم فسّر النتيجة بيانيا 

أدرس وضعية -بـ  fC بالنسبة للمنحنى  . 

أرسم بعناية المنحنى (4  ثم المنحنى fC . 

5) Hالدالة المعرّفة على المجال 3;  : بـ   
3

ln

x

H x t dt  حيثt . متغيّر حقيقي موجب تماما 

باستعمال المكاملة  بالتجزئة ، عيّن عبارة  -أ  H x بدلالةx . 

مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى Aأحسب -بـ  fC : و  حامل محور الفواصل و المستقيمين ذوي المعادلتين 

     3x   4وx . 

6) g الدالة المعرّفة على    ; 1 1;0   : بـ   2g x f x  .  

 دون حساب عبارة  g xحدّد إتجاه تغيّر الدالةg . على مجموعة تعريفها 
 
 
 
 

 

 و الكريات 1و ثلاث تحمل الرقم  0كريات لا نفرق بينها عند اللمس منها كريتان تحملان الرقم  10يحتوي صندوق على 
 من الصندوق .. نسحب عشوائيا و في آن واحد ثلاث كريات  2الأخرى تحمل الرقم  

 الأرقام المسجلة على  الكريات المسحوبة .  المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل سحب جداء  Xليكن

أحسب أمله الرياضياتي ، ثم Xعرّف قانون الإحتمال للمتغيّر العشوائي (1 E X . 

مال الحصول على ثلاث كريات كل منها تحمل رقما زوجيا هو بيّن أن إحت (2
7

24
 . 

 نسحب الآن من الصندوق كريتين على التوالي دون إرجاع . (3

 ما إحتمال الحصول على كريتين تحملان رقمين مجموعهما فردي علما أن جداؤهما زوجي ؟       
 

 

فة على المجالالمعرّ fنعتبر الدالة 4;7  بــ :  2 4f x x    

على المجالتماما متزايدة  fبيّن أن الدالة -أ (1 4;7 . 

المن المج xمن أجل كل عدد حقيقي:  أنه  استنتج -بـ  4;7  فإن   4;7f x   . 

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيبرهن أنه :  (2 4;7  فإن 
2 9 14

4 2

x x
f x x

x x

  
 

  
 . 

لمجالمن ا xمن أجل كل عدد حقيقيثم استنتج أنه :  4;7  فإن  0f x x  . 

             

 
ن) 7رابع(التمرين ال

)ن

             

 
ن) 4(التمرين الأول

)ن

             

 
ن) 4(ثانيالتمرين ال

)ن

             

 
 ثانيال موضوع ال
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3)  nu ّبـ فة المتتالية العددية المعر    :
0 4u    من أجل كل عدد طبيعي وn   ،   1 n nu f u  

n   ،4نه من أجل كل عدد طبيعيبرهن بالتراجع أ -أ  7nu   . 

ر المتتاليةاتجاه تغيّ استنتج  -بـ  nu  أنها متقاربة . بيّنثم 

n،  أنه من أجل كل عدد طبيعي بيّن -أ (4 1

1
7 7

4
n nu u  . 

  ،nمن أجل كل عدد طبيعياستنتج أنه :  - بـ
1

0 7 3
4

n

nu
     
 

، ثم أحسب نهاية المتتالية nu . 

 

 

منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس المركّب  المستوي ; ,O u v . 

2 :على الترتيب حيث  Czو  Az ،Bz التي لاحقاتها  Cو A ،Bنعتبر  النقط  6 Az i ، B Az z     2   و C Az z . 

العدد المركّبأكتب   -أ  (1
Az . على الشكل الأسي 

أحسب العدد -بـ 
2019 2019

2 2 2 2

      
   

A Bz z
 . 

 .Tبالإنسحاب  Bصورة النقطةDلاحقة النقطة Dz، عيّن Cإلى Aالإنسحاب الذي يحول T-أ (2

 . ABDCاستنتج طبيعة الرباعي -بـ 

Cأكتب العدد المركب  (3 Az z . على الشكل الأسي 

التي يكون من أجلها العدد المركب nم العدد الطبيعيجد قي  (4
6 2 

 
 

n

C Az z
 عددا حقيقيا . 

 .  Cو تختلف عن Aحيث تختلف عنzنقطة كيفية من المستوي لاحقتها Mلتكن (5

عيّن E مجموعة النقطM  التي يكون من أجلها



A

C

z z

z z
 عددا حقيقيا موجبا تماما .

 

 

تجانسالم تعامد والمعلم الممنسوب إلى المستوي  , ;O i j 2 ول. تؤخذ وحدة الطcm . 

 fCو gC التمثيلان البيانيان للدالتينf وg كما يلي : المعرّفتين على 

  x
g x e ex          و  21

2

x
f x e ex . 

.   gر الدالةأدرس إتجاه تغيّ -أ  (1

إستنتج إشارة -بـ  g x حسب قيمx  .

. fر الدالةأدرس إتجاه تغيّ (2
كلا من أحسب (3 lim

x
f x


و   lim

x
f x


. fرات الدالة، ثم شكّل جدول تغيّ

أدرس الوضع النسبي للمنحنيين (4 fCو gCعلى .

أرسم على المجال (5 0;2  المنحنيين fCو gCفي نفس المعلم ; ,O i j .( 2يعطى 2 2e e  )

أحسب بالسنتمتر مربع مساحة الحيز المحدد بالمنحنيين (6 fCو gC.

7) hلدالة المعرّفة على المجالا 2;2 : كما يلي   21

2

x
h x ex e  و ليكن  . تمثيلها البياني في المعلم السابق

زوجية .hبيّن أن الدالة -أ 

من أجل -بـ  0;2x  أحسب   h x f x ثم استنتج كيفية رسم إنطلاقا من fC . ثم أرسمه 
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   لموضوع الأوللتصحيح مقترح   

 

 

 nu : 0 المتتالية العددية المعرفة بــ 13u يعيو من أجل كل عدد طبn  ،1

1 4

5 5
n nu u  . 

n  ،1nuأنه : من أجل كل عدد طبيعيالبرهان بالتراجع  -أ  (1   . 

نسمي          P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :1nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل       0، لدينا 13u   0و منه 1u   و بالتالي 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 1أيnu   صحة ، و  نبرهن 1P n   1أي 1nu   . 

1nuحسب الفرض لدينا       و منه 
1 1

1
5 5

nu     و منه
1 4 1 4

5 5 5 5
nu       1أي 1nu   . و بالتالي 1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،1nu  . 

المتتالية دراسة إتجاه تغيّر -بـ  nu: 

n،  ن أجل كل عدد طبيعيملدينا :          1

1 4 4 4 4
1

5 5 5 5 5
n n n n n nu u u u u u          . 

1nu : و لدينا       طبيعيمن أجل كل عددn  ، 1و منه 0nu    1أي 0n nu u     

و بالتالي المتتالية     nuتماما ناقصةمت. 

ج أن المتتاليةاستنتإ -      nuمتقاربة : 

المتتالية       nu إذن فهي متقاربة . سفل تماما و محدودة من الأ ناقصة مت 

2)  nvبـ  المتتالية العددية المعرّفة على  : ln 1n nv u  . 

ت أن المتتاليةاثبإ -   nv  حسابية: 
  ،nمن أجل كل عدد طبيعيلدينا :        

      1 1

1 4 1 1 1 1 1
ln 1 ln 1 ln ln 1 ln ln 1 ln

5 5 5 5 5 5 5
n n n n n n nv u u u u u v 

                               
         

 . 

و منه المتتالية   nv ابية أساسها حس
1

ln
5

r
   
 

 و حدّها الأول : 0 0ln 1 ln12v u   . 

 :nبدلالة  nv ةباكت (3

n  ، 0nvمن أجل كل عدد طبيعي  v nr   و منه
1

ln12 ln
5

nv n
    
 

 أي :   
1 12

ln12 ln ln
5 5

n

n n
v

          
     

  

 من أجل كل عدد طبيعي أنه :  تبيانn  ، 
12

1
5

n n
u     

n،  من أجل كل عدد طبيعي لدينا :     ln 1n nv u   1و منهnv

ne u   1هو من nv

nu e   

أي     
12

ln
5 12

1 1
5

n

n n
u e

 
 
    . 

 حسابlim n
n

u


 : 

12
lim lim 1 1

5
n nn n

u
 

    
 

 لأن :  
12

lim 0
5nn

   
 

 . 
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n  ،طبيعيأنه : من أجل كل عدد تبيان  (4     
1

0 1

2

12
1 1 ... 1

5

n

n n
u u u


 
       
 
 

 . 

n، 1nvمن أجل كل عدد طبيعي : لدينا

ne u و منه 

      0 0 11 ...

0 11 1 ... 1 ... nnv v v vv v

nu u u e e e e
             

و    
1

2 2 2

0 1 0

1 1 12 1 12 12
... ln12 ln ln 1 ln

2 2 5 2 5 5
n n n n n n

n n n
S v v v v v n

                              
          

 

أي :           

1

2

12
ln

5

n

n n
S


 
 
 
 

إذن : .       

1

2

112
ln

5
0 1

2

12
1 1 ... 1

5

n

n

n

n

S

n n
u u u e e


 

 
 
 
 

 
         
 
 

 

 

 

 : عدد السحبات الممكنة

 
2

12

12!
66

2! 12 2 !
C  


 . 

هو Aتبيان أن  إحتمال الحادثة (1  31

66
P A  : 

   A  :كريتين من نفس اللون "        " سحب 

         
2 2

5 7 10 21 31

66 66 66

C C
P A

 
   

 حساب إحتمال الحادثةB: 

         B  :  " سحب كريتين تحملان نفس الرقم " 

    
2 2

8 4 28 6 34 17

66 66 66 33

C C
P B

 
    

 علما أن الكريتين المسحوبتين من نفس اللون ، ما إحتمال أن تحملا نفس الرقم ؟ (2

 لدينا :   
 A

P A B
P B

P A


  و 

2 2 2

4 3 4 15

66 66

C C C
P A B

 
    و منه 

15

1566
31 31

66

AP B   . 

3) X . المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب عدد الكريات الحمراء المتبقية في الكيس 

3;4;5X لدينا :    . 

 
2

5 10
3

66 66

C
P X             ،           

1 1

5 7 35
4

66 66

C C
P X


               ، 

2

7 21
5

66 66

C
P X    

 : الإحتمالقانون 
5 4 3 

iX 

21

66
 35

66
 10

66
  iP X X 

حساب الأمل الرياضياتي -ـ ب E X : 

            10 35 21 275
3 4 5

66 66 66 66
E X        . 
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 (I  المعادلةحل في :   2 4 5 0   z i z z 

      2 4 5 0   z i z z تكافئz i  2أو 4 5 0  z z.     

2في المعادلة  لنحل   4 5 0  z z: 

 لدينا :         2 224 4 1 5 4 4 2         i i: و منه للمعادلة حلّين مركبين هما 

1

4 2
2

2


  

i
z i         2و

4 2
2

2


  

i
z i . 

إذن مجموعة حلول المعادلة    2 4 5 0   z i z z : هي 2 ;2 ;  S i i i . 

(II : لدينا Az i  ،2 Bz i      2و Cz i . 

العدد المركّب  ةباكت (1


C A

C B

z z

z z
 على الشكل الأسي: 

 لدينا : 

 
2 2 1

2 2 2

  
    

   
C A

C B

z z i i
i

z z i i i i
2و  منه  







i

C A

C B

z z
e

z z
 . 

  استنتاج طبيعة المثلثABC: 

2






i

C A

C B

z z
e

z z
يكافئ   

1

arg 2 /
2

C A

C B

C A

C B

z z

z z

z z
k k

z z

 

 





        

يكافئ     ;
2







 

AC BC

BC AC
  

 و متساوي الساقين . Cقائم في ABCو منه المثلث

2يختلف عنzمن أجل كل عدد مركب (2 i : نضع   1 2

2 4 2

 


 
iz i

f z
z i

 . 

تعيين المجموعة -أ  E للنقطM ذات اللاحقةمن المستويz و التي تحقق  1

2
f z : 

  
1 2 1

2 4 2 2

 


 
iz i

z i
يكافئ 

 21 1

2 2 2

 


 
i z i

z i
يكافئ 

 
 
2

1
2

 


 
z i

z i
يكافئ   B Cz z z z 

و منه المجموعة      E هي محور القطعة BC . 

تبيان أن العدد -بـ   1440

  f i : حقيقي موجب 

لدينا :         
2

4
1 2 2 2 1 1 1 2

1
2 4 2 4 2 2 2 2

   
      

  


ii i i

f i i i e
i i

  

و منه         
1440 1440 1440 1440

1440 0 180 23604
2 2 2 2

2 2 2 2

i iif i e e e


         
                     

       
 

3) r الذي مركزه النقطة الدورانC  زاويتهو
2


 . 

 : rبالدورانBصورة النقطةDتعيين لاحقة النقطة -أ 

r : الكتابة المختصرة للدوران    2   


i

C Cz z e z z 

و منه     2  


i

D C B Cz z e z z   و منه   D B C Cz i z z z    : أي 2 2 4     Dz i i i i . 

 تبيان أن النقطD ،A وC : في إستقامية 

 لدينا :
   

 
4 2 2

1
2 2

  
   

   
D C

A C

i iz z

z z i i
CDو هذا يعني  أن CA    النقطو منهD ،A وC . في إستقامية 
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 بتحويل نقطي بسيط يطلب تعيين عناصره المميزة :Aصورة النقطة هي Dاستنتاج أن النقطة -بـ      

1 لدينا :      


 


D C

A C

z z

z z
و منه     D C A Cz z z z  النقطةو بالتاليD صورة هيAبتحاك مركزهC  

 . 1و نسبته      
 ( و زاويته 1و نسبته Cأو بتشابه مباشر مركزه Cأو بتناظر مركزي بالنسبة لـ و زاويته Cأو بدوران مركزه)       

 

 

 .   :  بـ  فة علىلدالة العددية المعرّا 

 حساب النهايات : -أ  (1

    . 

 .مقارب عمودي للمنحنى (حامل محور التراتيب) التفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة  

  و           

 .مقارب عمودي للمنحنى التفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة   

 . -بـ 

 : ر الدالةإتجاه تغيّدراسة   (2

 :  من و  من أجل كل عدد حقيقي  لإشتقاق علىقابلة ل الدالة        

 

 .من من أجل كل لكون  من إشارة  إشارة

   إشارة : 

 
 

 . و  ينمتناقصة على المجالو  و  ينعلى المجال زايدةمت الدالةو منه :  
 : الدالة راتجدول تغيّ

 
 

 
 
 
 

 

 .  -أ  (3

 .  عند لمنحنىمقارب ل التفسير : المنحنى           

 : بالنسبة للمنحنى دراسة وضعية -بـ 

 . من إشارة  و منه إشارة الفرق  لدينا :     

على المجال      0;2 :  f
Cيقع تحت   على المجالو 2;  : f

Cيقع فوق  . 

f   0;2 2; 
1

( ) ln
2

f x x
x

 


0 0

1
lim ( ) lim ln

2x x

f x x
x 

 

      
0x  fC

 
2 2

1
ll nm m

2
i li

x x

x
x

f x
 
 

     


2 2

1
lim ( ) lim ln

2x x

f x x
x 

 

      
2x  fC

1
lim ( ) lim ln

2x x
f x x

x 

      
f

f   0;2 2; x   0;2 2; 

 
 

     

2 2 2

2 2 2 2

21 1 4 4 5 4
( )

2 2 2 2

x x x x x x x
f x

xx x x x x x x

              
   

( )f x2 5 4x x  2
2 0x x  x   0;2 2; 

( )f x

f 4; 0;1 2;4 1;2

f

  1
lim ( ) ln lim 0

2x x
f x x

x 

     

  fC

 fC 
1

( ) ln
2

f x x
x

 


( ) lnf x x2x 
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4210x

00( )f x

                                                                                
                                   

                                                  

 
 

 

 
 

 

 

                                                         

 
 

 

4210x

00 f x

1



 f x

 
1

ln 4
2

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 الرسم : (4

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 متغيّر حقيقي موجب تماما . حيث بـ :  الدالة المعرّفة على المجال (5

 . بدلالة عبارة  تعيين -أ 

 ،     منه  و    ،    نضع            

 :   لدينا بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون   

   

 . أي :  و منه   

 و  حامل محور الفواصل و  المستقيمين ذوي   مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى حساب -بـ 

 .و المعادلتين :       

 

 .  أي : و منه            

  . بـ : الدالة المعرّفة على  (6

 . و  ين قابلتين للإشتقاق ، لأنها مركب دالت   قابلة للإشتقاق على الدالة

 : إتجاه تغيّر الدالة

 .    تكافئ :     أوتكافئ :     أو  تكافئ 

و متناقصة على متزايدة على و منه الدالة  1
; 2 ;0

2

      
. 

 

H 3;   
3

ln

x

H x t dt t

 H xx

   lnu t t  1v t   1
u t

t
  v t t

     
3 3

3 3

1
ln ln 3ln3 ln 3ln3

x x
x x

H x t t t dt x x dt x x t
t

         
   ln 3ln3 3H x x x x     3 ln 3ln3H x x x x    

A fC

3x 4x 

     
4 4 4 4 4

4

3
3 3 3 3 3

1 1 1
ln ln 4 ln 2 4

2 2 2
A f x dx x dx dx xdx dx H x H

x x x

                                  
ln2 4ln4 4 3ln3 3A       1 9ln2 3ln3 .A u a   

g   ; 1 1;0      2g x f x 

g   ; 1 1;0      2 2g x f x   

g

( ) 0g x ( 2 ) 0f x  
1 2 2

2 2 4

x

x

  
   

1
1

2

2 1

x

x

   

   

g  1
2; 1 1;

2

       

 

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

 f
C  

   
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   لموضوع الثاني لتصحيح مقترح  

 

 

 : عدد السحبات الممكنة

 
3

10

10!
120

3! 10 3 !
C  


 . 

1) X . المتغيّر العشوائي الذي يرفق بكل سحب جداء الأرقام المسجلة على  الكريات المسحوبة 

0;1;2;4;8X لدينا :    . 

 
1 2 2 1

2 8 2 8 64
0

120 120

C C C C
P X

  
           ،         

3

3 1
1

120 120

C
P X              ،

 
2 1

3 5 15
2

120 120

C C
P X


    

 
2 1

5 3 30
4

120 120

C C
P X


            ، 

3

5 10
8

120 120

C
P X      . 

 : الإحتمالقانون 
8 4 2 1 0 

iX 

10

120
 30

120
 15

120
 1

120
 64

120
  iP X X 

حساب الأمل الرياضياتي - E X : 

            64 1 15 30 10 231
0 1 2 4 8

120 120 120 120 120 120
E X            . 

تبيان أن إحتمال الحصول على ثلاث كريات كل منها تحمل رقما زوجيا هو  (2
7

24
 . 

A  :ثلاث كريات كل منها تحمل رقما زوجيا  " سحب     " 

           
3

7 35 7

120 120 24

C
P A    

2عدد السحبات الممكنة (3

10 90A  . 

B  :كريتين تحملان رقمين مجموعهما فردي  " سحب    " 
C  :كريتين تحملان رقمين جداؤهما زوجي  " سحب    " 

         
1 1 1 1

2 3 3 52 2 42

90 90

A A A A
P B

  
           ، 

1 1 2

3 7 72 84

90 90

A A A
P C

 
       ، 

2

7 42

90 90

A
P B C   

 :إحتمال الحصول على كريتين تحملان رقمين مجموعهما فردي علما أن جداؤهما زوجي 

   
 

42

42 190
84 84 2

90

C

P B C
P B

P C


    

 

 

fّفة على المجالالدالة المعر 4;7  بــ :  2 4f x x    

على المجالتماما متزايدة  fأن الدالةتبيان  -أ (1 4;7 . 

قابلة للإشتقاق على المجال fالدالة 4;7  و  1

2 2
f x

x
 


 

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيو لدينا :   4;7  ،  0f x  و منه الدالةf على المجالتماما  متزايدة 4;7 .  

 التمرين الأولحل مقترح  
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من المجال xمن أجل كل عدد حقيقي:  أنه  استنتاج -بـ  4;7  فإن   4;7f x   . 

على المجالتماما  متزايدة fالدالة لدينا :       4;7  من أجل كل و منه 4;7x  ،     4 ; 7f x f f    

أي :               4 6;7f x     و لدينا 4 6;7 4;7      : من أجل كل و منه 4;7x  ،   4;7f x  

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيلدينا :  (2 4;7 : 

 
   

 
 2 22 4 2 4 2 4 9 14

2 4
2 4 4 2 4 2

x x x x x x x x
f x x x x

x x x x x x

                        
        

 

 الاستنتاج :

من المجال xمن أجل كل عدد حقيقيلدينا :  4;7            :     2 7 29 14

4 2 4 2

x xx x
f x x

x x x x

   
  

     
 

من أجل كل  و 4;7x  ،4 2 0x x     و  7 2 0x x    و منه  0f x x  . 

3)  nu بـ فة ية العددية المعرّالمتتال    :
0 4u    من أجل كل عدد طبيعي وn   ،   1 n nu f u  

n   ،4ن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيابرهال -أ  7nu   . 

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :4 7nu    " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل       لدينا ،
0 4u   04و منه 7u   التاليو ب 0P صحيحة  . 

  صحةنفرض P n من أجل عدد طبيعيn  : 4أي 7nu   صحة ، و  نبرهن 1P n   14أي 7nu   . 

4حسب الفرض لدينا     7nu   منه و 4 7nf u   ( بـ  1حسب نتيجة السؤال)  14 أي 7nu   . 

بالتاليو    1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،4 7nu  . 

ر المتتاليةاه تغيّتجإ إستنتاج  -بـ  nu : 

n   ،4من أجل كل عدد طبيعيلدينا :    7nu    و 1n n n nu u f u u       1و منه 0n nu u    

المتتاليةو بالتالي   nu اما  .متزايدة  تم 

 تبرير تقارب المتتالية nu : 

المتتالية nuإذن فهي متقاربة   7و محدودة من الأعلى بالعدد  تماما زايدةمت ،. 

n،  أنه من أجل كل عدد طبيعي تبيان -أ (4 1

1
7 7

4
n nu u  . 

 : nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي

  
1

3 2 3 2 7
7 7 2 4 3 2

3 2 3 2

n n
n

n n n

n n

u u u
u u u

u u


    
         

   
  . 

4و من جهة أخرى :  7nu   يكافئ
1 1

43 2nu


 
و منه   1

1
7 7

4
n nu u   . 

  ،nمن أجل كل عدد طبيعياستنتاج أنه :  -بـ      
1

0 7 3
4

n

nu
     
 

 

نسمي P n من أجل كل عدد طبيعي " الخاصيةn  :
1

0 7 3
4

n

nu
     
 

   " 

  نتحقق من صحة 0P. 

0nمن أجل  لدينا ، 
0 4u   و

07 3u   منه
0

0

1
0 7 3

4
u

     
 

و بالتالي   0P صحيحة  . 
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 صحة نفرض P nمن أجل عدد طبيعيn  : أي
1

0 7 3
4

n

nu
     
 

صحة نبرهن و  ، 1P n   

أي
1

1

1
0 7 3

4




     
 

n

nu . 

حسب الفرض لدينا         
1

0 7 3
4

n

nu
     
 

لدينا و  1

1
7 7

4
n nu u    منه

1

1

1
0 7 3

4

n

nu




     
 

  

بالتالي         1P n  . صحيحة 

 من أجل كل عدد طبيعي:  الخلاصةn،
1

0 7 3
4

n

nu
     
 

 . 

 (يمكن إستخدام طريقة أخرى غير البرهان بالتراجع  )
lim حساب - n

n
u


  . 

،nلدينا : من أجل كل عدد طبيعي            
1

0 7 3
4

n

nu
     
 

و لدينا  
1

lim 0
4

n

n

   
 

و منه   lim 7 0n
n

u


   

limأي :             7n
n

u


 . 

 

 

              2 6 Az i             ،            B Az z            2              و C Az z . 

لعدد المركّبا  ةباكت -أ  (1
Az : على الشكل الأسي 

2 لدينا : 6 Az i: 8 و منه 2 2 Az. 

 ، يكون : Azعمدة للعدد المركب Aو بفرض

2 1
cos

22 2

6 3
sin

22 2


 



  





A

A

، و منه  arg 2
3

 
 Az kحيث ،k  

 إذن : 
32 2


i

Az e . 

حساب العدد -بـ 
2019 2019

2 2 2 2

      
   

A Bz z
 : 

 لدينا :  
32 2


 


i

B Az z e و منه 

 
2019 20192019 2019

673 6733 3 2
2 2 2 2

                      
       

 
   i i

i i i iA Bz z
e e e e e e 

  Cإلى Aالإنسحاب الذي يحول T-أ (2

 . Tبالإنسحاب  Bصورة النقطةDلاحقة النقطة Dzتعيين

T :  نسحابالكتابة المختصرة للإ   C Az z z z  : 3أي   Az z z 

3و منه  D B Az z z    3و منه D A Az z z    : أي 2 6 3 2 6 2 2 4 6      Dz i i i . 

 : ABDCاستنتاج طبيعة الرباعي -بـ 

AC أي : ACالذي شعاعه Tبالإنسحاب  Bورة النقطةصDلدينا : النقطة   DB الرباعي و منهABDC متوازي أضلاع. 

Cكتابة العدد المركب  (3 Az z سي :على الشكل الأ 

3لدينا   C A Az z z  36و منه 2

  
  

i

C Az z e   : أي
4

36 2 


i

C Az z e. 
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التي يكون من أجلها العدد المركب nإيجاد قيم العدد الطبيعي  (4
6 2 

 
 

n

C Az z
 عددا حقيقيا : 

 لدينا :
3

3

6 2 1            





n
n

n
i

i
C A

e
z z

e

 . 

6 2 
 

 

n

C Az z
 يكافئ 

3

n
k




   3  يكافئn k   مع  ،k . 

 .  Cو تختلف عن Aحيث تختلف عنzنقطة كيفية من المستوي لاحقتها Mلتكن (5

تعيين E مجموعة النقطM  التي يكون من أجلها



A

C

z z

z z
 عددا حقيقيا موجبا تماما .

 
  

A

C

z z

z z
arg  يكافئ  0 2 /

 
    

A

C

z z
k k

z z
أي    ; 0 2MC MA k  . 

المجموعة  و بالتالي  E : هي   AC AC (المستقيم AC باستثناء القطعة AC ) 
 

 

     و                           

: ر الدالةإتجاه تغيّ ةسادر -أ  (1

  :   و  من أجل كل عدد حقيقي  قابلة للإشتقاق على  الدالة  

 . على المجال متناقصة و بالتالي الدالة  أي ، يكون من أجل    

 .  على المجالمتزايدة  و بالتالي الدالة  أي ، يكون من أجل    

 :  حسب قيم إستنتاج إشارة -بـ 

 . قيمة حدّية صغرى للدالة فإن على المجال و متناقصة لى المجالعمتزايدة  الدالةو بما أن    

. ،    من أجل كل عدد حقيقيإذن :      
: ر الدالةإتجاه تغيّ ة سادر (2

  :   و  من أجل كل عدد حقيقي قابلة للإشتقاق على الدالة

 . علىمتزايدة  بالتالي الدالة و  ،    من أجل كل عدد حقيقي

النهايات : حساب (3

    ، لأن  :   

    ، لأن  :   

 : الدالة راتجدول تغيّ 

 
 
 

 
 
 

  x
g x e ex   21
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x
f x e ex 
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gx  x
g x e e  
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e e( ) 0g x g ;1
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fx   x
f x e ex g x   

x( ) 0f x f

  2 2
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1 1
lim lim lim

2 2

x
x

x x x

e
f x e ex x e
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2
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x

x

x

e

x




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: على  ودراسة الوضع النسبي للمنحنيين (4

  :   من أجل كل عدد حقيقي

 
 
 
 
 
 
 

الرسم : (5
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

:ومساحة الحيز المحدد بالمنحنيين حساب (6

 

 . و منه 

.  كما يلي : المعرّفة على المجالالدالة  (7

 . و  ،  من أجل كل  -أ 

زوجية .و منه الدالة     

 .  ، من أجل -بـ 

 : إنطلاقا مناستنتاج كيفية رسم      

 . بالنسبة لحامل محور الفواصل على المجال نظيرو بالتالي ،  من أجل     

 أنظر الشكل .الرسم :          زوجية . نستخدم كون الدالة على المجال و لرسم     
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 تحت                                   فوق                              تحت

 يقطع                               يقطع                              
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