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[1[]م2009]باك   

 (I h دالة عددية معرفة على 1; : 2كما يلي
( ) 2 ln( 1)h x x x x     . 

limأحسب  (1 ( )
x

h x


و 
1

lim ( )
x

h x



 .  

من المجال xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 1;   :
2

1 2( 1)
( )

1

x
h x

x

  


 

 ثم أنجز جدول تغيّراتها .hو إستنتج اتجاه تغيّر الدالة

)و إستنتج إشارة h(0)أحسب  (3 )h xحسب قيمx . 

(II لتكنfدالة عددية معرفة على المجال 1;   : كما يلي
ln( 1)

( ) 1
1

x
f x x

x


  


 . 

)نرمز  بـ       )fCلتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j . 

أحسب -أ  (1
1

lim ( )
x

f x



 ، ثم فسّر هذه النتيجة بيانيا .

limباستخدام النتيجة  -بـ 
t

t

e

t
  برهن أن ،

ln
lim 0
u

u

u
  . 

limإستنتج -جـ     ( )
x

f x


. 

أحسب -د     lim ( ) ( 1)
x

f x x


   مقارب مائل للمنحنى و استنتج وجود مستقيم( )fC . 

)أدرس وضعية المنحنى -هـ      )fC. بالنسبة إلى المستقيم المقارب المائل  

من المجالxبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 1;    ،
2

( )
( )

( 1)

h x
f x

x
 


 . fثم شكل جدول تغيّرات الدالة 

)بيّن أن المنحنى (3 )fC2يقطع المستقيم ذو المعادلةy  3,4و  3,3عند النقطة التي فاصلتها محصورة بين  . 

)أرسم (4 )fC . 

 

[1[]م2010]باك   

 

   (I  fالدالة العددية المعرفة على المجال
1

;
2

I
    

)بـ :  ) 1 ln(2 1)f x x    .

)و ليكن )fC و المتجانستمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد( ; , )O i j. 

limأحسب (1 ( )
x

f x


و   
1

2

lim ( )
x

f x



 . 

، ثم شكّل جدول تغيّراتها . Iمتزايدة تماما على المجالfبيّن أن الدالة  (2

)عيّن فاصلة النقطة من (3 )fC  التي تكون فيها المماس موازيا للمستقيم d ذي المعادلةy x  .

)يمكن كتابة Iمنxأثبت أنه من أجل كل -أ  (4 )f x : على الشكل( ) ln( )f x x a b  حيثa،b عددان
حقيقيان  يطلب تعيينهما .    
)ستنتج أنه يمكن رسما -بـ  )fCإنطلاقا من( )Cمنحى الدالة اللوغاريتمية النيبيريةln سم ثم أر( )C و( )fC . 

(II  الدالة العدديةنعتبرgالمعرفة على المجالI :  ِـ )ب ) ( )g x f x x  . 
أحسب (1

1

2

lim ( )
x

g x



limثم بيّن أن   ( )
x

g x
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 ثم شكّل جدول تغيّراتها . Iعلىgأدرس إتجاه تغيّر الدالة (2

)ثم بيّن أن المعادلة g(1)أحسب -أ  (3 ) 0g x  تقبل في المجال
3

;
2

   
2تحقق أن .  حلا وحيدا  3  . 

)أرسم -بـ       )gCمنحنى الدالةgعلى المجال
1

;5
2

 
  

 في المعلم السابق .    

)إستنتج إشارة            )g x على المجالI ثم حدّد وضعية المنحنى( )fC بالنسبة إلى d .

برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي من المجال  (4 1; : فإن( )f x ينتمي إلى المجال 1; . 

 

[1[]م2011باك ]  

   (I  نعتبر الدالةg  المعرفة على 1  :  ِـ ب
1

( )
1

x
g x

x





 

)و        )gC والمتجانس تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد( ; , )O i j (الشكل المقابل) ، 
 بقراءة بيانية :      

 .gرات الدالةشكّل جدول تغيّ ـ أ    
)حل بيانيا  المتراجحة  ـ بـ     ) 0g x . 
0 التي يكون من أجلها xعيّن بيانيا قيم جـ  ـ     ( ) 1g x  

(II لتكن الدالةfالمعرفة على المجال 1;   : ِـ ب
1 1

( ) ln
1 1

x x
f x

x x

       
 

)و             )fC المتعامد والمتجانستمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم( ; , )O i j. 

أحسب  (1
1

lim ( )
x

f x



limو  ( )
x

f x


 ثمّ فسّر النتيجتين هندسيا.  

من المجال xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 1;  ،
2

2
( )

( 1)
g x

x
 


. 

)أحسب  ـ بـ )f x رات الدالةأدرس إشارتها ثمّ شكل جدول تغيّ وf . 

، عيّن إشارة العبارة  جـ السؤال  I)باستعمال الجزء   (3
1

ln
1

x

x

 
  

على المجال  1;.

 

[1[]م2012باك ]  

   

المعرفة على المجالfنعتبر  الدالة   ;0 : كما يلي   ( ) 5 6ln
1

x
f x x

x

      
    

   ( )fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس( ; , )O i j. 

أحسب -أ  (1
0

lim ( )
x

f x



 ، ثمّ فسّر النتيجة هندسيا . 

limأحسب  -ـ ب       ( )
x

f x


 . 

من xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (2 ;0    ،
2

6
( )

( 1)

x x
f x

x x

  


. 

، ثم شكّل جدول تغيّراتها .fغيّر الدالة إستنتج اتجاه ت      
)بيّن المستقيم -أ  (3 ) : 5الذي معادلة لهy x  هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى( )fC عند. 

)حنىأدرس وضع المن -بـ  )fCبالنسبة  للمستقيم( ) . 

بيّن أنّ المعادلة  (4  0f x   تقبل حلّين  و  3.5حيث 3.4     1.1و 1    . 

)نحنىأنشئ الم (5 )fC و المستقيم  . 
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نعتبر النقطتين  -أ  (6
3

1;3 6ln
4

A
        

و 
5 3

2; 6ln
2 4

B
        

 . 

بيّن أن 
1 7 3

6ln
2 2 4

y x   معادلة ديكارتية للمستقيم AB . 

مبيّن أنّ المستقي -بـ  AB يمس المنحنى( )fC في نقطة
0

M . يطلب تعيين إحداثيتيها 

7) gالدالة المعرّفة على ;0 : كما يلي
2

( ) 5 6 ln 6ln(1 )
2 1

       
x x

g x x x x
x

  . 

بيّن أنه من كل ;0 x :( ) ( ) g x f x . 

 

[2[]م2013]باك   

 

(I  g الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ 2ب
( ) 2 4 2ln( 1)g x x x x    . 

 اتها.، ثمّ شكّل جدول تغيّر gأدرس تغيّرات الدالة  (1

من المجال xإستنتج أنّه من أجل كل (2 1;     ،( ) 0g x . 

(II f الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب
1 2ln( 1)

( )
1

x
f x x

x

 
 


. 

)و      )fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  .( 2وحدة الطول cm) 

أحسب ـ أ (1
1

lim ( )
x

f x



 . فسّر النتيجة بيانيا.

limأحسب ـ بـ ( )
x

f x


. 

من  xبيّن أنّه من أجل كل ـ أ (2 1;    ،
2

( )
'( )

( 1)

g x
f x

x



  

على المجالfأدرس اتجاه تغيّر الدالة ـ بـ 1;  .ثمّ شكّل جدول تغيّراتها ، 

)لمعادلة بيّن أنّ ا ـ جـ ) 0f x   تقبلا حلا وحيدا في المجال 1;   ّ0،  ثمّ تحقّق أن 0,5 . 

بيّن أنّ المستقيم ـ أ (3  ذا المعادلةy x  للمنحنى مقارب مائل( )fC  عند. 

)أدرس وضعية المنحنى ـ بـ )fC بالنسبة إلى المستقيم . 

نقبل أنّ المستقيم  (4 T  ذا المعادلة
3

2
y x

e
   للمنحنى، مماس( )fC في نقطة فاصلتها

0
x  . 

أحسب  ـ أ
0

x.

أرسم المستقيمين المقاربين و المماس ـ بـ T ثمّ المنحنى( )fC. 

)بحيث تقبل المعادلة mعيّن بيانيا قيم الوسيط الحقيقي ـ جـ )f x x m  .حلّين متمايزين 
 

[1[]م2014]باك   

المعرفة على المجال  fنعتبر الدالة العددية    0;  :كما يلي
2ln

( ) 1
x

f x
x

 
  

)و         )fC  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

أحسب  ـ أ (1
0

lim ( )
x

f x



limو   ( )
x

f x


 ، فسّر النتيجتين هندسيا.

على المجال  fأدرس إتجاه تغيّر الدالة  ـ بـ       0; .ثم شكل جدول تغيّراتها 

)أدرس وضعية المنحنى ـ أ (2 )fC بالنسبة إلى المستقيم( ) : 1الذي معادلتهy . 

)أكتب معادلة المماس ـ بـ        )Tللمنحنى( )fC 1في النقطة ذات الفاصلة. 
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)بيّن أن المعادلة  ـ جـ       ) 0f x   تقبل في المجال 0;1  حلا وحيدا 0,4، حيث 0,3e e  . 

)أنشئ  (3 )T  و( )fC. 

المعرفة على  hلتكن الدالة  (4 0  :كما يلي
2ln

( ) 1
x

h x
x

 . 

)و ليكن       )hC .تمثيلها البياني في نفس المعلم السابق 

)غير معدوم  ،xد حقيقيبيّن أنه من أجل كل عد ـ أ ) ( ) 0h x h x  ماذا تستنتج  ؟ . 
)أنشئ المنحنى  ـ بـ )hC إعتمادا على المنحنى( )fC. 

2ل المعادلة: ، عدد حلوmناقش بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي  ـ جـ
ln ( 1)x m x . 

 

[1[]م2015]باك   

 

)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس   ; , )O i j. 

 

(I  ( )التمثيل البياني للدالةlnx x  و( )  3المعادلةالمستقيم ذوy x   
        هي فاصلة نقطة تقاطع( )  و( ). 

)بقراءة بيانية حدد وضعية  (1 )  بالنسبة إلى( )  على 0;. 

2) g الدالة المعرفة على المجال 0; : بـ( ) 3 lng x x x  . 

)إشارة  xإستنتج حسب قيم  )g x. 

2,2:  تحقق أن (3 2,3 . 
 

 

(II   f الدالة المعرفة على المجال 0;  : بـ 1
( ) 1 ln 2f x x

x

    
 

)و   )fC . تمثيلها البياني 

أحسب  (1
0

lim ( )
x

f x



limو   ( )
x

f x


. 

من  xأثبت أنه من أجل كل (2 0;  :
2

( )
'( )

g x
f x

x
   ،  ثم شكّل جدول تغيّرات الدالةf. 

بيّن أنّ :  (3
2

( 1)
( )f




 
 ثم إستنتج حصرا  للعدد  ،( )f . 

)أدرس وضعية  (4 )fC  ثم أنشئ ، حامل محور الفواصل بالنسبة إلى( )fC  2على المجال
0; e  . 

 

[1[]م1[]د2016]باك   

 

(I   g الدالة المعرّفة على المجال 0;  : ِـ 2ب
( ) 1 lng x x x  . 

 . gدالةأدرس إتجاه تغيّر ال (1

أحسب (2
2

2
g
 
  
 

من المجال xثمّ بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  0;    ،( ) 0g x .

(II f عرّفة على المجالالدالة الم 0;   : ِـ ب
ln

( ) 1
x

f x x
x

  . 

و        C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  . 

أحسب (1
0

lim ( )
x

f x



limو   ( )
x

f x


  . 

من المجال xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 0;    ،
2

( )
( )

g x
f x

x
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 . fشكّل جدول تغيّرات الدالة ـ بـ

أكتب معادلة للمماس (3 T للمنحنى C 1في النقطة التي فاصلتها . 

بيّن أنّ (4 Cيقبل مستقيما مقاربا مائلا   : 1حيثy x   . معادلة له

أدرس الوضع النسبي لـ  ـ بـ C  و . 

أرسم المستقيمين  (5 T و  ثم المنحنى C . 

6) m . عدد حقيقي m  : المستقيم حيثy mx m ة له . معادل 

تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي ، النقطة  ـ أ 1;0Aتنتمي إلى المستقيم m  .

عدد حلول  المعادلة  mناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي ـ بـ f x mx m  . 

 

[1]م[2]د[2016]باك   

   
   (I  g الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ )ب ) 1 ( 1) 2ln( 1)g x x e x     . ( العددe هو أساس اللوغاريتم النيبيري) 

 غيّراتها.، ثمّ شكّل جدول تgأدرس تغيّرات الدالة (1
)بيّن أنّ للمعادلة (2 ) 0g x  حلا وحيدا  0,34حيث 0,33   .

)إستنتج إشارة (3 )g xحسب قيم العدد الحقيقيx  على المجال 1;   . 

(IIf  الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب
2

ln( 1)
( )

1 ( 1)

e x
f x

x x


 

 
. 

    ( )fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j . 

بيّن أن -أ (1
1

lim ( )
x

f x



    أحسب وlim ( )
x

f x


 ، فسّر النتيجتين  هندسيا . 

من المجال xبيّن أنّه من أجل كل ـ بـ 1;     ،
3

( )
( )

( 1)

g x
f x

x

 


 

على المجال fأدرس اتجاه تغيّر الدالة ـ جـ 1;  .ثمّ شكّل جدول تغيّراتها ، 

)أرسم المنحنى ـ د )fC.( : ّنقبل أن( ) 3,16f  ) 

 المعرفة على kنعتبر الدالة العددية (2 1;1   بـ : ( )k x f x    ،( )kC   .تمثيلها لبياني في المعلم السابق 

زوجية  . kبيّن أن الدالة ـ أ
)بيّن كيف يمكن استنتاج المنحنى ـ بـ )kCانطلاقا من  المنحنى( )fC أرسمه . ثم( دون دراسة تغيّرات الدالةk) 

)عدد و إشارة حلول  المعادلة  mناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي ـ جـ )k x m . 
 

[1[م2017]باك   

حيث Dالمعرفة علىfنعتبر  الدالة   ; 1 1;D        :  بـ
2 1

( ) ln
3 1

x
f x x

x

     
     

   ( )fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

 فردية  ثم  فسّر ذلك  بيانيا .fبيّن أن الدالة (1
 أحسب النهايات التالية : (2

1

lim ( )
x

f x



      ،
1

lim ( )
x

f x



    ، lim ( )
x

f x


limو  ( )
x

f x


. 

)استنتج أن )fCتيب .يقبل مستقيمين مقاربين موازيين لحامل محور الترا 

،    Dمن  xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (3
2

2

2 2
( )

3 1

x
f x

x

     
.   

 ، ثم شكّل جدول تغيّراتها .fإستنتج اتجاه تغيّر الدالة 

)ن أنّ المعادلة بيّ (4 ) 0f x  وحيدا تقبل حلّا   1.8حيث 1.9  
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بيّن المستقيم (5   : ذا المعادلة
2

3
y x هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى( )fCثم أدرس وضعية( )fCبالنسبة لـ  . 

)أنشئ المنحنى (6 )fC و المستقيم  . 

7) mوسيط حقيقي ، ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي m: عدد حلول المعادلة   1
2 3 3ln 0

1

x
m x

x

     
 

 

[1]م]د إ[[2017ك ]با  

الدالة العددية  المعرّفة على المجالfنعتبر  
1

;
2

    
كما يلي  : 

2

1 2ln(2 1)
( )

(2 1)

x
f x

x

 



 .

)و      )fC  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  . 

أحسب النهايتين : (1
1

2

lim ( )
x

f x



   ،lim ( )
x

f x


 ثم فسّر النتيجتين بيانيا .  

من المجال xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2
1

;
2

    
    ،

3

8ln(2 1)
( )

(2 1)

x
f x

x

  


 

 ثم شكّل جدول تغيّراتها .fأدرس إتجاه تغيّر الدالة ـ بـ

حل في المجال (3
1

;
2

    
)المعادلة  ) 0f x   ثم استنتج إشارة ، f x . 

)بيّن أن المنحنى (4 )fC يقبل نقطة إنعطافيطلب تعيين إحداثييها ، ثم أنشئ( )fC .

 

[1[]م2018]باك   

    

(I gالدالة العددية ذات المتغيّر الحقيقيx المعرّفة على 0; :  ِـ  ب
21

( ) (ln ) ln 1g x x x
x

     

       ( )gC : المنحنى البياني الممثل لها كما هو مبيّن في الشكل المقابل 

)ثم استنتج بيانيا إشارة g(1)أحسب  ـ     )g x. 

(IIfالدالة العددية ذات المتغيّر الحقيقيx المعرّفة على 0; :  ِـ ب
1 ln

( )
1 ln

x
f x

x x





 

)و         )fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

أحسب  (1       
0

lim ( )
x

f x



limو بيّن أن :  ( ) 0
x

f x


 . 

 ثمّ فسّر النتيجتين بيانيا.

من المجالxبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ (2 0;  ،
2

( )
( )

(1 ln )

g x
f x

x x
 


 . 

 و شكّل جدول تغيّراتها .fاستنتج اتجاه تغيّر الدالة ـ بـ      

بيّن أن (3
2

1 1

e e
y x

e e

 
    

)هي معادلة لـ   )Tمماس المنحنى( )fC في نقطة 

)المماس تقاطعه مع حامل محور الفواصل ، ثم أرسم      )T و المنحنى( )fC . 

بحيث تقبل المعادلة mعيّن بيانيا قيم الوسيط الحقيقي  (4          2
1e f x e x me    . حلّين متمايزين 
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[1[]م2019]باك   

f دالة العددية المعرّفة علىال   0;2 2;   :  بـ
1

( ) ln
2

f x x
x

 


   . 

( )fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( , ; )O i j  

أحسب  -أ  (1
0

lim ( )
x

f x



  ،
2

lim ( )
x

f x



و  
2

lim ( )
x

f x



 .  فسّر النتائج  بيانياثم  

limأحسب  -بـ  ( )
x

f x


. 

علىfأدرس إتجاه تغيّر الدالة  (2   0;2 2;  . ثم شكّل جدول تغيّراتها ،  

نسمي (3  ى البياني للدالة اللوغاريتمية النيبيرية  "المنحنln . في المعلم السابق " 

أحسب -أ  lim ( ) ln
x

f x x


 . ثم فسّر النتيجة بيانيا 

)أدرس وضعية -بـ  )fC بالنسبة للمنحنى  . 

أرسم بعناية المنحنى (4  ثم المنحنى( )fC . 

5) g الدالة المعرّفة على    ; 1 1;0   : بـ( ) ( 2 )g x f x  دون حساب عبارة .( )g xحدّد إتجاه تغيّر الدالةg . 

 

[1[]م2020]باك   

fالدالة العددية المعرّفة على المجال 0;  :  بـ
2

ln
( ) 1

x
f x x

x
     . 

( )fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( , ; )O i j 2. الوحدةcm  

أحسب  -أ  (1
0

lim ( )
x

f x



limثم بيّن أن : و فسّر النتيجة  بيانيا  ( )
x

f x


   . 

)بيّن أن المستقيم -بـ  ) 1ذا المعادلةy x مقارب مائل للمنحنى( )fC عند . 

)أدرس وضعية -جـ  )fCبالنسبة للمستقيم( ) . 

معرّفة على المجالgالدالة العدية  (2 0;  : 3بـ
( ) 1 2lng x x x  . 

متزايدة تماما علىgبيّن أن -أ 0; . 

)، ثم استنتج إشارة g(1)أحسب -بـ  )g x حسب قيمxمن المجال 0; . 

من المجالxعدد حقيقي بيّن أنه من أجل كل -أ (3 0;  ،
3

( )
( )

g x
f x

x
 . 

  ثم شكّل جدول تغيّراتها .fاستنتج إتجاه تغيّر الدالة -بـ  

)بيّن أن التمثيل البياني (4 )fCيقبل مماسا( )Tموازيا للمستقيم( ) . يُطلب تعيين معادلة له ، 

)أنشئ (5 )T،( ) و( )fC . 

معرّفة علىhالدالة العددية  (6   ;0 0;   : بـ
2

ln
( ) 1   

x
h x x

x
 . 

 دالة زوجية .hبيّن أن -أ 

)إشرح كيف يتم إنشاء المنحنى -بـ  )hCالممثل للدالة إنطلاقا من( )fC  .(لا يُطلب إنشاء( )hC) 

 
 

 The only way to learn mathematics is to do mathematics  
 

 13 التمرين رقم
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(I  h الدالة المعرفة على المجال 1;   : 2كما يلي
( ) 2 ln( 1)h x x x x    . 

2النهايات :     (1
lim ( ) lim 2 ln( 1)
x x

h x x x x
 

               ،2

1 1

lim ( ) lim 2 ln( 1)
x x

h x x x x
 
 

        

قابلة للإشتقاق على المجالhالدالة (2 1;    من أجل كل عدد حقيقيوx من 1;   : 

2
1 2( 1)( 1) 1 1 2( 1)

( ) 2 2
1 1 1

x x x
h x x

x x x

         
  

 

 :hإتجاه تغيّر الدالة       

من xيقيمن أجل كل عدد حق لدينا : 1;    :1 0x    2و
1 2( 1) 0x   و منه( ) 0h x   

متزايدة تماما على المجال hو بالتالي الدالة 1; . 

 :  hالدالة راتجدول تغيّ
 

 
 

 
 

)و إستنتاج إشارة h(0)حساب        )h xحسب قيمx : 

             2
(0) 0 2 0 ln(0 1) 0h       

   إشارة( )h x: 
 
 

(II  f الدالة العددية المعرّفة على 1;    :  ِـ ب
ln( 1)

( ) 1
1

x
f x x

x


  


 

حساب  (1
1

lim ( )
x

f x



 :  

1 1

ln( 1)
lim ( ) lim 1

1x x

x
f x x

x 
 

       
 ، لأن  : 

1

1

lim ln( 1)

1
lim

1

x

x

x

x









  

       

    

1xالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة        مقارب عمودي للمنحنى( )fC. 

limباستخدام النتيجة  -بـ 
t

t

e

t
   نبرهن أن ،

ln
lim 0
u

u

u
 . 

lntنضع u  فيكونtu e  : و منه 
ln 1

lim lim lim 0
t tu t t

u t

u e e

t

  
  

 
 
 

. 

limإستنتاج  -جـ  ( )
x

f x


 : 

      
ln( 1)

lim ( ) lim 1
1x x

x
f x x

x 

       
 ، لأن :

ln( 1) ln
lim lim 0

1x u

x u

x u 

     
. 
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 التمارينحلول 

                                                1 x 
                     ( )h x 

                                                
 
 
 

                                                     

 
( )h x 

 

                     0                      1 x 
            0              ( )h x 
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حساب  -د  lim ( ) ( 1)
x

f x x


  : 

  ln( 1) ln( 1)
lim ( ) ( 1) lim lim 0

1 1x x x

x x
f x x

x x  

                 
 

)التفسير البياني : المستقيم ) 1ذو المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى( )fCعند  . 

)دراسة وضعية المنحنى -هـ  )fC: بالنسبة إلى المستقيم المقارب المائل  

)لندرس إشارة الفرق ) ( 1)f x x   . 

  
ln( 1)

( ) ( 1)
1

x
f x x

x


   


)بالتالي إشارةو    ) ( 1)f x x من إشارةln( 1)x  1لأن 0x  . 

 
 
 
 
 
 

 

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة ـ أ  (2 1;   و  من أجل كل عدد حقيقيx من 1;   : 

2

2 2 2 2

1
( 1) 1 ln( 1)

1 ln( 1) 2 ln( 1) ( )1( ) 1 1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

x x
x x x x h xxf x

x x x x

                          
 

 

 : f رات الدالةجدول تغيّ
 
 
 
 
 

 

)تبيان أن المنحنى (3 )fC2يقطع المستقيم ذو المعادلةy  3و  3,3عند نقطة فاصلتها محصورة بين, 4  . 

و متزايدة على المجالمستمرة fالدالة 0; و    3.3;3.4 0;  و لدينا
(3.3) 1.96

(3.4) 2.06

f

f


 

(3.3)أي  2 (3.4)f f  

)لمعادلة ا مبرهنة القيم المتوسطةو بالتالي  حسب   ) 2f x تقبل حلا في المجال 3.3;3.4. 

 الرسم : (4

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                                         0                                 1  x 
                      0                ( )f x y 

                                                                                
      

( )fCتحت( )                                                                         ( )fCفوق( )   
                                                                                            

 
الوضع 
 النسبي

 

( )fCيقطع( ) 

;0)في النقطة  1)A . 

                       0                      1 x 
           0            ( )f x 

                                               
 
 
 

 1 

 
( )f x 

 

 

2 3 4 5 6-1

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

( )fC  
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  (I fالدالة العددية المعرفة على المجال 
1

;
2

I
    

)بـ :  ) 1 ln(2 1)f x x   . 

 النهايات : (1 lim ( ) lim 1 ln(2 1)
x x

f x x
 

          ، 
1 1

2 2

lim ( ) lim 1 ln(2 1)
x x

f x x
  

     .

:  Iمتزايدة تماما على المجالfأن الدالة تبيان (2

   ،   Iمن xمن أجل كل ،  و Iقابلة للإشتقاق علىfالدالة    
2

( )
2 1

f x
x

 


 

I  ،  2من  xمن أجل كل عدد حقيقي  لدينا :       1 0x    أي( ) 0f x   الدالةو  بالتاليf متزايدة تماما على المجالI  . 
 : fالدالة راتجدول تغيّ    

 
 
 
 

 
 

)فاصلة النقطة من  تعيين (3 )fC ها المماس موازيا للمستقيم يتكون ف التي d المعادلة ذيy x .

) فاصلة هذه النقطة هي حل للمعادلة       ) 1f x  فيI . 

   ( ) 1f x تكافئ 
2

1
2 1x




2تكافئ  2 1x    أي
3

2
x   .

: Iمن xمن أجل كل -أ  (4
1 1

( ) 1 ln(2 1) 1 ln 2 1 ln 2 ln
2 2

f x x x x
                     

 ، و منه : 
1

2
a   

1 و    ln 2b    . 

) لدينا : -ـ ب   ) ( )f x h x a b  : حيث ( ) lnh x x و منه( )fC هو صورة Cمنحى الدالة اللوغاريتمية النيبيرية  

بالإنسحاب الذي شعاعه              
a

v
b

 
 
 

أي    
1

2

1 ln 2

v

 
 
 
 

  . 

الرسم :               
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1

2
 x 

 ( )f x 

 
 
 

 

 
( )f x 

 

 

2 3 4 5 6 7 8

2

3

-1

-2

0 1

1

 C  

( )fC  

( )gC  
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 (II gالدالة العددية  المعرفة على المجالI  ِـ ):  ب ) ( )g x f x x  

1)    
1 1 1

2 2 2

lim ( ) lim ( ) lim 1 ln(2 1)
x x x

g x f x x x x
    

        

           
1 ln(2 1)

lim ( ) lim (2 1)
2 1 2 1x x

x x
g x x

x x 

         
 تذكّر أن :)      

ln
lim 0
u

u

u
 ) 

: Iعلىgر الدالةتجاه تغيّإ ةسادر (2

 ،  و    Iقابلة للإشتقاق علىgالدالة         
2 2 3

( ) 1
2 1 2 1

x
g x

x x

     
 

 

I  ،  2من  xمن أجل كل عدد حقيقي لدينا :      1 0x    إشارةو بالتالي( )g x  2من إشارة 3x   . 
)إشارة     )g x : 

 
 

 

متزايدة على المجالgالدالة      
1 3

;
2 2

 
  

و متناقصة على المجال 
3

;
2

   
 . 

 : gالدالة راتجدول تغيّ      
 
 
 
 

 
 

     

 لدينا : -أ  (3 1 0g   .

مستمرة و متناقصة تماما على المجال gالدالة
3

;
2

   
و   

 

3 1
ln 2 0,19

2 2

lim
x

g

g x


        
  

 ، و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة

)المعادلة               ) 0g x  تقبل في المجال 
3

;
2

   
 . حلا وحيدا 

2تحقق أن ال          3  : 

لدينا :           
(2) 0,09

(3) 0,39

g

g


  

(2)أي :  (3) 0g g    2و منه 3 .

 رسم المنحنى -ـ ب  gC  :. أنظر الشكل السابق    

)إشارة  (4 )g x : 
 
 

)المنحنى  وضعية        )fC  بالنسبة إلى d : 

)لدينا :         ) ( ) ( )f x y f x x g x    و منه إشارة الفرق من إشارة( )g x . 

إذن : من أجل        1
;1 ;

2
x      

)، يكون )fC واقعا أسفل d. 

من أجل                  1;x  يكون ،( )fCواقعا أعلى من d  . 

        ( )fCيقطع dفي النقطتين 1;1A  و ;B  .

متزايدة تماما على المجالfالدالة (5 1; : من أجل كل و منه  1;x   : فإن ( ) (1); ( )f x f f  . 

و لدينا :        1 1f   و( ) ( )f g       ،: من أجل كل  إذن 1;x   فإن : ( ) 1;f x  . 

                        
3

2
                              

1

2
 

x 

        0           ( )g x 

1
ln 2

2
  

 
 

                                                                                       

 
( )g x 

 

                          
3

2
                              

1

2
 x 

        0           ( )g x 
 

                                        1                   
1

2
 x 

         0               0      ( )g x 
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(I نعتبر الدالةg المعرفة على 1  بــ :
1

( )
1

x
g x

x





 :gجدول تغيّرات الدالة ـ أ

 
 

 
 

 

)حل المتراجحة  ـ بـ ) 0g x :  بيانيا 

     ( ) 0g x  تكافئ   ; 1 1;x     . 

0التي يكون من أجلها  xتعيين قيم جـ  ـ ( ) 1g x : 

          0 ( ) 1g x تكافئ 1;x  . 

 (IIالدالةfمعرفة على المجال 1; بــ  :
1 1

( ) ln
1 1

x x
f x

x x

       
 . 

 حساب النهايات : (1

     
1 1

1 1
lim ( ) lim ln

1 1x x

x x
f x

x x 
 

            
 ،    لأن :  

1

1

1
lim 0

1

1
lim ln

1

x

x

x

x

x

x









       


      

 .

1xستقيم ذو المعادلة: الم التفسير البياني        مقارب عمودي للمنحنى( )fC.

        
1 1

lim ( ) lim ln 1
1 1x x

x x
f x

x x 

           
 ،   لأن :     

1
lim 1

1

1
lim ln 0

1

x

x

x

x

x

x





       


     

.

1y: المستقيم ذو المعادلة التفسير البياني         ىمقارب أفقي للمنحن( )fC.

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة -أ  (2 1; من أجل كل عدد حقيقيوx من 1;  :

2 2

1 ( 1) 1 ( 1) 2
( )

( 1) ( 1)

x x
g x

x x

      
 

 

)حساب ـ بـ )f x  : 

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة         1; من أجل كل عدد حقيقيوxمن 1;  : 

2

2 2 2 2 2

2

2 2 2 1 2 2 4( 1)
( )

1( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)( 1)

1

x x xx
f x

xx x x x x x x x

x

                  


 

من xمن أجل كل عدد حقيقيو لدينا :              1;  ، ( ) 0f x  و بالتالي الدالةfمتزايدة تماما على المجال 1; . 

 : fرات الدالةجدول تغيّ        
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                           1                         x 
  ( )g x 

1 
 

 
                   

 
 

1                                             

 
( )g x 

 

                                               1x 
 ( )f x 

1                                              
 
 
 

                                                                 

 
( )f x 
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، تعيين إشارة العبارة جـ السؤال  I)باستعمال الجزء  (3
1

ln
1

x

x

 
  

على المجال 1;.

: من أجل كل جـ السؤال I)لدينا حسب الجزء            1;x    فإن ،
1

0 1
1

x

x


 


1 و منه   

ln 0
1

x

x

    
 .

 

  
  

fالدالة المعرفة على المجال ;0 :  بـ( ) 5 6ln
1

      
x

f x x
x

.      

 -أ  (1
0 0

lim ( ) lim 5 6ln
1 

 

          x x

x
f x x

x
لأن :   ،   

0

0

lim( 5) 5

lim 6ln
1









 

           

x

x

x

x

x

    

)مقارب للمنحنى( حامل محور التراتيب ) 0x: المستقيم ذو المعادلة التفسير الهندسي          )fC.

lim -ـ ب ( ) lim 5 6ln
1 

          x x

x
f x x

x
لأن : ،    

lim ( 5)

lim 6ln 0
1





  

         

x

x

x

x

x

     

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة (2 ;0  و  من أجل كل عدد حقيقيx من ;0  :

22

2

1

6 1 6 ( 1) 6 6( 1)
( ) 1 6 1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

 
                

    
  

x x x x xx
f x

x x x x x x x x x

x

 

من xمن أجل كل عدد حقيقي     ;0   ، 0
1



x

x
)و منه    1)  0 x x  .

من xمن أجل كل عدد حقيقي     ;0   ،2
6 ( 2)( 3)    x x x x   و منه : 

 
 
 

متزايدة على المجالfالدالة  ; 2  و متناقصة على المجال 2;0 . 

 :fجدول تغيّرات الدالة
 
 
 
 
 

 

 -أ  (3 lim ( ) ( 5) lim 6ln 0
1 

         x x

x
f x x

x
و منه المستقيم   : 5الذي معادلة له y x  هو مستقيم

)مقارب مائل للمنحنى           )fC عند.

)دراسة  الوضع النسبي  للمنحنى -بـ  )fCبالنسبة  للمستقيم  :

)لدينا :          ) ( ) ( 5) 6ln
1

        
x

f x y f x x
x

lnو منه إشارة الفرق من إشارة  
1

 
  

x

x
 : 

من xمن أجل كل عدد حقيقي         ;0   ،1 x x  1و منه
1



x

x
lnو  بالتالي   0

1

    
x

x
  . 

)إذن نستنتج أن            )fCيقع تحت  . 
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0                          2                          x 

         0              ( )f x 
2

3 6ln
3

 

 

 
                                                       

 
( )f x 

 

0                        2                     x 

              0              
( )f x

 f x 
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)لةتبيان أنّ المعاد (4 ) 0f x تقبل حلّين  و  3.5حيث 3.4     1.1و 1    .

 الدالةf مستمرة  و متزايدة  تماما على المجال ; 2  و   3,5; 3,4 ; 2     و
( 3.4) 0,05

( 3.5) 0,01

 
   

f

f
   

)أي           3,4) ( 3,5) 0   f f و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة  يوجد عدد حقيقي 3.5حيث 3.4     
)و يحقق           ) 0 f   . 

 الدالةf مستمرة  و متناقصة تماما على المجال 2;0 و   1,1; 1 2;0     و
( 1.1) 0,02

( 1) 0,16

 
   

f

f
  

)أي          1,1) ( 1) 0   f f  و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة يوجد عدد حقيقي 1.1حيث 1     

)و يحقق          ) 0 f   . 
الرسم : (5

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

لدينا :  -أ  (6
3

1;3 6ln
4

        
A و

5 3
2; 6ln

2 4

        
B .

تبيان  أن    
1 7 3

6ln
2 2 4

  y xهي معادلة ديكارتية للمستقيم AB .

 تحقق المعادلة المعطاة . Bو Aيمكن التحقق أن إحداثيات كلا من النقطتين    
1 7 3 3

6ln 3 6ln
2 2 4 4

    A Ay x      ،
1 7 3 5 3

6ln 6ln
2 2 4 2 4

    B By x 

أو يمكن كتابة معادلة للمستقيم ) ABى المعادلة المعطاةو الحصول عل ) 

تبيان أنّ المستقيم -بـ  ABيمس المنحنى( )fCفي نقطة
0

M. يطلب تعيين إحداثيتيها 

لدينا : معامل توجيه المستقيم       AB  هو
1

2
بالتالي نحل في المجال و  ;0  المعادلة  1

2
f x  . 

     
1

( )
2

 f x تكافئ
 

2
6 1

1 2

 



x x

x x
2تكافئ 

12 0  x x . 

المعادلة      
1

( )
2

 f xتقبل في المجال ;0 0حل و هو
3 x . 

إذن : المستقيم      AB يمس المنحنى( )fC  في النقطة 0 0 0
;M x y0، مع

3
( 3) 2 6ln

4
   y f . 

7) gالدالة المعرّفة على ;0 : كما يلي
2

( ) 5 6 ln 6ln(1 )
2 1

       
x x

g x x x x
x

  .

قابلة للإشتقاق  على المجال gالدالة  ;0 و من أجل كل ;0 x : 

6 6 6 6
( ) 5 6ln 5 6ln ( )

1 ( 1) 1 1 1 1

                         
x x x

g x x x f x
x x x x x x x
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-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

( )fC 
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(Ig الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ 2ب
( ) 2 4 2ln( 1)    g x x x x. 

 : gرات الدالةدراسة تغيّ (1

       2

1 1

lim ( ) lim 2 4 2ln( 1)
 
 

        
x x

g x x x x : لأن  ،
1

limln( 1)



  
x

x . 

     
2

2 4 ln( 1)
lim ( ) lim ( 1) 2

1 1 

   
       x x

x x x
g x x

x x
لأن :،  

2

ln( 1)
lim 0

1

2 4
lim

1





  
        

x

x

x

x

x x

x

 . 

قابلة للإشتقاق على المجالgالدالة 1;    و  ،
2 2 ( 2)

( ) 2 2
1 1

    
 

x x
g x x

x x
    . 

)إشارة )g xمن إشارةxلأنه من أجل كل ، 1;  x : 1فإن 0 x  2و 0 x. 

 
 

 

متناقصة على المجالgالدالة 1;0 و متزايدة على المجال 0; . 
 : gالدالةات جدول تغيّر 

 
 
 
 

 
 

من أجل كل من جدول التغيّرات : (2 1;  x  ،( ) 4g xو بالتالي نستنتج أنّه من أجل كل 1;x     ،( ) 0g x. 

(II f الدالة المعرّفة على المجال 1;   : ِـ ب
1 2ln( 1)

( )
1

 
 


x

f x x
x

. 

 -أ (1 
1 1 1

1 2ln( 1) 1
lim ( ) lim lim ( 1) 1 2ln( 1)

1 1  
  

                  x x x

x
f x x x x x

x x
 . 

1التفسير البياني : المستقيم ذا المعادلة          xمقارب عمودي للمنحنى( )fC .

 -بـ 
1 ln( 1)

lim ( ) lim 2
1 1 

        x x

x
f x x

x x
،    لأن : 

ln( 1)
lim 0

1




x

x

x
 . 

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة ـ أ (2 1;  و من أجل كل 1;  x :

  2

2 2 22

( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1) ( )

( 1) ( 1) ( 1) (

2
1 1 2ln

3 2ln 3 2ln1( )
1)

1 1


         

    
 

  
 

x x
x x x g x

x x x x

xf x 

على المجالfتجاه تغيّر الدالةدراسة إ ـ بـ 1;  : 

لدينا :من أجل كل           1;  x   ،( ) 0g x و بالتالي( ) 0 f xإذن الدالةfمتزايدة تماما على المجال 1;  . 

 :fالدالة ات جدول تغيّر             
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                       0                       1 x 
        0      ( )g x 

 

                            0                             1 x 
             0              ( )g x 

                                                             
 
 
   

4 

 
( )g x 

 

                                                  1 x 
 ( )f x 

                      
 
 

                                                                              

 
( )f x 
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)تبيان أنّ المعادلة ـ جـ ) 0f x تقبلا حلا وحيدا في المجال 1;  : 

مستمرة  و متزايدة  تماما على المجالfالدالة                ;1   و

1

lim ( )

lim ( )






 
  

x

x

f x

f x
 و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة  

)المعادلة        ) 0f x تقبل في المجال 1;   حلا وحيدا. 

0التحقّق أنّ     0,5 . 

لدينا :           0;0,5 1;    و
(0) 1

(0.5) 0.37

 
 

f

f
(0)أي   (0.5) 0 f f   0و منه 0,5  . 

لدينا : ـ أ (3  1 ln( 1)
lim ( ) lim 2 0

1 1 

        x x

x
f x x

x x
و منه  المستقيم ذا المعادلةy xلـ لمقارب مائ( )fCعند.

)دراسة وضعية المنحنى ـ بـ )fCبالنسبة إلى المستقيم . 

لدينا :         
1 2ln( 1)

( )
1

  
 


x

f x x
x

1و منه إشارة الفرق من إشارة   2ln( 1)  x . 

 
 
 

 
 
 

 

)المستقيم  (4 )Tذا المعادلة
3

2
 y x

e
)مماس للمنحنى )fC في نقطة فاصلتها

0
x  . 

حساب ـ أ
0

x :

لدينا :        
0

( ) 1 f x0تكافئ

2

0

( )
1

( 1)



g x

x
2تكافئ

0 0
( ) ( 1) g x xتكافئ 0

2ln 1 3 x3كافئت

0
1  x e . 

 الرسم : ـ بـ
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                                1 e                              1  x 

                0                ( )f x y 
                                                                                

      
( )fCفوق( )                                                                      ( )fCتحت( ) 

                                                                                             

 
 الوضع النسبي

 

( )fCيقطع( )  

)في 1 ; 1 )   A e e  

 

2 3 4-1

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

( )fC 
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)بيانيا ، حلول المعادلة ـ جـ )  f x x mهي فواصل نقط تقاطع المنحنى( )fCمع المستقيم ذي المعادلة y x m. 

)إذن : تقبل المعادلة         )  f x x mحلّين متمايزين إذا و فقط إذا كان
3

2
0 m

e
  . 

 

  
  

 f الدالة العددية  المعرفة على المجال 0; : كما يلي
2ln

( ) 1 
x

f x
x

  .
  

-أ (1
0 0

2ln
lim ( ) lim 1

 
 

     
 x x

x
f x

x
  

)للمنحنى مقارب( حامل محور التراتيب)0xالمستقيم ذو المعادلةالتفسير البياني :     )fC  . 

  
2ln

lim ( ) lim 1 1
 

    
 x x

x
f x

x
،  لأن :   

ln
lim 0



x

x

x
 . 

)أفقي للمنحنى مقارب1yالمستقيم ذو المعادلةالتفسير البياني :           )fCعند  . 

 قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة ـ بـ 0;و من أجل كل ،xمن 0; : 

2 2 2

2
1 2ln

2 2ln 2(1 ln )
( )

       
x x

x xxf x
x x x

 

)إشارة      )f x1من إشارة ln x . 
 

 

متزايدة على المجالfالدالة     0;e و متناقصة على المجال ;e  . 

 :fالدالةات جدول تغيّر           
 
 
 
 
 
 

)دراسة وضعية المنحنى ـ أ (2 )fC بالنسبة إلى المستقيم( ) : 1الذي معادلتهy . 

لدينا : 
2ln 2ln

( ) 1 1    
x x

f x y
x x

lnو منه إشارة الفرق من إشارة x لأن
2

0
x

من أجل كل  0;x   . 

 
 
 
 
 
 

 
)كتابة معادلة المماس ـ بـ )Tللمنحنى( )fC1ة ذات الفاصلة في النقط. 

لدينا :         : (1)( 1) (1)  T y f x f  و  منه   : 2 1 T y x   . 

)تبيان  أن المعادلة ـ جـ ) 0f x تقبل في المجال 0;1  حلا وحيدا 0,4، حيث 0,3
e e  . 

مستمرة  و متزايدة تماما على المجالfالدالة         0;1 و 0,4 0,3
; 0;1

    e e و
0,4

0,3

( ) 0,2

( ) 0,2





  




f e

f e
   

0,4أي          0,3
( ) ( ) 0

  f e f e  و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة( ) 0f x  تقبل حلا 

حل مقترح  للتمرين 
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                           e                            0 x 
           0          ( )f x 

 

                              e                                  0 x 
       0         ( )f x 

1
1 2e

 
 
 

                                                                 

 
( )f x 

 

                                 1                                  0 x 

                 0                 ( )f x y 
                                                                                

      
( )fCفوق( )                                                           ( )fCتحت( ) 

                                                                                             

 
 الوضع النسبي

 

( )fCقطعي( )  

  A(1;1)في النقطة
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0,4يث بحوحيدا      0,3
e e  . 

 الرسم : (3
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 

4) h المعرفة على الدالة 0 كما يلي :
2ln

( ) 1 
x

h x
x

 . 

 غير معدوم :xمن أجل كل عدد حقيقي ـ أ 
2ln 2ln 2ln 2ln

( ) ( ) 1 1 1 1 0


          


x x x x
h x h x

x x x x
 

)زوجية و تمثيلها البيانيhنستنتج أن الدالة      )hC. متناظر  بالنسبة لحامل محور التراتيب 

)كيفية إنشاء  المنحنى ـ بـ )hC على المنحنىإعتمادا( )fC: 

من أجل       0; x يكون ،( ) ( )h x f xو بالتالي( )hCمنطبق على( )fC . 

من أجل        ;0 x   ،( )hCنظير( )fCبالنسبة لحامل محور التراتيب لكون الدالةh. زوجية 
 أنظر الشكل .الرسم :        

 المناقشة البيانية : ـ جـ

             2
ln ( 1) x m x2تكافئln ( 1) x m x تكافئ

2ln
1 

x
m

x
)أي    ) h x m   

)و منه حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى              )hCو المستقيم ذي المعادلةy m  . 

لما         ;0 m .  المعادلة تقبل حلّين 

لما         
2

0;1
    

m
e

 المعادلة تقبل أربعة حلول . 

لما       
2

1 m
e

 .(مضاعفين )المعادلة تقبل حلّين  

لما      
2

1 ;
     

m
e

 المعادلة ليس لها حلول . 

 
 
 
 
 

 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

( )fC  
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(I  ( )التمثيل البياني للدالةlnx x  و( ) 3المستقيم ذو المعادلة  y x  ،  هي فاصلة نقطة تقاطع( )  و( ).
 بقراءة بيانية : (1

)تحديد  وضعية        ) ة إلى بالنسب( ) على المجال 0;: 

من أجل 0;x  ،( )يقع تحت( ) . 

من أجل ; x  ،( )يقع فوق( ) . 

)إشارة (2 )g x: 

 
 

2,2:  التحقق أن (3 2,3 . 

لدينا :   
(2,2) 0,011

(2,3) 0,13

 
 

g

g
(2,2)و منه  (2,3) 0 g g 2,2أي 2,3  . 

(II   fالدالة المعرفة على المجال 0;  : بـ
1

( ) 1 (ln 2)
    
 

f x x
x

 . 

 حساب النهايات : (1

  
0 0

1
lim ( ) lim 1 (ln 2)

 
 

          x x

f x x
x

، لأن :  
 

0

0

1
lim 1

lim ln 2









       
   


x

x

x

x

 

و    1
lim ( ) lim 1 ln 2
 

          x x
f x x

x
، لأن : 

 

1
lim 1 1

lim ln 2





      
   

x

x

x

x

  

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة (2 0;  من أجل كل عدد حقيقيوxمن 0;   : 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 ln 2 1 3 ln ( )
( ) (ln 2) 1 (ln 2)

                  
 

x x x x g x
f x x x

x x x x x x x x x
 

 :fالدالة ات جدول تغيّر     
 
 
 

 
 

تبيان أنّ :  (3
2

( 1)
( )




 
f . 

)لدينا :     ) 0 g   أيln 3    : و بالتالي   
2

1 1 ( 1)
( ) 1 ln 2 1

   
  

              
   

f  . 

)إستنتاج حصر  للعدد  )f: 

2,2 لدينا :     2,3   : يكافئ

     2 2 2

1 1 1

2,3 2,3

1,2 1 1,3

1,2 1 1,3






  
   


  


و منه      2 2 2
1,2 1 1,3

2,3 2,2
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                                                 0 x 
         0           ( )g x 

 

                                                        0 x 
           0            ( )f x 

                                                       
 
 

                                ( )f                                

 
( )f x 
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و منه  :    
   2 2
1,3 1,2

( )
2,2 2,3

   f: 0,76أي ( ) 0,62   f . 

)دراسة وضعية  (4 )fCبالنسبة إلى حامل محور الفواصل . 

)لندرس إشارة    )f xعلى المجال 0;. 

لدينا :    1 1
( ) 1 ln 2 ( 1)( 2 ln )

        
 

f x x x x
x x

)منه إشارة  و  )f xمن إشارة( 1)( 2 ln )  x x . 

 
 

 

)و منه     )fC2فوق حامل محور الفواصل على كل من المجالين
;  e و 0;1 2و تحته على المجال

1;  e   و يتقاطعان في ، 

2و 1لنقطتين ذات الفاصلتينا  
e . 

 الرسم :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 

  
  

(I  gالدالة المعرّفة على المجال 0;  : 2بــ
( ) 1 ln  g x x x.

:gدراسة إتجاه تغيّر الدالة (1

قابلة للإشتقاق على المجال gالدالة       0; و من أجل كل 0;x       ،
2

1 2 1
( ) 2

   
x

g x x
x x

. 

)إشارة       )g x2من إشارة
2 1x :

 
 

 
 

متناقصة على المجالgالدالة   
2

0;
2

 
 
 

و متزايدة على المجال 
2

;
2

 
 

 
 . 

2) 2 3 1
ln 2

2 2 2

 
   

 
g . 

تقبل قيمة حدّية صغرى على المجالgالدالة 0; هي
2

2

 
  
 

gو بالتالي من أجل كل 0; x،( ) 0g x .

حل مقترح  للتمرين 
 :الرابع 
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                     2
e                        1                      0  x 

                0                  0             ( )f x 
 

 

2 3 4 5 6 7

2

3

4

-1

0 1

1

( )fC 

                       
2

2
                              0 x 

              0                    
( )g x 

 



 
21 

(II  fالدالة المعرّفة على المجال 0;   : ِـ ب
ln

( ) 1  
x

f x x
x

.

 حساب النهايات : (1

   
0 0

ln
lim ( ) lim 1

 
 

      
 x x

x
f x x

x
 . 

   
ln

lim ( ) lim 1
 

      
 x x

x
f x x

x
، لأن :  

ln
lim 0
x

x

x
.

قابلة للإشتقاق علىfالدالة ـ أ (2 0; و من أجل كل 0; x  ، 
2

2 2 2

1 ln 1 ln ( )
( ) 1

      
x x x g x

f x
x x x

 . 

)إشارة   )f xهي إشارة( )g xعلى 0; إذن  من أجل كل ،xمن 0; ،( ) 0 f x و بالتالي الدالةf متزايدة تماما 

على المجال    0; .

 :fالدالةات جدول تغيّر  -بـ 
 
 
 
 

 
)كتابة معادلة للمماس (3 )Tللمنحنى( )C1في النقطة التي فاصلتها : 

)لدينا :       ) : (1)( 1) (1)  T y f x f  منه و( ) : 2 2 T y x . 

لدينا : -أ  (4  ln
lim ( ) ( 1) lim 0
 

   
x x

x
f x x

x
)منحنىو منه  لل )Cمستقيم مقارب : 1 حيث y x   . معادلة له

دراسة الوضع النسبي لـ  ـ بـ C و :    لدينا
ln

( ) 
x

f x y
x

lnو منه إشارة الفرق من إشارة  x : 

 
 

 
 

 

 الرسم : (5
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                  0 x 
 ( )f x 

                                                                           
 
 

                                                            

 
( )f x 

 

                                  1                                 0 x 
                   0                  ( )f x y 

                                                       
      Cوقف( )                                                        Cتحت( ) 

                                                                                              

 
 الوضع النسبي

 

( )Cيقطع( ) 

 A(0;1)في النقطة

 

2 3 4 5-1

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

 C 
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6) m . عدد حقيقي( )m  : المستقيم حيث y mx m له . معادلة 

، النقطة  mالتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ أ 1;0Aتنتمي إلى المستقيم( )m  . 

لدينا             A Ay mx m  0أي  m m و بالتالي من أجل كل عدد حقيقيm  ،( ) mA 
 المناقشة البيانية : ـ بـ

)لدينا :        )mمعامل توجيههm و يشمل النقطة 1;0A  . 

إذا كان       ;1 m ل حلا وحيدا  .فإن المعادلة تقب 

إذا كان        1;2m المعادلة تقبل حلّين .فإن 

 .1و هو  (مضاعف)المعادلة تقبل حل فإن 2mإذا كان       

  إذا كان      2; m .  فإن المعادلة تقبل حلّين  

 

  
  

 (I gالدالة المعرّفة على المجال 1;   : بــ( ) 1 ( 1) 2ln( 1)     g x x e x. 

 : gدراسة  تغيّرات الدالة (1

   lim ( ) lim 1 ( 1) 2ln( 1)
 

       
x x

g x x e x  ، 
1 1

lim ( ) lim 1 ( 1) 2ln( 1)
 
 

       
x x

g x x e x 

ق على المجالقابلة للإشتقاgالدالة       1;   و  من أجل كل عدد حقيقيxمن 1;      :
2

( )
1

  


g x e
x

 

من أجل كل       1;x      ،( ) 0 g x و بالتالي الدالةgمتزايدة تماما على المجال 1;  . 
 : gجدول تغيّرات الدالة

 
 

 
 
 
)تبيان أنه للمعادلة (2 ) 0g xحلا وحيدا  0,34حيث 0,33   .

مستمرة  و متزايدة  تماما علىgالدالة   1;    و
( 0,34) 0,03

( 0,33) 0,02

  
  

g

g
)أي   0,34) ( 0,33) 0   g g  و منه 

)حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  ) 0g xتقبل حلا وحيدا : 0,34حيث 0,33   . 
)إشارة (3 )g x  : 

 
 

 

(IIf  الدالة المعرّفة على المجال 1;  بــ  :
2

ln( 1)
( )

1 ( 1)


 

 
e x

f x
x x

 . 

تبيان أن -أ (1
1

lim ( )



 
x

f x . 

    
2

1 1

ln( 1)
lim ( ) lim

1 ( 1) 
 

 
      x x

e x
f x

x x
 ، لأن : 

1

2 2
1 1

lim 0
1

ln( 1) 1
lim lim ln( 1)

( 1) ( 1)



 



 

      


          

x

x x

e

x

x
x

x x

 

1التفسير البياني : المسقيم ذو المعادلة xمقارب عمودي للمنحنى( )fC . 

2

ln( 1) 1 ln( 1)
lim ( ) lim lim 0

1 ( 1) 1 1  

                    x x x

e x x
f x e

x x x x
، لأن :  

ln( 1)
lim 0

1




x

x

x
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                                                 1 x 
 ( )g x 

 
 

                                                                                
                    

 
( )g x 

 

                                                    1 x 
              0              ( )g x 
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)مقارب للمنحنى (حامل  محور الفواصل) 0yالتفسير البياني : المسقيم ذو المعادلة     )fCعند . 

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة ـ بـ 1;   و  من أجل كل عدد حقيقيx من 1;    : 

2

2 4 3 3

1
( 1) 2( 1) ln( 1)

( 1) 1 2ln( 1) ( )1( )
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

               
   

x x x
e e x x g xxf x

x x x x
 

على المجالfإتجاه تغيّر الدالةدراسة  ـ جـ 1;  : 

)إشارة         )f xمن إشارة( )g x : 
    

 
 

متناقصة على المجالfالدالة    ;  و متزايدة على المجال 1; . 

 :fالدالةات جدول تغيّر   
 
 
 
 

 
 الرسم : ـ د

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2)  kالدالة العددية المعرفة على  1;1  :  بـ( ) ( ) k x f x  

زوجية :kتبيان أن الدالة ـ أ

المجال            1;1متناظر بالنسبة للصفر و من أجل كل 1;1 x :( ) ( ) ( ) ( )      k x f x f x k x . 

 زوجية . kالدالة و بالتالي          
)شرح كيفية إنشاء  المنحنى ـ بـ )kCانطلاقا من  المنحنى( )fC: 

لدينا :              
 
 

( ); 1;0
( ) ( )

( ); 0;1

     
 

f x x
k x f x

f x x
 

إذن : من أجل       1;0 x  ،( )kCينطبق على( )fCو نتم الرسم باستخدام التناظر بالنسبة لمحور االتراتيب لكونk. زوجية  
 أنظر الشكل .الرسم :  

 المناقشة البيانية : ـ جـ
)حلول المعادلة         ) k x mهي فواصل نقط تقاطع المنحنى( )kCمع المستقيم ذو المعادلةy m . 

)إذا كان )m f. فإن المعادلة لا تقبل حلولا 

                                                     1 x 

          0             ( )f x 
 

                                                       1 x 
            0             ( )f x 

( )f 
 
 
0                                                              

 
( )f x 

 

 

2 3 4 5 6 7-1

2

3

4

-1

-2

0 1

1 ( )fC 
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)إذا كان )m f مختلفين في الإشارة . (مضاعفين)فإن المعادلة تقبل حلّين 
)إذا كان ) e m f سالبان و حلّان موجبان .  حلول ، حلّان فإن المعادلة تقبل 
mإذا كان eحلول ، حل سالب و آخر موجب و الثالث معدوم .3فإن المعادلة تقبل 
mإذا كان e ارة .فإن المعادلة تقبل حلّين  مختلفين في الإش 

 

  
  

fالدالة المعرفة علىDحيث   ; 1 1;    D  :  بـ
2 1

( ) ln
3 1

     
x

f x x
x

      

 فردية :fتبيان أن الدالة (1

xمن أجل كل )لصفر  متناظرة بالنسبة إلى اDالمجموعة D ،x D ) 

xو من أجل كل        D ،
2 1 2 1 2 1

( ) ln ln ln ( )
3 1 3 1 3 1

                                
x x x

f x x x x f x
x x x

  

)مركز تناظر بالنسبة للمنحنىOالتفسير البياني : مبدأ المعلم       )fC .

 حساب النهايات : (2

      
1 1

2 1
lim ( ) lim ln

3 1 
 

          x x

x
f x x

x
       ،

1 1

2 1
lim ( ) lim ln

3 1 
 

          x x

x
f x x

x
 

)المنحنى التفسير البياني :       )fC : 1يقبل مستقيمين مقاربين موازيين لحامل محور التراتيب معادلتيهماx 1و x . 

     
2 1

lim ( ) lim ln
3 1 

          x x

x
f x x

x
limو        ( )


 

x
f x   : لأن     ،

1
lim ln 1

1

    x

x

x
 . 

xمن أجل كل،  Dقابلة للإشتقاق علىfالدالة (3 D :  

2 2 22

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2( 1) 6 2 4 2 2( 1)
( )

13 3 ( 1)( 1) 3 1 3( 1) 3( 1) 3 1

1

                          

x x xx
f x

x x x x x x x

x

 

: fإتجاه تغيّر الدالة

xلدينا : من أجل كل         D، 2
1 0 x  و منه( ) 0 f x  و بالتالي الدالةfمتزايدة تماما علىD . 

 :fجدول تغيّرات الدالة
 
 
 
 

 
 

 

)تبيان أنّ المعادلة (4 ) 0f xتقبل حلّا وحيدا  1.8حيث 1.9 : 

مستمرة  و متزايدة  تماما على المجالfالدالة      1;  و   1,8;1,9 1;  و
(1,9) 0,10

(1,8) 0,05


  

f

f
 

(1.8)أي       (1.9) 0 f f  و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة( ) 0f x تقبل في المجال 1;  حلّا 

1.8حيث  وحيدا        1.9 . 

لدينا :  (5
2 1

lim ( ) lim ln 0
3 1 

           x x

x
f x x

x
 

و منه  المستقيم  : ذو  المعادلة
2

3
y x هو مستقيم مقارب مائل للمنحنى( )fC.

)دراسة  وضعية المنحنى  )fC  بالنسبة إلى  المستقيم  : 

حل مقترح  للتمرين 
 :الرابع 

 

10 

                          1             1                         x 
  

 

 

 

 ( )f x 
 

 

 
 

                            

 
 

 
                            

 
( )f x 
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لدينا : 
2 1

( ) ( ) ln
3 1

       
x

f x y f x x
x

و منه إشارة الفرق من إشارة  
1

ln
1

 
  
x

x
. 

 
 
 
 

 
 

 الرسم : (6

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 المناقشة البيانية : (7

  1
2 3 3ln 0

1

     
x

m x
x

تكافئ
1

2 3 3ln 0
1

     
x

x m x
x

تكافئ
2 1

ln
3 1

    
x

x m x
x

  

)أي ) f x m xو منه حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى( )fCمع المستقيم ذو المعادلةy m x .  

 (مناقشة دورانية)

إذا كان
2

0;
3

   
mأي

2 2
;

3 3

    
m. فإن المعادلة تقبل حلّين متمايزين 

إذا كان
2

;
3

    
m أي

2 2
; ;

3 3

             
m . فإن المعادلة لا تقبل حلول 

 

  
  

 (I  fالدالة العددية  المعرّفة على المجال
1

;
2

    
كما يلي  :  

2

1 2ln(2 1)
( )

(2 1)

 



x

f x
x

 . 

 حساب النهايات : (1

 
2 21 1 1

2 2 2

1 2ln(2 1) 1
lim ( ) lim lim 1 2ln(2 1)

(2 1) (2 1)  
  

     
             x x x

x
f x x

x x
 

التفسير : المستقيم ذو المعادلة
1

2
 xمقارب عمودي للمنحنى( )fC   . 

حل مقترح  للتمرين 
 :الرابع 
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                               1                 1                         x 
  

 

 

 ( )f x y 
 

( )fCتحت               
 

( )fCفوق                          
 

 الوضع النسبي

 

 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1
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2 2 2

1 2ln(2 1) 1 ln(2 1)
lim ( ) lim lim 2 0

(2 1) (2 1) (2 1)  

     
           x x x

x x
f x

x x x
 لأن : 

2

ln(2 1)
lim 0

(2 1)

 
  x

x

x
 

)مقارب أفقي للمنحنى0yالمعادلةالتفسير : المستقيم ذو  )fC عند  . 

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة ـ أ (2
1

;
2

    
من المجالxمن أجل كل عدد حقيقيو 

1
;

2

    
   : 

   
2

4 4 3

4
(2 1) 4(2 1) 1 2ln(2 1) (2 1) 8ln(2 1) 8ln(2 1)2 1( )

(2 1) (2 1) (2 1)

             
  

x x x x x xxf x
x x x

 

 :  fدراسة إتجاه تغيّر الدالة ـ بـ

)إشارة       )f x8من إشارةln(2 1) x  : 3لأن
(2 1) 0 xمن أجل xمن

1
;

2

    
    : 

 
 

 
 

متزايدة على المجالfالدالة      
1

;0
2

   
و متناقصة على المجال 0; . 

 : fجدول تغيّرات الدالة     
 
 
 

 
 

حل في المجال (3
1

;
2

    
)المعادلة  ) 0f x : 

( ) 0f x 1تكافئ 2ln(2 1) 0  x تكافئ
1

ln(2 1)
2

  x تكافئ
1

22 1


 x e : أي 
1 1

22
 x

e
 

)إشارة )f x  :
 
 

 
)تبيان المنحنى (4 )fCيقبل نقطة إنعطاف: يطلب تعيين إحداثييها

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة
1

;
2

    
من المجال xو  من أجل كل عدد حقيقي

1
;

2

    
   : 

   
3 2

6 4

8 2
(2 1) 3 2(2 1) 8ln(2 1) 16 1 3ln(2 1)2 1( )

(2 1) (2 1)

 
            

 

x x x xxf x
x x

( ) 0 f x 1تكافئ 3ln(2 1) 0   x تكافئ
1

ln(2 1)
3

 x تكافئ
1

32 1 x e : أي 

1

3
1

1
2

 
  

 
x e 

)إشارة )f x  : 

 
 

)إذن  المنحنى )fCيقبل نقطة إنعطاف : إحداثييها 

1

23

3
1 5

;
2 3


 

 
  
 

e
e . 

 

                               0                              
1

2
  x 

               0                 ( )f x 

 

                          0                             
1

2
  x 

                 0                    ( )f x 
1 

 
 
0                                                               

 
( )f x 

 

                           
1 1

1
2

  
 e

                         
1

2
  x 

                0                ( )f x 

 

                               
1

3
1

1
2

 
 

 
e                            

1

2
  x 

                0                ( )f x 
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 الرسم :
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

  
  

 (I  gالدالة العددية  المعرّفة على المجال 0; بــ : 
21

( ) (ln ) ln 1   g x x x
x

 .

  (1)حسابg  :2
(1) 1 (ln1) ln1 1 0    g 

   إشارة( )g x: 

 

(II fالدالة العددية المعرّفة على 0; بــ    :
1 ln

( )
1 ln





x

f x
x x

 

1) 
0 0

1 ln
lim ( ) lim

1 ln 
 

     x x

x
f x

x x
 ، لأن  : 

 

 
0

0

lim 1 ln

lim 1 ln 1









  



 


x

x

x

x x
تذكّر أن : )     

0

lim ln 0




x

x x) 

)مقارب عمودي للمنحنى 0xالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة )fC. 

 : تبيان أنlim ( ) 0



x

f x : 

1 ln

1 ln
lim ( ) lim lim 0

11 ln
ln

  

          
 

x x x

x

x x xf x
x x

x
x

ذكّر أن : ت) ،     
ln

lim 0



x

x

x
)

)مقارب أفقي للمنحنى0yالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة  )fCعند  . 

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة ـ أ  (2 0;  و  من أجل كل عدد حقيقيx من 0;  : 

2 2

2 2 2 2

1 1 1
(1 ln ) (1 ln )(1 ln ) ln (1 ln ) (ln ) ln 1

( )
( )

(1 ln ) (1 ln ) (1 ln ) (1 ln )

         
    

   

x x x x x x x x
g xx x xf x

x x x x x x x x
 

 : fإتجاه تغيّر الدالة ـ بـ  

)إشارة من إشارة     )f x من إشارة( )g x   . 
 

 
 

حل مقترح  للتمرين 
 :الرابع 

 

12 

 

2 3 4 5 6-1

2

-1
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-3

-4

0 1

1

                           1                         0  x 
              0                  ( )g x 

 

                           1                         0  x 
              0                  ( )f x 
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متزايدة على المجالfالدالة     0;1 و متناقصة على المجال  1; . 
 : fجدول تغيّرات الدالة   

 
 

 
 
 

تبيان أن  (3
2

1 1

 
    

e e
y x

e e
هي معادلة لـ  T مماس المنحنى( )fC : في نقطة تقاطعه مع حامل محور الفواصل 

)أولا : تعيين نقطة تقاطع )fC. مع حامل محور الفواصل 

نحل في المجال 0; : المعادلة ( ) 0f x. 

( ) 0f xتكافئ
1 ln

0
1 ln





x

x x
1تكافئ  ln 0 xتكافئln 1 x : أي 

1
x

e
 . 

معادلة لـ T مماس المنحنى( )fCفي النقطة ذات الفاصلة
1

e
 : 

لدينا :     1 1 1
:

          
    

T y f x f
e e e

و  منه     
2

:
1 1

 
    

e e
T y x

e e
 . 

 الرسم :
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2بحيث تقبل المعادلة mبيانيا قيم الوسيط الحقيقي تعيين (4
( 1) ( )  e f x e x me . حلّين متمايزين 

2
( 1) ( )  e f x e x meتكافئ

2

( )
1 1

 
 
e e

f x x m
e e

. 

2حلول المعادلة
( 1) ( )  e f x e x meهي فواصل نقط تقاطع المنحنى( )fCمع المستقيم mT المعادلةذي

2

1 1
 

 
e e

y x m
e e

 . 

من البيان : المعادلة تقبل حلّين متمايزين لما 
1 1

 
 
e e

m
e e

 . 1m أي

 
 
 
 
 

                            1                              0  x 
            0             ( )f x 

1 
 
 
 
0                                                              

 
( )f x 
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 fالدالة العددية المعرّفة على   0;2 2;  :  بـ 
1

( ) ln
2

 


f x x
x

  . 

 حساب النهايات : -أ  (1

    
0 0

1
lim ( ) lim ln

2 
 

      x x

f x x
x

. 

)مقارب عمودي للمنحنى( حامل محور التراتيب)0xلمستقيم ذو المعادلةالتفسير البياني : ا   )fC. 

    
2 2

1
lim ( ) lim ln

2 
 

      x x

f x x
x

و      
2 2

1
lim ( ) lim ln

2 
 

      x x

f x x
x

   

)للمنحنى مقارب عمودي2xالتفسير البياني : المستقيم ذو المعادلة   )fC. 

 -بـ 
1

lim ( ) lim ln
2 

      x x
f x x

x
. 

 : fدراسة إتجاه تغيّر الدالة  (2

كل من المجالين قابلة للإشتقاق علىfالدالة         0;2 و 2; جل كل عدد حقيقيمن أوxمن   0;2 2;   : 
2 2

2 2 2

1 1 ( 2) 5 4
( )

( 2) ( 2) ( 2)

         
  

x x x x
f x

x x x x x x
 

)إشارة )f x2من إشارة
5 4 x x 2لكون

( 2) 0 x xمن أجل كلxمن   0;2 2;   . 

  إشارة( )f x  : 

 

 . و  المجالين كل من  و متناقصة على و  المجالين كل من  متزايدة علىfالدالةو منه :  
 : fجدول تغيّرات الدالة

 
 

 
 
 
 

 
 

  -أ  (3  1
lim ( ) ln lim 0

2 
  

x x
f x x

x
. 

التفسير : المنحنى             مقارب للمنحنى( )fC عند  . 

)دراسة وضعية -بـ  )fCبالنسبة للمنحنى : 

 لدينا :     
1

( ) ln
2

 


f x x
x

 .  2xو منه إشارة الفرق من إشارة

على المجال      0;2 :( )fCيقع تحت  . 

على المجال      2;  :( )fCيقع فوق  . 
 
 
 
 
 

 4; 0;1 2;4 1;2



حل مقترح  للتمرين 
 :الرابع 
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                                                                        0                 

                                        
( )f x 

 

421x

00

                                                                                 
 

                                     
( )f x 

                                                         
 

 
1

ln 4
2
                    

1 
 
 

 
 

                                  

 

( )f x 

 

4210x

00
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 الرسم : (4

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5)  gالدالة المعرّفة على   ; 1 1;0   : بـ ( ) ( 2 ) g x f x . 

كل من المجالين قابلة للإشتقاق علىgالدالة 1;0و ; 1 ، و لأنها مركب دالتين قابلتين للإشتقاق( ) 2 ( 2 )   g x f x  . 

 :gإتجاه تغيّر الدالة

 ( ) 0 g xتكافئ( 2 ) 0  f xتكافئ :     أو
1 2 2

2 2 4

  
   

x

x
 تكافئ :     أو 

1
1

2

2 1

  

   

x

x

   . 

المجالين منكل  متزايدة علىgو منه الدالة               2; 1 و
1

1;
2

    
كل من المجالين متناقصة على و

1
;0

2

   
و ; 2 . 

 

  
  

fالدالة العددية المعرّفة على المجال 0;  :  بـ
2

ln
( ) 1

x
f x x

x
     . 

  -أ  (1
0

lim ( )



 
x

f x . 

)مقارب للمنحنى0xالبياني : المستقيم ذو المعادلة التفسير       )fC . 

 لدينا : و    
2

ln
lim ( ) lim 1
 

       x x

x
f x x

x
لأن : .  

2

ln
lim 0



x

x

x
. 

لدينا :  -بـ  
2

ln
lim ( ) ( 1) lim 0
 

       x x

x
f x x

x
)المستقيمو منه  ) 1ذا المعادلةy x ــمقارب مائل ل( )fC عند . 

)وضعية ةسادر -جـ  )fCبالنسبة للمستقيم( ) . 

: لدينا        
2

ln
( ) ( 1)   

x
f x x

x
lnو منه إشارة الفرق من إشارة  x . 

 المنحنى( )fC يقع فوق المستقيم( )في المجال 0;1 . 

 المنحنى( )fC يقع فوق المستقيم( )في المجال 1; . 

 المنحنى( )fC المستقيم طع يق( )(0;1)في المجالA . 

 

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

( )fC 

  

حل مقترح  للتمرين 
 :الرابع 
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معرّفة على المجالgالدالة العدية (2 0;  : 3بـ
( ) 1 2lng x x x  . 

قابلة للإشتقاق على المجالgالدالة -أ 0; من أجل كل و 0; x  ، 2 2
( ) 3  g x x

x
. 

من أجل كللدينا : و      0; x ،( ) 0 g x  و بالتاليgمتزايدة تماما على 0; . 

(1) -بـ  0g  ، 
)إشارة       )g x: 

 
 

قابلة للإشتقاق على المجالfالدالة -أ (3 0; من أجل كل و 0; x ، 
3

3 3 3

1 2ln 1 2ln ( )
( ) 1

      
x x x g x

f x
x x x

. 

 :fإتجاه تغيّر الدالة -بـ  
متناقصة على المجالfالدالة       0;1الو متزايدة على المج 1; . 

  :fالدالة تغيّراتجدول       
 
 

 
 
 

 

)أن التمثيل البياني تبيان (4 )fCيقبل مماسا( )Tموازيا للمستقيم( ) : 

في المجالنحل  0;: المعادلة( ) 1 f x . 

( ) 1 f xتكافئ
3

3

1 2ln
1

 


x x

x
1تكافئ  2ln 0  xتكافئ

1
ln

2
x تكافئ

1

2 x e e .  

)بالتاليو  )fCيقبل مماسا( )Tفي النقطة ذات الفاصلةeلمستقيما يوازي( ) . 

)معادلة لـ كتابة  )T: 

)لدينا   ) : ( )( ) ( )  T y f e x e f e و منه
1

( ) : 1
2

  T y x
e

 . 

 :الرسم  (5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                           1                         0  x 
              0                  ( )g x 

 

 

2 3 4 5

2

3

4

0 1

1

                            1                              0  x 
            0             ( )f x 

                                                          
 
 
 

0 

 
( )f x 
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6) h عرّفة علىالمالدالة العددية : بـ
2

ln
( ) 1 ( )     

x
h x x f x

x
 . 

 :دالة زوجية hن أناتبي -أ

)غير معدوم ،xمتناظرة بالنسبة للصفر ، و من أجل كل عدد حقيقيالمجموعة     ) ( ) ( ) ( )      h x f x f x h x . 

 زوجية .hالدالةبالتالي  و    

)إنشاء المنحنى يةشرح كيف -بـ  )hCالممثل للدالة إنطلاقا من( )fC : 

: لدينا     
( ) ; 0

( )
( ) ; 0

 
   

f x x
h x

f x x
: على المجال و منه  0;يكون( )hCنظير( )fCبالنسبة لحامل محور الفواصل 

)و نحصل على    )hCعلى المجال ;0. بالتناظر بالنسبة لحامل محور التراتيب 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 بالتوفيق للجميع


