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► 2الصفحة 
 عداد الأستاذ: قويسم إبراهيم الخليلإ ثالثة ثانوي | جميع الشعب العلمية | |jتمرين شامل مع الحل في المتتاليات العددية 

ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

التمريـــــــن ◄

𝑛: 𝑢𝑛+1، ومن أجل كل عدد طبيعي 𝑢0بحدها الأول  المتتالية العددية المعرفة (𝑢𝑛)نعتبر  = 𝛼𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1
𝛼مع  ∈ ℝ∗ 

I)  :نفرض أن𝑢0 = 𝛼و  1 = 1.
A    أحسب𝑢1 ،𝑢2  و𝑢3.
B  برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي𝑛 ،𝑢𝑛 > 0.
C  ادرس اتجاه تغير المتتالية(𝑢𝑛) .ثم استنتج أنها متقاربة ،
D ةنعتبر المتتالي(𝑣𝑛) ة على لمعرفاℕ :كما يلي𝑣𝑛 = 1𝑢𝑛

a أن المتتالية  بين(𝑣𝑛) وحدها الأول  يطلب تعيين أساسها  حسابية𝑣0.
b  اكتب بدلالة𝑛  عبارة الحد العام للمتتالية(𝑣𝑛)  ثم استنتج عبارة(𝑢𝑛)  بدلالة𝑛 .
c  احسب نهاية المتتالية(𝑢𝑛).

E  اكتب بدلالة𝑛  المجموع𝑆𝑛 :حيث𝑆𝑛 = 𝑣𝑛+2021 + 𝑣𝑛+2022 +⋯+ 𝑣2𝑛 

II)  نضع𝑢0 = 𝛼و  6 = 4:
A   برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي𝑛:   𝑢𝑛 > 3.
B  (𝑤𝑛)  المتتالية المعرفة علىℕ :كما يلي𝑤𝑛 = 𝑢𝑛 − 3𝑢𝑛

a  بين أن(𝑤𝑛)  يطلب تعيين حدها الأول.14متتالية هندسية أساسها ،
b  اكتب عبارة(𝑤𝑛)  بدلالة𝑛عبارة ، ثم استنتج (𝑢𝑛)  بدلالة𝑛.
c  احسب نهاية المتتالية(𝑢𝑛).

C  اكتب بدلالة𝑛 :ما يلي 𝐴𝑛 = 𝑤0 +𝑤1 +𝑤2 +⋯+𝑤𝑛 𝐵𝑛 = 𝑤02 +𝑤12 +𝑤22 +⋯+𝑤𝑛2 𝐶𝑛 = √𝑤0 +√𝑤1 +√𝑤2 +⋯+√𝑤𝑛 𝐷𝑛 = 1𝑤0 + 1𝑤1 + 1𝑤2 +⋯+ 1𝑤𝑛𝐸𝑛 = 𝑤0 + 2𝑤1 + 4𝑤2 +⋯+ 2𝑛𝑤𝑛 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

𝐹𝑛 = 𝑤1 +𝑤3 +𝑤5 +⋯+𝑤2𝑛−1 𝐺𝑛 = 1𝑢0 + 1𝑢1 + 1𝑢2 +⋯+ 1𝑢𝑛𝐻𝑛 = 𝑤0 ×𝑤1 ×𝑤2 ×…×𝑤𝑛 𝐼𝑛 = ln(𝑤0) + ln(𝑤1) + ln(𝑤2) + ⋯+ ln(𝑤𝑛) 
III)  :ّنفرض أن𝑢0 = 𝛼:

𝑛 :𝑡𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي   = 𝑢𝑛 − (𝛼 − 1)𝑢𝑛
A  بين أنه من أجل كل عدد طبيعي𝑛 : 𝑡𝑛+1 = 1𝛼 𝑡𝑛 

B  اكتب عبارة𝑢𝑛  بدلالة𝑛  و𝛼



► 4الصفحة 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

التمريـــنحل  ◄

I) 
A    حساب𝑢1 ،𝑢2  و𝑢3:𝑢0+1 = 𝛼𝑢0𝑢0 + 1 ⇒ 𝑢1 = 11 + 1⇒ 𝑢1 = 12𝑢1+1 = 𝛼𝑢1𝑢1 + 1 ⇒ 𝑢2 = 1212 + 1⇒ 𝑢2 = 13𝑢2+1 = 𝛼𝑢2𝑢2 + 1 ⇒ 𝑢3 = 1313 + 1⇒ 𝑢3 = 14
B بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  البرهان𝑛 ،𝑢𝑛 > 0:
𝑛من أجل  • = 𝑢0لدينا: 0 = 1 > 0…(∗) 
𝑢𝑛]نفرض أن • > 𝑢𝑛+1]ونثبت أن  [0 > 0]:
𝑢𝑛+1 لدينا: = 𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1= 𝑢𝑛 + 1 − 1𝑢𝑛 + 1= 1 − 1𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 ولدينا: > 0 ⇒ 𝑢𝑛 + 1 > 1 ⇒ 1𝑢𝑛 + 1 < 1 ⇒ − 1𝑢𝑛 + 1 > −1 



► 5الصفحة 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

⇒ 1 − 1𝑢𝑛 + 1 > 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 > 0… (∗∗)
𝑢𝑛)نجد أن:  (∗∗)و  (∗)حسب مبدأ البرهان بالتراجع: من  > 0) 

C اتجاه تغير المتتالية  دراسة(𝑢𝑛) :𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1 − 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛 − (𝑢𝑛)2 − 𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1= −(𝑢𝑛)2𝑢𝑛 + 1
𝑢𝑛بما أن  > 𝑢𝑛فإن  0 + 1 >  2(𝑢𝑛)−ومنه الإشارة من  0
𝑢𝑛+1 وعليه − 𝑢𝑛 < 0 

 .ℕمتناقصة تماما على  (𝑢𝑛)إذن 
 متقاربة: (𝑢𝑛)استنتاج أن  -

 فهي متقاربة 0ومحدودة من الأسفل بـ  ℕمتناقصة تماما على  (𝑢𝑛)بما أن المتتالية 
D

a أن المتتالية  تبيين(𝑣𝑛)  حسابية:
𝑣𝑛+1 لدينا: = 1𝑢𝑛+1= 𝑢𝑛 + 1𝑢𝑛= 1 + 1𝑢𝑛

𝑣0 ولدينا: = 1𝑢0 = 1 

 .1وحدها الأول  1أساسها  حسابية (𝑣𝑛)ومنه المتتالية 
b بدلالة  كتابة𝑛  عبارة الحد العام للمتتالية(𝑣𝑛):𝑣𝑛 = 𝑣0 + 𝑟𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 = 1 + 𝑛  

𝑛 :𝑣𝑛بدلالة  (𝑢𝑛)ج عبارة ااستنت - = 1𝑢𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 1𝑣𝑛



►6الصفحة 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

⇒ 𝑢𝑛 = 11 + 𝑛
c نهاية المتتالية  حساب(𝑢𝑛):𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞(𝑢𝑛) = 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞ ( 1𝑛 + 1) = 0

E بدلالة  كتابة𝑛  المجموع𝑆𝑛 :𝑆𝑛 = 𝑣𝑛+2021 + 𝑣𝑛+2022 +⋯+ 𝑣2𝑛 = 2𝑛 − 𝑛 − 2021 + 12 (1 + 2𝑛⏟    𝑣2𝑛 + 1 + 𝑛 + 2021⏟        𝑣𝑛+2021 ) 

= (𝑛 − 2020)(2𝑛 + 2023)2
II) من أجل 𝑢0 = 𝛼و  6 = 𝑢𝑛+1لدينا: 4 = 4𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1

A  برهان أنه من أجل كل عدد طبيعي𝑛:  𝑢𝑛 > 3:
𝑛من أجل  • = 𝑢0لدينا: 0 = 6 > 3…(∗) 
𝑢𝑛]نفرض أن • > 𝑢𝑛+1]ونثبت أن  [3 > 3]: 

𝑢𝑛+1 ينا:لد = 4𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1= 4𝑢𝑛 + 4 − 4𝑢𝑛 + 1= 4(𝑢𝑛 + 1) − 4𝑢𝑛 + 1= 4 − 4𝑢𝑛 + 1
𝑢𝑛 ولدينا حسب فرض التراجع: > 3 ⇒ 𝑢𝑛 + 1 > 4 ⇒ 1𝑢𝑛 + 1 < 14⇒ − 1𝑢𝑛 + 1 > −14⇒ 4 − 1𝑢𝑛 + 1 > 154
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

⇒ 𝑢𝑛+1 > 154  ⇒ 𝑢𝑛+1 > 3…(∗∗) 
𝑢𝑛)نجد أن:  (∗∗)و  (∗)حسب مبدأ البرهان بالتراجع: من  > 3) 

B   

a أن  تبيين(𝑤𝑛)  14متتالية هندسية أساسها: 

𝑤𝑛+1 لدينا: = 𝑢𝑛+1 − 3𝑢𝑛+1  

= 4𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1 − 34𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1  

= 4𝑢𝑛 − 3𝑢𝑛 − 34𝑢𝑛  = 𝑢𝑛 − 34𝑢𝑛  = 14(𝑢𝑛 − 3𝑢𝑛 )  = 14𝑤𝑛 

𝑤0 ولدينا: = 𝑢0 − 3𝑢0 = 6 − 36 = 12 

 .12وحدها الأول  14متتالية هندسية أساسها  (𝑤𝑛)ومنه 
b عبارة  كتابة(𝑤𝑛)  بدلالة𝑛: 𝑤𝑛 = 12(14)𝑛  

𝑛: 𝑤𝑛بدلالة  (𝑢𝑛) عبارة جااستنت - = 𝑢𝑛 − 3𝑢𝑛 ⇒ 𝑢𝑛𝑤𝑛 − 𝑢𝑛 = −3 ⇒ 𝑢𝑛(𝑤𝑛 − 1) = −3 ⇒ 𝑢𝑛 = − 3𝑤𝑛 − 1 ⇒ 𝑢𝑛 = − 312 (14)𝑛 − 1 



►8الصفحة 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال

⇒ 𝑢𝑛 = 31 − 12 (14)𝑛
c  احسب نهاية المتتالية(𝑢𝑛):

𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞(𝑢𝑛) = 𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞( 31 − 12 (14)𝑛) = 3
𝑙𝑖𝑚𝑛→+∞((14)𝑛) لأن: = 0 

C𝐴𝑛 = 𝑤0 +𝑤1 +𝑤2 +⋯+𝑤𝑛 

= 12(1 − (14)𝑛+11 − 14 ) 

= 12(1 − (14)𝑛+134 ) 

= 23(1 − (14)𝑛+1)
𝐵𝑛 = 𝑤02 +𝑤12 +𝑤22 +⋯+𝑤𝑛2 

= (12)2(1 − (14)2(𝑛+1)1 − (14)2 ) 

= 14(1 − (14)2(𝑛+1)1516 ) 

= 415(1 − (14)2(𝑛+1))
𝐶𝑛 = √𝑤0 +√𝑤1 +√𝑤2 +⋯+ √𝑤𝑛 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

= √12( 
 1 − (√14)𝑛+11 − √14 ) 

 
 

 𝐷𝑛 = 1𝑤0 + 1𝑤1 + 1𝑤2 +⋯+ 1𝑤𝑛 

= 112 ( 
   1 − (

114)
𝑛+1

1 − 114 ) 
    

= 2(1 − (4)𝑛+11 − 4 ) = 23 ((4)𝑛+1 − 1)  

 𝐸𝑛 = 𝑤0 + 2𝑤1 + 4𝑤2 +⋯+ 2𝑛𝑤𝑛 

2𝑛𝑤𝑛 لدينا: = 2𝑛 (12) (14)𝑛 = (12) (2 × 14)𝑛 = 12(12)𝑛 

20𝑤0وحدها الأول  12متتالية هندسية أساسها  (2𝑛𝑤𝑛) ومنه = 12 𝐸𝑛 = 𝑤0 + 2𝑤1 + 4𝑤2 +⋯+ 2𝑛𝑤𝑛 

= 12(1 − (12)𝑛+11 − 12 ) 

= 1 − (12)𝑛+1  

 𝐹𝑛 = 𝑤1 +𝑤3 +𝑤5 +⋯+𝑤2𝑛−1 

= 𝑤1(1 − (14)2𝑛−1−1+11 − 14 ) 
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ات
ضي

ريا
 لل

يل
خل

ال
 

= 18(1 − (14)2𝑛−134 )  
= 16(1 − (14)2𝑛−1)  

 𝐺𝑛 = 1𝑢0 + 1𝑢1 + 1𝑢2 +⋯+ 1𝑢𝑛 = 1 − 𝑤03 + 1 − 𝑤13 + 1 − 𝑤23 +⋯+ 1 − 𝑤𝑛3  = 13 (1 − 𝑤0 + 1 − 𝑤1 + 1 − 𝑤2 +⋯+ 1 − 𝑤𝑛) = 13(1 × (𝑛 + 1) − (𝑤0 +𝑤1 +𝑤2 +⋯+𝑤𝑛)⏟                𝐴𝑛 ) 

= 13(𝑛 + 1 − 23(1 − (14)𝑛+1))  

 𝐻𝑛 = 𝑤0 ×𝑤1 × 𝑤2 × …×𝑤𝑛 = 12(14)0 × 12 (14)1 × 12 (14)2 ×…× 12 (14)𝑛 = (12)𝑛+1 × (14)0+1+2+⋯𝑛 

= (12)𝑛+1 × (12 × 12)(𝑛+12 𝑛)
 

= (12)𝑛+1 × (12)2(𝑛+12 𝑛)
 = (12)(𝑛+1)+(𝑛+1)𝑛 = (12)(𝑛+1)2  

 𝐼𝑛 = ln(𝑤0) + ln(𝑤1) + ln(𝑤2) + ⋯+ ln(𝑤𝑛) = ln(𝑤0 × 𝑤1 × 𝑤2 ×…× 𝑤𝑛) = ln(𝐻𝑛) 
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 لل

يل
خل

ال

= ln((12)(𝑛+1)2) = (𝑛 + 1)2 ln (12) = −(𝑛 + 1)2 ln(2) 
III)
A أنه من أجل كل عدد طبيعي  تبيين𝑛  𝑡𝑛+1 = 1𝛼 𝑡𝑛 :𝑡𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − (𝛼 − 1)𝑢𝑛+1= 𝛼𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1 − (𝛼 − 1)𝛼𝑢𝑛𝑢𝑛 + 1= 𝛼𝑢𝑛 − (𝛼 − 1)(𝑢𝑛 + 1)𝛼𝑢𝑛= 𝛼𝑢𝑛 − 𝛼𝑢𝑛 − 𝛼 + 𝑢𝑛 + 1𝛼𝑢𝑛= 𝑢𝑛 − (𝛼 − 1)𝛼𝑢𝑛= 1𝛼 (𝑢𝑛 − (𝛼 − 1)𝑢𝑛 ) = 1𝛼 𝑡𝑛 

B عبارة  كتابة𝑢𝑛  بدلالة𝑛  و𝛼:
𝑡𝑛+1لدينا:  = 1𝛼 𝑡𝑛 

𝑡0 ولدينا: = 𝑢0 − (𝛼 − 1)𝑢0= 𝛼 − (𝛼 − 1)𝛼= 1𝛼
 . 1𝑎و حدها الأول  1𝛼متتالية هندسية أساسها  𝑡𝑛ومنه 

 أي:
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 لل

يل
خل

ال

𝑡𝑛 = 1𝛼 (1𝛼)𝑛 ⇒ 𝑡𝑛 = (1𝛼)𝑛+1
𝑡𝑛 ولدينا: = 𝑢𝑛 − (𝛼 − 1)𝑢𝑛 ⇒ 𝑡𝑛𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 = −(𝛼 − 1)⇒ 𝑢𝑛(𝑡𝑛 − 1) = −(𝛼 − 1)⇒ 𝑢𝑛 = − 𝛼 − 1𝑡𝑛 − 1⇒ 𝑢𝑛 = 𝛼 − 11 − 𝑡𝑛⇒ 𝑢𝑛 = 𝛼 − 11 − (1𝛼)𝑛+1

►بالتوفيق في شهادة البكالوريا  ◄


