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ارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأول
ࠩـ: اஹவࠁिࢂ࣏ اጯጚوّال थठ ኘቆ ᐎᏨ إᓚᒾऒߤ ا६ஹவߤر a اऒࢎࡋण࣏ ߺࡕ اऒࡘߤऒࡋ࣏ اጯጚوّال اॡࡘࢎߤق ࢁߤघࠩࡋ࣏ ادرس

• f3(x) = x2; a = 1 • f2(x) = x2 + 1; a = 2

• f3(x) = 3x+ 1; a = 0 • f4(x) = x2 + x; a = −1

• f5(x) = 1
x+ 1

; a = 2 • f6(x) =
x

x+ 2
1; a = −1

• f7(x) = x+ 1
x+ 3

; a = 1 • f8(x) =
1
x
+ 2; a = −1

• f9(x) =
√
x; a = 1 • f10(x) =

√
x+ 3; a = 6

• f11(x) =
√−x− 1 + 2; a = −1 • f12(x) =

√
2x; a = 2

الثانيارئوالثاني الثانيارئوالثانيارئو الثانيارئو الثانيارئو الثانيارئوالثانيارئو الثانيارئوالثانيارئوالثانيارئو الثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئو ارئوالثانيارئوالثانيارئو
ठࡘࠁߤठ. ঠজࠁठ ᐈᏺإ উ३ᆚठب ا३ஹவࡘউي

:x0 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ ୶ࠢዘዊኪ اஹவࠁिࢂ࣏ اጯጚوّال थठ ጨጚدا ኘቆ ဘࡕࢻஹவ اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ اऒࡘߤऒࡋ࣏ اళৱߤுت थठ ጨጚߤᄙ ኘቆ ᐎᏨ ྉᄗ
• f(x) = −3x3 + x− 4; x0 = 0 • f(x) =

x2 + 5x+ 2
x2 + 4x

; x0 = −2

• f(x) = 2x+ 1
x− 2

+ 2; x0 = 3 • f (x) = 2x+ 3 − 1

(x+ 1)2 ; x0 = 0

الثالث الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو ارئو
ࢪࢎࡋࢎࡋ࣏. أᄗاد c و b ،a

ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ
f(x) = ax3 + bx+ c

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
.y = −6x :ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ࠢߤ উठاز ᎓᎔ߤफ़ߤ B(0; 1) اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ ऌࠢࢎࡒ و A(1;−3) اऒࡕࢎॹ࣏ ऌणೝ಼ �C f

� ဒࡕࢻஹவا ࿑Ⴋࡋࠈ c و b ، a اᄗاد ྉᄗ -

ارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابع
:रّࢎ࿑Ⴑ اऒ࡛ߤ௯ອ࣏ اጯጚرᄝ࣏ थठ ᄙود ങ࡛࣪ ጨጚدا f

f �(3) = 3 f (1) = 2 f �(−2) = −3

. f ጨጚّاጯጚا ྉّᄗ -
الخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامس الخامسارئوالخامسارئو ارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئو

:୶ࠢዘዊኪ اஹவࠁिࢂ࣏ اጯጚوّال थठ ጨጚدا ኘቆ ६ठࡘࢎ࣏ اࢪ३ࠓ
• f1(x) = 1

2
x4 +

2
3
x3 + 5x • f2(x) =

3x2 + 6x− 3
4

• f3(x) =
2x+ 1
x− 2

• f4(x) = 1
x2 + 2x− 3

• f5(x) = (x2 + x)
√
x • f6(x) =

3x2 − 12x+ 10
x2 − 4x+ 3

• f7(x) = x2 − 8x+ 16
x− 3

• f8(x) = (2x+ 1)2 • f9(x) = 2x+ 3 − 1
x+ 3

• f10 (x) =
x3 + 2x2

(x+ 1)2 • f11(x) =
−x2 + 4x
x2 − 4x+ 3

• f12(x) =
x2 + 3
x− 1

• f13(x) = sinx+ 3cosx

• f14(x) = tanx • f15(x) = (sinx)(cosx) • f16(x) = cos2x • f17(x) =
1

cosx
• f18(x) =

1
tanx

• f19(x) =
1 + sinx
3 + cosx

• f20(x) = sin(3x− 2) • f21(x) = cos(−5x− 5) • f22(x) =
√

2x+ 2
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ارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادس
اऒࡘߤऒࡋ࣏: اᓚّᓈऒߤࠢߤت اࢪ३ࠓ

• lim
x→4

� √
x

1 − x

	
• lim
x→2

�
4 − x2

x− 2

	
• lim
x→1

�
x2 − 3x+ 2

1 − x

	

• lim
x→0

�
x2 + x

|x2 − 1|+ 1

	
• lim
x→1

�
x2 + x

|x2 − 1|+ 1

	

• lim
x→1

�√
x2 − x+

√
x2 − 3x+ 2

�
• lim
x→9

�
3 −√

x
9 − x

	

• lim
x→−1

�
x2 + x

|x2 − 1|+ 1

	
• lim
x→−1

�
x+ 2
x2 + x

+
3x+ 1
x2 − 1

	

• lim
x→+∞

�
2x

x+ 3
• lim
x→+∞

�
x− 4 +

1
x

	3
• lim
x

�→ 1

1√
x− 1

• lim
x

�→ 3

� √
x+ 1

(x− 3)2


• lim
x→−∞

�
3x+ 4 +

sinx
x

	
• lim
x→+∞

�
cosx
x− 1

	

• lim
x→+∞

√
x+ 1 − 2
x− 3

• lim
x→3

√
x+ 1 − 2
x− 3

ارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابع
اऒࡘߤऒࡋ࣏: اᓚّᓈऒߤࠢߤت اࢪ३ࠓ

• lim
x→+∞

�
3x2 − 5x+ 2

� • lim
x→−∞

�
1
2
x3 − 4x2 + 9

	
• lim
x→+∞

�
(2x+ 1)2 − 5x2 + 3

�

• lim
x→+∞

�
2x2 − x− 3

x− 1

	
• lim
x→−∞

�
3x2 − 2x+ 1

(x− 2)2


• lim
x→+∞

�
x3 − 2x
x2 − 2x

	

• lim
x→−∞

�
x+ 1

2x2 − x− 1

	
• lim
x→+∞

�
x2 − 2x
x+ 1

− 2x
	

• lim
x→+∞

�√
x+ 1 − 2
x+ 1



• lim
x→+∞

�√
x+ 1 + 2x

� • lim
x→−∞

�√
2 − x− x

� • lim
x→+∞

�√
2x− 1 − x

�

• lim
x→+∞

�√
x2 + 1 + x

�
• lim
x→+∞

�√
x2 + x− x

�
• lim
x→−∞

�√
x2 + x− x

�

• lim
x→+∞

�√
x+ 1 −√

x
� • lim

x→+∞

�
2
√
x− 3

3
√
x+ 2

	
• lim
x→+∞

�
2x− 1√
x+ 2

	

: ا࿈ྷاࠩط ୰ᄗ اॉط ऌళৱا ६ஹவߤ࣐ة
https://youtu.be/d3Tty_sfEFY . ࠢߤॉࡋߤت िᓬᓦ اᎂ፰࿈ྷߤن ߺࡒ اफ़ࡘߤذ .✍

ارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامن
اऒࡘߤऒࡋ࣏: اᓚّᓈऒߤࠢߤت اࢪ३ࠓ

• lim
x→1

x2 − x
x2 − 1

• lim
x→2

x2 − x− 2
x2 − 4

• lim
x→−2

2x2 + 3x− 2
x2 + x− 2

• lim
x→−2

x3 + 8
x2 + 3x+ 2

• lim
x→ 2

3

3x2 − 5x+ 2
9x2 − 4

• lim
x→−1

2x4 + 3x+ 1
x3 + 2x2 − 1

: ا࿈ྷاࠩط ୰ᄗ اॉط ऌళৱا ६ஹவߤ࣐ة
https://youtu.be/d3Tty_sfEFY . ࠢߤॉࡋߤت िᓬᓦ اᎂ፰࿈ྷߤن ߺࡒ اफ़ࡘߤذ .✍
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التاسعارئوالتاسع التاسعارئوالتاسعارئو التاسعارئو التاسعارئو التاسعارئوالتاسعارئو التاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئو التاسعارئوالتاسعارئو ارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئو
اऒࡘߤऒࡋ࣏: اᓚّᓈऒߤࠢߤت اࢪ३ࠓ

• lim
x→3

√
2x+ 3 − 3
x− 3

• lim
x→1

√
3x− 2 − 1√

x− 1
• lim
x→5

5
√
x− x

√
5

x
√
x− 5

√
5
• lim
x→4

x
√
x− 8

x2 − 16

: ا࿈ྷاࠩط ୰ᄗ اॉط ऌళৱا ६ஹவߤ࣐ة
https://youtu.be/d3Tty_sfEFY . ࠢߤॉࡋߤت िᓬᓦ اᎂ፰࿈ྷߤن ߺࡒ اफ़ࡘߤذ . ✍

العاشر العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو العاشرارئو ارئو
ठࡘࠁߤठ. ঠজࠁठ ᐈᏺإ উ३ᆚठب ا३ஹவࡘউي

࣐ࡕफ़ࡋߤ: ჿၸࡕࡘߤऒا ठၛّᅇا ࣒ࠢߤ िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ أدࠬߤه ࠩߤऒࠁࡒߤرات اஹவࠁिࢂ࣏ اጯጚوّال थठ ኘቆ ᓚᒟߤࠢߤت اࢪ३ࠓ
• f1(x) =

1
x− 2

; D1 = ]−∞; 2[∪ ]2;+∞[

• f2(x) = 2 − 1
x2 ; D2 = ]−∞; 0[∪ ]0;+∞[

• f3(x) =
2x

1 − x
; D3 = ]−∞; 1[∪ ]1;+∞[

• f4(x) =
x2 + 4

x2 + x− 2
; D4 = ]−∞;−2[∪ ]−2; 1[∪ ]1;+∞[

• f5(x) =
−x+ 1
x2 + 1

; D5 = ]−∞;+∞[

• f6(x) =
2x+ 1

x2 + x+ 1
; D6 = ]−∞;+∞[

الحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشر الحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئو الحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئو الحاديعشرارئوالحاديعشرارئو الحاديعشرارئو الحاديعشرارئو الحاديعشرارئوالحاديعشرارئو ارئوالحاديعشرارئو
ࠩـ: R∗ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ

f(x) =
x2 + 2x+ 2

x

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ اউ३ᆚஹவب ا३ஹவࡘউي ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
lim

x→−∞
f(x) و lim

x→+∞
f(x) اࢪ३ࠓ أ- -1

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x

<→ 0
f(x) و lim

x
>→ 0

f(x) اࢪ३ࠓ ب-
.( f ጨጚاጯᕀᓦ ا६ஹவࡘࢎ࣏ ጨጚاጯጚا f � (ࢪࡋࠈ f �(x) اࢪ३ࠓ -2

. f ጨጚاጯጚا ങات ᄝول ኘቶॡ ᑑᑅ ، f �(x) إॡߤرة ادرس -3
−∞ و +∞ উ࿕Ⴋار �

C f
� ऒـ ठࢎߤرب y = x+ 2 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (T) ਼ࡘࢎ३ஹவا أن أᆗᅷࠆ أ- -4
.(C f ) ဒࡕࢻஹவا و (T) ਼ࡘࢎ३ஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ب-

.�C f
� ဘࡕࢻงᔺᓦ िॵߤ௹ະ ඪඑఢఓ Ω(0; 2) اऒࡕࢎॹ࣏ أن ྉّࠩ -5

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -6

الثانيعشرارئوالثانيعشرارئوالثانيعشرارئوالثانيعشر الثانيعشرارئوالثانيعشرارئو الثانيعشرارئوالثانيعشرارئوالثانيعشرارئوالثانيعشرارئو الثانيعشرارئوالثانيعشرارئو الثانيعشرارئوالثانيعشرارئو الثانيعشرارئوالثانيعشرارئو ارئوالثانيعشرارئو
ࠩـ: D = R − {1; 3} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ

f (x) =
3x2 − 12x+ 10
x2 − 4x+ 3

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
࣐ࡕफ़ࡋߤ. ᓺᓦذ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ࣒ࠢߤ، िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ f ጨጚّاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت اࢪ३ࠓ -1

ങّاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ، f ጨጚّاጯጚا ങّ ا࿕Ⴑߤه ادرس -2
اᄙீا௯ຳߤت. উ࿑౩ري ୶ठߤᄙ ߳ठ ،�C f

� ߳ॶࢎߤ ࠬࢎط اᄙا௯ຳߤت ྉّᄗ -3
(4 − x) ∈ D ࢂߣنّ: x ∈ D ኝቆن إذا أّࠬ࣋ ྉّࠩ أ- -4

4

.�C f
� ऒـ िॵߤ௹ະ উ࿑౩ر x = 2 ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ ب-

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -5

الثالثعشرارئوالثالثعشر الثالثعشرارئوالثالثعشرارئو الثالثعشرارئو الثالثعشرارئو الثالثعشرارئوالثالثعشرارئو الثالثعشرارئوالثالثعشرارئوالثالثعشرارئو الثالثعشرارئوالثالثعشرارئوالثالثعشرارئوالثالثعشرارئو ارئوالثالثعشرارئوالثالثعشرارئو
: ୶ࠢ ዘዊኪ R − {−1} ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ

f (x) =
x2 + x− 3

x+ 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -1

ࠁࡋᓚᓈᆐߤ. घॹࠢࠓ ࢪࢎࡋࢎࡋ࣏ أᄗاد c و b ، a ࢪࡋࠈ . f(x) = ax+ b+
c

x+ 1
: −1 थߺ ࿐Ⴄࡘघࡷ x ਐ৸ࢪࢎࡋ ᄗد ኘቆ ऌᄝأ थठ أࠬ࣋ أᆗᅷࠆ أ- -2

ठࠁߤدऒࡘ࣋. ྉࠁࡋ घॹࠢࠓ −∞ و +∞ উ࿕Ⴋار (∆) ෲߤئठ ठࢎߤرࠩߤ ३ठࡘࢎࡋणߤ ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ب-

.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ج-

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -3

عشرارئواابععشر عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع عشرارئواابع ارئواابع
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ

f(x) = x3 + 3x2 − 4

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. f ጨጚاጯጚا ങات ادرس -1

اᄙீا௯ຳߤت. উ࿑౩ري ୶ठߤᄙ ߳ठ �C f
� ߳ॶࢎߤ ࠬࢎط ဘᆐᅷاᄙإ ྉّᄗ -2

.�C f
� ऒـ िॵߤ௹ະ ඪඑఢఓ ω(−1;−2) اऒࡕࢎॹ࣏ أنّ थ࣐ৗ أ- -3

.ω اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (T) णงᔺᓦߤس ጨጚࠁߤدठ ྉᄗ ب-
.�C f

� و (T) थठ ኘቆ ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -4
.x3 + 3x2 − 4 −m = 0 : ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ وࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -5

الخامسعشرارئوالخامسعشر الخامسعشرارئوالخامسعشرارئو الخامسعشرارئو الخامسعشرارئو الخامسعشرارئوالخامسعشرارئو الخامسعشرارئوالخامسعشرارئوالخامسعشرارئوالخامسعشرارئو الخامسعشرارئوالخامسعشرارئو ارئوالخامسعشرارئوالخامسعشرارئوالخامسعشرارئو
ࢪࢎࡋࢎࡋߤن. ᄗدان b و a

: :୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ
f(x) =

1
3
x3 + ax2 − 3x+ b

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
.−8 ࢁࡋᓚᓋणߤ 3 ߺࡕ ᄙ࣏ࠢ ࢁࡋण࣏ f ጨጚاጯጚا ऌࢎࡒ ဒࢪ b و a ಓ౷ࠁدऒا ྉᄗ -1

. f ጨጚاጯጚا ങات ادرس -2
. f(−2) و f (0) ، f(1) ، f(5) اࢪ३ࠓ -3

.1 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ �C f
� ᎓᎔ߤس (T) ऒـ ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ -4

.(T) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -5
.�C f

� و (T) थठ ኘቆ ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -6
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ارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشرارئوالسادسعشر
ࢪࢎࡋࢎࡋߤن. ᄗدان b و a

: :୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ
f(x) =

1
3
x3 + ax2 − 3x+ b

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
.ጤጚ ठࢎߤرࠩߤ y = 2 ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ऌࠢࢎࡒ و 4

3
ᆐᅴৗࡒᓚᓋߤ ဘऒا اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ اങऒاᆐᅴࠓ উ࿑౩ر ऌठߤᄙ ߳ॹࠢࢎ �C f

� ࿑Ⴋࡋࠈ: b و a ಓ౷ࠁدऒا ྉᄗ -1
. f ጨጚاጯጚا ങات ادرس -2

اᄙீا௯ຳߤت. উ࿑౩ري ୶ठߤᄙ ߳ठ �C f
� ߳ॶࢎߤ ࠬࢎط ဘᆐᅷاᄙإ ྉّᄗ -3

ठࠁߤدऒࡘणᓚᒾߤ. ྉࠁࡋ घॹࠢࠓ −2 ಼ߤوي णᓚᓈठߤ ኘቆ উࢮࡋ࣋ ऌठࠁߤठ (T2) و (T1) ྉफ़ߤ᎔᎓ ऌࠢࢎࡒ �C f
� أن ྉࠩ -4

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -5

عشرارئوالسابععشر عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع عشرارئوالسابع ارئوالسابع
ࢪࢎࡋࢎࡋߤن. ᄗدان b و a

: :୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ
f (x) =

x2 + ax+ b
x2 + 2x+ 2

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
.ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤళৱ ࠢߤ উठاز ᎓᎔ߤफ़ߤ A

�
0;

7
2

	
اऒࡕࢎॹ࣏ ߺࡕ ऌࠢࢎࡒ �C f

� ࿑Ⴋࡋࠈ b و a ಓ౷ࠁدऒا ྉᄗ أ- -1
. f(x) = 1 +

5x+ 5
x2 + 2x+ 2

:ኘቶ६ऒا ୰ᄗ ࣼࡘࠓ f(x) أن ྉّࠩ ب-
. f ጨጚاጯጚا ങات ادرس -2

ठࠁߤدऒࡘ࣋. ྉࠁࡋ घॹࠢࠓ (∆) ठࢎߤرࠩߤ ३ठࡘࢎࡋणߤ ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أن ྉّࠩ -3

اᄙீا௯ຳߤت. উ࿑౩ري ୶ठߤᄙ ߳ठ �C f
� ߳ॶࢎߤ ࠬࢎط ဘᆐᅷاᄙإ ྉّᄗ -4

.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -5

.�C f
� ऒـ िॵߤ௹ະ ඪඑఢఓ ᐎ (∆) و �C f

� ߳ॶࢎߤ ࠬࢎॹ࣏ أن थ࣐ৗ -6
.ω اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (T) णงᔺᓦߤس ጨጚࠁߤدठ ྉᄗ -7

.�C f
� و (T) थठ ኘቆ ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -8

الثامنعشر عشرارئو عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن الثامن عشرارئو عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن عشرارئوالثامن الثامن ارئو
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

g(x) = x3 + 3x2 + 3x− 1

.g ጨጚاጯጚا ങات ادرس -1
.g

�
1
2

	
و g (0) اࢪ३ࠓ -2

.g (α) = 0 रࢎ࿑Ⴄ
�

0;
1
2



اෞේߤل थठ α ਐ৸ࢪࢎࡋ ᄗد وࢮউد ᔴᔐᄗ أ- -3

.]−1;+∞[ ୰ᄗ g (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ب-
: ୶ࠢ ዘዊኪ .]−1;+∞[ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ ጨጚاጯጚا ᐎ f .II

f(x) =
x3 + 3x2 + 3x+ 2

(x+ 1)2

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Γ) ঘّणೆو

. f � (x) = g (x)

(x+ 1)3 : ]−1;+∞[ اෞේߤل थठ x ਐ৸ࢪࢎࡋ ᄗد ኘቆ ऌᄝأ थठ أࠬ࣋ रࢎ࿑Ⴑ -1
௯ສߤ௯ອߤ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛᅇوࢂ lim

x→α

f(x)− f (α)

x− α
ࢪ३ߤب دون ྉᄗ -2

௯ສߤ௯ອߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x→+∞

[ f (x)− (x+ 1)] و lim
x

�→−1
f (x) أࢪ३ࠓ -3

6

. f ጨጚاጯጚا ങات ᄝول ኘቶॡ -4
.(Γ) ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -5
التاسععشر عشرارئو عشرارئوالتاسع التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو عشرارئوالتاسع التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع عشرارئو التاسع ارئو

: ୶ࠢ ዘዊኪ R − {−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I
f (x) =

x3 + x2 − 1
x2 − 1

: ऌࠩࢎߤஹவا ኘቶ६ऒا ᐎᏨ ዘዊኪ �
O;

−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவوا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ �C f

� ঘّणೆو

: ୶ࠢߤठ أوᄝ - f ጨّጚاጯጚا ߺࡒߤرة اफ़ࡘࠁणߤل دون - ௯ສߤ௯ອ࣏ ࠩࢎिاءة -1
. ࣒ࠢߤ िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ f ጨጚاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت أ-
.�C f

� ဘࡕࢻงᔺᓦ اஹவࢎߤر࣏ࠩ ا३ஹவࢎࡋणߤت ጨጚࠁߤدठ ب-
. f

�
1
2

	
إॡߤرة ج-

.1
2
≺ α ≺ 1 : ࢪࡋࠈ α ࢂߤᓚᓋघोߤ وࢪࡋة ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤᄙ ߳ॹࠢࢎ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ -2
إॡߤرᓚᒢߤ. وادرس f �(x) اࢪ३ُࠓ .R −{−1; 1} थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أ- -3

�C؟ f
� ဘࡕࢻงᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا ب-

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، f (x) + f (−x) اࢪ३ُࠓ .R −{−1; 1} थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ -4
:୶ࠢ ዘዊኪ R −{−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

g (x) = f (|x|)
.�O;

−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘठو ठࡘࠁߤठ ঠজࠁठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ �Cg

� ঘّणೆو
.िॐऒا ᐎᏨ g ጨጚاጯጚا اॡࡘࢎߤق ࢁߤघࠩࡋ࣏ ادُرس -1

زوࢮࡋ࣏. g ጨّጚّاጯጚا أنّ ྉّࠩ -2
. - اೝೆீߤء ࠢࢎ࣏ िॶ اၛᄿح - .�Cg

� ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ �C f
� थठ اෲॹࠬࢁߤ -3

اऒࡘߤऒࡋ࣏: x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -4
|x|3 + (1 − |m|) �x2 − 1

�
= 0
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ارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرونارئوعشرون
ࠩـ: R ୰ᄗ ठࠁिࢂ࣏ ጨጚدا g .I

g(x) = x3 − 3x− 3

.g ጨጚاጯጚا ങات ادرس -1
.]2; 3[ اෞේߤل थठ α وࢪࡋا ෲᄙ ऌࢎࡒ g(x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أن ྉࠩ أ- -2

.R ୰ᄗ g(x) إॡߤرة ྉّᄗ ب-
:୶ࠢ ዘዊኪR − {−1; 1} ୰ᄗ ठࠁिࢂ࣏ ጨጚدا f .I

f(x) =
2x3 + x2 + 2

x2 − 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ �C f

� ঘّणೆو
.]1,+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ g(x) إॡߤرة थठ f �(x) إॡߤرة أن ྉࠩ -1

ങاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ᑑᑅ ،R − {−1; 1} ୰ᄗ f ጨጚاጯጚا إ࿕Ⴑّߤه ادرس -2
.(d) ᐈᏺإ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ �C f

� وॉࠁࡋ࣏ ادرس ᑑᑅ ،�C f
� ᝦऒ ऌߤئठ ठyࢎߤرب = 2x+ 1 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (d) ਼ࡘࢎ३ஹவا أن ྉࠩ -3

.(d) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ࣏ࠢ উठاز �C f
� ऒـ اणஹவߤफ़ࡋ࣏ ا३ஹவࡘࢎࡋणߤت ࢂᓚᒾߤ উࣼن ဘऒا اऒࡕࢎط ऌोاউࢂ أوᄝ -4

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -5

عشرون و الواحد عشرونارئو و الواحد عشرونارئو و الواحد عشرونارئو و الواحد عشرونارئو و عشرونارئوالواحد و الواحد عشرونارئو و الواحد عشرونارئو و الواحد عشرونارئو و الواحد عشرونارئو و الواحد عشرونارئو و عشرونارئوالواحد و عشرونارئوالواحد و الواحد عشرونارئو و عشرونارئوالواحد و عشرونارئوالواحد و الواحد عشرونارئو و الواحد ارئو
:୶ࠢ ዘዊኪ R − {−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

f(x) =
x3 − x2 + 1

x2 − 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
ࠁࡋᓚᓈᆐߤ. घॹࠢࠓ ࢪࢎࡋࢎࡋ࣏ أᄗاد c و b ، a ࢪࡋࠈ ، f(x) = ax+ b+

cx
x2 − 1

ኘቶ६ऒا ୰ᄗ f (x) தߤ࣏ࠩ थࣼඁ أࠬ࣋ ྉࠩ أ- -1
ठࠁߤدऒࡘ࣋. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ،−∞ و +∞ ࢮউار ᐎᏨ (∆) ෲߤئठ ठࢎߤرࠩߤ ३ठࡘࢎࡋणߤ ऌࠢࢎࡒ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ب-
. f ങات ادرس -2

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ،�− 4
5 ;− 1

2
� اෞේߤل ᐎᏨ α وࢪࡋا ෲᄙ ऌࢎࡒ f (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أن ྉࠩ -3

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -4

.x3 − (m+ 1)x2 +m+ 1 = 0 اऒࡘߤऒࡋ࣏: x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ وࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -5
:୶ࠢ ዘዊኪ R −{−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

h(x) =
|x| − x2 + 1

x2 − 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو

࣐ࡕफ़ࡋߤ. ᓺᓦذ ၛّᅇࢂ زوࢮࡋ࣏. h ጨጚاጯጚا أن أᆗᅷࠆ -1
اघॹஹவࢎ࣏. اऒࢎࡋण࣏ ఠఓر دون h(x) ا࣪ࡘࠓ -2

.(Ch) ௯ສߤ௯ອߤّ ऌ࡛ठ -3

عشرون و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني عشرونارئو و الثاني ارئو
ࢪࢎࡋࢎࡋߤن. ᄗدان b و a

ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I
f (x) =

3x2 + ax+ b
x2 + 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
.4 উࢮᓚᒾ࣋ ऌठࠁߤठ ᎓᎔ߤफ़ߤ ࢂᓚᒾߤ ऌࠢࢎࡒ و A (0; 3) اऒࡕࢎॹ࣏ थठ िඁ �C f

� ဒࡕࢻஹவا ࿑Ⴋࡋࠈ: b و a ಓ౷ࠁدऒا ྉّᄗ -1
:R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ ߳ॎࠬ .II

f (x) =
3x2 + 4x+ 3

x2 + 1

8

. f (x) = α +
β

x2 + 1
:R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ ࿑Ⴋࡋࠈ β و α ྉࢎࡋࢎళৱا ಓ౷ࠁدऒا ྉّᄗ -1

. f ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -2
.y = 4x+ 3 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f

� ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -3
ࠁࡋᓚᓈᆐߤ. घॹࠢࠓ إࠬࠁॹߤف ࠬࢎط ࠲ෲث ऌࠢࢎࡒ �C f

� أنّ أᆗᅷࠆ -4
.�C f

� ဘࡕࢻงᔺᓦ िॵߤ௹ະ ඪඑఢఓ A (0; 3) اऒࡕࢎॹ࣏ أنّ ྉّࠩ -5
.2 উࢮᓚᒾ࣒णߤ ऌठࠁߤठ ྉफ़ߤ᎔᎓ ऌࠢࢎࡒ �C f

� أنّ أᆗᅷࠆ -6
.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f

� ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -7
. f (x) = 4x+m ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد m ਼ࢁ وࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -8

عشرون و الثالث عشرونارئو و عشرونارئوالثالث و الثالث عشرونارئو و عشرونارئوالثالث و عشرونارئوالثالث و عشرونارئوالثالث و الثالث عشرونارئو و عشرونارئوالثالث و الثالث عشرونارئو و عشرونارئوالثالث و عشرونارئوالثالث و عشرونارئوالثالث و عشرونارئوالثالث و عشرونارئوالثالث و عشرونارئوالثالث و عشرونارئوالثالث و الثالث ارئو
:୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

g (x) = x3 − 3x− 4

.g ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -1
.α ∈ ]2.19; 2.20[ ࢪࡋࠈ: α وࢪࡋا ّෲᄙ ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ -2

.R ୰ᄗ g (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ -3
ࠩـ: R −{−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

f (x) =
x3 + 2
x2 − 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. f � (x) = xg (x)

(x2 − 1)2 :R − {−1; 1} थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -1
ങّاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ، f ጨጚّاጯጚا ങّ إ࿕Ⴑߤه ادرس -2

.10−1 ໐ຣिࢎສ f (α) ᓬᓦࠁد ࢪၛᅙا أوᄝ ّ ᑑᑅ ، f (α) =
3 (α + 2)

α2 − 1
أنّ: ྉّࠩ -3

.−∞ و +∞ উ࿕Ⴋار �
C f

� ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = x ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -4
.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f

� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ب-
.�C f

� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ ،(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -5
ࠩـ: R −{−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .III

h (x) = f (|x|)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو

.0 ᐎᏨ h ጨጚّاጯጚا اॡࡘࢎߤق ࢁߤघࠩࡋ࣏ ادرس -1
زوࢮࡋ࣏. h ጨጚّاጯጚا أنّ ྉّࠩ -2

أೝೆࡈ࣋. ّ ᑑᑅ ،�C f
� थठ اෲॹࠬࢁߤ (Ch) ဒࡕࢻஹவا ऌඁ࡛ࡋ൲ थࣼඁ ࣪ࡋࡷ ྉّࠩ -3

عشرون و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و عشرونارئواابع و ارئواابع
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I ࢪࢎࡋࢎࡋߤن. ᄗدان b و a

g (x) = ax3 + bx+ c

:ऌࠩࢎߤஹவا ኘቶ६ऒا ᐎᏨ ዘዊኪ �
O;

−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �Cg

� ঘّणೆو
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.c و b ،a ྉّᄗ .रࠩߤ३ऒا ኘቶ६ऒا ᐎᏨ ऌ࡛णஹவا �Cg
� ဒࡕࢻஹவا ࠩߤफ़ࡘࠁणߤل -1

.α ∈
�

2;
5
2



ࢪࡋࠈ: α وࢪࡋا ّෲᄙ ऌࢎࡒ x3 − 3x− 3 = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ -2

.R ୰ᄗ g (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ -3
ࠩـ: R −{−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

f (x) =
2x3 + 3
x2 − 1

+ 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. f � (x) =

2xg (x)

(x2 − 1)2 :R − {−1; 1} थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ रࢎ࿑Ⴑ -1
࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim

x→α

�
f (x)− f (α)

x− α

	
ࢪ३ߤب: دون ྉّᄗ -2

࣒ࠢߤ. िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ f ጨጚّاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت اࢪ३ࠓ -3
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ -4

. f (α) ᓬᓦࠁد ࢪၛᅙا ྉّᄗ ّ ᑑᑅ ، f (α) = 3α + 1 أنّ: ྉّࠩ -5
.−∞ و +∞ উ࿕Ⴋار �

C f
� ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = 2x+ 1 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -6

.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ب-
.�C f

� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -7

عشرون عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو عشرونارئوالخامسو ارئوالخامسو
::୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

g (x) = x3 − x2 + 3x+ 1

.g ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -1
.α ∈ ]−1; 0[ ࢪࡋࠈ: α وࢪࡋا ّෲᄙ ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -2

.10−1 फ़ࠁࡘ࣋ α ऒـ ࢪၛᅙا أߺط ب-
.R ୰ᄗ g (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ -3

.α2 = −3 − 4
α − 1

أنّ: ྉّࠩ -4
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

f (x) =
x3 + x− 2
x2 + 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
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. f � (x) =
(x+ 1) g (x)

(x2 + 1)2 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -1
ങّاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ، f ጨጚّاጯጚا ങّ إ࿕Ⴑߤه ادرس -2

. f (α) = α − 2
α2 + 1

أنّ: ྉّࠩ أ- -3
. f (α) ᓬᓦࠁد ࢪၛᅙا أوᄝ ب-

. f (x) = ax+ b+
cx+ d
x2 + 1

:R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ ࿑Ⴋࡋࠈ ،d و c ،b ،a اళৱࢎࡋࢎࡋ࣏ اᄗاد ྉّᄗ أ- -4
ठࠁߤدऒࡘ࣋. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ،(∆) ෲߤئठ ठࢎߤرࠩߤ ३ठࡘࢎࡋणߤ ऌࠢࢎࡒ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ ب-
.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f

� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ج-
. f �� (x) = 4

�−3x2 + 1
�

(x2 + 1)3 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ रّࢎ࿑Ⴑ أ- -5
ࠁࡋणᓚᓈᆐߤ. घॹُࠢࠓ إࠬࠁॹߤف ဘॹࠬࢎ ऌࠢࢎࡒ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أن ྉّࠩ ب-
ठࠁߤدऒࡘणᓚᒾߤ தߤ࣏ࠩ घॹُࠢࠓ ،−2 اᆐᅴങऒࡒ࣏ ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ �C f

� ဘࡕࢻงᔺᓦ (T2) و (T1) ྉफ़ߤ᎔᎓ ᄝউࠢ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -6
.�C f

� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ ،(T2) و (T1) ྉफ़ߤणஹவا ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -7
.m �

x2 + 1
�
+ 2 = 0 :ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -8

عشرون عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو عشرونارئوالسادسو ارئوالسادسو
ࠩـ: R −{1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

f (x) =
x2 + x+ 1

x− 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
ᆐᅴৗࡒᓚᓋߤ. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ،िॵߤ௹ະ ඪඑఢఓ 1 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ऌࠢࢎࡒ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ -1
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -2

. f (x) = ax+ b+
x

x− 1
:R −{1} थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ ࿑Ⴋࡋࠈ ،b و a اళৱࢎࡋࢎࡋ࣏ اᄗاد ྉّᄗ أ- -3

ठࠁߤدऒࡘ࣋. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ،(∆) ෲߤئठ ठࢎߤرࠩߤ ३ठࡘࢎࡋणߤ ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ ب-

.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ج-

णᓚᓈठߤ. ኘّቆ ጨጚࠁߤدठ ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ،y = −4x :ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دࠢߤن �
C f

� ऒـ (T2) و (T1) ᎓᎔ߤफ़ߤن ᄝউࠢ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -4
.�C f

� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ ،(T2) و (T1) थठ ኘቆ ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -5
اऒࡘߤऒࡋ࣏: x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ وࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -6

3x2 + (5 − |m− 1|) x+ (|m− 1| − 4) = 0

࣏ࠩ-. ৮ড়ॹठ ങᄒ h (x) -ߺࡒߤرة h (x) = f
�
x2� ࠩـ: R −{−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو

࣒ࠢߤ. िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ h ጨጚّاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت اࢪ३ࠓ أ- -1
.h ጨጚّاጯጚا ങّ ا࿕Ⴑߤه ،ྉࡘघࡘ࿐౩ ྉࠢࢎࡘ िॹࠩ ادرس ب-

.h ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ ج-
࣐ࡕफ़ࡋߤ. ᓺᓦذ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ زوࢮࡋ࣏، h ጨጚّاጯጚا أنّ ྉّࠩ -2

࣏ࠩ-. ৮ড়ॹठ ങᄒ k (x) -ߺࡒߤرة k (x) = 2x f �
�
x2� :୶ࠢዘዊኪ R −{−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ k ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .III

.k (x) إॡߤرة ادرس -1
࣐ࡕफ़ࡋߤ. ᓺᓦذ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ࢂिد࣏ࠢ، k ጨጚّاጯጚا أنّ ྉࡘघࡘ࿐౩ ྉࠢࢎࡘ िॹࠩ ࢪ३ߤ௯ສߤ थ࣐ৗ -2

عشرون و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و عشرونارئوالسابع و ارئوالسابع
.ጨጠࡘࢎ३ठ III و II ،I اྗྮاء
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:ྉࡋࡘऒࡘߤऒا ྉຣߤᓚᓈऒا اࢪ३ࠓ .रࡘ६ஹவا اऒࠁد ࠩߤफ़ࡘࠁणߤل .I
• lim
x→a

x
√
x− a

√
a

x3 − aa
• lim
x→α

sin2 (x)− sin (x) · sin (α)

x− α
• lim
x→ π

4

tan (x)− 1

sin (x)−
√

2
2

• lim
x→1

x2021 − 1
x− 1

.x0 = 1 ᐎᏨ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠࠩࢁߤ f (x) =
�

ax2 − 1 ; x 	 1

ax− x ; x ≺ 1
ࠩـ: اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا উࣼن ဒࢪ a ਐ৸ࢎࡋళৱا اऒࠁد ࢁࡋण࣏ أوᄝ .II

.α ᐎᏨ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠࠩࢁߤ ጨጚدا f थࣼࡘऒ .III

اآ௯ະ࣏: اᓚᓈऒߤࠢߤت ᄙّد -
• lim
x→0

f (a+ x)− f
�
a+ x2�

x
• lim
x→α

x f (α)− α f (x)
x− α

عشرون و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن عشرونارئو و الثامن ارئو
ࠩـ: R ୰ᄗ ठࠁिࢂ࣏ ጨጚدا g .I

g(x) = x3 − 3x− 4

.g ጨጚاጯጚا ങات ادرس -1
.]2.25; 2[ اෞේߤل थठ α وࢪࡋا ෲᄙ ऌࢎࡒ g(x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أن ྉࠩ أ- -2

.R ୰ᄗ g(x) إॡߤرة ྉّᄗ ب-
:୶ࠢ ዘዊኪR − {−1; 1} ୰ᄗ ठࠁिࢂ࣏ ጨጚدا f .I

f(x) =
x3 + x2 + 1

x2 − 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ �C f

� ঘّणೆو
࣒ࠢߤ. िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ f ጨጚّاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت اࢪ३ࠓ -1

. f � (x) = xg (x)

(x2 − 1)2 :R − {−1; 1} थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -2
ങّاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ، f ጨጚّاጯጚا ങّ ا࿕Ⴑߤه ادرس -3

.−∞ و +∞ উ࿕Ⴋار �
C f

� ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = x+ 1 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -4
.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f

� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ب-
.10−2 ໐ຣिࢎສ f (α) ऒـ: ࢪၛᅙا أوᄝ ّ ᑑᑅ ، f (α) = 1 +

3α + 6
α2 − 1

أنّ: ྉّࠩ -5
.1.5 ≺ β ≺ −1.25 ࢪࡋࠈ: A (β; 0) اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤᄙ ߳ॹࠢࢎ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ -6
.�C f

� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -7
:୶ࠢዘዊኪ R − {β} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .III

h (x) =
1

f (x)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو

௯ສߤ௯ອߤّ. (Ch) ऌّ࡛ठ ّ ᑑᑅ ،h ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -1
. f (x) = |m− 1| :ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد m ਼ࢁ وࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -2

.0 � θ � 2π ࢪࡋࠈ: . f (cos (θ)) =
1
m

:ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد n ਼ࢁ وࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط n -3
.0 � γ � 2π ࢪࡋࠈ: . f (x) = sin (γ) ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد γ ਼ࢁ وࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط γ -4

عشرون و التاسع عشرونارئو و عشرونارئوالتاسع و عشرونارئوالتاسع و عشرونارئوالتاسع و التاسع عشرونارئو و عشرونارئوالتاسع و عشرونارئوالتاسع و عشرونارئوالتاسع و التاسع عشرونارئو و عشرونارئوالتاسع و التاسع عشرونارئو و عشرونارئوالتاسع و عشرونارئوالتاسع و عشرونارئوالتاسع و التاسع عشرونارئو و عشرونارئوالتاسع و التاسع ارئو
ࠩـ: R ୰ᄗ ठࠁिࢂ࣏ ጨጚدا g .I

g(x) = x3 + 3x2 + 2

.g ጨጚاጯጚا ങات ادرس -1
.]− 4;−3[ اෞේߤل ᐎᏨ α وࢪࡋا ෲᄙ ऌࢎࡒ g(x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أن ྉࠩ أ- -2

.−n+ 1
10

� α � n
10

উࣼࠢن: ࿑Ⴋࡋࠈ n ූࡒࡋॹऒا اऒࠁد ྉّᄗ ب-

12

.R ୰ᄗ g(x) إॡߤرة ྉّᄗ ج-
.α3 = −3α − 2 أنّ: ྉّࠩ -2

:୶ࠢ ዘዊኪR −{−1} ୰ᄗ ठࠁिࢂ࣏ ጨጚدا f .II

f(x) =
x3 − 1

x2 + 2x+ 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ �C f

� ঘّणೆو
࣒ࠢߤ. िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ f ጨጚّاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت اࢪ३ࠓ -1

. f � (x) = g (x)

(x+ 1)3 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -2
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ -3

. f (α) ᓬᓦࠁد ࢪၛᅙا اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ّ ᑑᑅ f (α) = − 3
α + 1

أنّ: ྉّࠩ -4
. lim
x→−∞

( f (x)− x) = −2 و lim
x→+∞

( f (x)− x) = −2 أنّ: ྉّࠩ أ- -5
ठࠁߤدऒࡘ࣋. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ،(∆) ෲߤئठ ठࢎߤرࠩߤ ३ठࡘࢎࡋणߤ ऌࠢࢎࡒ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ب-
.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f

� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ج-
إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ (∆) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ࠢߤ উठاز (T) ᎓᎔ߤफ़ߤ ३ठࡘࢎࡋणߤ ऌࠢࢎࡒ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -6
.(T) णงᔺᓦߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ ب-

.�C f
� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ ،(T) ਼ࡘࢎ३ஹவا ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -7

اॡீߤرة. ᐎᏨ ྉघࡘ࿐౩ ྉّघᄙ (m+ 2) (x+ 1)2 − 3x− 1 = 0 :ጨጚࠁߤدஹவا ऌࢎࡒ ဒࢪ m ਼ࢁ ྉّᄗ .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -8
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ارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثونارئوثلاثون
:୶ࠢ ዘዊኪR ୰ᄗ ठࠁिࢂ࣏ ጨጚدا f .I

f (x) = x+ 1 − x
x2 + 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ �C f

� ঘّणೆو
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -1

.10−1 फ़ࠁࡘ࣋ α ऒـ ࢪၛᅙا ྉّᄗ ّ ᑑᑅ ،]− 2;−1[ اෞේߤل थठ α وࢪࡋا ෲᄙ ऌࢎࡒ f (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أن ྉࠩ -2
.p (x) = x4 + 2x2 − 4x+ 1 :ᐎᏺࡘߤऒا اళৱود ങ࡛࣪ ങࠬࠁࡘ -3

.p (1) = 0 أنّ: थठ रّࢎ࿑Ⴑ أ-
.0.2 ≺ β ≺ 0.3 أنّ: रّࢎ࿑Ⴑ ّ ᑑᑅ R ୰ᄗ β وࢪࡋا ّෲᄙ ऌࢎࡒ x3 + x2 + 3x− 1 = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ ب-

.p (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا ،R ᐎᏨ ऌᄙ ج-
.B �

0; 1
2
� ࠩߤऒࡕࢎॹ࣏ िඁان �C f

� ऒـ ᎓᎔ߤफ़ߤن ᄝউࠢ أّࠬ࣋ ྉّࠩ د-
اᆐᅴങऒࠓ. ୰ᄗ −1 و 1 ྉࡘघोߤऒا ذات ྉࡘॹࡕࢎऒا ᐎᏨ (T2) و (T1) ྉफ़ߤणงᔺᓦ ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ -4

ठࠁߤدऒࡘ࣋. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ (∆) ෲߤئठ ठࢎߤرࠩߤ ३ठࡘࢎࡋणߤ ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ थ࣐ৗ أ- -5

.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ب-

.�C f
� ဘࡕࢻงᔺᓦ िॵߤ௹ະ ඪඑఢఓ I (0; 1) اऒࡕࢎॹ࣏ أنّ थ࣐ৗ -6

إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ إࠬࠁॹߤف ࠬࢎॹ࣏ ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ -7

.�C f
� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ ،(T2) و (T1) ঘणࡘࢎࡋ३ஹவا थठ ኘቆ ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -8

. f (x) = x+m ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -9
:୶ࠢ ዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

g (x) = | f (x)|
.�O;

−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �Cg

� ঘّणೆو
اघॹஹவࢎ࣏. اऒࢎࡋण࣏ ఠఓر دون g (x) ا࣪ࡘࠓ أ- -1

.�C f
� थठ اෲॹࠬࢁߤ �Cg

� ऌࡋ ඁ࡛൲ थࣼඁ ࣪ࡋࡷ ၛّᅇࢂ ب-
.�Cg

� ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -2

ثلاثون و الواحد ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالواحد و ثلاثونارئوالواحد و ثلاثونارئوالواحد و الواحد ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالواحد و ثلاثونارئوالواحد و ثلاثونارئوالواحد و الواحد ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالواحد و الواحد ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالواحد و ثلاثونارئوالواحد و ثلاثونارئوالواحد و الواحد ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالواحد و الواحد ارئو
ࠩـ: R −{−2} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

f (x) =
x3 − 3x− 6

2 (x+ 2)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
࣒ࠢߤ. िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ f ጨጚّاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت اࢪ३ࠓ -1

. f � (x) اࢪ३ࠓ أ- -2
�C؟ f

� ဘࡕࢻงᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا . f � (x) إॡߤرة ادرس ب-
ങّاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ج-

. f (x) = a(x− 1)2 +
b

2 (x+ 2)
࿑Ⴋࡋࠈ: b و a ྉࢎࡋࢎళৱا ಓ౷ࠁدऒا ྉّᄗ -3

ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

g (x) =
1
2
(x− 1)2

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �Cg

� ঘّणೆو
࣐ࡕफ़ࡋߤ. ᓺᓦذ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ lim

x→−∞
( f (x)− g (x)) و lim

x→+∞
( f (x)− g (x)) اࢪ३ࠓ -1

.�C f
� و �Cg

� ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -2
. f (x) = m :ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد m ਐ৸ࢎࡋళৱا اफ़উऒࡋط ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ࠬߤࢁش . f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ୰ᄗ اߺࡘणߤدا -3

ࠩـ: R −{−2} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

h (x) =
x3 + x− 2
2 (x+ 2)
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.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو

.h (x) = f (x) + 2 :R −{−2} थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ أ- -1
ࠁࡋᆐࡕ࣋. घॹُࠢࠓ ೃࡋط ঘॹࠬࢎ ऌࠢউ์ ฝ �C f

� উोرة উ࣐ (Ch) أنّ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ب-
.(Ch) ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ .�C f

� ဒࡕࢻஹவا थठ اෲॹࠬࢁߤ ج-

ثلاثون و الثاني ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و الثاني ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و ثلاثونارئوالثاني و الثاني ارئو
ࠩـ: R −{2} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

f (x) =
4x2 − 11x+ 7

2 (x− 2)

.���−→i ��� = 2cm ࢪࡋࠈ: ،�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim

x
≺→ 2

f (x) و lim
x

�→ 2
f (x) اࢪ३ࠓ: أ- -1

. lim
x→−∞

f (x) و lim
x→+∞

f (x) اࢪ३ࠓ ب-
ങّاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ، f ጨጚّاጯጚا ങّ ا࿕Ⴑߤه ادرس -2

.−∞ و +∞ উ࿕Ⴋار �
C f

� ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = 2x− 3
2
ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ थ࣐ৗ أ- -3

.�C f
� ဒࡕࢻஹவوا (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس ب-

.�C f
� ဘࡕࢻงᔺᓦ िॵߤ௹ະ ඪඑఢఓ ᐎ ྉࠩࢎߤرஹவا ྉणࡘࢎࡋ३ஹவا ߳ॶࢎߤ ࠬࢎॹ࣏ أنّ ྉّࠩ -4

णᓚᓈठߤ. ኘّቆ ጨጚࠁߤدठ ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ،3
2
णᓚᓈठߤ ኘቆ উࢮࡋ࣋ ऌठࠁߤठ �C f

� ऒـ (T2) و (T1) ᎓᎔ߤफ़ߤن ᄝউࠢ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -5
.�C f

� िॵߤ௹ະ ඪඑिஹவ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ྉिॵࡘࡕߤठ �C f
� ဒࡕࢻஹவا ߳ठ (T2) و (T1) ऒـ اઍߤس ဘॹࠬࢎ أنّ थठ रࢎ࿑Ⴑ -6

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -7

:୶ࠢዘዊኪ R −{2} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ m ਐ৸ࢎࡋళৱا واफ़উऒࡋط x ങّࡘஹவا ذات fm اफ़উऒࡋॹࡋ࣏ ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

f (x) =
4x2 + (m+ 8) x−m+ 4

2 (x− 2)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C fm

� ঘّणೆو
.�C fm

� اஹவࡕࢻࡕࡋߤت ᎂ፴ࡋ߳ إᓚᒾऒߤ ঘणࡘᆚᅴ ࠲ߤສ࣏ ࠬࢎॹ࣏ ᄝউ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -1
.A

�
7
4

; 0
	
ऌणೝ಼ اጮጚي ဒࡕࢻஹவا উߤ࣐ठ -2
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ثلاثون و ثلاثونارئوالثالث و الثالث ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثالث و الثالث ثلاثونارئو و الثالث ثلاثونارئو و الثالث ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثالث و الثالث ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثالث و ثلاثونارئوالثالث و الثالث ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثالث و ثلاثونارئوالثالث و ثلاثونارئوالثالث و الثالث ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثالث و ارئوالثالث
:ᓺᓦذ ჻ਜ਼ّউُࠢ ऌࠩࢎߤஹவا ኘቶ६ऒا .R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯᕀᓦ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ऌ࡛ࡋઍا উ࣐ �C f

� .I

:ৗম ങࡘऒا ߳ठ ،୶ࠢߤठ أوᄝ ௯ສߤ௯ອ࣏. ࠩࢎिاءة -
. ࣒ࠢߤ िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ f ጨጚاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت أ-

. lim
x→−∞

( f (x) + x) و lim
x→+∞

( f (x)− 2x) ب-
. f �� �−√

3
� و f � (−1) ج-

. lim
x

≺→ 0

�
f (x)
x

	
و lim
x

�→ 0

�
f (x)
x

	
د-

:୶ࠢ ዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

g (x) =
�

f (x)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �Cg

� ঘّणೆو
. lim
x→+∞

g (x) و lim
x→−∞

g (x) اࢪ३ࠓ: -1
.g� (x) اࢪ३ࠓ: ،R∗ थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أ- -2

.R∗ ୰ᄗ g� (x) إॡߤرة ྉّᄗ ب-
.g ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ -3

.g (x) = |m− 2| اऒࡘߤऒࡋ࣏: x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش ،g ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول थठ اෲॹࠬࢁߤ .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -4

ثلاثون و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ثلاثونارئواابع و ارئواابع
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

f (x) =
�
x2 + 1 − 2x+ 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. f ጨጚاጯᕀᓦ ا६ஹவࡘࢎ࣏ ጨጚاጯጚا اࢪ३ࠓ 1

. f �(x) ≺ 0 : ຣጯጚ௹ߤ x ≺ 0 ऌᄝأ थठ أࠬ࣋ ྉࠩ -2

. f �(x) ≺ 0 : ຣጯጚ௹ߤ x 	 0 ऌᄝأ थठ أࠬ࣋ ྉࠩ -3
. f(x) + 3x− 1 =

1√
x2 + 1 − x

: ຣጯጚ௹ߤ x ≺ 0 ኘቆ ऌᄝأ थठ أࠬ࣋ ྉࠩ -4
࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛᅇࢂ ᑑᑅ ، lim

x→−∞
( f (x) + 3x− 1) اࢪ३ࠓ -5

. f(x) + x− 1 =
1√

x2 + 1 + x
: ຣጯጚ௹ߤ x � 0 ኘቆ ऌᄝأ थठ أࠬ࣋ ྉࠩ -6

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛᅇࢂ ᑑᑅ ، lim
x→+∞

( f (x) + x− 1) اࢪ३ࠓ -7
.1.3 ≺ α ≺ 1.4 ࢪࡋࠈ: α ࢂߤᓚᓋघोߤ وࢪࡋة ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤᄙ ߳ॹࠢࢎ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -8
. f (0) اࢪ३ࠓ ب-
.�C f

� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -9
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:୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

h (x) = ( f (x))2

. lim
x→−∞

h (x) و lim
x→+∞

h (x) اࢪ३ࠓ: -1
ങّاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ،h ጨጚّاጯጚا ങّ إ࿕Ⴑّߤه ادرس -2

ثلاثون ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ثلاثونارئوالخامسو ارئوالخامسو
:୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

g (x) = x+
�
x2 + 1

.g (x) � 0 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -1
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

f(x) = xg (x)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -1

.0 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (T) णงᔺᓦߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ -2
.(T) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f

� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -3
.�C f

� ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -4
. f (x) = x+m اऒࡘߤऒࡋ࣏: x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -5

ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ k ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ .III

k (x) = f
�
x2�

.ྉࡘघࡘ࿐౩ ྉࠢࢎࡘ िॹࠩ k ጨጚّاጯጚا ങّ إ࿕Ⴑّߤه ادرس -1
.k ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ -2
ثلاثون ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو السادسو ثلاثونارئو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو ثلاثونارئوالسادسو السادسو ثلاثونارئو ثلاثونارئوالسادسو ارئوالسادسو

ࠩـ:



1
2

;+∞



୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

f (x) =
x+

√
2x− 1
x

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ،ྉઍੱا थठ 1

2
ᐎᏨ f ጨጚّاጯጚا اॡࡘࢎߤق ࢁߤघࠩࡋ࣏ ادرس -1

. f ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -2
.| f � (x)| ≺ 1 :]1; 2[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -3

. f �� (x) = 3x2 − 6x+ 2

x3
�
(2x− 1)3

:]1; 2[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -4
اᄙاᓚᒾᆐᅷߤ. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ اࠬࠁॹߤف، ࠬࢎॹ࣏ ࠬࢎॹ࣏ ऌࠢࢎࡒ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ -5
.�C f

� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -6
.x+√

2x− 1 −mx = 0 اऒࡘߤऒࡋ࣏: x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -7
.sin (x) 	 1

2
اങஹவاᇢై࣏: [0; π] اෞේߤل ᐎᏨ ऌᄙ -1 .II

ࠩـ:



π

6
;

5π

6

�
୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ k ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ -2

k (x) = f (sin x)

.ྉࡘघࡘ࿐౩ ྉࠢࢎࡘ िॹࠩ h ጨጚّاጯጚا ങّ إ࿕Ⴑߤه ادرس أ-
.h ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ ب-
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ثلاثون و ثلاثونارئوالسابع و السابع ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالسابع و السابع ثلاثونارئو و السابع ثلاثونارئو و السابع ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالسابع و السابع ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالسابع و ثلاثونارئوالسابع و ثلاثونارئوالسابع و ثلاثونارئوالسابع و ثلاثونارئوالسابع و ثلاثونارئوالسابع و ثلاثونارئوالسابع و ثلاثونارئوالسابع و ارئوالسابع
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .I

f (x) = 1 +
x√

x2 + 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. f ጨጚّاጯጚا ങّات اࢪ३ࠓ -1

.0 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (T) णงᔺᓦߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ -2
࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، f (−x) + f (x) اࢪ३ࠓ: R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ -3

�C؟ f
� ဘࡕࢻงᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا ،(T) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f

� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -4
.1 ≺ α ≺ 2 ࢪࡋࠈ: α ࢂߤᓚᓋघोߤ وࢪࡋة ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ y = x ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ߳ॹࠢࢎ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ -5
.�C f

� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ ،(T) ਼ࡘࢎ३ஹவا ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -6
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ .II

h (x) = 1 +
|x|√
x2 + 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو

࣐ࡕफ़ࡋߤ. ᓺᓦذ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ،0 ᐎᏨ h ጨጚّاጯጚا اॡࡘࢎߤق ࢁߤघࠩࡋ࣏ ادرس -1
زوࢮࡋ࣏. h ጨጚّاጯጚا أنّ ྉّࠩ -2

.(Ch) ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ .�C f
� थठ اෲॹࠬࢁߤ -3

ثلاثون و ثلاثونارئوالثامن و الثامن ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثامن و الثامن ثلاثونارئو و الثامن ثلاثونارئو و الثامن ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثامن و الثامن ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثامن و ثلاثونارئوالثامن و ثلاثونارئوالثامن و الثامن ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثامن و الثامن ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالثامن و ثلاثونارئوالثامن و ارئوالثامن
: ࠩـ [−2; 2] ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ

f (x) = x−
�

4 − x2

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
ا३ᆐऒߤر. थठ 2 ᐎᏨ ّ ᑑᑅ ،−2 ᐎᏨ f ጨጚّاጯጚا اॡࡘࢎߤق ࢁߤघࠩࡋ࣏ ادرس - أ - 1

࣐ࡕफ़ࡋߤ. ᓺᓦذ ၛّᅇࢂ - ب
إॡߤرᓚᒢߤ. ادرس ّ ᑑᑅ ، f � (x) اࢪ३ࠓ - 2

. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ - 3

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، f (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا [0; 2] اෞේߤل ᐎᏨ ऌᄙ - 4

.0 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ �C f
� ऒـ (T) णงᔺᓦߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ - 5

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ - 6

ثلاثون و ثلاثونارئوالتاسع و ثلاثونارئوالتاسع و ثلاثونارئوالتاسع و ثلاثونارئوالتاسع و ثلاثونارئوالتاسع و ثلاثونارئوالتاسع و ثلاثونارئوالتاسع و ثلاثونارئوالتاسع و ثلاثونارئوالتاسع و التاسع ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالتاسع و التاسع ثلاثونارئو و التاسع ثلاثونارئو و التاسع ثلاثونارئو و ثلاثونارئوالتاسع و التاسع ثلاثونارئو و ارئوالتاسع
: ࠩـ [−1; 1] ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

f (x) = (1 − x)
�

1 − x2

.���−→j ��� = 4cm ࢪࡋࠈ: ،�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
؟ f ጨጚّاጯᕀᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا ، lim

h
≺→ 0

f (h+ 1)− f (1)
h

و lim
h

�→ 0

f (h− 1)− f (−1)
h

اࢪ३ُࠓ أ- -1
࣐ࡕफ़ࡋߤ ྉࡋࢿࡘᆝࡕऒا ၛّᅇࢂ ب-

. f � (x) =
2x2 − x− 1√

1 − x2
: ࢂߣنّ ]− 1; 1[ थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -2

.[−1; 1] اෞේߤل ୰ᄗ f ጨጚّاጯጚا ങّ ا࿕Ⴑّߤه اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ّ ᑑᑅ f � (x) إॡߤرة ادُرس -3
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ -4

.0 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ �C f
� ဘࡕࢻงᔺᓦ (T) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓُ -5

.(T) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -6

.�C f
� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ ،(T) ਼ࡘࢎ३ஹவا ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -7

18

: ࠩـ [−1; 1] ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
g (x) = (1 − x)

�
1 − x2 − 1

2

௯ສߤ௯ອߤّ. ጤጠّ࡛ठ ّ ᑑᑅ ࠁࡋᆐࡕ࣋ घॹࠢࠓ ೃࡋط ঘॹࠬࢎ ऌࠢ উ์ ฝ �C f
� ဒࡕࢻஹவا উोرة উ࣐ g ጨጚاጯጚا ဒࡕࢻठ أنّ ྉّࠩ -1

.g(x) = em : اऒࡘߤऒࡋ࣏ x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -2

أربعون أربعونارئوأربعونارئو أربعونارئوأربعونارئوأربعونارئوأربعونارئو أربعونارئوأربعونارئو أربعونارئو أربعونارئوأربعونارئوأربعونارئو أربعونارئوأربعونارئوأربعونارئو أربعونارئو ارئو
.4 थߺ ࿐Ⴄࡘघࡷ ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m

ࠩـ: R −{−1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ fm ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ
fm (x) =

2x2 +mx+ 2

(x+ 1)2

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C fm

� ঘّणೆو
࣐ࡕफ़ࡋߤ. ྉࡋࢿࡘᆝࡕऒا ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim

x→+∞
fm (x) و lim

x→−∞
fm (x) اࢪ३ࠓ: -1

࣐ࡕफ़ࡋߤ. ᓺᓦذ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x

≺→−1
fm (x) و lim

x
�→−1

fm (x) :थठ ኘቆ m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ادرس -2
. fm ጨጚّاጯጚا ങّ ا࿕Ⴑߤه m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ادرس أ- -3

. fm ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ .m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ب-
ࠁࡋᓚᓈᆐߤ. घॹُࠢࠓ ࠬࢎॹ࣏، ᐎᏨ ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤళৱ উठاز࣏ࠢ �C fm

� ऒـ ᎓᎔ߤफ़ࡋ࣏ ३ठࡘࢎࡋणߤت ᄝউ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -4
إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ࠲ߤສ࣏، وࢪࡋة ࠬࢎॹ࣏ थठ ّ िඁ൲ �C fm

� اஹவࡕࢻࡕࡋߤت ᎂ፴ࡋ߳ أنّ थ࣐ৗ -5
اᄙீا௯ຳߤت. উ࿑౩ري ߳ठ �C fm

� ߳ॶࢎߤ ࠬࢎط أوᄝ -6
.�C f8

� و �C f−4

� थठ ኘቆ ঠজࠁஹவا ࠬ॓ ᐎᏨو ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ -7
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ارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأول
. g (x) = x− e−x : ࠩـ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

. g ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس - 1

. 0.5 ≺ α ≺ 0.6 : ࢪࡋࠈ α وࢪࡋا ّݻ ෲᄙ ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ - أ - 2

. R ୰ᄗ g (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ - ب
. f (x) =

x+ 1
ex + 1

: ࠩـ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
.�O;

−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. lim
x→−∞

f (x) و lim
x→+∞

f (x) اࢪ३ُࠓ - 1

. f � (x) = −exg (x)

(ex + 1)2 : R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ - أ - 2

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x→α

f (x)− f (α)

x− α
ࢪ३ߤب: دون ྉّᄗ ب-

. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ 3

. f (α) ࢁࡋण࣏ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ّ ᑑᑅ g (x) = 0 ໃອኝቆ إذا وࢂࢎط إذا f (x) = x أنّ ྉّࠩ - 4

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ - 5

: ୶ࠢዘዊኪ R اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (III)
h (x) = | f (x)|

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو

اघॹஹவࢎ࣏. اऒࢎࡋण࣏ ఠఓر دون h (x) ا࣪ࡘࠓ -1
.(Ch) ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ .�C f

� थठ اෲॹࠬࢁߤ -2

الثاّنيارئوالثاّني الثاّنيارئوالثّانيارئو الثاّنيارئو الثاّنيارئو الثاّنيارئوالثّانيارئو الثاّنيارئوالثّانيارئوالثاّنيارئو الثاّنيارئوالثّانيارئوالثّانيارئوالثّانيارئو ارئوالثاّنيارئوالثّانيارئو
f (x) = x+ 2 − 4ex

ex + 3
: ୶ࠢ ዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

. ���−→i ��� = 2cm : ࢪࡋࠈ �
O;

−→
i ;

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவوا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب উࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. lim
x→−∞

f (x) و lim
x→+∞

f (x) اࢪ३ُࠓ - 1
. f � (x) =

�
ex − 3
ex + 3

	2 : ࢂߣنّ R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ - 2
. ങّاᓚᒢߤ ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ f ጨጚّاጯጚا ങّ ا࿕Ⴑߤه ادُرس - أ - 3

. إᄝߤສك ৗرّ - f �� (x) ߺࡒߤرة ࢪ३ߤب دون - f �� (ln 3) ྉّᄗ - ب
. (−∞) ࢮউار ᐎᏨ �C f

� ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = x+ 2 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆1) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ - أ - 4
. (+∞) ࢮউار ᐎᏨ �C f

� ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = x− 2 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆2) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ - ب
. (∆2) و (∆1) ྉणࡘࢎࡋ३ஹவوا �C f

� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادُرس - 5
. 0 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ߺࡕ �

C f
� ဘࡕࢻงᔺᓦ (T) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ اُ࣪ࡘࠓ - 6

. �C f
� ဘࡕࢻงᔺᓦ िॵߤ௹ະ ඪඑఢఓ I (ln (3) ; ln (3)) اऒࡕࢎॹ࣏ أنّ ྉّࠩ - 7

. 10−1 फ़ࠁࡘ࣋ α ᓬᓦࠁد ࢪၛᅙا ྉّᄗ ّ ᑑᑅ . ]−2;−1[ اෞේߤل ᐎᏨ α وࢪࡋا ّෲᄙ ऌࢎࡒ f (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ - 8
. �C f

� ဒࡕࢻஹவوا (T) اणஹவߤس ، (∆2) ، (∆1) ྉणࡘࢎࡋ३ஹவا ၪ၈ေأ - 9
. f (−|x|) = ln (|m|) x+ 2 : اऒࡘߤऒࡋ࣏ x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا m اஹவࠁوم ങᄒ ਐ৸ࢎࡋళৱا اफ़উऒࡋط ਼ࢁ وࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش - 10

. - ࣏ࠩ ৮ড়ॹठ ങᄒ g (x) ߺࡒߤرة - . g (x) = f (3x− 2) : ࠩـ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
. g ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس - 1

. g�
�

α + 2
3

	
= 3 f �(α) : أنّ ྉّࠩ ّ ᑑᑅ g

�
α + 2

3

	
= 0 : أنّ थठ रّࢎ࿑Ⴑ - 2

. α + 2
3

ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ߺࡕ g ጨጚّاጯጚا ဘࡕࢻஹவ (D) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ - 3
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. (D) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ጨጚࠁߤدठ y =
3α2

4
x− α2 (α + 2)

4
: أنّ थठ रّࢎ࿑Ⴑ - 4

الثالث الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو ارئو
ࢪࢎࡋࢎࡋ࣏. أᄗاد c و b ،a (I)

.g (x) = (ax+ b) ex + c ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ
أدࠬߤه: ኘቶ६ऒا ᐎᏨ ዘዊኪ ،�O;

−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (C) ঘّणೆو

:୶ࠢߤठ أوᄝ ௯ສߤ௯ອ࣏. ࠩࢎिاءة - 1

. lim
x→−∞

g (x) و lim
x→+∞

g (x) أ-
.g� (0) و g (0) ب-

.c و b ،a أوᄝ: ،रࡒफ़ ᎓᎔ߤّ -2
.g (x) = (x− 1) ex − 1 :߳ॎࠬ -3

.1.2 < α < 1.3 أنّ: थठ रّࢎ࿑Ⴑ ّ ᑑᑅ ،R ୰ᄗ α وࢪࡋا ّෲᄙ ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ أ-
.R ୰ᄗ g (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ب-
: ୶ࠢዘዊኪ R اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)

f (x) =
x

ex + 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ �C f

� ঘّणೆو
࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim

x→+∞
f (x) اࢪ३ࠓ أ- -1

. lim
x→−∞

f (x) اࢪ३ࠓ ب-
. f � (x) = − g (x)

(ex + 1)2 : R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ أ- -2
ങّاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ، f ጨጚّاጯጚا ങّ إ࿕Ⴑߤه ادرس ب-

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x→α

f (x)− f (α)

x− α
ࢪ३ߤب: دون ྉّᄗ -3

.ጤጚ ጨጚࠁߤدठ தߤ࣏ࠩ घॹُࠢࠓ اஹவࡒأ، थठ ّ िඁ (T) وࢪࡋا ᎓᎔ߤफ़ߤ ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ -4

.10−2 ໐ຣिࢎສ f (α) ऒـ ࢪၛᅙا أوᄝ ّ ᑑᑅ ، f (α) = α − 1 أنّ: ྉّࠩ -5
.−∞ উ࿕Ⴋار �

C f
� ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = x ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -6

.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا ᐈᏺإ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ �C f
� وॉࠁࡋ࣏ ادرس ب-

.�C f
� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ ،(T) اणஹவߤس ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -7

. f (x) = m ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -8
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ارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابع
: ୶ࠢዘዊኪ R اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

f (x) = x− 1 +
4

(ex + 1)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. f � (x) =

�
ex − 1
ex + 1

	2 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ أ- -1
�C؟ f

� ဘࡕࢻงᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا .R ୰ᄗ f � (x) إॡߤرة ادرس ب-
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ ج-

.�C f
� ဘࡕࢻงᔺᓦ िॵߤ௹ະ ඪඑఢఓ I (0; 1) اऒࡕࢎॹ࣏ أنّ थ࣐ৗ -2

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x→+∞

( f (x)− (x− 1)) = 0 أنّ: ྉّࠩ أ- -3
�C؟ f

� ဘࡕࢻงᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا . lim
x→−∞

( f (x)− x) اࢪ३ࠓ: ب-
.−2.77 < α < −2.76 ࢪࡋࠈ: α ࢂߤᓚᓋघोߤ وࢪࡋة ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤᄙ ߳ॹࠢࢎ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ -4
. f (0) اࢪ३ࠓ أ- 5

.�C f
� ௯ສߤ௯ອߤ ऌّ࡛ठ ب-

৮ড়ॹठ࣏ࠩ-. ങᄒ g (x) -ߺࡒߤرة g (x) = f (4x+ 1) ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
.g ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس 1

.g�
�

α − 1
4

	
= 4 f � (α) أنّ: ྉّࠩ ّ ᑑᑅ ،g

�
α − 1

4

	
= 0 أنّ: थठ रّࢎ࿑Ⴑ -2

.α − 1
4

ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ g ጨጚّاጯጚا ဘࡕࢻஹவ (T) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ -3
.(T) णงᔺᓦߤس ጨጚࠁߤدठ y = (1 + α)2x− (1 + α)

�
α2 − 1

�

4
أنّ: थठ रّࢎ࿑Ⴑ -4

: ୶ࠢዘዊኪ R اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (III)
k (x) = f (|x|)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ck) ঘّणೆو

زوࢮࡋ࣏. k ጨጚّاጯጚا أنّ ྉّࠩ -1
.�C f

� थठ اෲॹࠬࢁߤ (Ck) ऌඁ࡛ࡋ൲ थࣼඁ ࣪ࡋࡷ ྉّࠩ أ- -2
.(Ck) ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ .�C f

� थठ اෲॹࠬࢁߤ ب-
: ୶ࠢዘዊኪ R اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (IV)

h (x) = x+
4

ex + 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو

.h (x) = f (x) + 1 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ रّࢎ࿑Ⴑ -1
ࠁࡋᆐࡕ࣋. घॹُࠢࠓ ೃࡋط ঘॹࠬࢎ ऌࠢ উ์ ฝ �C f

� উोرة উ࣐ (Ch) أنّ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ أ- -2
.(Ch) ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ .�C f

� थठ اෲॹࠬࢁߤ ب-

الخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامس الخامسارئوالخامسارئو ارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئو
.g (x) = x+ 2 − ex ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

.g ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -1
.−1.9 < β < −1.8 و 1.14 < α < 1.15 ࢪࡋࠈ: β و α ّෲᄙن ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ -2

.R ୰ᄗ g (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ 3

: ୶ࠢዘዊኪ R اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
f (x) =

ex − 1
xex + 1
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.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
࣐ࡕफ़ࡋߤ. ᓺᓦذ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim

x→+∞
f (x) و lim

x→−∞
f (x) اࢪ३ࠓ -1

. f � (x) = exg (x)

(xex + 1)2 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -2
ങّاᓚᒢߤ. ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ، f ጨጚّاጯጚا ങّ إ࿕Ⴑߤه ادرس -3

࣐ࡕफ़ࡋߤ. ྉࡋࢿࡘᆝࡕऒا ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x→β

f (x)− f (β)

x− β
و lim
x→α

f (x)− f (α)

x− α
:थठ ኘቆ ࢪ३ߤب دون ྉّᄗ -4

.10−1 फ़ࠁࡘ࣋ f (α) ऒـ ࢪၛᅙا أوᄝ ّ ᑑᑅ ، f (α) =
1

α + 1
أنّ: ྉّࠩ -5

.h (x) = ex − xex − 1 ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ -6
.h (x) ≤ 0 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -

.p (x) = �
x2 + 1

�
e2x + xex − 2ex + 1 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ ߳ॎࠬ -7

.p (0) = 0 أنّ: थठ रّࢎ࿑Ⴑ -
.y = −x+ 5 ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دي (T) ᎓᎔ߤफ़ߤ ऌࠢࢎࡒ �C f

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -8
.(T) णงᔺᓦߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ ب-

�C؟ f
� ऒـ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا ،(T) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ �C f

� ဒࡕࢻஹவا وॉࠁࡋ࣏ ادرس ج-
.�C f

� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ ،(T) ਼ࡘࢎ३ஹவا ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ . f (β)  −1.195 ࠬߧᄘ: -9
.ex �1 −mx2�+mx− 1 = 0 اऒࡘߤऒࡋ࣏: x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش .ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -10

ارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادس
g (x) = 2x+ 1 − xex−1 : ୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

. ���−→i ��� = 2cm : ࢪࡋࠈ �
O;

−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவوا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �Cg

� ঘّणೆو
. g� ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس - 1

. R ୰ᄗ g� (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ّ ᑑᑅ g� (1) اࢪ३ࠓ - 2

. g ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس - 3

. (−∞) উ࿕Ⴋار �
Cg

� ऒـ ठࢎߤرب ठࢎߤرب y = 2x+ 1 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ - أ - 4

. R ୰ᄗ (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا ᐈᏺإ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ �Cg
� ဒࡕࢻஹவا وॉࠁࡋ࣏ ادرس - ب

. إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا উࠢازي (D) ᎓᎔ߤफ़ߤ ऌࠢࢎࡒ �Cg
� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ - أ - 5

. (D) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ - ب
. −0.6 ≺ β ≺ −0.5 و 1.9 ≺ α ≺ 2 : ࢪࡋࠈ β و α ࢂߤघोࡘणᓚᒾߤ ྉࡘॹࠬࢎ ᐎᏨ ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤᄙ ߳ॹࠢࢎ �Cg

� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ - 6

. �Cg
� ဒࡕࢻஹவا ّ ᑑᑅ (D) ، (∆) ၪ၈ေأ - 6

. g (x) = 2x+ lnm . . . . . . (E) : اऒࡘߤऒࡋ࣏ m ൲ඁߤठߤ اউஹவࢮࠓ ਐ৸ࢎࡋళৱا واफ़উऒࡋط x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ങࠬࠁࡘ - 3

. (E) ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش -
: ا࿈ྷاࠩط ୰ᄗ اॉط ऌళৱا ६ஹவߤ࣐ة

https://youtu.be/BlkFbE-ti_I . ࠢߤॉࡋߤت िᓬᓦ اᎂ፰࿈ྷߤن ߺࡒ اफ़ࡘߤذ .✍

ارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابع
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ

f (x) = 1 − 1
2
x− 2

ex + 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. 1
e−x + 1

= 1 − 1
ex + 1

:R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ أ- -1
ࢂिد࣏ࠢ. f ጨጚّاጯጚا أنّ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ب-
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. lim
x→+∞

f (x) و lim
x→−∞

f (x) اࢪ३ࠓ: -2
. f � (x) إॡߤرة ادرس ّ ᑑᑅ ، f � (x) = −1

2

�
ex − 1
ex + 1

	2 :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ أ- -3
�C؟ f

� ऒـ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا ب-
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ ج-

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x→+∞

�
f (x)−

�
−1

2
x+ 1

		
أنّ: ྉّࠩ أ- -4

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x→+∞

�
f (x) +

1
2
x
	

اࢪ३ࠓ: ب-
.y = −1

2
x+ 1 :ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f

� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -5
.�C f

� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -6
: ا࿈ྷاࠩط ୰ᄗ اॉط ऌళৱا ६ஹவߤ࣐ة

https://youtu.be/lSpzGlcRIl0 . ࠢߤॉࡋߤت िᓬᓦ اᎂ፰࿈ྷߤن ߺࡒ اफ़ࡘߤذ .✍

ارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامن
ࠩـ: R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ

f (x) = −2e−2x + e−x + 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim

x→+∞
f (x) اࢪ३ࠓ أ- -1

. lim
x→−∞

f (x) اࢪ३ࠓ ّ ᑑᑅ ، f (x) = e−2x �e2x + ex − 2
� أنّ: ྉّࠩ ب-

. f � (x) إॡߤرة ادرس ّ ᑑᑅ ، f � (x) = 4 − ex

e2x :R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ -2
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ -3

.y = 1 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -4

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، f (x) = 0 :ጨጚࠁߤدஹவا R ᐎᏨ ऌᄙ -5
.-10−2 ᐈᏺإ ठوّرة -اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ f

�
−1

2

	
اࢪ३ࠓ -6

.


−1

2
;+∞



اෞේߤل ୰ᄗ �C f

� ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ -7
.ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -8

. f (x) = m+ 2 اऒࡘߤऒࡋ࣏: x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش -
: ا࿈ྷاࠩط ୰ᄗ اॉط ऌళৱا ६ஹவߤ࣐ة

https://youtu.be/fJ5eqmiZ5hw . ࠢߤॉࡋߤت िᓬᓦ اᎂ፰࿈ྷߤن ߺࡒ اफ़ࡘߤذ .✍
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ارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأول
. g (x) = x2 + 2x+ ln (x+ 1) : ࠩـ ]−1;+∞[ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

.g ጨጚاጯጚا ങّات ادرس - 1

.g (x) إॡߤرة x ਼ࢁ ࢪ३ࠓ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ّ ᑑᑅ ،g (0) اࢪ३ࠓ - 2

: ୶ࠢዘዊኪ ]−1;+∞[ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
f (x) = x− ln (x+ 1)

x+ 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘणೆو
࣒ࠢߤ. िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ f ጨጚاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت اࢪ३ࠓ - 1

.(+∞) ࢮউار ᐎᏨ �C f
� ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = x ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ - 2

.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس - 3

. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ، f � (x) =
g (x)

(x+ 1)2 : ]−1;+∞[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ - 4

إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ. ྉࠁࡋ घॹࠢࠓ إࠬࠁॹߤف ࠬࢎॹ࣏ ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ - 5

.�C f
� ဒࡕࢻஹவا ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ - 6

الثاّنيارئوالثاّني الثاّنيارئوالثّانيارئو الثاّنيارئو الثاّنيارئو الثاّنيارئوالثّانيارئو الثاّنيارئوالثّانيارئوالثاّنيارئو الثاّنيارئوالثّانيارئوالثّانيارئوالثّانيارئو ارئوالثاّنيارئوالثّانيارئو
. g (x) = 1 + x2 + ln x : ୶ࠢዘዊኪ ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

. g ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس - 1

. 0.32 ≺ α ≺ 0.33 : ࢪࡋࠈ α وࢪࡋاً ّෲᄙ ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ - 2

. ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ g (x) إॡߤرة x ਼ࢁ ࢪ३ࠓ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ - 3

f (x) = −x+
2 + ln x

x
: ୶ࠢዘዊኪ ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ اউ३ᆚஹவب ا३ஹவࡘউي ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. lim
x→+∞

f (x) و lim
x

�→ 0
f (x) اࢪ३ࠓ - 1

. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ ّ ᑑᑅ ، f � (x) = − g (x)
x2 : ]0;+∞[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ - 2

. f (α) ᓬᓦࠁد ࢪၛᅙاً ྉّᄗ ّ ᑑᑅ ، f (α) = 2
�

1
2α

− α

	
: أنّ ྉّࠩ - 3

ठࠁߤدऒࡘ࣋. ྉࠁࡋ घॹࠢࠓ (∆) ෲߤئठ ठࢎߤرࠩߤ ३ठࡘࢎࡋणߤ ऌࠢࢎࡒ �C f
� أنّ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ّ ᑑᑅ ، lim

x→+∞
[ f (x) + x] اࢪ३ࠓ - 4

.(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவوا �C f
� ဒࡕࢻஹவا ྉࠩ ဘ३ّᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس -

.(T) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ ࠁࡋᓚᓈᆐߤ. घॹُࠢࠓ ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا উࠢازي (T) ᎓᎔ߤس ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ أᆗᅷࠆ - 5

ࢪࡋࠈ x1 و x0 ࢂߤघोࡘߤᎂᎀߤ ྉࡘॹࠬࢎ ᐎᏨ ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤᄙ ߳ॹࠢࢎ �C f
� أنّ งขᄗߤ .�C f

� ဒࡕࢻஹவوا (T) اणஹவߤس ،(∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا थठ ኘቆ ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ - 6

.1.5 ≺ x1 ≺ 1.6 و 0.1 ≺ x0 ≺ 0.2 :
: ୶ࠢዘዊኪ ]−1;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (III)

f (x) = −x+ 1 +
2 + ln (x+ 1)

x+ 1

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ اউ३ᆚஹவب ا३ஹவࡘউي ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو

.h (x) = f (x+ 1) + 2 :]−1;+∞[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ أ- -1
+∞ ࢮউار ᐎᏨ (Ch) ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = −x+ 1 ጨጚࠁߤدஹவا ذو (D) ਼ࡘࢎ३ஹவا أنّ ྉّࠩ ب-

ࠁࡋᆐࡕ࣋. घॹُࠢࠓ ೃࡋط ऌࠢউ์ ฝ �C f
� ဒࡕࢻஹவا উोرة উ࣐ (Ch) ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -2

.(Ch) ဒࡕࢻஹவا ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ ठࠁوم.ب- ങᄒ ਐ৸ࢪࢎࡋ وफ़ࡋط m -3
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.y = ln (|m|) x+ 1 ठࠁߤدऒࡘ࣋: ਼ࡘࢎ३ठ (Tm)
ࠁࡋᓚᓈᆐߤ. घॹُࠢࠓ وࢪࡋة ࠲ߤສ࣏ ࠬࢎॹ࣏ ऌणೝ (Tm) ا३ஹவࡘࢎࡋणߤت ᎂ፴ࡋ߳ أنّ थ࣐ৗ أ-

.h (x) = ln (|m|) x+ 1 اऒࡘߤऒࡋ࣏: x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش ب-

الثالث الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو ارئو
: ᝦࠩ R −{−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

f (x) =





1
ln |x| + x ; x ∈ ]−∞; 0[−{−1}

1
ln (x)

− 1

2(ln (x))2 ; x ∈ ]0;+∞[−{1}

0 ; x = 0

. �O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب উࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणُೆو
. ࣐ࡕफ़ࡋߤ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛᅇࢂ ، x0 = 0 ᐎᏨ f ጨጚاጯጚا إॡࡘࢎߤق ࢁߤघࠩࡋ࣏ ادرس 1

. f ጨጚاጯጚا ങات ادرس - 2

. ठࠁߤدऒࡘ࣋ ྉࠁࡋ घॹࠢࠓ (−∞) উ࿕Ⴋار ෲߤئठ ठࢎߤرࠩߤ (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أن ྉࠩ - أ - 3

. ]−∞; 0[−{−1} اෞේߤل ୰ᄗ (∆) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ �C f
� ဒࡕࢻஹவا وॉࠁࡋ࣏ ادرس - ب

؟ �C f
� ऒـ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا ، ]0;+∞[−{1} اෞේߤل ᐎᏨ f (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا ऌᄙ - 4

.
�
−2;−3

2



اෞේߤل ୰ᄗ α ࢂߤᓚᓋघोߤ وࢪࡋة ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤᄙ ߳ॹࠢࢎ �C f

� أنّ ྉّࠩ - 5

. إᄝߤສك ৗر ؟ �O;
−→
i ;

−→
j
� ঠজࠁஹவا ठࡒأ थठ िඁ൲ �C f

� ऒـ ᎓᎔ߤफ़ߤت ᄝউ ऌ࣐ - 6

. �C f
� ဒࡕࢻஹவا و (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا थठ ኘቆ ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ - 7

. h (x) = f (|x|) : ᝧࠩ R −{−1; 1} ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ h ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
. �O;

−→
i ;

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவوا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ اউ३ᆚஹவب উࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ (Ch) ঘّणُೆو

. زوࢮࡋ࣏ h ጨጚّاጯጚا أن ྉࠩ - 1

. اघॹஹவࢎ࣏ اऒࢎࡋण࣏ ఠఓر دون h (x) ا࣪ࡘࠓ - 2

. اೝೆீߤء ࠢࢎ࣏ िॶ ࿑উठߤ (Ch) ဒࡕࢻஹவا ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ - 3

. ਐ৸ࢪࢎࡋ ᄗد a ࢪࡋࠈ h (x) = − �
m2 + a

�
............. (E) : اऒࡘߤऒࡋ࣏ m ਐ৸ࢎࡋళৱا واफ़উऒࡋط x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ങࠬࠁࡘ - 4

. (E) ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش -

ارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابعارئواابع
: ୶ࠢዘዊኪ ]0;+∞[ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

g (x) = (ln x)3 + 1

. g ጨጚاጯጚا ങات ادرس - 1

. g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا ऌᄙ - 2

. ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ g (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ - 3

: ୶ࠢ ዘዊኪ ]0; 1[∪ ]1;+∞[ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
f (x) = (ln x)2 + 1 − 2

ln x

. �O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب উࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ �C f

� ঘّणُೆو
. ࣒ࠢߤ िࠁ ᄗউᎂൌെ࣏ أिॶاف ߺࡕ f ጨጚاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت اࢪ३ࠓ - أ - 1

. f � (x) = 2
g (x)

x(ln x)2 : উࣼࠢن ]0; 1[∪ ]1;+∞[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉࠩ - ب
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. f ጨጚاጯጚا ങات ᄝول ኘቶॡ ᑑᑅ f � (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ - ج
. h (x) = (ln x)2 + 1 : ୶ࠢ ዘዊኪ ]0;+∞[ ୰ᄗ اऒࠁिࢂ࣏ h ጨጚاጯጚا ങࠬࠁࡘ - 2

. �O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ اউ३ᆚஹவب ا३ஹவࡘউي ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ठࡕࢻࡕᓚᒾߤ (Ch) ঘّणُೆو

. h ጨጚاጯጚا ങات ادرس - 1

. ࣐ࡕफ़ࡋߤ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛᅇࢂ ، lim
x→+∞

[ f (x)− h (x)] اࢪ३ࠓ - 2

. (Ch) و �C f
� ྉࡕࢻࡕࡋஹவا ྉࠩ ဘ३ᆚऒا ߳ॉউऒا ادرس - 3

. إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ إࠬࠁॹߤف ࠬࢎॹ࣏ A ऌࠢࢎࡒ (Ch) أن ྉࠩ - 3

. A اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (Ch) ऒـ (T) णงᔺᓦߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ - 4

؟ �C f
� ᝦऒ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا ، f (e) اࢪ३ࠓ - 5

. ঠজࠁஹவا ࠬ॓ ᐎᏨ (T) ਼ࡘࢎ३ஹவا ߳ठ (Ch) و �C f
� ྉࡕࢻࡕࡋஹவا ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ 6

: اऒࡘߤऒࡋ࣏ m ਐ৸ࢎࡋళৱا واफ़উऒࡋط x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ങࠬࠁࡘ - 7

em(ln x)3 + em (ln x)− (ln x)− 2em = 0............. (F)

. (F) ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش -
: ا࿈ྷاࠩط ୰ᄗ اॉط ऌళৱا ६ஹவߤ࣐ة

https://youtu.be/yUL3lFE2UG4 . ࠢߤॉࡋߤت िᓬᓦ اᎂ፰࿈ྷߤن ߺࡒ اफ़ࡘߤذ . ✍

الخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامس الخامسارئوالخامسارئو ارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئو
: ᐎᏺّࡘߤऒا ങاᓚᒢߤ ࿕Ⴋول R − [−1; 1] ୰ᄗ ठࠁिّࢂ࣏ ጨጚدا f (I)

. ���−→i ��� = 2cm : ࢪࡋࠈ �
O;

−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘणೆو
: ࢂिد࣏ࠢ f ጨጚّاጯጚا أنّ งขᄗߤ -1

. f ጨጚّاጯጚا ങ ا࿕Ⴑߤه اᆚफ़ࡘ࢝ ّ ᑑᑅ ، ৗম ങࡘऒا ߳ठ f � (x) إॡߤرة ྉّᄗ - أ
. f �√3

�
=

√
3 + ln

�
2 +

√
3
� و lim

x
�→ 1

f (x) = +∞ ، lim
x→−∞

f (x) = −∞ : أنّ ྉّࠩ - ب
. रࠩߤ३ऒا f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ዓዊኪأ - ج

. (−∞) و (+∞) ߺࡕ �
C f

� ऒـ ऌߤئठ ठࢎߤرب y = x ጨጚࠁߤدஹவا ذو (D) ਼ࡘࢎ३ஹவا أن ऌࠬࢎࡒ -2
. - f(√3)  3 و √3  1.7 : ࠬߧᄘ - . �C f

� ဒࡕࢻஹவوا (d) ਼ࡘࢎ३ஹவا थठ ኘቆ ᐎᎾߤ௯ສ ऌّ࡛ठ - أ
. ࢪࢎࡋࢎࡋ࣏ أᄗاد c و b ، a : ࢪࡋࠈ f (x) = ax+ b+ ln

�
c+

2
x− 1

	
: ኘቶ६ऒا थठ ᐎ f(x) ߺࡒߤرة أنّ ࠬिض -3

. c = 1 و b = 0 ، a = 1 : أنّ ྉّࠩ أෲᄗه اషৱول ჿၸߤອ ࠩߤफ़ࡘࠁणߤل - أ
. x− em + ex

em − ex
= 0 : اऒࡘߤऒࡋ࣏ x اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਐ৸ࢎࡋళৱا اफ़উऒࡋط ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش -4

. g (x) = ln ( f (x)) : ୶ࠢዘዊኪ ]1;+∞[ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
. g ጨጚاጯጚا ങات ادُرس -1

29



ارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادس
ࠩـ: ]0;+∞[ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ

g (x) = 2
√
x− 2 − ln x

.g� (x) =
√
x− 1
x

ࢂߣنّ: ]0;+∞[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ أ- -1
.[1;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ഗठاઽછة g ጨጚّاጯጚا أنّ ྉّࠩ ب-

.( 2
√
x− 2 � 2

√
x أنّ: ுࢪظ ) 0 � ln x � 2

√
x : [1;+∞[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ -2

. lim
x→+∞

(ln x)3

x2 اᓚّᓈऒߤ࣏ࠢ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ّ ᑑᑅ ،0 � (ln x)3

x2 � 8√
x
ࢂߣنّ: [1;+∞[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ أ- -3

: ا࿈ྷاࠩط ୰ᄗ اॉط ऌళৱا ६ஹவߤ࣐ة
https://www.youtube.com/watch?v=PBeTbFpwiMI&t=4s . ࠢߤॉࡋߤت िᓬᓦ اᎂ፰࿈ྷߤن ߺࡒ اफ़ࡘߤذ . ✍

ارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابع
.g (x) = ln x+ x− 3 ࠩـ: ]0;+∞[ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

.g ጨጚّاጯጚا ങات ادرس -1
.2.2 ≺ α ≺ 2.21 ࢪࡋࠈ: α وࢪࡋاً ّෲᄙ ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ - 2

]0;+∞[ اෞේߤل: ୰ᄗ g (x) إॡߤرة ྉّᄗ -3
ࠩـ: ]0;+∞[ ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)

f (x) =
�

1 − 1
x

	
(ln x− 2)

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. lim
x

�→ 0
f (x) و lim

x→+∞
f (x) اࢪ३ࠓ: -1

إॡߤرᓚᒢߤ. ادرس ّ ᑑᑅ ، f � (x) اࢪ३ࠓ: أ- -2
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ ب-

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x→α

f (x)− f (α)

x− α
اऒࡘߤऒࡋ࣏: اᓚّᓈऒߤ࣏ࠢ ࢪ३ߤب دون ྉّᄗ -3

. f (α) = − (α − 1)2

α
أنّ: ྉّࠩ -4

࣐ࡕफ़ࡋߤ. اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، f (x) = 0 :ጨጚࠁߤدஹவا ]0;+∞[ اෞේߤل ᐎᏨ ऌᄙ -5
.]0; 10] اෞේߤل ୰ᄗ .�C f

� ဒࡕࢻஹவا ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ . f (α)  −0.66 ࠩߧᄘ: -6
: ا࿈ྷاࠩط ୰ᄗ اॉط ऌళৱا ६ஹவߤ࣐ة

https://www.youtube.com/watch?v=9e3zBhsbJnU . ࠢߤॉࡋߤت िᓬᓦ اᎂ፰࿈ྷߤن ߺࡒ اफ़ࡘߤذ . ✍

ارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامنارئوالثامن
ࠩـ: ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

g (x) = x2 − 2 + ln x

.g ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس -1
.]0;+∞[ اෞේߤل: ᐎᏨ α وࢪࡋاً ّෲᄙ ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ أ- -2

.1.31 ≺ α ≺ 1.32 أنّ: थठ रّࢎ࿑Ⴑ ب-
.R ୰ᄗ g (x) إॡߤرة ྉّᄗ -3

.ln α = 2 − α2 أنّ: थ࣐ৗ -4
:୶ࠢዘዊኪ ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)

f (x) = x2 + (2 − ln x)2

.�O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘणೆو

30

. lim
x

�→ 0
f (x) و lim

x→+∞
f (x) اࢪ३ࠓ: -1

.]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ g (x) إॡߤرة ࠬ॓ थठ f � (x) إॡߤرة أنّ ྉّࠩ -2
. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ -3

. f (α) = α2 �1 + α2� أنّ: ྉّࠩ -4
.]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ f (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ -5

.h (x) = ln x ࠩـ: ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ ጨጚّاጯᕀᓦ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ऌ࡛ࡋઍا (Γ) ঘّणೆ • (III)
.(0; 2) اᄙுا௯ຳߤت ذات A اऒࡕࢎॹ࣏ •
.x ࢂߤᓚᓋघोߤ (Γ) ဒࡕࢻஹவا थठ ࠬࢎॹ࣏ M •

.AM =
�

f (x) ࠩـ: ॹُࠁ AM ا३ஹவߤࢂ࣏ أنّ ྉّࠩ -1
.k (x) = �

f (x) ࠩـ: ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ k ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ -2
.]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ങّࡘऒا إ࿕Ⴑߤه ࠬ॓ k و f ྉࡘऒّاጯᕀᓦ أنّ थ࣐ৗ أ-

إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ. ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ،(Γ) थठ P ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ ࣏ࠢ िोأ AM ا३ஹவߤࢂ࣏ أنّ थ࣐ৗ ب-
.AP = α

√
1 + α2 أنّ: थ࣐ৗ ج-

إᄝߤສك. ৗرّ P؟ اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (Γ) ဒࡕࢻงᔺᓦ اणஹவߤس ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دي (AP) ਼ࡘࢎ३ஹவا ऌ࣐ -3

الحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحل
.I

g ጨጚّاጯጚا ങّات دراफ़࣏ ✍ 1

اᓚّᓈऒߤࠢߤت
lim
x

�→ 0
g (x) = lim

x
�→ 0

�
x2 − 2 + ln x

�

= −∞

lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

�
x2 − 2 + ln x

�

= +∞

:୶ࠢዘዊኪ ठࠁिࢂ࣏ ا६ஹவࡘࢎ࣏ وداᓚᓋऒߤ ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ॡᓲᓦࡘࢎߤق وࢁߤ࣏ࠩ ठࠁिّࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا : ا६ஹவࡘࢎ࣏
g� (x) = 2x+

1
x

=
2x2 + 1

x

ങّࡘऒا و࿕Ⴑᖁߤه ا६ஹவࡘࢎ࣏ إॡߤرة
.]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ൲ඁߤठߤ ഗठاઽછة g ጨጚّاጯጚا ᐎᏺࡘߤऒوࠩߤ ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ g� (x) � 0 إنّ

اऒࡘങّات ᄝول
x

g� (x)

g (x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

]0;+∞[ اෞේߤل: ᐎᏨ α وࢪࡋاً ّෲᄙ ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉࡋᆗᅴ ✍ 2

ങठ࣐ࡕ࣏ ࢪ३ࠓ وठࡕ࣋ lim
x

�→ 0
g (x)× lim

x→+∞
g (x) ≺ 0 وຣጯጚ௹ߤ: ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ൲ඁߤठߤ وഗठاઽછة ३ठࡘिणة g ጨጚّاጯጚا اऒࡘങات ᄝول थठ ຣጯጚ௹ߤ

.]0;+∞[ اෞේߤل: ᐎᏨ α وࢪࡋاً ّෲᄙ ऌࢎࡒ g (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا ࢂߣنّ اஹவࡘॹफ़উ࣏ ਼ࢎऒا
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1.31 ≺ α ≺ 1.32 أنّ: थठ रّࡘࢻࢎऒا ✍
.1.31 ≺ α ≺ 1.32 إذن .g (1.32) = 0.02 و g (1.31) = −0.13 ຣጯጚ௹ߤ:

R ୰ᄗ g (x) إॡߤرة ྉࠁࡋ ✍ 3

x

g (x)

0 α +∞

− 0 +

ln α = 2 − α2 أنّ: ৗ࣐ߤن ✍ 4
:ᐌᏨኝቶࠢ g (α) = 0 ຣጯጚ௹ߤ:

α2 − 2 + ln α = 0

:ᐌᏨኝቶࠢ
ln α = 2 − α2

.II

lim
x

�→ 0
f (x) و lim

x→+∞
f (x) ࢪ३ߤب: ✍ 1

ຣጯጚ௹ߤ:
lim
x

�→ 0
f (x) = lim

x
�→ 0

�
x2 + (2 − ln x)2

�

= +∞

نّ:
• lim
x

�→ 0
ln x = −∞

و
lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞

�
x2 + (2 − ln x)2

�

= +∞

نّ:
• lim
x→+∞

ln x = +∞

]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ g (x) إॡߤرة ࠬ॓ थठ f � (x) إॡߤرة أنّ ྉࡋᆗᅴ ✍ 2
:୶ࠢዘዊኪ ठࠁिࢂ࣏ ا६ஹவࡘࢎ࣏ وداᓚᓋऒߤ ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠࠩوࢁߤ ठࠁिّࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ຣጯጚ௹ߤ

f � (x) = 2x+ 2
�
−1
x

	
(2 − ln x)

= 2x− 2
x
(2 − ln x)

=
2x2 − 4 + 2 ln x

x

=
2
�
x2 − 2 + ln x

�

x
=

2
x
g (x)

.]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ g (x) إॡߤرة ࠬ॓ थठ f � (x) إॡߤرة ࢂߣنّ 2
x
� 0 ൬ඁߤأنّ:

f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ऌང༩ೝ ✍ 3

32

x

f � (x)

f (x)

0 α +∞

− 0 +

+∞

f (α)f (α)

+∞+∞

f (α) = α2 �1 + α2� أنّ: ྉࡋᆗᅴ ✍ 4
ຣጯጚ௹ߤ:

f (α) = α2 + (2 − ln α)2 · · · · · · (1)

وᄝࠬߤ: रࡒफ़و᎓᎔ߤ
ln α = 2 − α2 · · · · · · (2)

࿕Ⴎ: (1) ᐎᏨ (2) ॄࠢউࠁສ
f (α) = α2 +

�
2 − �

2 − α2��2

:ᐌᏨኝቶࠢ
f (α) = α2 + α4

وठࡕ࣋:
f (α) = α2 �1 + α2�

]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ f (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘߤج ✍ 5

ຣጯጚ௹ߤ: f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول थठ
x

f (x)

0 +∞

+

.III

]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ AM =
�

f (x) ࠩـ: ॹُࠁ AM ا३ஹவߤࢂ࣏ أنّ ྉࡋᆗᅴ ✍ 1
:୶ࠢ ൬ඁߤ ॹࠁ ا३ஹவߤࢂ࣏ وठࡕ࣋ (x; ln x) ᎂᎀߤ: إᄙا௯ຳߤᓚᒢߤ ठࠁࡕߤه (Γ) थठ ࠬࢎॹ࣏ M ຣጯጚ௹ߤ:

AM =
�
(x− 0)2 + (ln x− 2)2

=
�
x2 + (− (2 − ln x))2

=
�
x2 + (2 − ln x)2

=
�

f (x)

]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ങّࡘऒا إ࿕Ⴑߤه ࠬ॓ k و f ྉࡘऒّاጯᕀᓦ أنّ ৗ࣐ߤن أ- ✍ 2

-ऌࡋॐࡘऒࠩߤ ࣐ا फ़ࡘᄮ ߤ௯ອ࣏ ऒ࡛ا ا३ऒࡕ࣏ ጯጚروس -ᄗُ ྉࡘऒدا ࠓ ఢ࣪ఓ ّങ إ࿕Ⴑߤه ऌणࡘࠁೆ ࣐ࡕߤ
.u (x) = √

x :]0;+∞[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ ߳ॎࠬ
.k = u ◦ f أنّ: ுࢪظ

.ങّࡘऒا إ࿕Ⴑߤه ࠬ॓ k و f ऒـ ࢂߣنّ ᐎᏺࡘߤऒوࠩߤ ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ൲ඁߤठߤ উठࢮࡒ࣏ f ጨጚّاጯጚوا ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ൲ඁߤठߤ ഗठاઽછة u ጨጚّاጯጚا أنّ ঠজࠬࠁ
.ങّࡘऒا إ࿕Ⴑߤه ّ ᑑᑅ थठو إॡߤرᓚᒢߤ ઽઢراफ़࣏ وࢎউم k� (x) = f � (x)

2
�

f (x)
:]0;+∞[ اෞේߤل थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ऒࡘᄮ k ጨጚّاጯጚا اॡࡘࢎߤق ඁࣼࡕك ෲठࢪॸ࣏:
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إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ،(Γ) थठ P ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ ࣏ࠢ िोأ AM ا३ஹவߤࢂ࣏ أنّ ৗ࣐ߤن ب- ✍
إذن: x = α ஹவߤّ ࣏ࠢ िोأ ا३ஹவߤࢂ࣏ ᐎᏺࡘߤऒوࠩߤ x = α ᐎ ोिى ᄙ࣏ࠢ ࢁࡋण࣏ घ௶ະغ k ጨጚّاጯጚا ࢂߣنّ: ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ങّࡘऒا إ࿕Ⴑߤه ࠬ॓ k و f ऒـ أنّ ൬ඁߤ

P (α; ln α)

:ᐌᏨኝቶࠢ
P
�
α; 2 − α2�

AP = α
√

1 + α2 أنّ: थ࣐ৗ ج- ✍
:୶ࠢߤठ ຣጯጚ௹ߤ

AP =
�
(α − 0)2 + (2 − α2 − 2)2

=
√

α2 + α4

=
�

α2 (1 + α2)

=
√

α2
√

1 + α2

= |α|√1 + α2

= α
√

1 + α2

إᄝߤສك. ৗرّ P؟ اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (Γ) ဒࡕࢻงᔺᓦ اणஹவߤس ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دي (AP) ਼ࡘࢎ३ஹவا ऌ࣐ ✍ 3

:উ࣐ P اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (Γ) ऒـ اणஹவߤس ਼ࡘࢎ३ஹவا ऌඁࡋ൬ ுّأو ऒࡕࡒأ
h� (α) = ln� (α) =

1
α

:উ࣐ (AP) ਼ࡘࢎ३ஹவا ऌࡋठ وຣጯጚ௹ߤ
a =

yP − yA
xP − xA

=
2 − α2 − 2

α − 0

=
−α2

α
= −α

.−1 ಼ߤوي ठࡋणᓚᒾघߤ ᄝاؤ ኝቆن إذا ३ठࡘࢎࡋणߤن ຣࠁߤठ أّࠬ࣋: ඬّඑ઼ ન
.P اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (Γ) ဒࡕࢻงᔺᓦ اणஹவߤس ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دي (AP) ਼ࡘࢎ३ஹவا ᐎᏺࡘߤऒوࠩߤ −α × 1

α
= −1 ຣጯጚ௹ߤ:

التاسع التاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئو التاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئو التاسعارئوالتاسعارئو التاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئو التاسعارئوالتاسعارئو ارئو
g (x) = xex − x+ 1 : ୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (I)

. g� ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس - 1

. R ୰ᄗ g� (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ ّ ᑑᑅ g� (0) اࢪ३ࠓ - 2

. g (x)− 1 	 0 : R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ - 3

f (x) = ln (xex − x+ 1) : ୶ࠢᝥᎂፍ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (II)
. �O;

−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �C f

� ঘّणೆو
. lim
x→+∞

f (x) و lim
x→−∞

f (x) اࢪ३ࠓ - 1

. f � (x) = g� (x)
g (x)

: R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉّࠩ - 2

. f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ኘّቶॡ - 3

. ࣐ࡕफ़ࡋߤ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ ، lim
x→−∞

( f (x)− ln (−x)) : اࢪ३ࠓ - 4

؟ �C f
� ဒࡕࢻงᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝ३ᆚᅴࡕ࢝ ठߤذا ، lim

x→+∞
( f (x)− x) : اࢪ३ࠓ - 5

. u (x) = ex + x− 2 : ୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ u ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ - 6
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. 10−1 फ़ࠁࡘ࣋ α ऒـ ࢪၛᅙا ྉّᄗ ّ ᑑᑅ ، 0 ≺ α ≺ 1 : ࢪࡋࠈ α وࢪࡋا ّෲᄙ ऌࢎࡒ u (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉّࠩ - أ
. R ୰ᄗ u (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘ࢝ - ب

. y = x ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ �C f
� ဒࡕࢻஹவا وॉࠁࡋ࣏ ادرس - 7

. إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ y = −x ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دي (δ) ᎓᎔ߤफ़ߤ ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ - أ - 8

ࠢߤن. ठࡘউاز (∆) و (δ) ا३ஹவࡘࢎࡋणߤن ஹவߤذا ৗرّ - ب
. ( 10−2 ᐈᏺإ ჿၸࡕࡘߤऒا ઽُનورّ ) f (α)− α ᓬᓦࠁد ࢪၛᅙاً أوᄝ ج-

. (δ) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ - د
. f (−2) و f (1) اࢪ३ࠓ - ه

. 1 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ߺࡕ �
C f

� ဒࡕࢻงᔺᓦ (T) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ - 9

. �C f
� ဒࡕࢻஹவوا x �→ ln (−x) ጨጚّاጯጚا ဒࡕࢻठ ، (T) و (∆) ྉणࡘࢎࡋ३ஹவا थठ ኘቆ ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ - 10

. f (x) = �
2 − e−1� x+ a : اऒࡘߤऒࡋ࣏ x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد a ਐ৸ࢎࡋళৱا اफ़উऒࡋط ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش - 11

. f (x) = x+ l : اऒࡘߤऒࡋ࣏ x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد l ਐ৸ࢎࡋళৱا اफ़উऒࡋط ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش - 11

. y =
�
2en − en−1� x− �

en − en−1� ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ठ (Tn) - 12

. إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ࠲ߤສ࣏ ࠬࢎॹ࣏ ऌणೝ (Tn) ا३ஹவࡘࢎࡋणߤت ᎂ፴ࡋ߳ أنّ थ࣐ৗ - أ
: اऒࡘߤऒࡋ࣏ x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد n ਐ৸ࢎࡋళৱا اफ़উऒࡋط ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش - ب

f (x) =
�
2en − en−1� x− �

en − en−1�

: ୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ ጨጚّاጯጚا h (III)
h (x) = ln

�
1

xex−1 − xe−1 + e−1

	

. �O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ (Ch) ঘّणೆو
. h (x) = − f (x) + 1 : ࢂߣنّ R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉࠩ - 1

. ࠁࡋणᓚᓈᆐߤ घॹࠢࠓ ྉॹࡋೃ ྉࡋॹࠬࢎ ྉघࠢ উ࿑Ⴑ ࡋࠓ ങ࣪ࠩ �C f
� ဒࡕࢻஹவا উोرة উ࣐ (Ch) ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉّࠩ - أ - 2

. (Ch) ဒࡕࢻஹவا ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ - ب
. m �= −1 ࢪࡋࠈ x (ex − 1)−m = 0 . . . . . . (E) : اऒࡘߤऒࡋ࣏ m ਐ৸ࢎࡋళৱا واफ़উऒࡋط x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ങࠬࠁࡘ - 3

. (E) ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ ௯ສߤ௯ອߤ ࠬߤࢁش . (Ch) ဒࡕࢻஹவا ࠩߤफ़ࡘࠁणߤل -
. - ࣏ࠩ ৮ড়ॹठ ങᄒ k (x) ߺࡒߤرة - . k (x) = h (2x− 2) + f (α) : ࠩـ R ୰ᄗ اஹவࠁिّࢂ࣏ k ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (IV)

. k ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس - 1

. k�
�

α + 2
2

	
= −2 f � (α) : أنّ ྉّࠩ ّ ᑑᑅ ،k

�
α + 2

2

	
= 1 أنّ थठ रّࢎ࿑Ⴑ - 2

. α + 2
2

ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ߺࡕ k ጨጚّاጯጚا ဘࡕࢻஹவ (D) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ اᆝफ़ࡕࡘ࢝ - 3

. (D) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ጨጚࠁߤدठ y = −2x+ α + 3 : أنّ थठ रّࢎ࿑Ⴑ - 4

. k (−1) اࢪ३ࠓ - 5

:୶ࠢዘዊኪ R ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ ጨጚّاጯጚا p (V)
p (x) = f (|x|)

. �O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �Cp

� ঘّणೆو
؟ p ጨጚّاጯᕀᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا ، lim

x
≺→ 0

p (x)
x

و lim
x

�→ 0

p (x)
x

: اࢪ३ࠓ - أ - 1

. ࣐ࡕफ़ࡋߤ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ िᝧ३ّࢂ - ب
؟ p ጨጚّاጯᕀᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ ᆝࡕࡘ࢝ ठߤذا ، p (x)− p (−x) اࢪ३ࠓ ، ਐ৸ࢪࢎࡋ ᄗد x ኘቆ ऌᄝأ थठ - أ - 2

. ࣐ࡕफ़ࡋߤ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ िᝧ३ّࢂ - ب
. اघॹஹவࢎ࣏ اऒࢎࡋـण࣏ ऽᝦठر دون p (x) ا࣪ࡘࠓ - 3

. اೝೆீߤء ࠢࢎ࣏ िॶ ठࡒᆐࡕّߤ �Cp
� ဒࡕࢻஹவا ௯ສߤ௯ອߤّ ऌّ࡛ठ ، �C f

� ဒࡕࢻஹவا ࠩߤफ़ࡘࠁणߤل - 4

: ୶ࠢዘዊኪ �
−π

2
;

π

2

� اෞේߤل ୰ᄗ اஹவࠁिࢂ࣏ q ጨጚّاጯጚا ങࠬࠁࡘ (VI)
q (x) = k (tan x)

35



. �O;
−→
i ,

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ ᐎᎾࡒࡋߤऒا ൲ඁ࡛ࡋघ࣒ߤ �Cq

� ঘّणೆو
. ࣐ࡕफ़ࡋߤ ྉࡋࢿࡘᆝࡕऒا ၛّᅇࢂ ّ ᑑᑅ lim

x
≺→ π

2

q (x) و lim
x

�→−π
2

q (x) اࢪ३ࠓ - 1

. q ጨጚّاጯጚا ങّ ا࿕Ⴑߤه ྉࡘघࡘ࿐౩ ྉࢁࡘिॹࠩ ادرس - أ - 2

. ങّاᓚᒢߤ ᄝول ኘّቶॡ - ب
. tan x = −1 : ጨጚࠁߤدஹவا �−π

2
;

π

2

� اෞේߤل ᐎᏨ ऌᄙ - 3

. 1 − f (−4) + f (α) اᆐᅴങऒࡒ࣏ ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ �Cq
� ဘࡕࢻงᔺᓦ (L) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ ا࣪ࡘࠓ - 4

الحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحلالحل
اଫأول اॠجـزء

g� ጨጚّاጯጚا ങّات دراफ़࣏ ✍ 1

g� ᐈᏺوا ا३ஹவࡘࢎ࣏ ࢪ३ߤب
. g� (x) = ex + xex − 1 : ࠩـ ठࠁिّࢂ࣏ ا६ஹவࡘࢎ࣏ وداᓚᓋऒߤ R ୰ᄗ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠࠩوࢁߤ ठࠁिّࢂ࣏ g ጨጚّاጯጚا

g� ጨጚّاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت ࢪ३ߤب

lim
x→−∞

g� (x) = lim
x→−∞

(ex + xex − 1)

= −1

. lim
x→−∞

ex = 0 و lim
x→−∞

xex = 0 : نّ

lim
x→+∞

g� (x) = lim
x→+∞

(ex + xex − 1)

= +∞

. lim
x→+∞

ex = +∞ و lim
x→+∞

xex = +∞ : نّ
g�� اऒ࡛ߤ௯ອ࣏ ا३ஹவࡘࢎ࣏ ࢪ३ߤب

: ࠩـ ठࠁिّࢂ࣏ ا६ஹவࡘࢎ࣏ وداᓚᓋऒߤ R ୰ᄗ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠ وࢁߤࠩ ठࠁिّࢂ࣏ g� ጨጚاጯጚا
g�� (x) = ex + ex + xex

= ex (x+ 2)

g�� (x) إॡߤرة ᄝول
: ᐎᏺࡘߤऒኝቆ উࣼن g�� (x) إॡߤرة وठࡕ࣋ ex � 0 نّ x+ 2 إॡߤرة थठ g�� (x) إॡߤرة

x

g�� (x)

−∞ −2 +∞

− 0 +

g� ጨጚّاጯጚا ങّ إ࿕Ⴑߤه
. ठࡘࡕߤࢁॐ࣏ g� ጨጚّاጯጚا وठࡕ࣋ g�� (x) � 0 : ຣጯጚ௹ߤ x ∈ ]−∞;−2] : ஹவߤّ -
. ഗठاઽછة g� ጨጚّاጯጚا وठࡕ࣋ g�� (x) 	 0 : ຣጯጚ௹ߤ x ∈ [−2;+∞[ : ஹவߤّ -

g� ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول

36

x

g�� (x)

g� (x)

−∞ −2 +∞

− 0 +

−1−1

−1 − e−2−1 − e−2

+∞+∞

R ୰ᄗ g� (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘߤج ّ ᑑᑅ g� (0) ࢪ३ߤب ✍ 2
: ୶ࠢዘዊኪ g� (x) إॡߤرة উࣼن اऒࡘങات ᄝول थठ وठࡕ࣋ g� (0) = e0 + (0) e0 − 1 = 0 : ຣጯጚ௹ߤ

x

g� (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

g (x)− 1 	 0 : R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉࡋᆗᅴ ✍ 3

g ጨጚّاጯጚا ᓚᒟߤࠢߤت ࢪ३ߤب
lim

x→−∞
−x = +∞ و lim

x→−∞
xex = 0 : نّ lim

x→−∞
g (x) = lim

x→−∞
(xex − x+ 1) = +∞

lim
x→+∞

(ex − 1) = +∞ : نّ lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

(xex − x+ 1) = lim
x→+∞

(x (ex − 1) + 1) = +∞

g ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول
x

g� (x)

g (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞

11

+∞+∞

. g (x)− 1 	 0 : وठࡕ࣋ g (x) 	 1 : R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ : ຣጯጚ௹ߤ g ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول थठ
ጭاࢁߊݓ زء اॠجـ

lim
x→+∞

f (x) و lim
x→−∞

f (x) ࢪ३ߤب ✍ 1

lim
x→+∞

(ex − 1) = +∞ : نّ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

ln (xex − x+ 1) = lim
x→+∞

ln (x (ex − 1) + 1) = +∞

lim
x→−∞

−x = +∞ و lim
x→−∞

xex = 0 : نّ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

ln (xex − x+ 1) = +∞

f � (x) =
g� (x)
g (x)

: R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉࡋᆗᅴ ✍ 2

: ᐎ ا६ஹவࡘࢎ࣏ وداᓚᓋऒߤ R ୰ᄗ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠ وࢁߤࠩ ठࠁिّࢂ࣏ f ጨጚّاጯጚا
f � (x) =

ex + xex − 1
xex − x+ 1

=
g� (x)
g (x)

f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول ऌང༩ೝ ✍ 3
: ᐎᏺࡘߤऒኝቆ উࣼࠢن f ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول وठࡕ࣋ g (x) � 0 : ࢂߣنّ R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ ّࠬ࣋ g� (x) إॡߤرة थठ f � (x) إॡߤرة
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x

f � (x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞

00

+∞+∞

࣐ࡕफ़ࡋߤ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ങ३ ّ ᑑᑅ lim
x→−∞

( f (x)− ln (−x)) : ࢪ३ߤب ✍ 4

lim
x→−∞

( f (x)− ln (−x)) = lim
x→−∞

(ln (xex − x+ 1)− ln (−x)) = lim
x→−∞

ln
�
xex − x+ 1

−x

	
= lim

x→−∞
ln

�
−ex + 1 − 1

x

	
= 0

lim
x→−∞

1
x
= 0 و lim

x→−∞
ex = 0 : نّ

ၬᄼൄࡕീا िᝧࡋ३ࡘऒا
. (−∞) ࢮউار ᐎᏨ ठࡘࢎߤرࠩߤن x �→ ln (−x) ጨጚّاጯጚا ဒࡕࢻठو �C f

� ဒࡕࢻஹவا
�
C f

� ဒࡕࢻงᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ واᆝफ़ுࡕࡘߤج lim
x→+∞

( f (x)− x) : ࢪ३ߤب ✍ 5

lim
x→+∞

( f (x)− x) = lim
x→+∞

(ln (xex − x+ 1)− x)

= lim
x→+∞

�
ln

�
xex

�
1 − 1

ex
+

1
xex

		
− x

	

= lim
x→+∞

�
ln (xex) + ln

�
1 − 1

ex
+

1
xex

	
− x

	

= lim
x→+∞

�
ln (x) + ln (ex) + ln

�
1 − 1

ex
+

1
xex

	
− x

	

= lim
x→+∞

�
ln (x) + x+ ln

�
1 − 1

ex
+

1
xex

	
− x

	

= lim
x→+∞

�
ln (x) + ln

�
1 − 1

ex
+

1
xex

		

= +∞

. y = x ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ࠩߤ࿕Ⴑߤه ᐌᏨኝቶठ ߳ॹࢁ ࢂिع ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ ᆝೆࡕࡘ࢝

0 ≺ α ≺ 1 : ࢪࡋࠈ α وࢪࡋا ّෲᄙ ऌࢎࡒ u (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا أنّ ྉࡋᆗᅴ ✍ 6
. u� (x) � 0 : R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ وຣጯጚ௹ߤ u� (x) = ex + 1 : ᐎ ا६ஹவࡘࢎ࣏ وداᓚᓋऒߤ R ୰ᄗ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠࠩوࢁߤ ठࠁिّࢂ࣏ u ጨጚّاጯጚا

lim
x→+∞

u (x) = lim
x→+∞

(ex + x− 2) = +∞ ، lim
x→−∞

u (x) = lim
x→−∞

(ex + x− 2) = −∞ : ᓺᓦጏዥو
u ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول

x

u� (x)

u (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

u (1) = e− 1 و u (0) = −2 : ຣጯጚ௹ߤ
وࢪࡋا ّෲᄙ ऌࢎࡒ u (x) = 0 ጨጚࠁߤدஹவا ، اஹவࡘॹफ़উ࣏ ਼ࢎऒا ങठ࣐ࡕ࣏ ࢪ३ࠓ إذن u (0)× u (1) ≺ 0 و ]0; 1[ اෞේߤل ୰ᄗ ൲ඁߤठߤ وഗठاઽછة ३ठࡘिणة u ጨጚّاጯጚا

. 0 ≺ α ≺ 1 ࢪࡋࠈ α

10−1 फ़ࠁࡘ࣋ α ऒـ ࢪၛᅙا ྉࠁࡋ ✍
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x 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

u (x) −2 −0.79 −0.57 −0.35 −0.10 0.14

. 0.4 ≺ α ≺ 0.5 : إذن
R ୰ᄗ u (x) إॡߤرة اᆝफ़ࡕࡘߤج ✍

x

u (x)

−∞ α +∞

− 0 +

y = x ጨጚࠁߤدஹவا ذو (∆) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ �C f
� ဒࡕࢻஹவا وॉࠁࡋ࣏ دراफ़࣏ ✍ 7

. f (x)− x = ln (xex − x+ 1)− x : ຣጯጚ௹ߤ
. s (x) = ln (xex − x+ 1)− x : R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ : ߳ॎࠬ

s (α) = f (α)− و lim
x→+∞

s (x) = lim
x→+∞

( f (x)− x) = +∞ ، lim
x→−∞

s (x) = lim
x→−∞

( f (x)− x) = +∞ : ຣጯጚ௹ߤ
.α

: ࠩـ ठࠁिّࢂ࣏ ا६ஹவࡘࢎ࣏ وداᓚᓋऒߤ R ୰ᄗ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠࠩوࢁߤ ठࠁिّࢂ࣏ s ጨጚّاጯጚا
s� (x) = f � (x)− 1 =

g� (x)
g (x)

− 1 =
g� (x)− g (x)

g (x)
=

ex + xex − 1 − xex + x− 1
xex − x+ 1

=
ex + x− 2
xex − x+ 1

=
u (x)
g (x)

: ᐎᏺࡘߤऒኝቆ উࣼࠢن s ጨጚّاጯጚا ങّات ᄝول وठࡕ࣋ g (x) � 0 : نّ u (x) إॡߤرة थठ s� (x) إॡߤرة

x

s� (x)

s (x)

−∞ α +∞

− 0 +

+∞+∞

s (α)s (α)

+∞+∞

: ᐌᏨኝቶࠢ ln g (0) = ln 1 : ᐌᏨኝቶࠢ g (0) = 1 : ᓺᓦጏዥو s (1) = 0 : ᐌᏨኝቶࠢ f (1)− 1 = 0 : ᐎᏨኝቶࠢ f (1) = 1 : रࡒफ़ ᎓᎔ߤّ ຣጯጚ௹ߤ
. s (0) = 0 : وठࡕ࣋ f (0)− 0 = 0

: ᐎᏺࡘߤऒا اጯጚول ᐎᏨ घُخّص  (∆) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ �C f
� ဒࡕࢻஹவا وॉࠁࡋ࣏

x

s (x) = f (x)− x

اॉউऒࠁࡋ࣏

−∞ 0 1 +∞

0 0+ +−

�
C f

�

ࢂউقࠢࢎ߳
(∆)

�
C f

�
�
C f

��
C f

�
�
C f

�

(∆)

(∆)

(∆)

(∆)

ࢂউقࠢࢎ࿑Ⴑ߳ࠆࠢࢎ߳
߳ॹ߳ࠢࢎॹࠢࢎ

• �
C f

�∩ (∆) = {O (0; 0)}
• �

C f
�∩ (∆) = {M (1; 1)}
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إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ࠬࢎॹ࣏ ᐎᏨ y = −x ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دي (δ) ᎓᎔ߤफ़ߤ ऌࠢࢎࡒ �C f
� ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉࡋᆗᅴ ✍ 8

تذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكيرتذكير
.−1 ಼ߤوي ठࡋणᓚᒾघߤ ᄝاء ኝቆن إذا ३ठࡘࢎࡋणߤن ຣࠁߤठ

أي: f � (x0) = 1 : أي f � (x0)×−1 = −1 : ठࠁࡕߤه x0 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ y = −x ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دي (δ)

و൬ඁߤ u (x0)

g (x0)
= 0 : ᐌᏨኝቶࠢ ex0 + x0ex0 − 1 − x0ex0 + x0 − 1

x0ex0 − x0 + 1
= 0 : ᐌᏨኝቶࠢ ex0 + x0ex0 − 1

x0ex0 − x0 + 1
− 1 = 0 : ᐌᏨኝቶࠢ g� (x0)

g (x0)
= 1

. x0 = α : وठࡕ࣋ u (x0) = 0 : ࢂߣنّ g (x0) � 0 : أنّ
. (α; f (α)) اᄙீا௯ຳߤت ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا উࠢازي (δ) إذن

ࠢߤن. ठࡘউاز (∆) و (δ) ا३ஹவࡘࢎࡋणߤن ஹவߤذا ৗম ങࡘऒا ✍
ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دي أॎࠢߤ (δ) ਼ࡘࢎ३ஹவوا .−1 ಼ߤوي ठࡋणᓚᒾघߤ ᄝاء نّ y = −x ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ୰ᄗ উᎂ፡دي (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا ຣጯጚ௹ߤ

.-ಓ౷ िઍا ठࠁॹࡋߤت थठ-y = −x

.਼ࡘࢎ३ஹவا ࠬ॓ ୰ᄗ উᎂ፡دࠢߤن ኝቆࠬߤ إذا ३ठࡘࢎࡋणߤن উຣازى أّࠬ࣋ ঠজوࠬࠁ
ࠢߤن. ठࡘউاز (∆) و (δ) ا३ஹவࡘࢎࡋणߤن أنّ ᐈᏺإ ᐎᏑউࠢ ᎓᎔ߤّ

eα = 2 − α : وठࡕ࣋ eα + α − 2 = 0 : ᐌᏨኝቶࠢ u (α) = 0 : ຣጯጚ௹ߤ f (α)− α ᓬᓦࠁد ࢪၛᅙاً إ࿕Ⴄߤد ✍
f (α) = ln

�−α2 + α + 1
� : وठࡕ࣋ f (α) = ln (αeα − α + 1) = ln (α (2 − α)− α + 1) : وຣጯጚ௹ߤ

. (0.4)2 ≺ α2 ≺ (0.5)2 · · · (2) : ࿕Ⴎ ྉࢂिॹऒا ߳௯ສങࠩ ، 0.4 ≺ α ≺ 0.5 · · · (1) : ຣጯጚ௹ߤ
.−(0.5)2 ≺ −α2 ≺ −(0.4)2 · · · (4) 0.5−و ≺ −α ≺ −0.4 · · · (3) : ࿕Ⴎ−1 اऒࠁد ᐎᏨ (2) و (1) ྉࡘᇢైاങஹவا थठ ኘቆبၛᅗࠩ

. −(0.5)2 + 0.4 ≺ −α2 + α ≺ −(0.4)2 + 0.5 · · · (5) : ࿕Ⴎ िॹࠩف िॶف (4) ߳ठ (1) ߳ᎂხე
. −(0.5)2 + 0.4 + 1 ≺ −α2 + α + 1 ≺ −(0.4)2 + 0.5 + 1 ࿕Ⴎ (5) ങงᔺᓦاᇢై࣏ 1 اऒࠁد ᇌߣॉߤࢂ࣏

: ࢂߣنّ ]0;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ x �→ ln x ጨጚّاጯጚا أنّ ൬ඁߤ
ln

�
−(0.5)2 + 0.4 + 1

�
≺ ln

�−α2 + α + 1
� ≺ ln

�
−(0.4)2 + 0.5 + 1

�
· · · (6)

: ࿕Ⴎ िॹࠩف िॶف (3) ߳ठ (6) ߳ᎂხე
ln

�
−(0.5)2 + 0.4 + 1

�
− 0.5 ≺ ln

�−α2 + α + 1
�− α ≺ ln

�
−(0.4)2 + 0.5 + 1

�
− 0.4

−0.36 ≺ f (α)− α ≺ −0.11 : وठࡕ࣋
(δ) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ தߤ࣏ࠩ ✍

y
δ
= f � (α) (x− α) + f (α) = 1 (x− α) + f (α) = x+ f (α)− α

f (−2) و f (1) ࢪ३ߤب ✍
• f (1) = ln

�
1e1 − 1 + 1

�
= 1

• f (−2) = ln
�−2e−2 + 2 + 1

�  1

1 ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ߺࡕ �
C f

� ဒࡕࢻงᔺᓦ (T) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ தߤ࣏ࠩ ✍ 9

yT = f � (1) (x− 1) + f (1) =
�

2 − e−1
�
x+

�
e−1 − 1

�

�
C f

� ဒࡕࢻஹவوا x �→ ln (−x) ጨጚّاጯጚا ဒࡕࢻठ ، (T) و (∆) ྉणࡘࢎࡋ३ஹவا : إೝೆߤء ✍ 10
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�
C f

� واନତنحཧى x �→ ln (−x) اኞاّة منحཧى ، (T) و (∆) ໜࣘتقيନତا : إవشݓء

f (x) =
�
2 − e−1� x+ a : اऒࡘߤऒࡋ࣏ x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل ᄗد a ਐ৸ࢎࡋళৱا اफ़উऒࡋط ਼ࢁ ࢪ३ࠓ اऒࡒࡋߤ௯ອ࣏ اஹவࡕߤࢁ६࣏ ✍ 11

: وठࡕ࣋ . �2 − e−1� x+ a ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ߳ठ �C f
� ဒࡕࢻஹவا ߳ॶࢎߤ ࠬࢎط ऌोاউࢂ ᐎ ௯ສߤ௯ອߤ f (x) = �

2 − e−1� x+ a ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل
. وࢪࡋاً ّෲᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا a ≺ e−1 − 1 ஹவߤّ -

. x = 1 : উ࣐ ॎठߤߺߤ ّෲᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا a = e−1 − 1 ஹவߤّ -
. وࢪࡋاً ّෲᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا a � e−1 − 1 ஹவߤّ -

f (x) = x+ l : اऒࡘߤऒࡋ࣏ x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد l ਐ৸ࢎࡋళৱا اफ़উऒࡋط ਼ࢁ ࢪ३ࠓ اऒࡒࡋߤ௯ອ࣏ اஹவࡕߤࢁ६࣏ ✍ 12

: وठࡕ࣋ . x+ l ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ߳ठ �C f
� ဒࡕࢻஹவا ߳ॶࢎߤ ࠬࢎط ऌोاউࢂ ᐎ ௯ສߤ௯ອߤ f (x) = x+ l ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل

. ৮ড়ᄙل ऌࢎࡒு ጨጚࠁߤدஹவا l ≺ f (α)− α ஹவߤّ -
. x = α : উ࣐ ॎठߤߺߤ ّෲᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا l = f (α)− α ஹவߤّ -
. ൲ඁߤठߤ ྉࢮࡒউठ ྉघᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا f (α)− α ≺ l ≺ 0 ஹவߤّ -

. x = 1 و x = 0 : ᎂᎀߤ ྉّघᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا l = 0 ஹவߤّ -
. اॡீߤرة ᐎᏨ ྉघࡘ࿐౩ ྉّघᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا l � 0 ஹவߤّ -

إᄙاᓚᒾᆐᅷߤ ྉࠁࡋ घॹُࠢࠓ ࠲ߤສ࣏ ࠬࢎॹ࣏ ऌणೝ (Tn) ا३ஹவࡘࢎࡋणߤت ᎂ፴ࡋ߳ أنّ اങऒ࣐ߤن ✍ 13

: ᐌᏨኝቶࠢ y1 =
�
2en − en−1� x1 −

�
en − en−1� : ठࠁࡕߤه A (x1; y1) ࠲ߤສ࣏ ࠬࢎॹ࣏ ऌणೝ (Tn) ا३ஹவࡘࢎࡋणߤت أنّ ࠬिض

ጨጚࠁߤدஹவا ࣐ه ᐎᏨ ങّࡘஹவا ، en ��2 − e−1� x1 −
�
1 − e−1�� − y1 = 0 : ᐌᏨኝቶࠢ y1 =

�
en

�
2 − e−1�� x1 −

�
en

�
1 − e−1��

. en উ࣐ اങᄘة



x1 =
1 − e−1

2 − e−1

y1 = 0
: وठࡕ࣋

� �
2 − e−1� x1 −

�
1 − e−1� = 0

−y1 = 0
: أي ᄙوده ठࠁߤෲठت اࠬࠁठࠆ إذا اళৱود ങ࡛࣪ ຣ௹ࠁم أّࠬ࣋ ঠজࠬࠁ

. A
�

1 − e−1

2 − e−1 ; 0
	
࠲ߤສ࣏ ࠬࢎॹ࣏ ऌणೝ (Tn) ا३ஹவࡘࢎࡋणߤت ᎂ፴ࡋ߳ وठࡕ࣋

f (x) =
�
2en − en−1� x− �

en − en−1� : اऒࡘߤऒࡋ࣏ x ਐ৸ࢎࡋళৱا اෞේ࣒উل ذات ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد n ਐ৸ࢎࡋళৱا اफ़উऒࡋط ਼ࢁ ࢪ३ࠓ اऒࡒࡋߤ௯ອ࣏ اஹவࡕߤࢁ६࣏ ✍
. (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا উࠢازي (Tn) ਼ࡘࢎ३ஹவا উࣼࠢن ဒࢪ n ࢁࡋण࣏ إ࿕Ⴄߤد ࿕Ⴄࠓ اஹவࡕߤࢁ६࣏ ࣐ه ᐎᏨ اऒࡒأ ऌوࢁࡒ ுّأو

: ᐎ (∆) و (Tn) ا३ஹவࡘࢎࡋणߤن উຣازى ဒࢪ n ࢁࡋण࣏ وठࡕ࣋ en
�
2 − e−1� = 1 : ठࠁࡕߤه (∆) ਼ࡘࢎ३ஹவا উࠢازي (Tn) ਼ࡘࢎ३ஹவا

: إذن n = ln
�

1
2 − e−1
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. ு৮ড়ᄙ ऌࢎࡒ ு ጨጚࠁߤدஹவا n ∈
�
−∞; ln

�
1

2 − e−1

	�
أي 0 ≺ en � 1

2 − e−1 ஹவߤّ -
. উठࢮࡒߤ وࢪࡋاً ّෲᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا n ∈

�
ln

�
1

2 − e−1

	
; 0


أي 1

2 − e−1 ≺ en ≺ 1 ஹவߤّ -
. x = 1 উ࣐ ॎठߤߺߤ ّෲᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا n = 0 أي en = 1 ஹவߤّ -

. উठࢮࡒߤ وࢪࡋاً ّෲᄙ ऌࢎࡒ ጨጚࠁߤدஹவا en � 1 ஹவߤّ -
اࢁߊݓࢁث اॠجـزء

h (x) = − f (x) + 1 : ࢂߣنّ R थठ x ኘቆ ऌᄝأ थठ أّࠬ࣋ ྉࡋᆗᅴ ✍ 1

h (x) = ln
�

1
xex−1 − xe−1 + e−1

	
= ln

�
1

e−1 (xex − x+ 1)

	
= ln

�
e

xex − x+ 1

	
= ln (e)− ln (xex − x+ 1) = − f (x)+ 1

ࠁࡋणᓚᓈᆐߤ घॹࠢࠓ ྉॹࡋೃ ྉࡋॹࠬࢎ ྉघࠢ উ࿑Ⴑ ࡋࠓ ങ࣪ࠩ �C f
� ဒࡕࢻஹவا উोرة উ࣐ (Ch) ဒࡕࢻஹவا أنّ ྉࡋᆗᅴ ✍ 2

: وठࡕ࣋ h (x) = − f (x) + 1 = − ( f (x)− 1) : ຣጯጚ௹ߤ
. −→v (0;−1) ॡࠁߤᄗ࣋ ࠩߤᄪೆߤب �C f

� ဒࡕࢻஹவا উोرة উ࣐ x �→ f (x)− 1 ጨጚّاጯጚا ဒࡕࢻठ -
. اങऒاᆐᅴࠓ উෞේر ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ x �→ f (x)− 1 ጨጚّاጯጚا ဒࡕࢻठ ങॸࠬ উ࣐ x �→ − ( f (x)− 1) ጨጚّاጯጚا ဒࡕࢻठو -

(Ch) ဒࡕࢻஹவا إೝೆߤء ✍
. �O;

−→
i ;

−→
j
� ᆮေߤᄮࡘஹவوا اஹவࡘࠁߤठ ঠজࠁஹவا ᐈᏺإ উ३ᆚठب ٍউࡘ३ठ ᐎᏨ x �→ f (x)− 1 ጨጚّاጯጚا ဘࡕࢻठ (C) ঘّणೆ

(Ch) اନତنحཧى إవشݓء

(E) ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل وॡᖁߤرة ᄗد m ਼ࢁ ࢪ३ࠓ اऒࡒࡋߤ௯ອ࣏ اஹவࡕߤࢁ६࣏ ✍ 3

xex − x + 1 = m + 1 : ᐌᏨኝቶࠢ xex − x = m : ᐌᏨኝቶࠢ x (ex − 1) − m = 0 : ຣጯጚ௹ߤ m ∈ R − {−1} ऌᄝأ थठ
− f (x) + 1 = : ᐌᏨኝቶࠢ − ln (xex − x+ 1) = − ln |m+ 1| : ᐌᏨኝቶࠢ ln (xex − x+ 1) = ln |m+ 1| : ᐌᏨኝቶࠢ

. h (x) = ln
�

e
|m+ 1|

	
: ᐌᏨኝቶࠢ ln

�
1

|m+ 1|
	
+ 1

ஹவߤّ - . y = ln
�

e
|m+ 1|

	
: ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ߳ठ (Ch) ဒࡕࢻஹவا ߳ॶࢎߤ ࠬࢎط ऌोاউࢂ ᐎ ௯ສߤ௯ອߤ (E) ጨጚࠁߤدஹவا ৮ড়ᄙل

m+ 1 ≺ −e أو m+ 1 � e : ᐎᏨኝቶࠩ |m+ 1| � e : ᐌᏨኝቶࠢ |m+ 1|
e

� 1 : ᐌᏨኝቶࠢ e
|m+ 1| ≺ e0 : أي ln

�
e

|m+ 1|
	

≺ 0

. اॡீߤرة ᐎᏨ ྉघࡘ࿐౩ ྉّघᄙ ऌࢎࡒ (E) ጨጚࠁߤدஹவا m ∈ ]−∞;−e− 1[∪ ]e− 1;+∞[ : أي m ≺ −e− 1 أو m � e− 1 : ᐌᏨኝቶࠢ
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ጨጚࠁߤدஹவا m = −e− 1 أو m = e− 1 : ᐌᏨኝቶࠢ |m+ 1| = e : ᐎᏨኝቶࠢ e
|m+ 1| = e0 : أي ln

�
e

|m+ 1|
	

= 0 ஹவߤّ -
. x = −2 و x = 1 ᎂᎀߤ ྉّघᄙ ऌࢎࡒ (E)

: ᐌᏨኝቶࠢ 1 ≺ |m+ 1| ≺ e : ᐌᏨኝቶࠢ 1 ≺ e
|m+ 1| ≺ e : ᐌᏨኝቶࠢ 0 ≺ ln

�
e

|m+ 1|
	

≺ 1 ஹவߤّ -
. اॡீߤرة ᐎᏨ ྉघࡘ࿐౩ ྉّघᄙ ऌࢎࡒ (E) ጨጚࠁߤدஹவا m ∈ ]−e− 1;−2[∪ ]0; e− 1[ : أي (m+ 1) ∈ ]−e;−1[∪ ]1; e[

ّෲᄙ ऌࢎࡒ (E) ጨጚࠁߤدஹவا m = −2 أو m = 0 : أي |m+ 1| = 1 : ᐌᏨኝቶࠢ e
|m+ 1| = e : ᐌᏨኝቶࠢ ln

�
e

|m+ 1|
	

= 1 ஹவߤّ -
. x = 0 উ࣐ ॎठߤߺߤ

−2 ≺ m ≺ 0 : ᐌᏨኝቶࠢ−1 ≺ m+ 1 ≺ 1 : ᐌᏨኝቶࠢ |m+ 1| ≺ 1 : ᐌᏨኝቶࠢ e
|m+ 1| � e : ᐌᏨኝቶࠢ ln

�
e

|m+ 1|
	

� 1 ஹவߤّ -
. ு৮ড়ᄙ ऌࢎࡒ ு (E) ጨጚࠁߤدஹவا m ∈ ]−2; 0[−{−1} : أي

ا༦رابع زء اॠجـ
k ጨጚّاጯጚا ങّات ادرس ✍ 1

اᓚّᓈऒߤࠢߤت
. lim
x→−∞

k (x) = −∞ : وठࡕ࣋ lim
x→−∞

h (x) = −∞ : أي lim
x→−∞

f (x) = +∞ و lim
x→−∞

(2x− 2) = −∞ : ຣጯጚ௹ߤ
. lim
x→+∞

k (x) = −∞ : وठࡕ࣋ lim
x→+∞

h (x) = −∞ : أي lim
x→+∞

f (x) = +∞ و lim
x→+∞

(2x− 2) = +∞ : ຣጯጚ௹ߤ
ا६ஹவࡘᝦࢎ࣏

: ᐎ ا६ஹவࡘࢎ࣏ وداᓚᓋऒߤ R ୰ᄗ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠࠩوࢁߤ ठࠁिّࢂ࣏ k ጨጚّاጯጚا
k� (x) = 2h� (2x− 2) = 2

�− f � (2x− 2)
�
= −2 f � (2x− 2)

ا६ஹவࡘᝦࢎ࣏ إॡߤرة
. ഗठاઽછة k ጨጚّاጯጚا وठࡕ࣋ k� (x) 	 0 : উࣼࠢن x ∈ ]−∞; 1] : أي (2x− 2) ∈ ]−∞; 0] : ஹவߤّ •
. ठࡘࡕߤࢁॐ࣏ k ጨጚّاጯጚا وठࡕ࣋ k� (x) � 0 : উࣼࠢن x ∈ [1;+∞[ : أي (2x− 2) ∈ [0;+∞[ : ஹவߤّ •

k (1) = h (2 (1)− 2) + f (α) = h (0) + f (α) = 1 − f (0) + f (α) = f (α) : ຣጯጚ௹ߤ اऒࡘࡋिᝧّات ᄝول

x

k� (x)

k (x)

−∞ 1 +∞

+ 0 −

−∞−∞

f (α)f (α)

−∞−∞

k�
�

α + 2
2

	
= −2 f � (α) : أنّ ྉّࠩ ّ ᑑᑅ k

�
α + 2

2

	
= 1 أنّ थठ रّࢎ࿑Ⴑ ✍ 2

•k
�

α + 2
2

	
+ f (α) = h

�
2
�

α + 2
2

	
− 2

	
+ f (α) = h (α + 2 − 2) + f (α) = h (α) = 1 − f (α) + f (α) = 1

•k�
�

α + 2
2

	
= −2 f �

�
2
�

α + 2
2

	
− 2

	
= −2 f � (α + 2 − 2) = −2 f � (α)

α + 2
2

ጨጠोߤऒا ذات اऒࡕࢎॹ࣏ ߺࡕ k ጨጚّاጯጚا ဘࡕࢻஹவ (D) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ اᆝफ़ࡕࡘߤج ✍ 3

yD = k�
�

α + 2
2

	�
x−

�
α + 2

2

		
+k

�
α + 2

2

	
= −2 f � (α)

�
x−

�
α + 2

2

		
+1 = f � (α) (α + 2 − 2x)+1
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(D) ਼ࡘࢎ३งᔺᓦ ጨጚࠁߤدठ y = −2x+ α + 3 : أنّ थठ रّࡘࢻّࢎऒا ✍ 4

y = f � (α) (α + 2 − 2x) + 1 =
g� (α)

g (α)
(α + 2 − 2x) + 1 =

eα + αeα − 1
αeα − α − 1

(α + 2 − 2x) + 1

=
2 − α + α (2 − α)− 1

α (2 − α)− α − 1
(α + 2 − 2x) + 1 =

−α2 + α − 1
−α2 − α − 1

(α + 2 − 2x) + 1 = −2x+ α + 3

k (−1) ࢪ३ߤب ✍ 5
k (−1) = h (2 (−1)− 2) + f (α) = h (−4) + f (α) = 1 − f (−4) + f (α)خݓمࣂॠا زء اॠجـ

p ጨጚّاጯᕀᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ واᆝफ़ுࡕࡘߤج ، lim
x

≺→ 0

p (x)
x

و lim
x

�→ 0

p (x)
x

: ࢪ३ߤب ✍ 1

• lim
x

�→ 0

p (x)
x

= lim
x

�→ 0

f (|x|)
x

= lim
x

�→ 0

f (x)
x

= lim
x

�→ 0

ln (xex − x+ 1)
x

= lim
x

�→ 0

ln (x (ex − 1) + 1)
x (ex − 1)

· (ex − 1) = 0

• lim
x

≺→ 0

p (x)
x

= lim
x

≺→ 0

f (|x|)
x

= lim
x

≺→ 0

f (−x)
x

= lim
x

≺→ 0

ln
�−xe−x + x+ 1

�

x
= lim

x
≺→ 0

ln
�
x
�−e−x + 1

�
+ 1

�

x (−e−x + 1)
· �−e−x + 1

�
= 0

. lim
x→0

ln (x+ 1)
x

= 1 و lim
x→0

x (ex − 1) = lim
x→0

x
�−e−x + 1

�
= 0 : نّ

. िॐऒا ᐎᏨ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠࠩࢁߤ p ጨጚّاጯጚا أنّ ᆝೆࡕࡘ࢝ lim
x

�→ 0

p (x)
x

= lim
x

≺→ 0

p (x)
x

= 0 : أنّ ൬ඁߤ
࣐ࡕफ़ࡋߤ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ങ३ ✍

. y = f (0) = 0 : ᐎ ठࠁߤدऒࡘ࣋ ऌोاউऒا উ࿑౩ر ऌठߤళৱ উठازٍ ᎓᎔ߤफ़ߤ ऌࠢࢎࡒ �Cp
� ဒࡕࢻஹவا ࠩߧنّ ࣐ࡕफ़ࡋߤ ا३ऒߤࠩࢎ࣏ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࠬ

p ጨጚّاጯᕀᓦ ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ واᆝफ़ுࡕࡘ࢝ ، p (x)− p (−x) ࢪ३ߤب ✍
p (x)− p (−x) = f (|x|)− f (|−x|) = f (|x|)− f (|x|) = 0 : ຣጯጚ௹ߤ R ᐈᏺإ ᆚᅧࡘणࡋߤن −x و x ኘቆ ऌᄝأ थठ

. زوࢮࡋ࣏ p ጨጚّاጯጚا أنّ ᆝೆࡕࡘ࢝
࣐ࡕफ़ࡋߤ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ങ३ ✍

. िॵߤ௹ະ উ࿑౩ر ( اങऒاᆐᅴࠓ উ࿑౩ر ऌठߤᄙ ) x = 0 ጨጚࠁߤدஹவا ذو ਼ࡘࢎ३ஹவا ऌࠢࢎࡒ �Cp
� ဒࡕࢻஹவا ࠩߧنّ ࣐ࡕफ़ࡋߤ ا३ऒߤࠩࢎ࣏ اऒࡕᆝࡋᄮ࣏ ၛّᅇࠬ

اघॹஹவࢎ࣏ اऒࢎࡋـण࣏ ऽᝦठر دون p (x) தߤ࣏ࠩ ✍ 2

p (x) = f (|x|) =
�

f (x) ; x 	 0

f (−x) ; x � 0

اೝೆீߤء ࠢࢎ࣏ िॶ ठࡒᆐࡕّߤ �Cp
� ဒࡕࢻஹவا إೝೆߤء ، �C f

� ဒࡕࢻஹவا ࠩߤफ़ࡘࠁणߤل ✍ 3

. اങऒاᆐᅴࠓ উෞේر ࠩߤ३ᆚऒࡒ࣏ �C f
� ങॸࠬ �Cp

� : x � 0 ஹவߤّ . �C f
� ୰ᄗ रࡒॹ௹ຣ �Cp

� : x 	 0 ஹவߤّ
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�
Cp

� واନତنحཧى x �→ ln (−x) اኞاّة منحཧى ، (T) و (∆) ໜࣘتقيନତا : إవشݓء

اࢁࣘݓدس زء اॠجـ
. tan x =

sin x
cos x

: أنّ ඬّඑ઼ ન ࣐ࡕफ़ࡋߤ ྉࡋࢿࡘᆝࡕऒا ങ३ ّ ᑑᑅ lim
x

≺→ π
2

q (x) و lim
x

�→− π
2

q (x) ࢪ३ߤب ✍ 1

: وठࡕ࣋ lim
x

�→−π
2

cos (x) = 0+ و sin
�−π

2
�
= −1 : نّ lim

x→−∞
k (x) = −∞ و lim

x
�→−π

2

tan (x) = −∞ : ຣጯጚ௹ߤ
lim

x
�→− π

2

q (x) = −∞

: وठࡕ࣋ lim
x

≺→ π
2

cos (x) = 0− و sin
�

π
2
�
= 1 : نّ lim

x→−∞
k (x) = −∞ و lim

x
≺→ π

2

tan (x) = −∞ : ຣጯጚ௹ߤ
. lim
x

≺→ π
2

q (x) = −∞

ၬᄼൄࡕീا ങ३ࡘऒا
. �Cq

� ဘࡕࢻงᔺᓦ ठࢎߤرب ਼ࡘࢎ३ठ ጨጚࠁߤدठ x = −π
2. �Cq

� ဘࡕࢻงᔺᓦ ठࢎߤرب ਼ࡘࢎ३ठ ጨጚࠁߤدठ x = π
2

q ጨጚّاጯጚا ങّ ا࿕Ⴑߤه ྉࡘघࡘ࿐౩ ྉࢁࡘिॹࠩ دراफ़࣏ ✍ 2
. وॡᖁߤرᓚᒢߤ k ጨጚّاጯጚا ६ठࡘࢎ࣏ ࢂࢎط ऌणࡘࠁೆ ࣐ࡕߤ 1 ᝧࠢࢎ࣏ िॹऒا

q� (x) = tan� x · k� (tan x) =
1

cos2x
· k� (tan x) : ᐎ ا६ஹவࡘࢎ࣏ وداᓚᓋऒߤ �−π

2
;

π

2

� اෞේߤل ୰ᄗ ॡᓲᓦࡘࢎߤق ጨጠࠩوࢁߤ ठࠁिّࢂ࣏ q ጨጚّاጯጚا
و൬ඁߤ k ∈ Z : ࢪࡋࠈ x =

π

4
+ 2kπ : ᐌᏨኝቶࠢ sin x = cos x : ᐌᏨኝቶࠢ sin x

cos x
= 1 : ᐌᏨኝቶࠢ tan x = 1 : أي k� (tan x) = 0 : ຣጯጚ௹ߤ

x =
π

4
: ࢂߣنّ �−π

2
;

π

2

� উ࣐ اጯጚرّاफ़࣏ ࿕౩ߤل أنّ
. ഗठاઽછة q ጨጚّاጯጚا وठࡕ࣋ q� (x) 	 0 : ठࠁࡕߤه k� (tan x) 	 0 : ຣጯጚ௹ߤ x ∈

�
−π

2
;

π

4

� : أي tan x ∈ ]−∞; 1] ஹவߤّ -
. ठࡘࡕߤࢁॐ࣏ q ጨጚّاጯጚا وठࡕ࣋ q� (x) � 0 : ठࠁࡕߤه k� (tan x) � 0 : ຣጯጚ௹ߤ x ∈

�π

4
;

π

2

� : أي tan x ∈ [1;+∞[ ஹவߤّ -
. ࡒ࣏ ఢ࣪ఓ ጨጚدا ങّ إ࿕Ⴑߤه ऌणࡘࠁೆ ࣐ࡕߤ 2 ᝧࠢࢎ࣏ िॹऒا

. v : x �→ tan x : ୶ࠢዘዊኪ ठࠁिّࢂ࣏ ጨጚدا v ࢪࡋࠈ q = k ◦ v : ຣጯጚ௹ߤ
x ∈

�
−π

2
;

π

4

� اෞේߤل ୰ᄗ ഗठاઽછة tan ጨጚّاጯጚوا x ∈
�
−π

2
;

π

4

� ஹவߤّ tan x � 1 و ]−∞; 1] اෞේߤل ୰ᄗ ഗठاઽછة k ጨጚّاጯጚا -
. x ∈

�
−π

2
;

π

4

� اෞේߤل ୰ᄗ ഗठاઽછة q ጨጚّاጯጚا وठࡕ࣋ ( tan� x =
1

cos2x
نّ )

x ∈
�π

4
;

π

2

� اෞේߤل ୰ᄗ ഗठاઽછة tan ጨጚّاጯጚوا x ∈
�π

4
;

π

2

� ஹவߤّ tan x 	 1 و [1;+∞[ اෞේߤل ୰ᄗ ठࡘࡕߤࢁॐ࣏ k ጨጚّاጯጚا -
. �π

4
;

π

2

� اෞේߤل ୰ᄗ ठࡘࡕߤࢁॐ࣏ q ጨጚّاጯጚا وठࡕ࣋ ( tan� x =
1

cos2x
نّ )
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: وठࡕ࣋ q �π

4

�
= k

�
tan

�π

4

��
= k (1) = f (α) : ຣጯጚ௹ߤ اऒࡘങّات ᄝول ✍

x

q� (x)

q (x)

−π
2

π
4

π
2

+ 0 −

−∞

f (α)f (α)

−∞ −∞

tan x = −1 : ጨጚࠁߤدஹவا �−π

2
;

π

2

� اෞේߤل ᐎᏨ ऌᄙ ✍ 3
π

2
− x = π + x+ 2kπ : ᐎᏨኝቶࠢ − cos

�π

2
− x

�
= − cos (π + x) : ᐎᏨኝቶࠢ − sin x = cos x : ᐌᏨኝቶࠢ tan x = −1 : ຣጯጚ௹ߤ

. x = −π

4
উ࣐ �−π

2
;

π

2

� اෞේߤل ᐎᏨ tan x = −1 ጨጚࠁߤدஹவا ऌᄙ وठࡕ࣋ x = −π

4
− kπ : أي k ∈ Z : ࢪࡋࠈ
(L) اणஹவߤس ጨጚࠁߤدठ தߤ࣏ࠩ ✍ 4

. cos2
�
−π

4

�
=

�√
2

2

2

: ᓺᓦጏዥو (x2; 1 − f (−4) + f (α)) اऒࡕࢎॹ࣏ ᐎᏨ �Cq
� ऒـ ᎓᎔ߤس (L) أنّ ࠬिض

وठࡕ࣋: x2 = −π

4
: إذن tan x2 = −1 : ᐌᏨኝቶࠢ k (tan x2) = 1 − f (−4) + f (α) : ᐌᏨኝቶࠢ q (x2) = 1 − f (−4)+ f (α)
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ᝥࠢرউऒኝቶࡒऒا ᐎᏨ اܞܟܠّٰ ॡߤء إن واऒࡕᄮߤح रᝦᝨࢂࡋউࡘऒࠩߤ

: ͥȭ̞ʯǊͬ ͚ˢȲƕ ͖˦ǝƠ ̳ǑʹƟ̞ ͲǍ ͓ͪ ͲǓƕ ̮ɲʹ˦ɼȷƗ ̮ ͲɲȆ ƹ̞Ƀ ٕ̠ Ȱƕ Ƶ̞Ȑͬ
Ơُ̮ ɲͬ Ͳɲǔʹ ƙͭƕ̯ ɵʹɹͪȷƗ ͥȹƗٕ ٍ̮ ͲɲȆ ƥͪ͟˿ǌͪ *** ٍ͊ ʋȗ ̣˟ ͲǍ ƈ̮ Ͳǚ ʹͥͪ ȑ ͌˜ʯȵƖ ͥȹƗٕ ̶ͪ ˾ǌͪƕ

ُ̯ Ͳɵʥʙǉʹ ̳ɫʹȪ ͪ͒ Ɂ ͘ȗƠ̮ ُǔʹ ̳ɫʹ˙Ȑͪ *** ُ͘ Ȫ ƌ̮ Ͳɹ ُ˧ ȹƗ ̯ ͲɵǴ ͘˙ɭʹǔͪ ͥ˜Ȉ ̯ ͲɵǴƕǀ
ُ̯ ʩͪɰͬɲͪǔʹ َ̯ ɵʹɹͪȷƗǀ ̣˟ʯُȵƖ Ƶ̞Ǎͪ ƌ ̯ͪ ʱȩ̞ ͲǍ *** ُ͖ Ͳɲǚ̞Ƕ ّƼͪƕٔ ً̣ ˟ʝͪȌͪ ͌˜ʯȩ̞ ͲǍ َ̈́ ɭʹ ͪɻ ˏǓʹ

ُ̯ ʏِʭȵƖǀ ُ ͳ̥ ʭʚّȴƖ Ƽ̞ͪɌ ƹِ ̯ͪ ʱȵƖǀ ƹِ ̯ͪ ɽȫ̞ ͲǍ *** ُ͖ ُɲͪǢ̞ɻɂ ƕƟً̯ ͪȒ ̣˟ ͲǜƠ ͘Ȫ ̞Ɍًƕٓǀ
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