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 لتكن   -أ-الجزءg  الدالة العددية المعرفة على 0;  :كمايلي ( ) ln 1g x x x x    و C التمثيل 

د و متجانسفي مستو منسوب الى معلم متعامfاني الممثل للدالة يالب  ; ,O i j   :وحدة الرسم(2cm). 

 .g.أدرس تغيرات الدالة 1

.ليكن2 lnC التمثيل البياني للدالةln( )x x . في المعلم السابق 

بين أن المنحنيين-أ C  و lnC و   1يتقاطعان في نقطتين فاصلتهماe. 

من  xبين أنه من أجل كل -ب 1;e  ،   ln 1 lnx x x x  .  

حيث   Jتكامل بالتجزئة أحسب مستعينا بال-.أ3 
1

1 ln( )

e

J x x dx  . 

2استنتج المساحة ب -ب
cm  مساحة الحيز المحددة بالمنحنيين C   و lnC : 1و المستقيمات ذات المعادلةx   وx e. 

 نعتبر الدالة  -ب–الجزءf  المعرفة على 1;    :1الشكل
( ) ln( )

1
f x x

x



 . 

 . و  1عند  f.جد نهايتي الدالة1

)'شكل جدول تغيراتها )لاحظ أنه يمكن كتابة  f.عين اتجاه تغير الدالة ثم 2 )f x بدلالة( )g x.) 

 .f.أرسم  المنحنى الممثل للدالة 3

1. بين أن المعادلة :4
( )

2
f x   تقبل حل وحيد   3.5حيث 3.6 . 

 نعتبر الدالة  -ج –الجزءh  المعرفة على 1;   :1بالعبارة 1
( ) ln( )

2 2
h x x x    . 

)حل للمعادلة : .بين أن 1 )h x x . 

 .h.أدرس اتجاه تغير الدالة 2

.نضع3 3;4I   بين انه من أجل كل عنصرx  منI ،( )h x I    
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Bac TOGO 2009 
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الدالة العددية المعرفة بالشكل:   fلتكن
 

( ) 2
2 1

x

x

e
f x x

e
 


و   C  التمثيل الباني الممثل للدالةf في مستو منسوب الى معلم

متعامد و متجانس ; ,O i j  وحدة ا( :1لرسمcm) 

عين 1   -أ -الجزء.
f

D  مجموعة تعريف الدالةf. 

من  x.بين أنه من أجل كل2
f

D   ،
 

1 1
( ) 2

2 2 1x
f x x

e
  


. 

 . و  0عندf.احسب نهايتي الدالة 3

بين أن المستقيم-.أ4    :1ذو المعادلة
2

2
y x  مستقيم مقارب مائل للمنحنى C بجوار . 

أدرس الوضع النسبي للمنحنى-ب C بالنسبة للمستقيم  . 

22المتراجحة :  .حل في1   -ب - الجزء 5 2 0x x
e e  . 

)'احسب -.أ2 )f x   ('f  الدالة المشتقة للدالةf) 

على المجال  ثم شكل جدول تغيراتهاfاستنتج اتجاه تغير الدالة -ب    0; . 

.ارسم المستقيم3  و المنحنى Cعلى المجال   0;. 

)عدد حلول المعادلة:  m.ناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي4 ) 2f x x m  

ليكن    -ج- الجزءn  و نعرف العدد   1عدد طبيعي أكبر تماما من
n

I   :حيث
ln( 1)

ln( ) 1

x
n

n xn

e
I dx

e

  
   
 

lnبين أن: -.1
1

n

n
I

n

    
 .  1nمن أجل كل عدد طبيعي  

احسب النهايات التالية: -ب 
1

lim
n

n
I


limو   

n
n

I


. 

n، المجموع  1n.  نعتبر من أجل كل عدد طبيعي2
S  2حيث 3 ...

n n
S I I I    احسب   .n

S. 

احسب -.أ3 A nمساحة الحيز المحدد بالمنحنى C  :1و المستقيمات ذات المعادلة
2

2
y x   ،ln 2x    و

ln( 1)x n  

عين نهاية -ب      A nمن أجلn  .يؤول الى عدد كبير بالقدر الكافي 
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  Bac TOGO 2001 
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المعرفة على  fنعتبر الدالة  0;2    : كما يلي 1
( ) cos cos 2 1

2
f x x x   الشكل الموضح أسفله هو المنحنى الممثل للدالة .

'f   الدالة المشتقة للدالة(f . ) 

 

 . fللدالة f'أوجد الدالة المشتقة  -.أ1

باستعمال العلاقة التالية :   -ب        sin 2 2sin cosa a a  ، 

من   xبين انه من أجل كل                             0;2 ، '( ) sin( ) 1 2cos( )f x x x     

.حل في المجال 2 0;2  : المعادلة sin( ) 1 2cos( ) 0x x . 

)'عين  اشارة  -.أ3 )f x على المجال 0;2 . 

على المجال fمستعينا بالنتائج السابقة شكل جدول تغيرات الدالة -ب    0;2. 

على المجال  في fالممثل للدالة .أرسم  المنحنى4 0;2 .المعلم السابق 
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مستو منسوب الى معلم متعامد و متجانس في الشكل الموضح أسفله رسمنا في   ; ,O i j   المنحنى C الممثل للدالةf  المعرفة و

القابلة للاشتقاق على  0;  لتكن النقط . 1;0A  ، 1;2B    و 0;2C ، 

المنحنى   C  يشمل  النقطةB  و المستقيم BC   مماس المنحنى C النقطة  فيB. 

 

a  وbعددان حقيقيا موجبان حيث من أجل كل متغير حقيقيx   جب تماما ، موln( )
( )

a b x
f x

x


 . 

 .f(1)'و  f(1)بقراءة بيانية عين-.أ1

من xتحقق أنه من أجل كل-ب    0; ، 
2

ln( )
'( )

b a b x
f x

x

 
 

 .bو  aاستنتج قيمتي العددين -ج 

من xبين أنه من أجل كل -.أ2 0;  اشارة،'( )f x   من اشارة الدالةln( )x xثم استنتج اتجاه تغير الدالة .f. 

من x. )يمكنك ملاحظة أنه من أجل كلfاحسب نهايتي الدالة -ب   0; ،2 ln( )
( ) 2

x
f x

x x
    .) 

 .fشكل جدول تغيرات الدالة -ج 

)بين أن المعادلة :  -.أ3 ) 1f x  تقبل حل وحيد  على المجال 0;1. 

)بين أن المعادلة :  -ب ) 1f x   تقبل حل وحيد على المجال 1; 1. حيثn n    وn .عدد طبيعي يطلب تعيينه 

 

 

 

 

 

  Bac FRANCE-Métropole2013 
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2كما يلي : المعرفة علىfلتكن الدالة
( ) ln 4

1x
f x x

e
  


 . 

و Cتجانستمثيلها البياني في مستو منسوب الى معلم متعامد و م ; ,O i j. 

 .وعند عندf.احسب نهاية الدالة1

)، من x.احسب، من أجل كل2 ) ( )f x f x  ول عن النقطة ماذا يمكن ان نق 0;1 ln 4. 

 .f.أدرس اتجاه تغير الدالة 3

)المعادلة mبين أنه من أجل كل عدد حقيقي-.أ4 )f x mتقبل حل وحيد في. 

)حل المعادلة للعدد  110عين حصر سعته-ب ) 3f x . 

العدد   mمن أجل أي قيمة ل  -ج  حل للمعادلة( )f x m. 

2،نم xبين أنه من أجل كل -.أ5
( ) 2 ln 4

1

x

x

e
f x x

e
   


 ، 

بين أن المستقيم-ب ذا المعادلةln 4y x  و المستقيم ' 2ذا المعادلة ln 4y x   مستقيمان مقاربان للمنحنى

 C  

.أدرس الوضع النسبي للمنحنى6 C و المستقيم . 

 العدد الحقيقي الموجب .  .نعتبر7

ماذا يمثل التكامل التالي:   
0

( ) ln 4I f x x dx



    ؟ 

بين أن   -ب  2
2ln

1

e
I

e




 

   
. 

من أجل  سب اح-ج  1I   . 
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المعرفة على fنعتبر الدالة 0;  :كما يلي ( ) 1 ln( )f x x x . الشكل الموضح أسفله هو المنحنى Cالةالممثل للد  f 

 

)اشارة  x.أدرس حسب قيم1 )f x . 

عند أطراف مجموعة تعريفها. )نقبل أن f.احسب نهايات الدالة 2
0

lim ln 0
x

x x


.) 

)'. أحسب3 )f x  . 

 ثم شكل جدول تغيراتها.fعين اتجاه تغير الدالة -ب

عدد حقيقي موجب تماما نعتبر المماس a.ليكن 4 a
T  مماس المنحنى C  عند النقطةA لةذات الفاصa. 

نقطة تقاطع المماسA'احداثيتي النقطة aاحسب بدلالة        a
T .مع محور التراتيب 

.لتكن   5 A a  مساحة الحيز المحدد بالمنحنى C  :و محور الفاصل و المستقيمات ذات المعادلةx a  وx e. 

احسب    A a من أجلa e   

 

 

 

 بما يلي: ©المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية 2 25 1
( ) 4

2 2

x x
f x x e e

      و C  المنحنى الممثل للدالة في معلم متعامد و

متجانس  ; ,O i jالوحدة( .2cm ) 

lim. بين أن1 ( )
x

f x


   و أنlim ( )
x

f x


 . 

  Bac FRANCE-Métropole2010 
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برهن أن المستقيم -.أ2  5الذي معادلته

2
y x   مقارب للمنحنى C بجوار. 

2حل المعادلة  -ب 4 0x
e

    ثم بين أن المنحنى C يوجد فوق  على المجال ;2 ln 4  و تحت. على المجال
 2 ln 4;  . 

).بين أن3 )
lim
x

f x

x
 . 

،  من xبين أن لكل-.أ4 2
2'( ) 1x

f x e
  . 

 fجدول تغيرات الدالة  شكل-ب   

. ثم بين أن 5 2;2Aنقطة انعطاف للمنحنى C. 

).بين أن المعادلة6 ) 0f x   تقبل حلا وحيدا  2بحيث ln3 2 ln 4   . 

ش ئ.أن7  و C في نفس المعلم )نأخد القيمتين المقربتين التاليتينln 2 0,7 ،ln3 1,1.) 

 

 

 

المعرفة علىgنعتبر الدالة العددية 0; ا يلي: بم( ) 2 2 lng x x x  . 

من المجال xبين أن لكل-.أ1 0;،1
'( )

x
g x

x


  

متزايدة على المجال  gبين أن الدالة-ب    1;. 

من المجالxاستنتج أن لكل-ج    1; ،0 ln 2x x  .  2) : لاحظ أن 2 2x x .) 

منxبين أنه من اجل كل -د     1; ، 3

2

ln 8
0

x

x x
   ثم استنتج النهاية 3

2

ln
lim
x

x

x
  . 

4المعرفة بما يلي: Gبين أن الدالة -.أ2
( ) 1 ln

3
G x x x x

     
 

علىgهي دالة أصلية للدالة 0;. 

احسب التكامل-ب    
4

1
( )g x dx. 
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2المعادلة:  حل في  -. أ1 4 3 0x x
e e     

2حل في المتراحجة:  -ب      4 3 0x x
e e   

أحسب النهاية :  -ج    
2

20

4 3

1

x x

x
x

e e
lim

e

 


. 

2 .بين أن المعادلة :2 4 0x x
e e x   في المجال لا تقبل ح 1;0. 

 

 

 

21المعرفتان كما يلي:   gو  fلتكن الدالتان  1
( )

3
f x x x

x

    
 

3و     2( ) 2 1g x x x   . 

معلم متعامد و متجانس المستوي المنسوب  الى في fالتمثيل البياني للدالة (C)وليكن   ; ,O i j 

0xمن أجل كل  ه.بين أن1  لدينا :'( )f x  و ( )g x  .من نفس الاشارة 

 .علىg.أدرس تغيرات الدالة 2

)gبين أن المعادلة-.أ3 ) 0x   اتقبل حل وحيد  حيث 0;1  . 

)اشارة  xحسب قيم  استنتج -ب   )g x. 

 . f.شكل جدول تغيرات الدالة4

1. لتكن النقطتين 5
1;

3
I
   
 

و     1;1J.  

بين أن المستقيم -أ     IJ هو مماس للمنحنى(C) في النقطةJ.  

عين معادلة المماس  -ب     T  للمنحنى(C) في النقطةI . 

و المماس (C)أدرس الوضع النسبي للمنحنى-ج     T. 

.أرسم المماس6 Tو المنحنى C نأخد(.( ) 0.8f  ) 

3.ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي عدد حلول المعادلة:7 2 3 1 0x x mx   .   

المحدد بالمنحنى S.أحسب مساحة الحيز 8 C  :0و المستقيمات التى معادلاتهاy ،1x  وx e  
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1بالشكل:    علىالدالة العددية المعرفة  fلتكن. 1 2
( ) 1

2 1x
f x x

e
  


و   f

C دالة التمثيل الباني الممثل للf في مستو

منسوب الى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j  . 

1،   من   x.تحق أنه من أجل كل1 1
1

e 1 e 1x x  
 

 ردية.ف fثم استنتج أن الدالة    

lim.احسب 2 ( )
x

f x


 . 

،   من   xبين أنه من أجل كل  -.أ3
2

1 e 1
'(

2 e 1

x

x
f x

 
    

 . fو أعط جدول تغيرات الدالة  

2،  من   xاستنتج أنه من أجل كل-ب 1
1

1 2x
x

e
 


   . 

1.بن أن : 4
lim ( ) 1 0

2x
f x x



     
 فسر  بيانيا. 

1.انش ئ في المعلم السابق المستقيم الذي معادلته : 5
1

2
y x   ثم أرسم المنحنى f

C. 

1قيم الذي معادلته : في المعلم السابق المست
1

2
y x   ثم أرسم المنحنى f

C. 

 

 

 

.Iلتكنu  الدالة المعرفة على 0;   :2كما يلي( ) 2 lnu x x x    

 .و 0احسب نهايتي الدالة عند -.أ1

 .uأدرس اتجاه تغير الدالة-ب

).بين أن المعادلة2 ) 0u x   تقبل حل وحيد على المجال 0;210يطلب تعيين حصر له سعته  . 

)اشارة  x.عين حسب قيم3 )u x. 

2ln.بين أن:4 2    

.IIنعتبر الدالةf  المعرفة و القابلة للاشتقاق على 0;   :كما يلي 22( ) 2 lnf x x x   

منx.احسب من أجل كل 1 0; ،'( )f x  بدلالة( )u x. 
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على f.استنتج اتجاه تغير الدالة2 0;. 

.III علم متعامد و متجانسليكن في المستوي المنسوب الى م ; ,O i j 

  المنحنى البياني للدالة اللوغاريتمية  وM  نقطة من. 

)تعطي بالعبارة:   AM، بين ان المسافةA(2;0).نعتبر النقطة1 )AM f x. 

دالة معرفة على  g.لتكن 2 0; :كما يلي( ) ( )g x f x. 

المجاللهما نفس اتجاه التغير على  gو fبين أن الدالتين-أ 0;.    

 التي يطلب تعيين احداثياها. Pأصغرية عند النقطة AMبين أن المسافة -ب

21APبين أن:-ج   . 

. هل المستقيم 3 AP  و مماس المنحنىعند النقطةP متعامدان؟ 

 

 

 

نعتبر المتتالية  n
uالمعرفة من أجل كل عدد طبيعيn  غير معدوم

1

1

1

2

1

2
n n

u

n
u u

n


 
  


 

3.احسب 1 2,u u 4وu. 

، nبين أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم-.أ2
n

u .موجبة تماما 

 بين أن المتتالية-ب n
u.متناقصة 

ماذا يمكن القول عن المتتالية  -ج n
u. 

n. نضع: nي غير معدوم. من أجل كل عدد طبيع3
n

u
v

n
. 

بين أن -أ n
v  1متتالية هندسية يطلب تعين أساسها و حدها الأولv. 

غير معدوم:nأنه من أجل كل عدد طبيعي  استنتج -ب
2

n n

n
u . 

المعرفة على المجال  f.نعتبر الدالة4 1;  :كما يلي( ) ln ln 2f x x x . 

 .عند fاحسب نهاية الدالة-أ

استنتج نهاية  المتتالية -ب n
u. 
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)1كما يلي:   المعرفة على fنعتبر الدالة   ) x
f x xe

 . 

)عدد حقيقي،  x.بين أنه من اجل كل1 )
x

x
f x e

e
  . 

 عند ثم فسر النتيجة هندسيا. و    . عين نهاية الدالة عند2

 ثم شكل جدول تغيراتها. f. ادرس اتجاه تغير الدالة3

  .II من أجل كل عدد طبيعيn  غير معدوم  و نعتبر الدالتان
n

g و
n

h :المعرفتان على 

1( ) 1 2 ... n

n
h x x nx

    و      2( ) 1 ... n

n
g x x x x      

x   :.بين انه من أجل كل عدد حقيقي1  11 ( ) 1 n

n
x g x x

   . 

،  1.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن 2
 

1

2

( 1) 1
( )

1

n n

n

nx n x
h x

x

   



   

(1).نضع3 (2) ... ( )
n

S f f f n    : 

المجموع  nاحسب بدلالة -أ
n

S   احسب -بlim n
n

S


. 
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1. 
الدالة العددية المعرفة على  gلتكن   -أ-ء  الجز 0;  :كمايلي ( ) ln 1g x x x x    

 :g.دراسة تغيرات الدالة 1

قابلة للاشتقاق على   gالدالة  0; حيث
 

 

1
'( ) ln 1

ln

g x x x
x

x

    
 


 

 و منه 

  1  0  x  
                           +0           - '( )g x 

متزايدة تماما على المجال  gو بالتالي الدالة  0;1   و متناقصة تماما على 1;.  

 النهايات:

 
0 0

lim ( ) lim ln 1 1
x x

g x x x x
  

     لأن 
0

lim ln 0
x

x x


 .نهاية شهيرة 

 

 

lim ( ) lim ln 1

1
lim ln 1

x x

x

g x x x x

x x
x

 



  

     
 

 

 :gجدول تغيرات 

  1  0  x  
 1  

   0  

( )g x 

(1)لدينا    0g   يمكن أن نلاحظ من خلال جدول تغيرات الدالة(g  أن( ) 0g x  0من أجل كلx ) 

2. 

اثبات  أن المنحنيين-أ C  و lnCو   1ين فاصلتهما يتقاطعان في نقطتe. 

 نقوم بحل المعادلة: 
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)أي:   ) ln( )g x x   أي
 

 
  

ln 1 ln( )

ln 1 ln( ) 0

ln( ) 1 1 0

x x x x

x x x x

x x

  

    

   

 

)lnتكافئ:  ) 1 0x    1و 0x      و عليهx e   1وx  . 

و منه المنحنيين C  و lnC و   1يتقاطعان في نقطتين فاصلتهماe. 

من  xبين أنه من أجل كل -ب 1;e  ،   ln 1 lnx x x x  .  

   ln 1 lnx x x x      تكافئ   ln 1 ln 0x x x x     و عليه نحل المتراجحة  ln( ) 1 1 0x x  . 

   e      1  0  x 
                              +0           - 1x 

                    +0      - ln( ) 1x  

                       +0  -    0        +   ln( ) 1 1x x  
من   xن أجل و منه نلاحظ أن م 1;e ،  ln( ) 1 1 0x x  . 

بالتكامل بالتجزئة :  Jنحسب  -.أ3 
1

1 ln( )

e

J x x dx  

)'نضع  ) 1v x x    و بالتالي
2

( )
2

x
v x x . 

)و  ) ln( )u x x   1و عليه
'( )u x

x
. 

 يصبح  Jاذن 

و عليه   

 
2 2

1 11

2 2

1

2

1

2 2

1

1
1 ln( ) ln( )

2 2

2 2

1
2 2

2 4

e
e e

e

e

e

x x
J x x dx x x x dx

x

e x x
e dx

x x

e x
e dx

e x
e x

    
         

    

   
      
   
         

  

   
      
   

 




اذن:   

2 2

2 2 2

1
1

2 4 4

3 3

2 4 4 4 4

e e
e e

e e e
e e

 
      

 

      

 

و بالتالي :    
2

1

3
1 ln( )

4 4

e
e

J x x dx   . 
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ب.مساحة الحيز المحددة بالمنحنيين C   و lnC : 1و المستقيمات ذات المعادلةx   وx e. 

لدينا المنحنى  C  يقع تحت المنحنى lnC من أجل كلx  من 1;e  و بالتالى نسميS .مساحة الحيز 

 

 

1

1

1

1 1

2

1

2

2
2

2 2

ln( ) ( )

ln( ) ln( ) 1 4

ln( ) 1 1 4

ln( ) 1 1 4

4
2

1
4 1 4

2 2

3
4 2 4 2

4 4

3 2 4

e

e

e

e e

e

S x g x dx i j

x x x x dx

x x x dx

x x dx x dx

x
J x

e
J e

e
e e

e e e

 
   
 
 

    
 
 

     
 
 

     
 
  
        

 
      

 
 

      
 

     







 

2

2

4 5e e   2و منه 4 5S e e   

المعرفة على  fنعتبر الدالة  -ب–الجزء  1;    :1الشكل
( ) ln( )

1
f x x

x



 . 

 : و  1عند  f. نهايتي الدالة1

1 1 1

1 ln( )
lim ( ) lim ln( ) lim 1

1 1x x x

x
f x x

x x    
  

 
 )نرفع ح ع نت باستعمال العدد المشتق(.  

1 ln( ) ln( )
lim ( ) lim ln( ) lim lim 0

1 1x x x x

x x
f x x

x x x   
   

 
. 

 :  f. اتجاه تغير الدالة ثم 2

قابلة للاشتقاق  على  fلة الدا 1;: 
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2

2

2

2

1 ln( )
'( ) ln( ) ' '

1 1

1
( 1) ln( )

1

1 ln( )

1

1 ln( )

1

( )

( 1)

x
f x x

x x

x x
x

x

x x x

x

x

x x x

x x

g x

x x

           

 




 




 









 

)'اذن اشارة  )f x  من اشارة( )g x:وعليه . 

   1   x  
                          - '( )g x 

متناقصة تماما على fو بالتالي للدالة  1;. 

   1  x  
 1  

 0      

( )f x 

 

 .f.رسم  المنحنى الممثل للدالة 3
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1. اثبات أن المعادلة :4
( )

2
f x   تقبل حل وحيد   3.5حيث 3.6 . 

مستمرة و رتيبة تماما )متناقصة تماما على  fالدالة  1;.) 

حيث:    1
lim ( ) 1

1
0;1

2 lim ( ) 0

x

x

f x

f x





  


1و لدينا 
(3.5)

2
f     1و

(3.6)
2

f . 

1ة:اذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادل
( )

2
f x   تقبل حل وحيد   3.5حيث 3.6 . 

المعرفة على  hج نعتبر الدالة –الجزء  1;   :1بالعبارة 1
( ) ln( )

2 2
h x x x    . 

1  . : حل للمعادلة( )h x x    تكافئ( )h   

1لدينا  1
(1)......... ( ) ln( )

2 2
h       و نعلم أن  1حل للمعادلة

( )
2

f x    1أي
( )

2
f    بالتعويض نجد 

1 1
ln( )

1 2

2ln( ) 1

1 1
ln( )

2 2 2




 
 




  


   

 

( نجد:   1نعوض هذه النتيجة في العبارة )

1 1 1 1
(1)......... ( )

2 2 2 2

1 1
( )

2 2

h

h

  

  



   

 



 

 .h.أدرس اتجاه تغير الدالة 2

قابلة للاشتقاق على  hالدالة  1; 1حيث 1
'( )

2
h x

x
  

من   xمن أجل كل  1;   لدينا'( ) 0h x  و عليه الدالةh  متزايدة تماما  على 1;. 

.نضع3 3;4I   بين انه من أجل كل عنصرx  منI ،( )h x I    

3لدينا  4x   أي أن 



بللاااتت   

 

19 

 

 

 

ln 3 ln( ) ln 4
1 5

ln 3 2 ln( ) ln 41 5
2 2 22

2 2 2

3 ( ) 4

( )

x
x

xx

h x

h x I

  
      

   
 
 

 

2. 

   .I لتكنf    :المعرفة بالشكل
 

( ) 2
2 1

x

x

e
f x x

e
 


  

عين ت.1 
f

D ريف الدالة مجموعة تعf  : الدالةf  :من أجل 2 1 0x
e    1و منه 0x

e    1و عليه 0x
e x    اذن .

  *0
f

D    . 

من  x.بين أنه من أجل كل2
f

D ، 

أي     
1 1

2 2
2 2 1 2 1

( )

x

x x

e
x x

e e

f x

   
 



 نوحد المقامات  

 . و  0عندfنهايتي الدالة  .3

 0 0
lim ( ) lim 2

2 1

x

xx x

e
f x x

e
  

   


 بعد راسة اشارة المقام.    

و    
 

lim ( ) lim 2
2 1

lim 2
1

2 1

x

xx x

x

x
x

x

e
f x x

e

e
x

e
e

 



 


  
  
 

 

المستقيم -.أ4   : 

1 1 1
lim ( ) lim 2 2

2 1 2

1
lim

1

0

xx x

xx

f x y x x
e

e

 



         






المستقيمو بالتالي      :1ذو المعادلة
2

2
y x  مستقيم مقارب مائل للمنحنى

 C بجوار . 

الوضع النسبي للمنحنى -ب C  للمستقيمو  : 
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)ندرس اشارة الفرق :  )f x y   1نجد  أن الاشارة من اشارة العبارة

1x
e 

1xأي  
e  . 

  0      x  
                             +0           - 1x

e  

                             +0           - ( )f x y 

 C   يقع فوق      C  يقع تحت  الوضعية 
 

    .II    122المتراجحة :  .حل في 5 2 0x x
e e  . 

xنضع 
t e   22و بالتالى المتراجحة تصبح 5 2 0t t    .1 2t      و

2

1

2
t . 

1تكافئ    1ln ln 2x t       و
2 2

1
ln ln ln 2

2
x t     و منه 

 ln 2 ln 2  x  
 + 0 - 0 + 22 5 2x x

e e  
 

22و بالتالى حلول المتراجحة  5 2 0x x
e e   هي المجال ln 2;ln 2 . 

)'احسب -.أ2 )f x  : 

 حيث  : للاشتقاق علىقابلة  fالدالة 

و منه 

 
 
 

 

 

2

2

2

2

2

2

2

'( ) 2
1

2 1

1

2 2 4

1

2 5 2

1

x

x

x x

x

x x x

x

x x

x

e
f x

e

e e

e

e e e

e

e e

e

 


 




  




 




   

)':  اشار ة fاتجاه تغير الدالة -ب  )f x  :22من اشارة البسط أي 5 2x x
e e  .)تم مناقشة اشارتها في السؤال السابق( 

                   ln 2  0  x  
                 +      0                    -  '( )f x 

المجال  متزايدة تماما علىfو منه الدالة  ln 2; . 
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و متناقصة تماما على المجال  0;ln 2 . 

 .f جدول تغيرات 

                   ln 2  0  x  
                                   
 

                                          ( 2)f ln 

 
( )f x 

حيث  ( 2) 2ln 2 1 1 ln 4f ln     

.ارسم المستقيم3  و المنحنى C   على المجال 0; . 

 

)عدد حلول المعادلة:  m.ناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي4 ) 2f x x m  

)حلول المعادلة   ) 2f x x m  قط تقاطع  المنحنى هس فواصل ن C  مع المستقيم   2ذا المعادلةy x m . 

1من أجل 

2
m   .لا يوجد حلول 

1من أجل 

2
m  .يوجد حل واحد 

 ليكن -ج-الجزءn  و نعرف العدد   1عدد طبيعي أكبر تماما منn
I   :حيث

ln( 1)

ln( ) 1

x
n

n xn

e
I dx

e

  
   
 

nأ.حساب العدد -1
I  :ك 
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أي 

 

   
   
   

ln( 1)ln( 1)

ln( ) ln( )

ln( 1) ln( )

ln 1
1

ln 1 ln 1

ln 1 1 ln 1

ln ln 1

ln
1

x
nn

x

n xn n

n n

e
I dx e

e

e e

n n

n n

n

n





         

   

    

  

    



 

 احسب النهايات التالية: --ب 

1 1
lim limln

1
n

n n

n
I

n 

     
  

limو lim ln 0
1

n
n n

n
I

n 

    
 

، المجموع  1n.  نعتبر من أجل كل عدد طبيعي2
n

S  2حيث 3 ...
n n

S I I I      .ب احس
n

S. 

حسب الخواص الجبرية للدالة اللوغاريتم  

2 3 ...

2 3 4
ln ln ln ... ln

1 2 3 1

2 3 4
ln ...

1 2 3 1

ln( )

n nS I I I

n

n

n

n

n

   

                         
       



 

باحس -.أ3 A nمساحة الحيز المحدد بالمنحنى C  :1و المستقيمات ذات المعادلة
2

2
y x   ،ln 2x    وln( 1)x n  

على المجال  ln 2;ln( 1)n بالمنحنى C  يقع فوق المستقيم  اذن 

   

 

 

 

ln( 1)

ln 2

ln( 1)

ln 2

ln( 1)

ln 2

ln( 1)

ln 2

( )

1
2 2

22 1

1

22 1

1
1

2 1

n

n x

x

n x

x

n x

x

A n f x y dx

e
x x dx

e

e
dx

e

e
dx

e









 

 
    

  
 
  

  
 
  

  









و منه  

 

   

 

 

ln( 1)

ln 2

ln( 1) ln(2)

1
( ) ln 1

2

1 1
ln 1 ln( 1) ln 1 ln(2)

2 2

1 1
ln( ) ln( 1) ln 2

2 2

1
ln ln 2

2 1

n
x

n

A n e x

e n e

n n

n

n





    

            

   

    

 

عين نهاية -ب A n:   1
lim lim ln ln 2 ln 2

2 1
n

n n

n
A

n 
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3. 
المعرفة على  fلدينا  الدالة 0;2    : كما يلي 1

( ) cos cos 2 1
2

f x x x   . 

قابلة للاشتقاق على   fالدالة   -.أ1 0;2  حيث 

و منه 

   

   
   

1
'( ) sin 2 sin 2

2

sin sin 2

sin sin 2

f x x x

x x

x x

  

  

    

 

لدينا    -ب     sin 2 2sin cosa a a  بالتعويض في ما سبق نجد 

   أي
   
     

'( ) sin sin 2

sin 2sin cos

f x x x

x a a

    
    

من   xو بالتالي  من أجل كل    0;2 ، '( ) sin( ) 1 2cos( )f x x x     

.حل في المجال 2 0;2  : المعادلة sin( ) 1 2cos( ) 0x x . 

 

0, , 2
sin( ) 0

1 2 4
1 2cos( ) 0 cos( ) ,

2 3 3

2 4
0; ; ; ;2

3 3

x x x
x

x x x x

S

 

 

  

            
   
 

 

)'رة اشا -.أ3 )f x  : 

 

على المجال fشكل جدول تغيرات الدالة -ب 0;2: لدينا  . 

 

 نذكر هنا أنه علينا استعمال مشتق  مركب دالتين: 
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 حبث: 

 

 : نستعين بقيم مساعدة من أجل دقة الرسم: f.رسم  المنحنى الممثل للدالة4
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4. 
بيانية بما أن المنحنى  بقراءة-.أ1 C  يشمل  النقطةB   (1)فان نجد 2f  . 

. نلاحظ أن المماس يوازي محور الفواصل و Bأي النقطة  1في النقطة  ذات الفاصلة  fهو معامل توجيه مماس منحنى الدالة  f(1)'و 

(1)'و منه    0بالتالي معامل توجيهه يساوي  0f . 

)'حساب  -ب )f x : 

2أي:  

2

ln( )

'( )

ln( )

b
x a b x

x
f x

x

b a b x

x

    
 

 


من xمن أجل كلاذن          0; ، 
2

ln( )
'( )

b a b x
f x

x

 
 

 :bو  aاستنتاج قيمتي العددين -ج

(1)لدينا  2f     (1)'و 0f          .ln(1)
(1)

1

a b
f a


    2و عليهa . 

 
2

ln(1)
'(1) 2 0

1

b a b
f b

 
      2و منهb . 

بعد التعويض نجد  
2

2ln( )
'( )

x
f x

x


. 

لدينا   -.أ2
2

2ln( )
'( )

x
f x

x


  و منه  من أجل كلx من 0;  ،2 0x  اذن اشارة'( )f x   2من اشارة الدالةln( )x x  أي

)lnمن اشارة  )x x. 

 :fاتجاه تغير الدالة

 

ايدة تماما على المجال متز fو منه الدالة  0;1   و متناقصة تماما على المجال 1; . 

 :fحساب نهايتي الدالة -ب
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0 0

2 2ln( )
lim ( ) lim
x x

x
f x

x  


      : لأن

0

0

lim 2 2ln( )

1
lim

x

x

x

x









  



 


. 

2 2ln( )
lim ( ) lim

2 ln( )
lim 2

0

x x

x

x
f x

x

x

x x

 






 



)lnالتزايد المقارن لدينا لأن:  حسب    )
lim 2 0
x

x

x
 

 .fجدول تغيرات الدالة -ج

 

)بين أن المعادلة :  -.أ3 ) 1f x  تقبل حل وحيد على المجال 0;1. 

على المجال  مستمرة و رتيبة تماما  fالدالة  0;1. 

حيث  
0

lim ( )
x

f x


    (1)و 2f  و بالتالي 1 ;2  . 

)اذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة :  ) 1f x   تقبل حل وحيدلعلى المجا 0;1. 

مستمرة و متناقصة تماما  على المجال fلأن الدالة   نلاحظ أنه يوجد حل وحيد  fمن خلال جدول تغيرات الدالة   -ب 1;  و

(1)لدينا كذلك  2f   وlim ( ) 0
x

f x


  اذن 1 0;2. 

)اذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة :  ) 1f x   تقبل حل وحيدعلى المجال 1; 

من المجال  fالمتوفرة في الألة الحاسبة العلمية نحسب صور للدالة  Tableauباستعمال خاصية  1;  نجد أن الحل ينتمىي للمجال

 5;6   5و بالتاليn   5.  اذن 6. 

5. 
2كما يلي : معرفة علىfلدالةا

( ) ln 4
1x

f x x
e

  


 . 
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 .وعند عندf.نهاية الدالة1

2
lim ( ) lim ln 4

1xx x
f x x

e 
    


 

2
lim ( ) lim ln 4

1xx x
f x x

e 
    


 

 لدينا:.2

أي:

 

2 2
( ) ( ) ln 4 ln 4

1 1

2 2
2ln 4

11
1

2 1
2ln 4 2ln 4 2

1

x x

x

x

x

x

f x f x x x
e e

e

e

e

e

       
 

  
 


   



 

)، من xاذن من أجل كل ) ( ) 2 2ln 4f x f x   . 

النقطة و عليه  0;1 ln 4  هي مركز تناظر المنحنى C. 

 .f.اتجاه تغير الدالة 3

:قابلة للاشتقاق علىfالدالة 
   

2

2 2

1
'( ) 1 2

1 1

x x

x x

e e
f x

e e


  

 
  

)'،من xاذن من أجل كل ) 0f x    2لأن 1 0x
e     و 2

1 0x
e   

 .متزايدة تماما على  fو عليه فان الدالة 

lim. و متزايدة تماما على  fلدينا الدالة  -.أ4 ( )
x

f x


   وlim ( )
x

f x


 . 

)اذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  )f x mتقبل حل وحيد في. 

)حل المعادلة ليكن-ب ) 3f x   (1,1)باستعمال الآلة الحاسبة نتحصل على 2,98 3f    (1,2)و 3,04 3f   

1,1اذن  1,2 . 

العدد   mمن أجل أي قيمة ل  -ج  حل للمعادلة( )f x m. 

 .2من السؤال 
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  2 2ln 4 ( ) 2 2ln 4 3 2ln 4 1f f           

و عليه    2حل للمعادلة من أجلln 4 1m  . 

 ،  من xمن أجل كل -.أ5

 

2 2 2 2
ln 4 ln 4

1 1

2 1 2
ln 4

1 1

2
ln 4 2

1

( )

x x

x x

x x

x x

x

x

e e
x x

e e

e e
x

e e

e
x

e

f x

 
    

 
 

   
 

   




 

 لدينا:   -ب

 2
lim ( ) lim ln 4 ln 4

1

2
lim 0

1

xx x

xx

f x y x x
e

e

 



     


 


 

اذن  المستقيم  ذا المعادلةln 4y x   مقارب للمنحنى C عند. 

  و لدينا: 
 2

lim ( ) lim ln 4 2 ln 4 2
1

2
lim 0

1

x

xx x

x

xx

e
f x y x x

e

e

e

 



       


  


 

و بالتالي المستقيم  ' 2ذا المعادلة ln 4y x   مستقيم مقارب للمنحنى C عند. 

.الوضع النسبي للمنحنى6 C و المستقيم : 

)بدراسة اشارة الفرق  )f x y  :2نجد
( ) 0

1x
f x y

e
  


. 

اذن المنحنى C يقع فوق المستقيم   على. 

 سم )غير مطلوب(ر ال
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 العدد الحقيقي الموجب .  .نعتبر7

لدينا :   
0

( ) ln 4I f x x dx



     

 I   يمثل مساحة الحيز المحدد بالمنحنى C يم و المستق   :0و المستقيمان الذين معادلاتهماx   وx . 

 لدينا:  -ب

اذن:

     

 
 

 

0

0

0

( ) ln 4

2 2
1

2 2ln 1

2 2ln 1 2ln 2

2 ln ln 1 ln 2

2
2ln

1

x

x

x

I I f x x dx

e
dx

e

x e

e

e e

e

e
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من أجل  حساب -ج I : 

نجد من هذا:

 

 

1

2

1

2

1 1

2 2

1

2

1

2

2
1 2ln 1

1

2 1 2
ln

1 2 1

2 1

2

2

e
I

e

e e
e

e e

e e e

e e e

e
e

e





 

 

 






 

    
 

      

  

 
   

 

 
 

 
 

 

6. 
). اشارة1 )f x    على المجال  : 0;  0أيx  

1لدينا: :   ln 0

ln 1

x

x x e




)نلخص اشارة  )f x  :في الجدول التالي 

 e  0  x 
 - 0    + ( )f x 

 

 :f.احسب نهايات الدالة 2

  
0 0 0

lim ( ) lim 1 ln lim ln 0
x x x

f x x x x x x
    

         : لأن
0

lim ln 0
x

x x


 

و  lim ( ) lim 1 ln
x x

f x x x
 

   . 

قابلة للاشتقاق على  f.الدالة 3 0;    1حيث
'( ) 1 ln ln( )f x x x x

x

      
 

  

 :fاتجاه تغير الدالة  -ب

)'لدينا  ) ln( )f x x   و بالتالي اشارة م اشارة ln x :اذن 

الدالة متزايدة تماما على المجال  0;1   و متناقصة تماما على المجال 1; . 
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المماس .معادلة 4 a
T  مماس المنحنى C  عند النقطةA ذات الفاصلةa  :تعطى  بالعبارة  : '( )( ) ( )

a
T y f a x a f a   

ln( )( ) lny a x a a a a      أي lny x a a   . 

0xمن أجل    نجدy a   و منه ' 0;A a النقطة'Aنقطة تقاطع المماس a
T .مع محور التراتيب 

.حساب 5 A a: 

aفي الحالة   e: 

 

 

2

2 2

( )

1 ln( ) ln( )

ln( )

2

2 2

e

a

e e

a a

e e

a a

e

a

A a f x dx

x x dx x x x dx

xdx x x dx

x
I

e a
I



   

 

 
  
 

  



 

    :نضعln( )

e

a

I x x dx  

 بالتجزئة: Iنحسب التكامل 

)'نضع  )v x x   و بالتالي
2

( )
2

x
v x . 

)و  ) ln( )u x x   1و عليه
'( )u x

x
. 
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اذن 

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2 2

ln( ) ln( )
2 2

ln
2 2 2

ln
2 2 4

ln
2 2 4 4

ee e

a aa

e

a

e

a

x x
I x x dx x dx

x

e a x
a dx

e a x
a

e a e a
a

 
   

 

  

 
    

 

   

 


اذن                  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( ) ln
2 2 2 2 4 4

ln
2 2 4 4

3
ln

4 2 4

e a e a e a
A a a

a a e a
a

a a e
a

 
      

 

    

   

 

7. 

بما يلي:  المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية 2 25 1
( ) 4

2 2

x x
f x x e e

       

 النهايات:.1

 2 25 1
lim ( ) lim 4

2 2

x x

x x
f x x e e

 

 
         : لأن

 2 2

5
lim

2

1
lim 4

2

x

x x

x

x

e e



 



    

    


 

: و أن  2 25 1
lim ( ) lim 4

2 2

x x

x x
f x x e e

 

 
         :لأن

 2 2

5
lim

2

1
lim 4 0

2

x

x x

x

x

e e



 



    

   


 

المقارب المستقيم -.أ2  : 

 

 

2 2

2 2

lim ( )

5 1 5
lim 4

2 2 2

1
lim 4

2

0

x

x x

x

x x

x

f x y

x e e x

e e



 



 





         
 

  



 

المستقيم  و عليه   5الذي معادلته

2
y x   مقارب للمنحنى C بجوار. 

2 : حل المعادلة -ب 4 0x
e

   2افئ تك 4x
e

   2معناه ln 4x     2أي ln 4x   و منه . 2 ln 4S  . 

للمنحنىلدراسة الوضع النسبي  C   المستقيم و   :ندرس اشارة الفرق( )f x y : 
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2 2

2 2

5 1 5
lim ( ) 4

2 2 2

1
4

2

x x

x

x x

f x y x e e x

e e

 



 

          
 

  
 

)و منه اشارة الفرق:  )f x y  من اشارة 2 4x
e

   لأنه من أجل كلx  21:   من
0

2

x
e

. 

                  2 ln 4             x 
 -                                        0                           + ( )f x y 

 Cيقع تحت                2 ln 4; 2 ln 4C f               C يقع فوق  الوضعية 

 

المنحنى  وعليه  C يوجد فوق  على المجال ;2 ln 4  و تحت. على المجال 2 ln 4;  . 

)حساب :.3 )
lim
x

f x

x
: 

 

 

 

2 2

2 2

2
2

5 1
4

( ) 2 2lim lim

5 1
lim 1 4

2 2

5
lim 1 4

2 2

x x

x x

x x

x

x
x

x

x e e
f x

x x

e e
x x

e e
e

x x

 

 

 








   


    

 
    

 
 

limلأن : 
x

x

e

x
  

)اذن   )
lim
x

f x

x
 . 

 :قابلة للاشتقاق على  fالدالة -.أ4

 

 
 

 

2 2 2 2

2
2 2

2
2 2

2
2

1 1
'( ) 1 4

2 2

1 2

1 2

1

x x x x

x x

x x

x

f x e e e e

e e

e e

e

   

 

 



       
 

   

      

  

 

 

،  من xكلمن أجل  2
2 1 0x

e
  .  أي'( ) 0f x  اذن الدالةf  متناقصة على. 

 :fيرات الدالة جدول تغ -ب   
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   x 
 

 

( )f x  

 

 :. نقطة انعطاف5

2xتنعدم من أجل  f'لدينا الدالة المشتقة الأولى     و لا تغير من اشارتها اذن النقطة  2; 2A f حيث 

 2 2 2 25 1
(2) 2 4

2 2

5 3
2 2

2 2

f e e
     

    
 

ثم بين أن  2;2Aنقطة انعطاف للمنحنى C. 

).بين أن المعادلة6 ) 0f x   تقبل حلا وحيدا  2بحيث ln3 2 ln 4   .  .)تطبيق مبرهنة القيم المتوسطة( 

.أنشىئ7  و C في نفس المعلم )نأخد القيمتين المقربتين التاليتينln 2 0,7 ،ln3 1,1.) 

 

8. 

المعرفة علىgنعتبر الدالة العددية 0;  :بما يلي( ) 2 2 lng x x x  . 
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قابلة للاشتقاق على  gالدالة العددية -.أ1 0; ، 

أي:  

2

1 1
'( ) 2

2

1 1

1

g x
xx

xx

x x

x x

x x x

x

x

x

          

 










 

من المجال xو بالتالي  0;،1
'( )

x
g x

x


  

لدينا -ب 1;x   1أيx    

1xو بما أن    1تكافئ 0x     1اذن
'( ) 0

x
g x

x


     الدالة و بالتاليg  متزايدة على المجال 1;. 

من المجالxج أن لكلااستنت-ج 1; ،0 ln 2x x    2أن )لاحظ 2 2x x .) 

1xلدينا    الدالةو بما أنg  متزايدة على المجال 1;.   افان( ) (1)g x g   أي( ) 0g x   

2و بالتالي:  2 ln 0x x    2أي 2 lnx x    2و حسب الملاحظة  لدينا 2 2 lnx x x    اذن حسب خاصة التعدي 

0لدينا   ln 2x x  من الواضح أن من أجل كل    .xمن المجال 1;،ln 0x   

 مما سبق لدينا  -د

أي  
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3

3

2 2

3

2

3

2

0 ln 2

0 ln 2

0 ln 8

ln 8
0

ln 8
0

ln 8
0

x x

x x

x x x

x x x

x x

x x

x x

x

x x
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منxمن اجل كل  اذن  1; ، 3

2

ln 8
0

x

x x
    

ج النهايةااستنت  3

2

ln
lim
x

x

x
   : 

لدينا  

 

 

3

2

3

2

ln 8
0 lim lim

ln
0 lim 0

x x

x

x

x x

x

x

 



 

 

8لأن  
lim 0
x x

  و منه حسب مبرهنة الحصر 3

2

ln
lim 0
x

x

x
. 

علىgهي دالة أصلية للدالة Gالدالة  -.أ2 0;.   معناه'( ) ( )G x g x  

ى  قابلة للاشتقاق عل Gالدالة  0;، 

أي 

4 2 1
'( ) 1 ln

3 3

4 2 4 2
1 ln 1 2 ln( )

3 3 33

2 ln( ) 2 ( )

G x x x x
xx

x x
x x x x

x

x x g x

             

          

    

 

ب التكاملااحس-ب
4

1
( )g x dx: 

 
4 4

11

19
( ) ( ) (4) (1) 4ln 4

3
g x dx G x G G     

9. 

2المعادلة:  حل في  -. أ1 4 3 0x x
e e    

xنضع: 
e t  2لة تصبح:  و منه المعاد 4 3 0t t    : 1أي 1t   2و 3t . 

xو لدينا  
e t   :تكافئlnx t   1أي ln1 0x        2و ln3x    اذن 0;ln3S .. 

2حل في المتراحجة:  -. ب2 4 3 0x x
e e  . 

2مما سبق لدينا :   4 3 0x x
e e   :تكافئ  0;ln3S   : 2اذن اشارة العبارة 4 3x x

e e  كالتالي 

 ln 3   0    x 
          +0      -    0         + ( )f x 
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2و عليه  حلول المتراحجة:  4 3 0x x
e e   :هي 0; 3S ln . 

حسب النهاية :  -ج 
2

20

4 3

1

x x

x
x

e e
lim

e

 


. عند التعويض المباشر تظهر حالة عدم التعيين من الشكل  0
0

و بالتالي نرفعها عن طريق  

 التحليل للبسط و المقام. 

،  من  xمما سبق ن أحل كل   2 4 3 3 1x x x x
e e e e             و   2 1 1 1x x x

e e e    

اذن  
  
  

 
 

2

20 0 0

3 1 34 3 2
1

1 21 1 1

x x xx x

x x x xx x x

e e ee e
lim lim lim

e e e e  

    
    

   
 

2 .اثبات أن  المعادلة :2 4 0x x
e e x    تقبل حجلا قفي المجال 1;0. 

)2نضع  ) 4x x
f x e e x  حيث الدالة .f   معرفة على. 

f   2حيث  دالة قابلة للاشتقاق على'( ) 2 4x x
f x e e    نلاحظ أن'( ) 0f x  .  يعني أن الهدالة متزايدة تماما على 

 . اذن هدي دالة مستمرة علىهي مجموع دوال مستمرة على fدالة 

(0)و من جهة أخرى لدينا  2 0f    2و 1( 1) 4 0f e e
      اذن( 1) (0) 0f f  . 

2اذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة:  4 0x x
e e x    في المجال  تقبل حلا 1;0. 

10. 

21المعرفتان كما يلي:   gو  fكن الدالتان لت 1
( )

3
f x x x

x

    
 

3و     2( ) 2 1g x x x   . 

0x.اثبات أنه من أجل كل 1   :لدينا'( )f x   و( )g x  .من نفس الاشارة 

:  *قابلة للاشتقاق على  fالدالة 
3 2 3 2

2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 1 ( )
'( ) 2 1

3 3 3 3

x x x x g x
f x x

x x x x

            
   

 

اذن: 
2

( )
'( )

3

g x
f x

x
  و لدينا*

x  :23يعني 0x  و منه  اشارة '( )f x  من نفس الاشارة( )g x . 

 .علىg.دراسة تغيرات الدالة 2
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3 2 3

3 2 3

lim ( ) lim 2 1 lim 2

lim ( ) lim 2 1 lim 2

x x x

x x x

g x x x x

g x x x x

  

  

     

     
 

)'2  :  تقاق على قابلة للاش gالدالة  ) 6 2g x x x . 

2

0

6 2 0 '(x) 01

3

x

x x g
x

 
     

 

 . 

   0          1

3

          x 

 + 0 - 0          + '( )g x  
                       1

3
g   

 
           (0)g    

 
( )g x 

 

حيث: 
(0) 1

1 26

3 27

g

g

 

    
 

  

)gاثبات أن المعادلة-.أ3 ) 0x   تقبل حل وحيدا حيث 0;1  .الدالةg  مستمرة و متزايدة تماما على 0;1  و
(0) 1 0

(1) 2 0

g

g

 
 

 

)gلمتوسطة المعادلة حسب مبرهنة القيم ا ) 0x  تقبل  حل وحيد.)لم يطلب تعيين حصر له( . 

)اشارة xاستنتاج حسب قيم  -ب )g x. 

                   x 
 + 0 - ( )g x

 
 

 . f.شكل جدول تغيرات الدالة4

  0   x 
 + 0 - - '( )f x  

                                                          
                        ( )f    

 
( )f x  

 نحسب النهايات:
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2

2

0 0

2

0 0

2

1 1
lim ( ) lim

3

1 1
lim ( ) lim

3

1 1
lim ( ) lim

3

1 1
lim ( ) lim

3

x x

x x

x x

x x

f x x x
x

f x x x
x

f x x x
x

f x x x
x

 

 

 

 

 

 

      
 
      
 
      
 

      
 

 

1. لتكن النقطتين 5
1;

3
I
   
 

و     1;1J . 

اثبات أن المستقيم -أ     IJ هو مماس للمنحنى(C) في النقطةJ :1. حيث
1;

3
I
   
 

و     1;1J. 

نعين معادلة المستقيم  IJ: 

معامل توجيه المستقيم  IJ  : هو
1

1
23

2 3

J I

J I

y y
a

x x


  


المستقيم  و بالتالي  IJ:2من الشكل

3
y x b  . 

 J IJ  :و منه  2 1
: y

3 3
IJ x   . 

أي:  Jفي النقطة (C)من جهة ثانية نعين معادلة المماس  للمنحنى  '(1) 1 (1)y f x f    :2و نجد 1
y

3 3
x . 

المستقيم  IJ هو مماس للمنحنى(C) في النقطةJ. 

تعين معادلة المماس  -ب     T  للمنحنى(C) ي النقطةفI . 

   

   

: '( 1) 1 ( 1)

2 1
: 1

3 3

2
1

3

T y f x f

T y x

y x

    


  


 

 

و المماس (C)دراسة الوضع النسبي للمنحنى-ج     T. 

)ندرس اشارة الفرق  ) yf x    :نجد 
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)باستعمال  القسمة نتحصل: نلاحظ ان 1) جذر للبسط
   

3 2
2

2

1 1 2 3 3 1
( ) 1

3 3 3

1 1
( )

3

x x x
f x y x x x

x x

x x
f x y

x

               
   

 
 

. 

                0                       1                      x 
                                         + 0 - 1x 

 + - 3x 
 +          -               0     + ( ) yf x  

اذن من أجل  ; 1x   (C) يقع فوق المماس T. 

من أجل  1;0x  (C) يقع تحت المماس T. 

من أجل  0;x  (C) يقع فوق المماس T. 

طع مع  المماسيتقا (C)المنحنى T  1في النقطة
1;

3
I

  
 

 . 

.رسم المماس6 Tو المنحنى C نأخد(.( ) 0.8f  .) 

 

 .المناقشة7
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لدينا:

3 2 3 2

2

2

3 1 0 1 3

1
3

1 1
( )

3

x x mx x x mx

x x m
x

x x m f x m
x

       

   

       
 

 

نيا هي تعين فواصل نقط تقاطع المنحنى مع حلول هذه المعادلة بيا C:المستقيم ذا المعادلةy m . 

لما  , ( )m f   . يوجد حل واحد 

لما  m f   يوجد حلان أحدهما حل وحيد مضاعف 

لما  ( ),m f   وجد ثلاث حلول ي 

المحدد بالمنحنى S.حساب مساحة الحيز 8 C  :0و المستقيمات التى معادلاتهاy ،1x  وx e  

لدينا من أجل  1;x e ،(x) 0f   :و بالتالي 

2

1 1 1

3 2 3 2
2

1
1

3 2

3 2 3 2

1 1
( ) ( )

3

1 1 1 1 1 1 1
lnx lne

3 3 3 2 3 3 2 3 3 2

1 5
1

3 3 2 18

1 1 1 1
.

3 3 2 9 3 3 2 3

e e e

e
e

S f x ydx f x dx x x dx
x

x x e e
x x

x

e e

e e e e
u a

       
 

                     
      

 
    

 
   

        
   

  


   

11. 

1بالشكل:    علىالدالة العددية المعرفة  fلتكن. 1 2
( ) 1

2 1x
f x x

e
  


 . 

 ،   من   x. من أجل كل1
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1 1 e

1e 1 e 1
1

e

e 1 1 e 1 1

e 1 e 1 e 1

1
1

e 1

x

x x

x

x x

x x x

x

  
 

  
  

  

  


 

1وعليه  1
1

e 1 e 1x x  
 

    

 ،   من  xو   xاستنتاج:  من أجل كل 

1 2
( ) 1

2 1

1 2
1 2

2 e 1

1 2
1

2 e 1

1 2
1 ( )

2 e 1

x

x

x

x

f x x
e

x

x

x f x

   


    


    


 
        

 دية.فر  fاذن الدالة 

1.احسب 2 2
lim ( ) lim 1

2 1xx x
f x x

e 
    


 . 

 حيث :  قابلة للاشتقاق على f الدالة   -.أ3

 
 

 
 
 

2

2

2

2

2

1 2
'( )

2 1

1 4

2 1

1

2 1

x

x

x x

x

x

x

e
f x

e

e e

e

e

e

  


  




 




 

،   من   xو بالتالي من أجل كل
2

1 e 1
'( )

2 e 1

x

x
f x

 
    

. 

)' ،   من x  xمن أجل كل ) 0f x  دالةاذن الf لى ع ة تماماصمتناق . 

 

1.انشىئ في المعلم السابق المستقيم الذي معادلته : 5
1

2
y x   ثم أرسم المنحنى f

C. 
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12. 

.I  u  الدالة المعرفة على 0;  ،2( ) 2 lnu x x x    

 النهايات   -.أ1

و كذلك  
 
 

2

0 0

2

lim ( ) lim 2 ln

lim ( ) lim 2 ln

x x

x x

u x x x

u x x x

 

 

    

    
 

على uاتجاه تغير الدالة-ب  0; : 

قابلة للاشتقاق على  uالدالة  0; ،1
'( ) 2u x x

x
   و عليه على المجال 0; ،'( ) 0u x   

متزايدة تماما على  uاذن الدالة  0;. 

مستمرة و متزايدة تماما على  u. الدالة 2 0;. 

لدينا  و 
0

lim ( )
x

u x


    وlim ( )
x

u x


   

(1)لدينا  1u    بالآلة الحاسبة نتحصل :1اذن نأخد قيم حقيقية أكبر تماما من . 
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(1,31) 0,01 0u     (1,32)و 0,02 0u    (1,31)و منه ( ) (1,32)u u u     1,31أي 1,32  

)و بالتالي حسب مبرهنة القيم المتوسطة  المعادلة ) 0u x   تقبل حل وحيد على المجال 0;   1,31حيث 1,32  

).اشارة3 )u x: 

                         0  x  
 + 0 - ( )u x 

 

 . لدينا:4

 
2 2

( ) 0

2 ln 0 ln 2

u 

   



     
 

2lnاذن : 2    

.IIنعتبر الدالةf  المعرفة و القابلة للاشتقاق على 0;   :كما يلي 22( ) 2 lnf x x x   

منx.احسب من أجل كل 1 0; ،'( )f x  بدلالة( )u x: 

قابلة للاشتقاق علىfالدالة 0; : 

 

 2

1
( ) 2 2 2 ln

2 2ln

2 ( )

f x x x
x

x x

x

u x

x

     
 






 

على f.استنتج اتجاه تغير الدالة2 0;. 

منxمن أجل كل  0;  اشارة'( )f x  من اشارة( )u x  :أي 

                    0  x  
 + 0 - '( )f x 

متناقصة على المجال  fاذن الدالة  0;  و متزايدة على المجال ; . 

.III 1(2;0).نعتبر النقطةAبين ان المسافة ،AM   :تعطي بالعبارة( )AM f x. 

منxمن أجل كل  0; ،     2 2 220 ln 2 ln 2 ( )AM x x x x f x         
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دالة معرفة على  g.لتكن 2 0; :كما يلي( ) ( )g x f x. 

قابلة للاشتقاق على المجال   gالدالة  -أ 0; ،'( )
'( )

2 ( )

f x
g x

f x
  

منxو عليه من أجل كل  0; ،1
0

2 ( )f x
  اذن اشارة'( )g x  من اشارة'( )f x 

لهما نفس اتجاه التغير على المجال gو fو هكذا  الدالتين 0;. 

 .Pأصغرية عند النقطة AMبين أن المسافة -ب

على المجال تقبل قيمة حدية صغرى  f( الدالة  II .2. ).من السؤال 0;  تبلغها عند و بما ان الدالتينf وg  لهما نفس اتجاه

التغير على المجال 0; المسافة .AM أصغرية من أجل x   و عليه ;lnP  . 

 لدينا -ج

أي: 

   

    

222 2 2

2
2 2 2 2

2

( ) 2 ln 2 2

1

1

AP f     

   

 

       

   

 

 

21APو عليه :   . 

. معامل توجيه المستقيم 3 AP :هوln 2p A

P A

y y
a

x x




 
 


  

1هو:  Pعند النقطةو معامل توجيه مماس المنحنى 
'a


  

2لدينا: 

2

ln 2 1 ln 2
' 1

ln 2

a a
 
  

 

 
     

 
  

اذن المستقيم  AP  و مماس المنحنىعند النقطةP .متعامدان 

13. 
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 .حساب الحدود:1

2 1

3 2

4 3

1 1 1

2(1) 2

3 3

4 8

4 1

6 4

u u

u u

u u


 

 

 

  

، nبين أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم-.أ2
n

u  0موجبة تماما  أي
n

u . 

1nمن اجل   ،
1

1
0

2
u      1و عليه 0u . 

1nليكن       0نفرض أن
n

u    و نتحقق من أن
1 0

n
u   :1. أي

0
2

n

n
u

n


 . 

0لدينا 
n

u     1و
0

2

n

n


   1فبالتالي

0
2

n

n
u

n


  1اذن 0

n
u  . 

n ،0كل عدد طبيعي غير معدومو عليه حسب مبدأ الاستدلال بالتراج فان من أجل 
n

u . 

1nليكن  -ب   ،

1

1

1
1

2 2

1

n

n

n

n

u n n n

u n n

u

u





 
  


0حيث:    

n
u   

1nفبالتالي:    n
u u .اذن  المتتالية  n

u.متناقصة 

المتتالية  -ج n
u  اذن هي متقاربة.   0متناقصة و محدودة من الأسفل بالعدد 

n. نضع: n. من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم3
n

u
v

n
. 

1لدينا :  
1

1

1 2

u
v   

1nليكن   -أ   

1
1

1

1 1 1 1

1 1 2 2 2 2

1

2

n n n
n n n

n n

u u un
v u v

n n n n n

v v







     

 

 
  

و عليه  n
v   1متتالية هندسية أساسها

2
و حدها الأول  

1

1

2
v . 
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و بالتالي:  
1

1

1

1 1 1

2 2 2

n

n

n n
v v q


     

 
   

nلدينا   -ب
n

u
v

n
  أي

n n
u nv و بالتالي  من أجل كل عدد طبيعي .n :غير معدوم

2
n n

n
u  

المعرفة على المجال  f.نعتبر الدالة4 1;  :كما يلي( ) ln ln 2f x x x . 

 .عند fنهاية الدالة-أ

lim ( ) lim ln ln 2

ln
lim ln 2

x x

x

f x x x

x
x

x

 



 

     
 

 

نهاية  المتتالية  -ب n
u. 

اعلم أن المتتالية   n
u  متقاربة  و من أجل كل عدد طبيعيn معدوم،غير 

لدينا :  

ln( )
ln( ) ln 2 ( )

ln(2)

lim ( )
( )

2

lim lim 0n

n
n n f n

n n n

f n
f n

n
n n

n e
u e e

e

u e e 



 

   

  
limاذن       0n

n
u


 

14. 
)1كما يلي:   المعرفة على fنعتبر الدالة ) x

f x xe
 . 

1عدد حقيقي   x.ليكن  1 1
( ) x x

x
f x xe x e e ex

e

      

)عدد حقيقي،  xاذن بين أنه من اجل كل )
x

x
f x e

e
  . 

2  .

1

1

lim ( ) lim

lim ( ) lim lim 0

x

x x

x

xx x x

f x xe

x
f x xe e

e



 



  

  

   
0yاذن     معادلة مستقيم مقارب لمنحنى الدالةf عند . 

،  قابلة للاشتقاق على  fالدالةf.  اتجاه تغير الدالة3  1'( ) 1 x
f x x e

 . 

x  ،1من أجل كل عدد حقيقي 0x
e

   و بالتالي اشارة'( )f x  1من اشارة x. 
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  1    x 
 - 0 + 1 x 

 

 جدول تغيرات: 

  1    x 
 - 0 + '( )f x 

1 
0      

 
( )f x 

 

  .II1 ليكن .x،عدد حقيقي 

   

 
   
   

2 2

2 2 1

1

1 ( ) ( ) ( )

1 ... 1 ...

1 ... ...

1

n n n

n n

n n n

n

x g x g x xg x

x x x x x x x

x x x x x x x

x





  

         

         

 

 

1xاذن من أجل كل   ، 
 

11
( )

1

n

n

x
g x

x





. 

 ،1.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن 2

)، 1نلاحظ أن أنه من أجل كل عدد حقيقي يختلف عن  ) '( )
n n

h x g x  و عليه 

و بالتالي: 

     
 

 

1

2

1

2

1 1 1
' ( )

1

( 1) 1

1

n n

n

n n

n x x x
g x

x

nx n x

x





    




  




 

(1).نضع3 (2) ... ( )
n

S f f f n    : 

nالمجموع  nحساب بدلالة 
S: 
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0 1 2 1

1 2

1

2

1 2 3
(1) (2) ... ( ) ...

1 1 1
1 2 3 ...

1

1 1
( 1) 1

1
1

n n

n

n

n n

n
S f f f n

e e e e

n
e e e

h
e

n n
e e

e





        

              
     

   
 

        
   

  
 

غير معدوم ،  nلدينا من أجل كل عدد طبيعي
1

1 2 1 21
( )

n

n n
n ne e ne e f n

e


         

 

و عليه 
1

21
lim lim ( ) 0

n

n n
n e f n

e




 

    
 

.

و كذلك    1
1 1 ( 1)

n

n
n n e f n

e

      
 

و عليه نستنتج ان: 
2

2

1
lim

11
1

n
n

e
S

e

e



       
 

.


