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 )1( وال العددية��اجعة شام�� حول ا��
 خالد بخاخشة إقتراح :

 غريب عصام : بتصرف

 أحسب النهایات التالیة : )1

( ) ( )2021

1 0 0

sin 1 1sin
lim , lim , lim

1 1 1x x x

x xx

x xx x

π
→ → →

  + −
 − + − − 

3بین أن المعادلة  )2
4x x+ = 2سعته  αـ ط حصرا ل، ثم أع  في αحلا وحیدا تقبل  −

10
− . 

)تجانس نسوب إلى المعلم المتعامد و المفي المستوي الم ); ;O i j
 

 نعتبر الدوال التالیة : 

)كما یلي :  المعرفة على  gلتكن الدالة  )3 )
2

2

1

x
g x x

x
= −

+
)و   )Γ . تمثیلها البیاني 

) بین أن المنحنى - )Γ . یقبل مستقیمین مقاربین یطلب تعیین معادلتیهما 

)لي : معرفة كما ی hالدالة  )4 ) 2
1h x x x= + )و لیكن  + )γ  تمثیلها البیاني. 

 عند حدود مجموعة التعریف .، ثم أحسب النهایات  hعین مجموعة تعریف الدالة  )أ

)أكتب معادلة المماس )ب )T منحنىلل ( )γ  0عند النقطة ذات الفاصلة . 

}على المعرفة  kلة لتكن الدا )5 }1;1−− لي : ا یكم( )
2

2

1

1

x
k x

x

+
=

−
)و   )δ  تمثیلها البیاني. 

)أثبت أن المنحنى  - )δ اسین یشملان مبدأ المعلم یطلب تعیین معادلتیهما .یقبل مم 

): یلي كما المعرفة على  zدالةلتكن ال )6 ) 2
2cos sin 2z x x x= ) و + )C ني تمثیلها البیا. 

 هاو شكل جدول تغیرات zاه تغیر الدالةدرس اتج، ثم أ πدوریة و دورها هو  zبین أن الدالة )أ

0مجال ال على ;π   . 

بین أن المستقیم ذي المعادلة  )ب
8

x
π

)هو محور تناظر للمنحنى  = )C . 

0المعرفة على المجال  nfلتكن الدالة العددیة  )7 ;  +∞  : كما یلي( ) ( )1 1
n

nf x x nx= + −  حیث −

n  2و عدد طبیعيn ≥ . 

0على المجال  nfأدرس اتجاه تغیر الدالة  )أ ;  +∞ . 

0من المجال  xن أجل كل عدد حقیقي: میة التال متباینة برنوليأثبت صحة  )ب ;  +∞  و من أجل
)یكون :  nكل عدد طبیعي  )1 1

n
x nx+ ≥ + . 

)ة كما یلي : فالمعر  fلتكن الدالة العددیة )8 ) 1

1

x
f x x

x

−
=

+
)و   )fC . تمثیلها البیاني 

 . 1عند  fثم أدرس قابلیة اشتقاق الدالة fن مجموعة تعریف الدالة عی )أ

) عین عبارة )ب )' xf ب معادلة المماس أكت ، ثم( )T  للمنحنى( )fC  0عند النقطة ذات الفاصلة . 

 كما یلي : fتغیرات الدالة لیعطى جدو )ج
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− x

+ −( )'f x 
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3 3
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1−∞

( )f x 

)أنشئ المنحنى  - )fC یعطى ) 
2

0.6
3
2و  ≈

0.3
3

f
 

≈  
 

  (. 

)لتكن  )د )λ  مجموعة النقط( );M x y : من المستوي و التي تحقق( ) ( )2 2
1 1 0x x x y− + + = . 

)بین أن المجموعة  - )λ  معادلتیهما ثم أنشئ المجموعة  منحنیین یطلب تعیینهي اتحاد( )λ ي نفس ف
 المعلم السابق .

}المعرفة على  mfة العددیلتكن الدالة  )9 }2−  : كما یلي( ) ( )2
2 1

2
m

x m x m
x

x
f

+ − + −
=

−
mحیث 

)ط حقیقي و لیكنیسو  )mC  للدالة المنحنى الممثلmf . 

)ن أن كل المنحنیاتیب )أ )mC  حداثییها .تعیین إتشمل نقطة ثابتة یطلب 

)أحسب  )ب )'m xf لحقیقي قیم الوسیط ا ، ثم عینm  تكون من أجلها الدالةالتيmf متزایدة تماما 

 ا .على مجال تعریفه

)هل یقطع المنحنى )ت )mC . حامل محور الفواصل ؟ برر إجابتك 

)بین أن النقطة  )ث )2 ; 2m mΩ ) ىنحنالمهي مركز تناظر  + )mC . 

 ا��ل
 حساب النهایات : )1

( )
1

sin 0
1) lim :

1 0x

x
FI

x

π
→

 
→ − 

 

)نضع  ) ( )sinf x xπ=  لدینا ،( )1 sin 0f π=  و بالتالي : =

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

sin 1
lim lim ' 1

1 1x x

x f x f
f

x x

π
→ →

−
= =

− −

)و لدینا  ) ( )' cosf x xπ π= : إذن 

( ) ( )
1

sin
lim cos

1x

x

x

π
π π π

→
= = −

−
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( ) ( )

( )

0

0 0

0 0 0

0 0

sin 0
2) lim :

01 1

sin sin 1 1
lim lim

1 1 1 1 1 1

sin 1 1 sin 1 1sin
lim lim lim

1 1 21 1

sin 1 sin
lim lim 1 1

21 1

x

x x

x x x

x x

x
FI

x x

x x x x

x x x x x x

x x x x x xx

x x xx x

x x
x x

xx x

→

→ →

→ → →

→ →

→
+ − −

+ + −
= ×

+ − − + − − + + −

+ + − + + −
= =

+ − ++ − −

= × + + −
+ − −

لدینا 
0

sin
lim 1
x

x

x→
)) و  نهایة شهیرة(  = )

0
lim 1 1 2
x

x x
→

+ + −  لتالي :باو  =

0

sin 2
lim 1

21 1x

x

x x→
= =

+ − −

( )2021

0

1 1 0
3) lim :

0x

x
FI

x→

+ −
→

)نضع  ) ( )2021
1g x x= )، لدینا  + ) 2021

0 1 1g =  : و بالتالي =

( ) ( ) ( ) ( )
2021

0 0

1 1 0
lim lim ' 0

0x x

x g x g
g

x x→ →

+ − −
= =

−

)و لدینا  ) ( )2020
' 2021 1g x x=  إذن : +

( )2021

2020

0

1 1
lim 2021 1 2021
x

x

x→

+ −
= × =

3لة عادالمن أ نییتب )2
4x x+ =  :  في αحلا وحیدا تقبل  −

)كما یلي :   المعرفة على fدالةر النعتب ) 3
4f x x x= +  على  شتقاققابلة للا fالدالة . +

)مشتقها : و  ) 2
' 3 1 0 :f x x x= + > ∈ أي أن الدالةf على  متزایدة تماما  و لدینا ،

( )lim
x

f x
→−∞

= )و  ∞− )lim
x

f x
→+∞

= )أي  ∞+ ) ( )lim lim 0
x x

f x f x
→+∞ →−∞

× و منه حسب مبرهنة القیم  >
3المعادلة  توسطةالم 3

4 0 4x x x x+ + = ⇔ + =  . في  α حیداتقبل حلا و  −

2سعته  αتعیین حصرا للعدد -
10

− : 

)ا لدین )1 2f − )و  = )2 6f − = [و منه  − [2 ; 1α ∈ − نجد نصیف . باستخدام طریقة الت −
] [1.50 ; 1.25α ∈ − − . 

)المتجانس  توي المنسوب إلى المعلم المتعامد وفي المس ); ;O i j
 

 : 

)كما یلي :  على  معرفة gالدالة  )3 )
2

2

1

x
g x x

x
= −

+
)و  )Γ . تمثیلها البیاني 

) تبیین أن المنحنى - )Γ ما ادلتیهعمتعیین لب مقاربین یط یقبل مستقیمین: 

)لدینا  )
2

2

1

x
g x x

x
= −

+
 حیث : 
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2
22

2 2 2 22

2
22

2 22

2 2 2 2 2 2
lim lim lim lim lim lim 2

1 1 1 111
1 1 1 11

2 2 2 2 2
lim lim lim lim lim

1 111
1 11

x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x xx
x x x xx

x x x x x

x x x xx
x xx

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞ →−∞

 
 
 

 
 
 

− = − = − = − = − = − = −
+ × + × + × + ++

− = − = − = − = −
+ × + × + − ×+ 2 2

2
lim 2

1 1
1 1

x

x x

→−∞
= − =

+ − +

 بحیث :
2 2

1 1
lim 1 lim 1 1

x xx x→+∞ →−∞
+ = + = . 

)نحنى و بالتالي الم )Γ : یقبل مستقیمین مقاربین هما 

)المستقیم  • )1
: 2y x∆ =  . ∞−بجوار +

)المستقیم  • )2
: 2y x∆ =  . ∞+بجوار −

) : معرفة كما یلي hالدالة  )4 ) 2
1h x x x= + )و  + )γ . تمثیلها البیاني 

 : hتعیین مجموعة تعریف الدالة  )أ

2ا كان فة إذا و فقط إذعر م hالدالة 
1 0x x+ + 2 نأي أ ≤

1 ......(1)x x+ ≥ xو لدینا مهما یكن −

2 فإن :  من 2
1x x+ 2 أي أن ≤

1x x+ [و لدینا  ، ≤ ]
[ [

; ; 0

; 0 ;

x x x

x x x

− = ∈ −∞

− = − ∈ +∞

أي أنه  

x(2)...... فإن من  x نمهما یك x≥ 2نجد  )2) و (1بین ( ، بالتعدي −
1x x+ ≥ من أجل  −

 . معرفة على  hلة الدا ، إذن من  xكل

 :حساب النهایات عند حدود ( أطراف ) مجموعة التعریف  -

( )

( )

( )
( )( )

( )

2 2

2

2 2

2

2

2 2
2

2 2

1) lim lim 1 : lim 1

2) lim lim 1 :

1 1
lim lim 1 lim

1

1 1
lim lim lim 0 : lim 1

1 1

x x x

x x

x x x

x x x x

h x x x x

h x x x FI

x x x x
h x x x

x x

x x
h x x x

x x x x

→+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞

→−∞ →−∞ →−∞

+

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

= + + = +∞ + = +∞

= + + →∞−∞

+ + − +
= + + =

− +

− − −
= = = − + = −∞

− + − +

) المنحنىتبیین أن  )ب )γ نها :ییتع ف یطلبانعطا نقطة یقبل 

 و مشتقها : ى قابلة للاشتقاق عل hالدالة 

( )

( )

2

2 2

2 2

2

2 2

2 2 1 2
1

2 1 2 1
'

2 1 2 1

1
'

2 1 1

x x x

x x
h x

x x x x

x x
h x

x x x

+ +
+

+ += =
+ + + +

+ +
=

+ + × +
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)لدینا  ) ( ) ( ): ' 0 0T y f x f= )یث ح + )

( )

1
' 0

2

0 1

f

f

 =

 =

)و بالتالي   ) 1
: 1

2
T y x= + . 

}المعرفة على  kالدالة  )5 }1;1−− يلا یكم  :( )
2

2

1

1

x
k x

x

+
=

−
)و  )δ  تمثیلها البیاني. 

)إثبات أن المنحنى - )δ ما :یقبل مماسین یشملان مبدأ المعلم یطلب تعیین معادلتیه 

)ان هما : اسلیكن المم ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1
: 'y k x x x k x∆ = − )و  + ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2

: 'y k x x x k x∆ = − + 

)عند النقطتین  )1 1 1
;M x y  و( )2 2 2

;M x y . على الترتیب 

: اسان یشملان المبدأ معناه المم
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 1 1

2 2 2

' 0

' 0

k x x k x

k x x k x

 − + =


− + =
 : أي أن 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

2 2 2

'

'

k x x k x

k x x k x

 =


=
 

 بالتالي : و

} تقاق علىلاشقابلة ل k الدالة }1;1−− و مشتقها : 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2
2 2

2 1 1 4
'

1 1

x x x x
k x

x x

− − −
= = −

− −

}نحل في }1;1−− المعادلة 
( )

2 2

2 2
2

4 1

11

x x

xx

+
− =

−−
 : 

)المعادلة السابقة تكافئ  ) ( )( )2
2 2 2 2

4 1 1 1x x x x− − = + 4أن ي أ − 2
4 1 0x x+ − = . 

2نضع 
t x=  2 تكافئ السابقة فالمعادلة تاليبالو

4 1 0t t+ − ∆20لدینا ،  = إذن للمعادلة حلان  =
:  متمایزان هما

1
2 5t = − 0tلأن ( مرفوض  − و )  ≤

2
2 5t = − + . 

: و منه 
1

2 5x = − و  +
2

2 5x = − − + . 

ة معادلة المماسین :كتاب -
}( أي أن  زوجیة kبملاحظة أن الدالة  } ( ) ( )1;1 :x k x k x∀ ∈ − − − = 

}و  } ( ) ( )1;1 : 'x k x k x∀ ∈ − − − = − (  فإن( ) ( ) 1 5
2 5 2 5

3 5
k k

− +
− + = − − + =

− +

)و  ) ( ) 4 2 5
' 2 5 ' 2 5

14 6 5
k k

− +
− + = − − − + = −

−
 .

( )

( )

1

2

4 2 5
:

14 6 5

4 2 5
:

14 6 5

T y x

T y x

− +
= −

−

− +
=

−

): یلي كما المعرفة على  zدالةلا )6 ) 2
2cos sin 2z x x x= ) و + )C ني تمثیلها البیا. 

 : πو دوریة و دورها ه zةتبیین أن الدال )أ
xو xلدینا من أجل كل π+  من : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2cos 2sin 2 2cos 2sin 2 2z x x x x xπ π π π π + = + + + = + + + 
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 المثلثیة :الدوال دساتیر تذكیر ب •

) فإن من  xمهما یكن )1 ) ( )cos cosx xπ+ = :  و بالتالي −

( ) ( )( )22 2
cos cos cosx x xπ+ = − = . 

sinxالدالة  )2 x  على المعرفة 2دوریة و دورها هوπ مهما یكن إذنx  من 

)إنف )sin 2 sinx xπ+ = . 

 بالتالي :و 

( ) ( ) ( ) ( )2
2cos 2sin 2z x x x z xπ+ = + =

 . πدوریة و دورها هو  zجد أن الدالةمما سبق ن
0على المجال اتها شكیل جدول تغیر و ت zدالةدراسة اتجاه تغیر ال - ;π   : 

 و مشتقها : قابلة للاشتقاق على  zلةالدا

( )

( ) ( )

( )

' 4cos sin 2cos 2 2sin 2cos 2

2 2 2
' 2 cos 2 sin 2 2 cos 2 sin 2

2 22

2 2
' 2 2 cos 2 sin 2

2 2

z x x x x x x

z x x x x x

z x x x

= − + = − +

 
= − = × −  

 
 

= −  
 

)لدینا  )cos cos cos sin sina b a b a b+ =  لي :و بالتا −

( )' 2 2 cos 2
4

z x x
π = + 

 

)ارة إش )'z x من إشارةcos 2
4

x
π + 

 
 : 

cosدینا ل - 2 0
4

x
π + > 

 
3لما   5

2 ; ;
4 2 2 2 2

x
π π π π π   + ∈ −      

  3أي لما 5 9
; ;

8 8 8 8
x

π π π π   ∈ −      
 

5المجال متزایدة تماما على  zإذن
0 ; ;

8 8
x

π π π   ∈      
 . 

cosدینا ل - 2 0
4

x
π + < 

 
3لما  

2 ;
4 2 2

x
π π π + ∈  

5أي لما  
;

8 8
x

π π ∈  
تماما على  ناقصةمت zإذن 

5المجال 
;

8 8
x

π π ∈  
 . 

0المجال  ىعل zجدول تغیرات الدالة • ;π   : 



7 

5
0

8 8

π π πx

+ − +( )'z x

2
8

z
π 
 
 

5
2

8
z

π 
 
 

( )z x

2.4142
8

5
0.4142

8

z

z

π

π

  ≈ 
 
  ≈ − 
 

أن المستقیم ذي المعادلة  ینتبی )ب
8

x
π

)منحنى تناظر للهو محور  = )C : 

xلدینا من أجل كل  ∈  و
4

x
π
− ∈ : 

2

2

2cos sin 2
4 4 4

2 cos sin 2
4 4 2

z x x x

z x x x

π π π

π π π

      − = − + −            

      − = − + −            

 كیر :تذ•

1( ( )cos cos cos sin sina b a b a b− = + . 

2(  ( )sin sin cos sin cosa b a b b a− = − . 

 و بالتالي :

( ) ( )

2

2

2 2

2 cos cos sin sin sin cos 2 sin 2 cos
4 4 4 2 2

2 1
2 cos sin cos 2 2 cos sin 2cos sin cos 2

4 2 2

1 2cos sin cos 2
4

z x x x x x

z x x x x x x x x x

z x x x x

π π π π π

π

π

          − = + + −                    

  − = + + = × + + +  
   
 − = + + 
 

 تذكیر :•

2cosفإن  من  xمهما یكن )1 sin sin 2x x x= . 

2فإن   من xمهما یكن )2
cos 2 2cos 1x x= − . 

 و بالتالي :

( )2
2cos sin 2

4
z x x x z x

π − = + = 
 
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xكل من أجل  لدینا ∈  و
4

x
π
− ∈ : ( )

4
z x z x

π − = 
 

ذي المعادلة إذن المستقیم  
8

x
π

الموازي =

)محور التراتیب لحامل  )'yy  للمنحنى هو محور تناظر( )C . 

0المعرفة على المجال  nfلة العددیة الدا )7 ;  +∞  : كما یلي( ) ( )1 1
n

nf x x nx= + − د عد n حیث −
2nو طبیعي  ≥ . 

0مجال على ال nfدراسة اتجاه تغیر الدالة  )أ ;  +∞ : 

0قابلة للاشتقاق على المجال  nfالدالة ;  +∞ : و مشتقها 

( ) ( ) ( )1 1
' 1 1 1

n n

nf x n x n n x
− − = + − = + − 

)إشارة  )'nf x  من إشارة( ) 1
1 1

n
x

−+ 2nلأن  − ≥ . 

0من المجال  xینا من أجل كللد ;  +∞  :1 1x+ )و بالتالي  ≤ ) 1 1
1 1 : 2

n n
x n

− −+ ≥ حیث  ≤
1

1 1
n− )نه و م = ) 1

1 1: 2
n

x n
−+ ≥ )أي أن  ≤ ) 1

1 1 0 : 2
n

x n
−+ − ≥ من المجال  xل كلإذن من أج ≤

0 ;  +∞  فإن( )' 0nf x 0جال على الم ةدمتزای nfو الدالة  ≤ ;  +∞ . 

0من المجال  xمن أجل كل عدد حقیقي(  متباینة برنوليإثبات صحة  )ب ;  +∞  و من أجل كل عدد
)یكون :  nطبیعي  )1 1

n
x nx+ ≥ + : ( 

0متزایدة على المجال  nfلةؤال السابق : الدان السلدینا م ;  +∞ نلتالي مهما یكو باx  من المجال
0 ;  +∞  فإن :( ) ( )0n nf x f≥  حیث( )0 0nf )أي أن  = ) 0nf x )أي  ≤ )1 1 0

n
x nx+ − − ≥ 

0ال من المج xإذن من أجل كل عدد حقیقي ;  +∞  و من أجل كل عدد طبیعيn  2حیثn ≥ 

)لدینا :  )1 1
n

x nx+ ≥ + . 

0nتین ة الحالدراس - 1nو  = 0ن المجال م xدد حقیقيمن أجل كل ع = ;  +∞ : 

0nمن أجل  • = : ( )0
1 1

1 0 1

x

x

 + =

+ × =

)و منه   )0
1 1 0x x+ ≥ + × . 

1n أجلمن  • = : ( )11 1

1 1 1

x x

x x

 + = +

+ × = +

)و منه   )11 1 1x x+ ≥ + × . 

0من المجال  xأجل كل عدد حقیقي منه فإنمما سبق  ;  +∞  و من أجل كل عدد طبیعيn  : یكون
( )1 1

n
x nx+ ≥  . صحیحةأي أن متباینة برنولي  +

): ة كما یلي فالمعر  fالدالة العددیة  )8 ) 1

1

x
f x x

x

−
=

+
)و   )fC . تمثیلها البیاني 

 : fتعیین مجموعة تعریف الدالة )أ

1فقط إذا كان معرفة إذا و  fالدالة
0

1

x

x

−
≥

+
1و   0x + 1xأي أن  ≠ ≠ − . 

1إشارة الكسر

1

x

x

−
+

)من إشارة الجداء   )( )1 1x x− 1xحیث  + ≠  بالتالي :و  −
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1 1−∞ − +∞x

+ + −1 x−

− + +1x +

− + −( )( )1 1x x− + 

[إذن  • ]1;1fID = − . 

 : 1عند  fدراسة قابلة اشتقاق الدالة -

في  1لى یمین بقیم أكبر ) لأنه لا توجد قیم ع 1( عند  1غیر قابلة للاشتقاق على یمین  fالدالة
[(  fمجال تعریف الدالة ]1;1fID =  . 1ق عند و بالتالي فالدالة غیر قابلة للاشتقا ) −

 : fجاه تغیر الدالةدراسة ات )ب

[المجال قابلة للاشتقاق على  fالةالد  و مشتقها : −1;1]

( ) ( )

( )
( )

2

2

2

1 1

11
'

1 1
2

1

1
'

1 1
2 1

1

x x

xx
f x x

x x

x

x x
f x

x x
x

x

− − + −
+−

= +
+ −

+

−
= −

+ −
+

+

)لة المماسادكتابة مع - )T  للمنحنى( )fC 0ند النقطة ذات الفاصلة ع : 

)لدینا  ) ( )( ) ( )0 0 0
: 'T y f x x x f x= − حیث  +

0
0x )ن أي أ = ) ( ) ( ): ' 0 0T y f x f= لدینا و  +

( )
( )
' 0 1

0 0

f

f

 =


=
): إذن  ) :T y x= . 

)إنشاء المنحنى  )ج )fC : 
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( )T

( )λ

( )C
f

) لتكن )د )λ  مجموعة النقط( );M x y : من المستوي و التي تحقق( ) ( )2 2
1 1 0x x x y− + + = . 

) تبیین أن المجموعة - )λ تعیین معادلتیهما : یین یطلبمنحن هي اتحاد 

):لدینا :  ) ( ) ( )2 2
: 1 1 0x x x yλ − + +  التالي :و ب =

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ] ]

( ) ] ]

( )
] ]

[ ]

( )
( ) ] ]

( ) [ ]

2 2

2 2

2 2

2

: 1 1

: 1 1

1
: ; 1

1

1
: ; 1;1

1

1
: ; 1;1

1

1
; 1; 0

1
:

1
; 0 ;1

1

; 1; 0
:

; 0 ;1

x y x x

x y x x

x
y x x

x

x
y x x

x

x
y x x

x

x
x x

x
y

x
x x

x

f x x
y

f x x

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

+ = − −

+ = −

−
= × ≠ −

+
−

= ± × ∈ −
+

−
= ∈ −

+
 −
− ∈ − += 

− ∈ +
− ∈ −= 

∈
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)المجموعة  • )λ ینطق على  ذيمنحنى الدالة ال حاد منحنیین هماات هي( )fC لما [ ]0 ;1x ى منحن و ∋
)نظیر المنحنى  الدالة )fC حامل محور الفواصل بالنسبة ل( )'xx  لما] ]1; 0x ∈ − . 

 الإنشاء في المعلم السابق .

}المعرفة على  mfة العددیالدالة  )9 }2− كما یلي  :( ) ( )2
2 1

2
m

x m x m
x

x
f

+ − + −
=

−
ط یسو  mحیث 

)حقیقي و لیكن )mC  للدالة المنحنى الممثلmf . 

)تبیین أن كل المنحنیات )أ )mC تة یطلب تعیینها :تشمل نقطة ثاب 

)لتكن  ) ( );m m m mI x y C∈ : و بالتالي 
( )2

2 1

2

m m

m

m

x m x m
y

x

+ − + −
=

−
أي أن  

( ) ( )2
2 2 1m m m my x x m x m− = + − + 2أي  −

2 2 1m m m m m my x y x mx x m− = + − + و منه  −
2

2 2 1 0m m m m m my x y x mx x m− − − + − + و یكافئ  =

( ) 2
1 2 2 1 0m m m m m mm x y x y x x− + + − − + − معناه :  =

2

1 0

2 2 1 0

m

m m m m m

x

y x y x x

− + =


− − + − =

: و بالتالي 
2

1

1 2 1 0

m

m

x

y

=

− − + − =

1إذن  

0

m

m

x

y

=
 =

)أي أن   )1;0mI . 

)یات كل المنحن • )mC  تشمل نقطة ثابتة هي النقطة ذات الإحداثیات( )1;0 . 

)حساب  )ب )'mf x : 

}قابلة للاشتقاق على  mf الدالة }2− : و مشتقها 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

2

2

2

2

2 2 2 2 1
'

2

4 3
'

2

m

m

x m x x m x m
f x

x

x x m
f x

x

+ − − − − − − +
=

−

− − +
=

−

 ریفها :ل تعایدة تماما على مجامتز  mfالتي تكون من أجلها الدالة  m یط الحقیقيتعیین قیم الوس -

)جال تعریفها معناه دة تماما على ممتزای mf الدالة )' 0mf x أي أن  <
( )

2

2

4 3
0

2

x x m

x

− − +
>

−
و بما أن  

( ) { }2
2 0 : 2x x− > ∈ − 2و معامل

x 0نجد أن تماما في البسط  موجبm∆ ممیز البسط )  ( <
): و بالتالي ) ( )2

4 4 3 0m− − − + 4أي  < 4 0m + 1mو منه  < > [إذن  − ]1;m ∈ − حتى تكون  ∞+
 ل تعریفها .على مجا متزایدة تماما mfلدالة ا

)ى المنحن )ت )mC  ت الإحداثیات لأن النقطة ذاواصل حامل محور الفیقطع( ت ى المنحنیاإلمي تنت 0;1(
( )mC  و تنتمي إلى محور الفواصل( )'xx . 

)تبیین أن النقطة  )ث )2 ; 2m mΩ )ى مركز تناظر المنحن هي + )mC : 

}لدینا من أجل  }4 2x− ∈ − و{ }2x ∈ − : 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 2

22

2 2

4 2 4 1 2 1
4

4 2 2

2 116 8 4 8 2 1
4

2 2

16 8 4 8 2 1 2 1 2 4 4 8
4

2 2

2 2 2
4

2

4 2 2

x m x m x m x m
f x f x

x x

x m x mx x m mx x m
f x f x

x x

x x m mx x m x m x m m x m
f x f x

x x

m x
f x f x

x

f x f x m

− + − − + − + − + −
− + = +

− − −
+ − + −+ − + − − + + −

− + = − +
− −

− − + − + + − − + + + − + − + − −
− + = =

− −
+ −

− + =
−

− + = +

)من الشكل  • ) ( )2 2f x f xα β− + )لنقطة و بالتالي ا = )2 ; 2m mΩ )ناظر للمنحنىمركز ت + )mC . 

 غريب عصام تابة :د و كإعدا


