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  ملاحظة:  

  .��  ملامععلى  ركزنُ ، �����ñŠb’g@ ولدراسة؛ 	�على معامل   نرُكز، �@pbíbèã لحساب  �

��;من الشكل   ���′�لدینا  بصفة عامة: � <� � =
��;إشارة   تذكير: � <� � ����� نضع: = � ��< نجد: 0 � <� � = � 0 (*)

�∆  الممیزشارة حسب إ <� 
 4>=

��;من الشكل   ���′�انت  إذا ك � @�  )A � 1(

xa‹‚hi@âìÔã@�@Ú�“ß@ÝßbÈ×@ @

��<إشارة � �����نضع:  �> � ��<نجد: 0 � <� � �<��ویكون:  0 � <� � �ومنھ:   0 � �أو 0 � 
 B
C

في جدول) ���′�(بعد إیجاد الحلول، نلخص إشارة  

��;من الشكل   ���′�إذا كانت   � A  )@ � 1(

��;إشارة   � A:نضع ����� � ��; نجد: 1 � A � ��	 ویكون: 1 � 
 A
;

∆0 (الممیز موجب تماما) 1
��;إشارة  ( �����إشارة  � <� � =( 
�∞     �′′         �′      
∞  � 

مثل  
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;إشارة 

مثل  
;إشارة 

�′���

�� � �@7√∆
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�;
��حیث   8 .الترتیب في الجدول مھم ،′′�

∆8 ب تماما)(الممیز سال 1
�����إشارة 

��;إشارة  ( � <� � =( 
�∞               
∞  � 

 ���′�  ;مثل إشارة  

∆� یز معدوم)لمم (ا 1
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�∞    �′       
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�;  . 

�� � � 0 � نجد 1 � �أو �√ � 
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��;إشارة  ( �����إشارة  � A( 
�∞     √�        
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�حیث   � 
 A
;. 

�����إشارة 
��;رة  إشا( � A( 
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����Ö‹ÐÛa@ñŠb’g@‘Š‡ã@(  : �∆�بالنسبة إلى مماسه   FG'Hولدراسة وضعية   
 I@ (

  ملاحظة:

 )K(لتكن ھذه النقطة  �1ة ذات الفاصلة النقطعند  �∆�بالنسبة إلى مماسھ  غَیَّرَ وضعیتھ FJ�Hبمأنّ المنحنى  �
;L��1النقطة   ونستنتج أنّ  Kفي النقطة   �∆�المماس  یخترق FJ�Hالمنحنى   قول أنّ ن انعطافھي نقطة  �����1

 .���Jلـ

;L��M لتبیان أنّ  NM�  ھي نقطة انعطاف لـFG'H ا یلي:ع منتب

) ���′�(انطلاقا من    ���′′� ) نحسب1

������ نضع( ���′′�  ) ندرس إشارة2 � � نجد 0 � �M( 

Nمن الشكل   �∆�معادلة المستقیم   � ����M��� 
 �M� � ���M�  حیث  ����M�  المماس   معامل توجیھ  ھو�∆� .

 من البیان 
;O��P  باختیار نقطتین من المماس  من البیان  �����Mجاد  مكن إیویُ  NP�  وQ��R; NR�

�����Mنجد: � ST�SU
VT�VU .

من البیان وذلك باتباع ما یلي:  �∆�معادلة المماس كما یمُكن إیجاد 

/ :/) نحسب  1 � ����M� � ST�SU
VT�VU .

9مع محور التراتیب)    �∆�ھو ترتیب نقطة تقاطع المماس   9(:9نحسب  ثمّ )2 � NP 
 "�P
9	أو  � NR 
 "�R      الأخیر نجد: في�∆�: N � /� � 9.
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;L��M  إذن مُغیرّة إشارتھا �Mعند  انعدمت ������ ���M��  لـ انعطافنقطةFG'H وھيL��M; NM�.  

ZòÄyýß@ @
����منا تبیان أنّ    لبإذا طٌ  � �… ��… …�من الطرف الثاني  ننطلق � ��… باستعمال النشر نصل إلى الطرف  �

����في حل معادلة  نستعملھا ، ����الأول  � 0 .  

  

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

;	��Qنقط  وعة من النعُین مجم بصفة عامة:   .           FJ�Hنحنى  نحصل على الم نصل بینھا بالیدو �����

  
  
  

  
  
  

  
  

  

Þaû�Ûa@ @éîÜÇ@òibu⁄a@òîÐî×@ @
  ��G)عیّن نقطتي تقاطع المنحنى  1

  ذي المعادلة:  �&�مع المستقیم  
N � 3� 
 1.  

����نحل المعادلة  � 3� 
   .��و ��نجد حلین   1
��Gوبالتالي:  ∩ �&� � Z[���	; N��	; \���	; N��]  

      .�&�في معادلة   أو �في عبارة   ��نعوض  �Nلإیجاد 

ذات  )حل بیانیا المتراجحة2
  :�المجھول الحقیقي 

���� 8 
1.  

����حلول المتراجحة   8 
  تحتالواقعة  FG'Hنقط  فواصلھي  1

Nعادلة المستقیم ذو الم � 
التقاطع، من البیان فواصل نقط  باستثناء 1

^نجد  � ⋯ .  

1
���و  ��1′�)عیّن  3� ،
Bac2010 

مُوازیا لمحور   1عند النقطة ذات الفاصلة  FG'Hالمنحنى  أ) مماس

����1 یعني الفواصل  � 0.  

  مع حامل محور التراتیب  FJ�Hتقاطع  -أ
���1  نجد  ���1نحسب   � ` 

FJ�H ∩ �II�� � Za�1;`�]  

لم تذُكر في   إن aنسمي نقطة التقاطع  
 ین  التمر

  امل محور الفواصلمع ح  FJ�Hتقاطع  -ب
����نحل المعادلة   �   ] ����حسب اختیار    [ 1

  حالتین إما: ) 02(نكون أمام 
`إذا كان   :01@الحالة � الموجودة في   ����نختار عبارة   1

    كعامل مشترك (ثم نحل معادلة جداء)  �المعطیات ونقوم بإخراج  
`إذا كان   :02@لةالحا - وجودة في  الم ����نختار عبارة   1

  الأسئلة (ثم نحل معادلة جداء)
مع حامل   FJ�Hعدد الحلول ھو عدد نقط تقاطع   ملاحظة مھمة:

  محور الفواصل.  
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لمحور  مُوازیا  كذلك  -1عند النقطة ذات الفاصلة   FG'Hالمنحنى  ب) مماس

1
��� یعني فواصل ال� � 0.  

للمنحنى   مماسان)بیّن أنھّ یوجد 4

FG'H كل منھما   معامل توجیھ

 Bac2011. 5یساوي 

���′�المعادلة   نحل �   . حلین نجد 5

  

  
  
  

  

  
  
  

  

 
  

�;من الشكل   ���′�لدینا  بصفة عامة: � �;إشارة   تذكیر:         > � <  

�∞                  
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�/             
∞  � 

 ���’� /عكس إشارة    /مثل إشارة  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

  
  
  
  
  
  
  

�∞                 
 @
;            
∞  � 

�<  eعكس إشارة    ;مثل إشارة   � < 

داّلة كثیر حدود من الدرجة   �
 الثانیة 

���� � "�� � #� � $    
'&و � ( � )
∞;�∞, 

"أعداد حقیقیة،   $و  #، "   - 0  
 لأولىا

/ 0   ماما)عدد حقیقي موجب ت /(  1
234�→�6 ���� � 234�→�6�/��� � �∞ 

234�→76 ���� � 234�→76�/��� � �∞ 

 

/ 8   سالب تماما) عدد حقیقي  /(  1
234�→�6 ���� � 234�→�6�/��� � 
∞ 

234�→76 ���� � 234�→76�/��� � 
∞ 

 

/ 0   عدد حقیقي موجب تماما) /(  1
����� � �/� � #  

  

/ 8   عدد حقیقي سالب تماما)  /(  1
����� � �/� � #  

 

/ 0   عدد حقیقي موجب تماما) /(  1

�∞                  
 9
�/              
∞  � 

+  -  �’��� 
�∞                                     �∞  

  

                   � f
 9
�/g        

���� 

 

/ 8   عدد حقیقي سالب تماما)  /(  1

�∞                  
 9
�/              
∞  � 

-  +  �’��� 
                     � f
 9

�/g                       

  

∞                                     
∞                                           

���� 

 

  �����إشارة 

�����نضع   � �  نجد  1 � 
 9
�/  

�∞                   
 9
�/              
∞  � 

+  -  �’��� 

hتماما على المجال متناقصة  �∞;
 i

�jh  


kل  ومتزایدة تماما على المجا     i
�j ; �∞k  

  �����إشارة 

�����نضع   � �  نجد  1 � 
 9
�/  

�∞                  
 9
�/              
∞  � 

-  +  �’��� 

hعلى المجال تماما متزایدة  �∞;
 i

�jh  


kومتناقصة تماما على المجال      i
�j ; �∞k  
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Nمن الشكل  �∆�معادلة المستقیم   � ����M��� 
 �M� � ���M� حیث ����M� المماس  معامل توجیھ ھو�∆�.  

  البیانمن 
;O��P ن من المماس باختیار نقطتی البیان نم �����Mویمكن إیجاد  NP�  وQ��R; NR� 

�����Mنجد: � ST�SU
VT�VU.  

  (سنشرح ھذا الفصل في الداّلة كثیر حدود من الدرجة الثالثة)  كما یمُكن إیجاد معادلة المماس من البیان

ZòÄyýß@ @
����نّ  منا تبیان أ  إذا طٌلب � �… ��… …�من الطرف الثاني  ننطلق � ��… باستعمال النشر نصل إلى الطرف  �

����في حل معادلة  نستعملھا ، ����الأول  � 0 .  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

;	��Qنعُین مجموعة من النقط   بصفة عامة:   .           FJ�Hنحصل على المنحنى   دھا بالینصل بینو �����

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  مع حامل محور التراتیب  FJ�Hتقاطع  -أ
���1  نجد  ���1نحسب   � : 

FJ�H ∩ �II�� � Za�1; :�]  

إن لم تذُكر في   aنسمي نقطة التقاطع  
 التمرین  

  مع حامل محور الفواصل  FJ�Hتقاطع  -ب
����معادلة  نحل ال �   ] ����حسب اختیار    [ 1

  حالات إما:  )03(نكون أماما ثلاث 
  ′′�و  ′�  للمعادلة حلین متمایزین  :01@الحالة

FJ�H ∩ ���′� � Zl���; 1�; J����; 1�]  

  ′�مضاعف  للمعادلة حل   :02@الحالة

FJ�H ∩ ����� � Zl���; 1�]  

FJ�Hلیس لھا حلول  لة معاد ال :03@الحالة ∩ ���′� � Z ]  

  

/ 0   قیقي موجب تماما)عدد ح /(  1
  
  
  
  
  
  
   

b 

c 

� m
 9
�/n 

FJ�H 

/ 8   عدد حقیقي سالب تماما)  /(  1
  
  
  
  
  
  
   

c 


 9
�/ 

b 

FJ�H 


 9
�/ 

� m
 9
�/n 

�1 �∆� 
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  نستعمل جدول مساعد            یم ولرسم ھذا المستقیممنحناھا عبارة عن مستق بصفة عامة:

  
  

  
  
 
  

    � 

    N 

الة كثیر حدود من الدرجة  دّ  �
 الأولى

���� � "� � #    
'&و � ( � )
∞;�∞, 

"عددین حقیقیین،   #و  "   - 0  
 الأولى

/ 0   ي موجب تماما)عدد حقیق  /(  1
234�→�6 ���� � 234�→�6�/�� � 
∞ 

234�→76 ���� � 234�→76�/�� � �∞ 

 

/ 8   عدد حقیقي سالب تماما)  /(  1
234�→�6 ���� � 234�→�6�/�� � �∞ 

234�→76 ���� � 234�→76�/�� � 
∞ 

 

/ 0   عدد حقیقي موجب تماما) /(  1
����� � / 0 1 

 . )تماما على  متزایدة  �

/ 8   عدد حقیقي سالب تماما)  /(  1
����� � / 8 1 

 .)تماما على  متناقصة  �

/ 0   عدد حقیقي موجب تماما) /(  1
�∞                                     
∞  � 

+  �’��� 
�∞      

  
                                            
∞  

���� 

 

/ 8   عدد حقیقي سالب تماما)  /(  1
�∞                                      
∞  � 

-  �’��� 
                                            
∞  

  
�∞                                       

���� 

 

  مع حامل محور التراتیب  FJ�Hتقاطع  -أ
���1  نجد  ���1نحسب   � 9  

FJ�H ∩ �II�� � Za�1; 9�]  

 إن لم تذُكر في التمرین   aنسمي نقطة التقاطع  

  مع حامل محور الفواصل  FJ�Hتقاطع  -ب

����نحل المعادلة   � �  نجد 1 � 
 9
/  

FJ�H ∩ ���′� � ol m
9
/ ; 1np  

 في التمرین   إن لم تذُكر lنسمي نقطة التقاطع  

/ 0   عدد حقیقي موجب تماما) /(  1
  
  
  
  
  
  
  

b 

c 

9
/ 
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FJ�H 

/ 8   عدد حقیقي سالب تماما)  /(  1
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< <

< <

< <

< <

@ @
����كما یلي:  �داّلة معرّفة على  � � �� � 3�.  


��
;��في مستو منسوب إلى معلم متعامد متجانس  �المنحنى الممثل للداّلة   ��; ���.  

  . ����1 ،����2) احسب 1
lim)أ) احسب 2

�→��
����، lim

�→��
����.  

  ثم أدرس إشارتھا.                ���′�ب) احسب    
  .� جـ) شكّل جدول تغیرّات الداّلة  
���� المعادلة � )أ) حل في3 � 0 .  


ب) استنتج أنّ المنحنى    ��
  یقطع محور الفواصل في ثلاث نقاط یطُلب تعیین إحداثیي كل منھا.  


مماس المنحنى  �∆�جـ) اكتب معادلة للمستقیم   ��
  . 0عند النقطة التي فاصلتھا  


ادرس وضعیة      ��
  . ماذا تستنتج؟            �∆�بالنسبة إلى  


د) أرسم    ��
 .�∆�و  
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@ @
 �  المرسوم في الشكل المقابل ھو لداّلة ���المنحنى  

مماس للمنحنى   �∆�وَ   ∞!;�1 معرّفة على المجال 
   .2عند النقطة التي فاصلتھا   ���

  
    ثمّ بقراءة بیانیة، ∞!عند   �  ) خمّن نھایة 1

  . ∞!;�1 على المجال  �  عینّ اتجاه تغیرّ  
  . � شكّل جدول تغیرّات  
  ) من العبارات الآتیة: 2

   �#��� � #
� �� � 2�$ ! 3� ! 1،  

   �$��� � #
� �� � 2�$ ! 3� � 1،  

   ����� � � #
� �� � 2�$ ! 3� � 1.  

  مبرّرا ذلك. �  عینّ العبارة المناسبة للداّلة  
تخمیناتك وقراءتك  . ھل �  ) ادرس تغیرات الداّلة3

  السابقة صحیحة؟ 
  . �∆�) عیّن معادلة للمستقیم  4

  . ���) عیّن إحداثیي نقطة الانعطاف للمنحنى  5

% ) ارسم المستقیم ذو المعادلة6 � ، ثم حل بیانیا  �1

  : �  المتراجحة ذات المجھول الحقیقي
���� & �1.  

 �'�مع المستقیم   ���) عیّن نقطتي تقاطع المنحنى  7
%ذي المعادلة   � 3� � 1. 

  

@ @
����بـ:  � الداّلة العددیة المعرفة على � � 2�� � 9�$ ! 12� � 5.  


 لیكن��
;�� المتعامد والمتجانستمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم   ��; ��� .  

lim.احُسب  1
�→��

limوَ  ����
�→��

����.  

  ثم شكّل جدول تغیراتھا. �.ادُرس اتجاه تغیرات الداّلة 2

*.بیّن أن النقطة 3 +�
$ ; � #


  ھي نقطة انعطاف للمنحنى ,$��
.  


  للمنحنى �∆� .اكُتب معادلة المماس4��
  .*في النقطة  

����:� عدد حقیقي.تحقّق أنھ من أجل كل 5 � �� � 1�$�2� � 5�  


 ثم استنتج نقط تقاطع  ��
  مع حامل محور الفواصل.                 


و  �∆�.ارُسم6��
. 

  
  
  
  

�-� 

�∆� 

�-� 

�∆� 
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@ @
 في كل من الأسئلة الآتیة، اختر الإجابة الصحیحة من بین الإجابات الثلاث المقترحة، مع التعلیل. 

1. 2. lb�¨a .  

���.كما یلي: �الداّلة العددیة المعرفة على   .. 3 � �� ! 3� ! 
وَ  4�0
تمثیلھا البیاني في مستو منسوب 

 إلى معلم.
 .�لیست رتیبة على  جـ)              �متناقصة تماما على   ب)              �متزایدة تماما على  أ) : .)الدالة  1
2(
�0
یقبل نقطة انعطاف إحداثیاھا: 

;��1أ)  ;�0ب)                               �0 ;�0جـ)                                  �4 0�.

@ @
;�2 داّلة عددیة معرّفة على المجال  � 21
2
و�
تمثیلھا البیاني في مستو منسوب إلى معلم متعامد متجانس. 

 انظر الشكل وأجب عن الأسئلة التالیة:
 )�  ھي الداّلة المشتقة للداّلة ′�(  ���1′�و ��1′�  عیّن -.أ1

 .�  بواسطة الداّلة  ���1و ���2عینّ صورتي العددین  -ب
;�2   على المجال �شكّل جدول تغیرّات الداّلة  -جـ 21.

�، قارن العددین  �  .باستعمال اتجاه تغیرّ الداّلة2 +�

� وَ  ,$√3
 .

2
 ھي النقطة من المنحنى 3.4�
;�0التي إحداثیاھا  ، وبفرض��2

��0′�أنّ   � 2
؛ اشرح كیف یمُكن رسم مماس المنحنى  3�
في النقطة 

ثم ارسمھ بعد نقل الشكل. 4

@ @

أ) في الشكل المقابل، �0
ھو التمثیل البیاني في مستو منسوب 

�  المعرّفة على . إلى معلم متعامد ومتجانس للدالة
���.بالعبارة:  � ��$ ! 2� ! 3.

 بقراءة بیانیة: 
 .� على . .شكّل جدول تغیرّات الدالة1
 . �  على ���.  إشارة �  .عیّن حسب قیم2

بالعبارة: � المعرّفة على � ب) لتكن الدالة

���� � #
� �� � �$ � 3� ! 3.


��
المعلمفي المستوي المنسوب إلى  �  التمثیل البیاني للدالة 

;��  المتعامد والمتجانس ��; ���.
����5.بیّن أنّ: 1 �  .�  على ���′�  ثم استنتج إشارة ���.�
.∞� وعند ∞! عند � .احسب نھایة الدالة2
 .� ثمّ شكّل جدول تغیرّات الدالة ���3، ����1  .احسب3

2-1-2
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  .بیّن أنّھ یوجد مماسّان للمنحنى4 ��
  .5یساوي معامل توجیھ كلّ منھما  

����المعادلة: �  .حلّ في5  � 
  ثم استنتج احداثیات نقط تقاطع المنحنیین ���.�0

و  ��
. 

  

@ @
����بالعبارة:  �المعرّفة على   �نعتبر الداّلة   � ��� ! 3�$ � 4   

;��تمثیلھا البیاني في مستو منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   ��� ��; ���.  
  .∞!وعند  ∞�عند  �.احسب نھایة الداّلة 1
  ) �الداّلة المشتقة للداّلة  ′�ثمّ ادرس إشارتھ. ( ���′�.احسب  2
  .�.شكّل جدول تغیرّات الداّلة 3
  .  1في النقطة ذات الفاصلة  ���المماس للمنحنى   �∆�.أ) اكتب معادلة للمستقیم 4
����: �ب) بیّن أنّھ من أجل كل عدد حقیقي    � �3� � 5� � ��� � 1��   .  
  . �∆�والمستقیم  ���ج) ادرس الوضع النسبي للمنحنى    
 .���والمنحنى  �∆�ثمّ أنشئ المماس  ����1.احسب  5
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@ @
  كما یلي:  �  المعرّفة على � ھو التمثیل البیاني للداّلة ��� في الشّكل المقابل، المنحنى

���� � �� � 4�$ ! 4�،  
%، حیث:�  عند مبدأ المعلم ���  ھو مماس للمنحنى �∆� والمستقیم �   معادلة لھ. ���.

  
I،عیّن:  )بقراءة بیانیة  
  مع حامل محور الفواصل. ���  عدد نقط تقاطع المنحنى -1  
  .� على ���� إشارة -2  
����عدد حلول المعادلة:  -3   � .���.  
  
II 7 )باستعمال عبارة الداّلة :  

  .∞! وعند ∞� عند �  أ) احسب نھایة الداّلة-1  
  ، ثمّ ادرس إشارتھا.���′�  ب) احسب    
  .� ج) شكّل جدول تغیرات الداّلة    
����:� أ) أثبت أنّھ، من أجل كل عدد حقیقي-2   � ��� � 2�$.  

مع حامل محور   ���  ب) عیّن إحداثیات نقط تقاطع المنحنى    
  الفواصل.

���.أ) بیّن أنّ: -3   � 4�.  
  .�∆�  مع ��� ب) عیّن فواصل نقط تقاطع    

  یقبل نقطة انعطاف فاصلتھا ���بینّ أنّ،  -4  
:
�.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
���� ، التي من أجلھا تقبل المعادلة; عیّن بیانیا، مجموعة قیم الوسیط الحقیقي-5   �  ثلاثة حلول متمایزة. ;
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@ @

  بتمثیلھا البیاني �المعرّفة على  �  نعتبر الداّلة العددیة��
 في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس 

��; ��; 
 مماس المنحنى �>�وَ  �����
;4�1 عند النقطة    كما في الشكل:  �3

I :بقراءة بیانیة(  
  . ∞! وعند ∞� عند �  )خمّن نھایتي الداّلة1  
  وشكّل جدول تغیراتھا. � على � )أدرس اتجاه تغیرّ الداّلة2  
   .�>� )أ) اكتب معادلة للمماس3  


  ب) ادرس وضعیة    ��
   .�>� بالنسبة للمماس 


  ھي نقطة الانعطاف للمنحنى 4  ثمّ استنتج أنّ   ��
.    

���� )عیّن حلول المتراجحة:4 = 5.     
  
II( ّبالشكل: � معرّفة على 7  إذا علمت أن  

7�>� � >? ! @>A ! B :و  @حیثB  .عددان حقیقیان  

  .Dو C  )عیّن العددین1  
  )تحقّق من صحة إجاباتك السابقة حول:2  

    .� أ) اتجاه تغیر الدالة    
    .�>� ب) معادلة المماس    
    .4  جـ) نقطة الانعطاف    
����  د) حلول المتراجحة:     = 5. 

  

@ @
����بِـ: �الدالة المعرّفة على  � � �� � 3� ! 2 . 


��
;��في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  �المنحنى الممثل للدالة   ��; ���.  

  .∞!وعند  ∞�عند  �)احسب نھایة الدالة  1
  ؛ ثمّ شكّل جدول تغیراتھا.�)ادرس اتجاه تغیرّ الدالة 2


)بیّن أنّ المنحنى  3��
  یقبل نقطة انعطاف یطُلب تعیین إحداثییھا.  


للمنحنى   �>�)اكتب معادلة للماس  4��
  .0لنقطة ذات الفاصلة في ا 


و �>�؛ ثمّ أنشئ ���2و ����2)احسب 5��
 .  

%ذا المعادلة  �∆�)أ) أنشئ المستقیم  6 � � ! 2.  
����، بیانیا المتراجحة �ب) حل، في    E � ! 2 . 

  

@ @
����بالعبارة:  � المعرّفة على �  لتكن الدالة � �� � 6�$ ! 9�.  


��
;�� مستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانستمثیلھا البیاني في ال  ��; ���.  

limاحسب )1
�→��

limو ����
�→��

���� .  

����5: � )أ) بیّن أنّھ من أجل كل عدد حقیقي2 � �3� � 3��� � 3� .  

2 3-1-2-3

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

�G� 


-7
 

8 



  

  

  

 آداب وفلسفة؛ لغات أ عبة: الش>I>جزائرية) التمارين  بكالوريات - الدوال كثيرات الحدودالعبقري في الرياضيات (مجلة 

 

7 

  ثمّ شكّل جدول تغیرّاتھا. � ب) ادرس اتجّاه تغیرّ الدالة  


  للمنحنى �>�  )أ) اكتب معادلة المماس3��
  . 2ذات الفاصلة  H  النقطةعند  

����: � ب) بیّن أنّھ من أجل كل عدد حقیقي   � ��3� ! 8� � �� � 2�� .  


 جـ) استنتج وضعیة المنحنى  ��
  .�>�  بالنسبة الى المماس 


  نقطة انعطاف للمنحنى H د) برّر أنّ   ��
.  

����: � )أ) بیّن أنّھ من أجل كل عدد حقیقي4 � ��� � 3�$ .  


ب) جِد إحداثیات نقط تقاطع المنحنى    ��
  مع حامل حور الفواصل. 


  والمنحنى �>� ثمّ أنشئ المماس ���4 )احسب5��
 . 

  

@ @
����بـ:  �المعرّفة على  �ة  نعتبر الداّلة العددی � #

� �� � 4� .  


��
;��في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   �التمّثیل البیاني للداّلة    ��; ��� .  

lim)احسب النھایتین التالیتین: 1
�→��

���� ،lim
�→��

����.  

���′�، �)أ) بیّن أنّ: من أجل كل عدد حقیقي 2 � �� � 2��� ! 2�  
  .�ب) استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة   
  .�)شكّل جدول تغیرّات الداّلة 3

����المعادلة   �)حل في 4 � 
، استنتج إحداثیات نقط تقاطع 0��
  .مع حاملي محوري الإحداثیات 


)بیّن أنّ  5��
  یقبل نقطة انعطاف ھي مبدأ المعلم. 


للمنحنى   �>�)اكتب معادلة المماس 6��
  . 0عند النقطة ذات الفاصلة  


والمنحنى   �>�)ارسم 6��
 . 

  

@ @
����بـ:  �المعرّفة على   �نعتبر الداّلة   � ��� � 3�$ ! 4 . 


��
;��في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   �التمّثیل البیاني للداّلة    ��; ��� .  

lim)احسب 1
�→��

���� ،lim
�→��

����.  

����، �)تحققّ أنّ: من أجل كل عدد حقیقي 2 � ��� ! 1��� ! 
ثمّ جِد إحداثیات نقط تقاطع  2�$��
مع   

  .حاملي محوري الإحداثیات
  ثمّ شكّل جدول تغیرّاتھا. �)ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة 3


)بیّن أنّ  4��
;��1إحداثیاتھا   Hیقبل نقطة انعطاف   2� .  


للمنحنى   �∆�)اكتب معادلة للمماس 5 ��
  .    Hفي النقطة  


و �∆�)ارسم 6��
. 

  

@ @
����بـ:   �العددیة المعرفة على  الداّلة � � �� � 3�$    


وَ ��
;��تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس    ��; ��� .  
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  .∞�و  ∞!عند كل من   �)احسب نھایة الداّلة  1
  ثمّ ادرس إشارتھا. ���′�)أ) احسب 2
  ھا.ثمّ شكّل جدول تغیرات �ب) استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة   


)بیّن أنّ المنحنى  3��
  یقبل نقطة انعطاف یطُلب تعیین احداثییھا.  


مماس المنحنى   �>�)اكتب معادلة للمستقیم  4��
  . 1عند النقطة ذات الفاصلة  


ھما نقطتي تقاطع  3ذات الفاصلة  4(مبدأ المعلم) والنقطة   �)أ) تحقّق من أنّ النقطة 5��
مع حامل محور   

  الفواصل.


والمنحنى  �>�ب) ارسم المماس   ��
.  

����بیانیا المتراجحة:  �)حل في 6 = 0.  
����: �)بیّن أنھّ من أجل كل عدد حقیقي 7 ! 4 � �� ! 1��� � ����، ثمّ حل المعادلة 2�$ � �4 . 

  

@ @
����بـ:   �الداّلة العددیة المعرّفة على  � � 2�� ! 3�$ � 5 .  


��
;��تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   ��; ���.  

  . ∞!وعند  ∞�عند  �)احُسب نھایتي الداّلة  1
  )�ترُمز إلى الداّلة المشتقة الأولى للداّلة   ′�. (�، ثمّ ادرس إشارتھا على  ���′�)أ) احُسب 2
  .�، ثمّ شكّل جدول تغیرّات الداّلة  ����1و  ���0ب) احسب    
����: �من  �)أ) تحقق أنّھ: من أجل كل  3 � �� � 1��2�$ ! 5� ! 5�.  


ب) عیّن نقط تقاطع المنحنى   ��
  مع حامل محور الفواصل. 


أنّ المنحنى   )بیّن4��
�+فاصلتھا   4یقبل نقطة انعطاف   #

مماس المنحنى   �>�ثم اكُتب معادلة لـ ,$��
عند  

 .4النقطة  


والمنحنى  �>�)أنشئ المماس 5��
.  

����  )حل بیانیا المتراجحة:6 E 0 . 
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< <

< <

< <

< <

@ @
���� لدینا: � �� � 
	وَ  �3 � �.  


���  ) حساب1� ، ����� :  
  بالتعویض نجد: 

� ���2� � ��2�� � 3��2� � �8 � 6 �   ؛�2
� ���1� � ��1�� � 3��1� � �1 � 3 � �2.  
  :������→���� ،������→���� )أ) حساب2

� lim�→������ � lim�→������ � �∞ 

� lim�→������ � lim�→������ � �∞  

���"�ولدینا: ؛ �قابلة للاشتقاق على  �  ثم دراسة إشارتھا: ���′�  ب) حساب � #�$ � 3.  

  : ���′�  دراسة إشارة
���"� نضع: � $�3 نجد: 0 � 3 � 0   

$� ومنھ:                           � 1    

� وعلیھ:                          � √1 � �أو  1 � �√1 � �1               .  

 �  ∞�                  ��                           1                  ∞�  وبالتالي:
+  -  +  �"��� 

 �  ∞�                ��                          1                  ∞�  : �  الةجـ) تشكّیل جدول تغیرّات الدّ 
+  -  +  �"��� �∞                                              2  

  
                        �
                                              �∞  

���� 
���1 حیث: � �1�� � 3�1� � 1 � 3 � ����1وَ  �2 � 2.  

����  المعادلة �  )أ) حل في3 � ' :  ���� � �� معناه: 0 � 3� � 0   
$��� ومنھ:                  � 3� � 0  

� وعلیھ:                 � $�  أو 0 � 3 � 0   
� ویكون:                � $�  أو 0 � 3             

�وبالتالي:                 � �أو  0 � �أو  3√ � )إذن: ؛ 3√� � )�√3; 0; √3+ .  
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یقطع محور الفواصل في ثلاث نقاط یطُلب تعیین إحداثیي كل منھا:  .�-,  ب) استنتاج أنّ المنحنى

����للمعادلة   بمأنّ: �   ، �في   ثلاث حلول  '

;3√,إحداثییھا ھي:   ثلاث نقاطمحور الفواصل في  یقطع .
/,المنحنى  فــإنّ: ;�0؛  .' ;3√�,وَ  �' '..

:0عند النقطة التي فاصلتھا  .�-,  مماس المنحنى �∆� جـ) كتابة معادلة للمستقیم

1من الشكل: �∆�معادلة  � �"�'��� � '� � ��'� 

�'�"�2لدینا: و � 3�0�$ � 3 � �3��'� � �0�� � 3�0� � :�∆�بالتعویض نجد: ، 	0 1 � �3� . 

����ندرس إشارة الفرق ( :�∆�  بالنسبة إلى .�-,  دراسة وضعیة � 5 ( 

����  لدینا: � 1 � ��� � 3�� � ��3�� � �� 
����إشارة الفرق  �   .�من إشارة   5

 � ∞�   0   ∞�  وبالتالي:
+-� 

+-���� � 1 ,/
یقع .

 �∆� فوق

,/
یقع .

 �∆�  تحت

 الوضع النسبي 


/,لـانعطاف نقطة  0ذات الفاصلة النقطة  الإستنتاج:. . 

: �∆�و  .�-,د) رسم 

@ @
 6∞�;6�1معرّفة على المجال   �  ھو لداّلة �/�المنحنى   لدینا:

   .2عند النقطة التي فاصلتھا  �/�مماس للمنحنى  �∆�وَ 

������→�lim :∞�عند  � ) تخمین نھایة1 � �∞
  بقراءة بیانیة:  

  :6∞�;��6  على المجال �  تعیین اتجاه تغیرّ
;6�1على كل من المجالین متزایدة تماما   � البیان:من  ;63وَ  17 ;61ال  على المجمتناقصة تماما وَ  6∞� 37. 

2 3-1-2-3-4

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

 

,/
.
�∆�  یقطع

�∆� ,/
.
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  :  �  تشكیل جدول تغیرّات 
 ∞� �   ��                      1                          3                     ∞�  من البیان:

8�
  �� � 89� 

����

����8   ) من العبارات الآتیة:2 � 8� �� � 2�$ � 3� � 1 ،

  �$��� � 8� �� � 2�$ � 3� � 1، 

  ����� � � 8� �� � 2�$ � 3� � 1 . 

 التبریر:مع  �  اسبة للداّلةتعیین العبارة المن

���0  لدینا: � � ��0$�  وبمأنّ: �1 � ���� فــإنّ: �1 : �$���.  

���1ولدینا: � �  وبمأنّ:  �8

���1� � � 8� �1�� � 2�1�$ � 3�1� � 1 � � 8�� 2 � 3 � 1 � �8�;�9��� � � 8� : 8�
���� فــإنّ: : �����. 

����إذن: � � �$���. 

 توجد طُرق أخرى. ملاحظة:
 : �  ) دراسة تغیرات الداّلة3

���� لدینا: � 8� �� � 2�$ � 3� � 
	وَ   1 � 6�1;�∞6.

������→�lim  لدینا: � � lim�→�� <8� ��= � �∞
����1وَ  � 8� ��1�� � 2��1�$ � 3��1� � 1 � �8� � 2 � 3 � 1 � �8�;�9��� � �89�
���"�  ولدینا:، 6∞�;6�1قابلة للاشتقاق على  � � � �$ � 4� � 3. 

:  ���"�  إشارة
���"� نضع: � $� نجد: 0 � 4� � 3 � 0   

�∆ممیزھا:         ?$ � 4@A � ��4�$ � 4�1��3� � 16 � 12 � 4 B 0 
"� للمعادلة حلین متمایزین ھما: � �C�√∆$D � ���E��√E$�8� � E�$$ � ′′�  وَ  3 � �C�√∆$D � ���E��√E$�8� � E�$$ � 1. 

 �   �1                      1                          3                   ∞� وبالتالي:
+ - + �"��� �∞ 

8�
  �� � 89� 

����
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 نعم تخمیناتي وقراءتي السابقة صحیحة. 
 :�∆� ) تعیین معادلة للمستقیم4
 حسابیاً:  )01ط

 ، 2عند النقطة التي فاصلتھا   �/�مماس للمنحنى   �∆�  لدینا:
1ل: من الشك �∆�معادلة  ومنھ: � �"�
��� � 
� � ��
� 


�"�Fلدینا: و� � �2�$ � 4�2� � 3 � �1	��
� � 8� �2�� � 2�2�$ � 3�2� � 1 � G�$E�8G��� � �8� 	 

1 بالتعویض نجد: � ��� � 2� � 1 ومنھ:�8 � �� � 2 � :�∆�إذن: �8 1 � �� � H� . 

ً  )02ط   : بیانیا
 : �-�  ) تعیین إحداثیي نقطة الانعطاف للمنحنى5

���′′�  لدینا: � 
� � 4.  

  : ���′′�  إشارة

���""� نضع: � �2 نجد: 0 � 4 � � ومنھ: 0 � 2. 
 � �1   2  ∞� وبالتالي:

+ - �""��� 
;I,2النقطة   إذن: تغُیرّ إشارتھا وَ ، 2عند  تنعدم ���""�نلاحظ أنّ  I أي: .���2 <2;�   نقطة انعطاف =�8

 .�/�لـ
5  ) رسم المستقیم ذو المعادلة6 � ����  ؛� ، ثم حل بیانیا المتراجحة ذات المجھول الحقیقي�� J ��  : 

����حلول المتراجحة   J 1   المستقیم ذو المعادلةالواقعة تحت  �/�المنحنى قط فواصل نبیانیاً ھي  �1 �   .التقاطعنقط  باستثناء فواصل، �1

)من البیان نجد:  � 6�1; 06  .  

5  ذي المعادلة ��K مع المستقیم �-�  ) تعیین نقطتي تقاطع المنحنى7 � #� � � : 
  حسابیاً:  )01ط

����نحل المعادلة   � 5 :   ���� �  معناه: 1
8� �� � 2�$ � 3� � 1 � 3� � 1

 ومنھ: 
8� �� � 2�$ � 0

$� وعلیھ: <8� � � 2= � 0
$� ویكون: �   أو 0

8� � � 2 � 0
�  وبالتالي:        � �  أو 0 � 6    

;M�6وَ  �L�0;�1في نقطتین ھما:  �	�مع   �/�یتقاطع  إذن: 17� . 
بیانیاً:  )02ط
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@ @
���� لدینا: � 2�� � 9�$ � 12� � 
	وَ  5 � �. 

 : ������→����وَ  ������→����.حساب  1

�lim�→������ � lim�→���2��� � �∞
�lim�→������ � lim�→���2��� � �∞
���"�ولدینا: ؛ �قابلة للاشتقاق على  � ثم تشكیل جدول تغیراتھا: �.دراسة اتجاه تغیرات الداّلة  2 � Q�$ � 18� � 12. 

 : ���′�  دراسة إشارة
���"� نضع: � $�Q  أي: 0 � 18� � 12 � 0  

�∆ ممیزھا:  ?$ � 4@A � ��18�$ � 4�6��12� � 324 � 288 � 36 B 0 
"� للمعادلة حلین متمایزین ھما: � �C�√∆$D � ���8G��√�;$�;� � 8G�;8$ � ′′�  وَ  2 � �C�√∆$D � ���8G��√�;$�;� � 8G�;8$ � 1. 

 �  ∞�                     1                         2                   ∞� وبالتالي:
+ - + �"��� 

;∞�7على كل من المجالین متزایدة تماما  � إذن: ;62وَ  17 ;61على المجال  متناقصة تماما وَ  6∞� 27. 
 �  ∞�                     1                         2                    ∞�  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي:
+ - + �"��� �∞  0 

  ��   �∞ 

����
���1 حیث: � ���2وَ  0 � �1. 

R.تبیان أن النقطة 3 <#
 ; � �
 : .�-,  ھي نقطة انعطاف للمنحنى  =

���′′�  لدینا: � �
� � 18.  

  : ���′′�  ةإشار

���""� نضع: � �12 نجد: 0 � 18 � � ومنھ: 0 � 8G8$ � �$. 

 ∞� وبالتالي:
�$�∞   � 

+ - �""��� 
عند  تنعدم ���""�نلاحظ أنّ 

Sالنقطة   ن:ذإ تغُیرّ إشارتھا وَ ، $� T�$ ; � <�$=U  :أي S <�$ ; �   انعطافنقطة  =8$


/,لـ.. 
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R: )�Vفي النقطة   .�-,  للمنحنى �∆�  .كتابة معادلة المماس4 � �$ ( 

1من الشكل: �∆�معادلة  � �" <#
= <� � #
= � � <#
=
"�Wولدینا:  <#
= � 6 <�$=$ � 18 <�$= � 12 � 6 <9E= � 18 <�$= � 12 � $X�EH�$E$ � � �$� <#
= � � 8$	 

1 بالتعویض نجد: � � �$ <� � �$= � 1 ومنھ:8$ � � �$ � � 9E� :�∆�ن: إذ8$ 1 � � �$ � � XE . 

����،  �  .التحقّق أنھ من أجل كل عدد حقیقي5 � �� � ��
�
� � Y� :  
��  لدینا: � 1�$�2� � 5� � 6�� � 1��� � 1�7�2� � 5� � ��$ � � � � � 1��2� � 5� 
��ومنھ:  � 1�$�2� � 5� � ��$ � 2� � 1��2� � 5�

�� ویكون: � 1�$�2� � 5� � 2�� � 5�$ � 4�$ � 10� � 2� � 5  
�� إذن: � 1�$�2� � 5� � 2�� � 9�$ � 12� � 5 �  (وھو المطلوب). ����

����نحل المعادلة  ( مع حامل محور الفواصل: .�-,  استنتاج نقط تقاطع � '  ( 

����لدینا:  � ��معناه: 0 � 1�$�2� � 5� � 0   
��ومنھ:         � 1�$ � ��2وأ  0 � 5� � 0   
�وعلیھ:   � 1 � �2وأ  0 � 5 � 0   

�ویكون:  � �أو 1 � H$ ،:إذن,/
. ∩ ���′� � [L�1; 0�; M <H$ ; 0=\. 

 : .�-,و  �∆�.رسم6

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

0 1

1

x

y�∆� ,-�.

] ^R
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@ @
 اختیار الإجابة الصحیحة، مع التعلیل:

1. 2. lb�¨a .  

_	 لدینا:.3 � ���`وَ  � � �� � 3� � في مستو منسوب إلى معلم.  `تمثیل البیاني لـال ._/,وَ  4

 �متزایدة تماما على  أ) : `الدالة  )1
���"`ولدینا: ، �على  قابلة للإشتقاق `  لأنّ: � 3�$ � 3 B 0   

 .أ)الإجابة الصحیحة ھي:  إذن:، �على  متزایدة تماما ` ومنھ:       

;�0ب) یقبل نقطة انعطاف إحداثیاھا:  ._/,) 2 لأنّ:، �4

���′′`  لدینا: � Q�.  

  : ���′′�  إشارة

���""` نضع: � �6 نجد: 0 � � ومنھ: 0 � 0.  
 � ∞�  '  ∞�  وبالتالي:

+ - `""��� 
;S,0النقطة   إذن: تغُیرّ إشارتھا وَ ، 0عند  تنعدم ���""`نلاحظ أنّ  ;S�0 أي:  .��0` .._/,ل ـ نقطة انعطاف �4

@ @ ;6�2داّلة عددیة معرّفة على المجال   � تمثیلھا البیاني في مستو منسوب إلى معلم متعامد متجانس. .
a,و، 27

  من البیان:
  : ����′�و  ���′�  تعیین-.أ1

محور الفواصل، یوُازیانمماسین  ���1وَ   1یقبل في النقطتین اللّتین فاصلتاھما  .
/,نلاحظ من الشكل أنّ  

��1"�إذن: � ���1"�وَ  0 � 0 .  

  : �  بواسطة الداّلة ����و  �
��تعیین صورتي العددین -ب

����2نجد: من الشكل  � ����1وَ  0 � �4.    


�6  على المجال �تشكیل جدول تغیرّات الداّلة  -جـ; 
7:  2  1   ��   �2 � 
- + - �"��� 

 0  0 

�b   �b 

����
�لعددین  ، مقارنة ا�  الداّلة.باستعمال اتجاه تغیرّ 2 <#
 : .#√,�  وَ  =

العددین 
;61ینتمیان إلى المجال  3√وَ  $� ;61على ھذا المجال  متناقصة تماما  �، والداّلة 27 ؛ 27

  وبمأنّ 
�$ J .3√,�فإنّ: 3√ B � <�$= . 

;�0التي إحداثیاھا   .
a,  ھي النقطة من المنحنى L لدینا:.3 ��0′�، وبفرض أنّ ��2 � ؛3
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ثم رسمھ: [في النقطة   .�c,شرح كیف یمُكن رسم مماس المنحنى  

  لإنشاء ھذا المماس؛ نتبع ما یلي: 
o   ننُشئ نقطةM  بحیث المستقیم�LM�  یوُازي محور الفواصل، وتكونM   على یمینL  ویكونLM � 1.
o   بحیث المستقیم  /ننُشئ نقطة�M/�  أعلى من  /یوُازي محور التراتیب، وتكونM 

��0"� لأنّ ( � 3 B /Mویكون   )0 � 3 . 

@ @
���` لدینا:أ)  � ��$ � 2� � _	وَ  3 � داّلة كثیر حدود من الدرجة الثانیة) d ملاحظة:(. �

  بقراءة بیانیة: 
 � ∞�   1  ∞�  :�  على d لةتغیرّات الدا .تشكّیل جدول 1

- + `"��� 
 4 

�∞   �∞ 

`���
 � ∞�                    ��                         3                    ∞� :�  على ���d إشارة �  م.تعیین حسب قی2

- + - `��� 
���� لدینا:ب)  � 8� �� � �$ � 3� � 
	وَ  3 � �. 

���"�.تبیان أنّ، 1 � �d��� على ���′�  ثمّ استنتاج إشارة �على قابلة للاشتقاق � : �ولدینا: ؛ �"��� � 8� �3��$ � 2� � 3 � �$ � 2� � 3
���"� ومنھ:  � ����$ � 2� � 3� � �`���  

���` لأنّ ( � ��$ � 2� � 3 ( 

2-1-2

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

,c�. ]

-

^
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 �  ∞�                  ��                         3                   ∞�  :�  على ���′�  استنتاج إشارة
- + - `��� 
+ - + �′���

 :∞� وعند ∞� عند �  .حساب نھایة الدالة2

�lim�→������ � lim�→�� <8� ��= � �∞
� lim�→������ � lim�→�� <8� ��= � �∞
 : �  ثمّ تشكّیل جدول تغیرّات الدالة �#��، �����  .حساب3

 د: بالتعویض نج

����1� � 8� ��1�� � ��1�$ � 3��1� � 3 � 8� ��1� � �1� � 3 � 3 � � 8�� 5
����1ومنھ:  � �8�8H� � 8E�. 

���3� � 8� �3�� � �3�$ � 3�3� � 3 � �3�$ � 9 � 9 � 3 � �9 � 3 � �6 . 

 �  ∞�                  ��                         3                    ∞�  : � تشكّیل جدول تغیرّات الدالة
+ - + �"��� �∞ 

8E�
  �Q   �∞ 

����

:5معامل توجیھ كلّ منھما یساوي  .�-,  .تبیان أنّھ یوجد مماسّان للمنحنى 4

���"� نضع: � $�  أي: 5 � 2� � 3 � 5 
$� ومنھ:     � 2� � 8 � 0    

�∆ ممیزھا:  ?$ � 4@A � ��2�$ � 4�1���8� � 4 � 32 � 36 B 0 
"� للمعادلة حلین متمایزین ھما: � �C�√∆$D � ���$��√�;$�8� � $�;$ � ""�  وَ  4 � �C�√∆$D � ���$��√�;$�8� � $�;$ � �2. 

���2"�  أي:( � �"�4� � 5( 

.5معامل توجیھ كلّ منھما یساوي  .
/, یوجد مماسّان للمنحنى إذن:

����المعادلة،   �  .حلّ في5 � d��� ثم استنتاج احداثیات نقط تقاطع المنحنیین ,-d.  و,-�. : 

����  لدینا: �  معناه: ���`
8� �� � �$ � 3� � 3 � ��$ � 2� � 3

 ومنھ: 
8� �� � 3� � 2�

  وعلیھ: 
8� �� � 5� � 0

� ویكون: <8� �$ � 5= � 0
�  وعلیھ:  �   أو 0

8� �$ � 5 � 0
� أي:  � $�  أو 0 � 15 � 0 
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� ویكون:                           � $�  أو 0 � 15             

�وبالتالي:                          � �أو  0 � �أو  15√ � )إذن: ؛ 15√� � )�√15; 0; √15+ .  

  :.�-,و .d-,  استنتاج احداثیات نقط تقاطع المنحنیین

����للمعادلة   بمأنّ: � إحداثییھا   ثلاث نقاطفي  یتقاطعان ._/,وَ  .
/,المنحنیین   فإنّ: ،�في   ثلاث حلول  ���`


��;15√,ھي: � 
√�Y. �0؛; 
��;15√�,وَ  �# � 
√�Y.. 

  

@ @
���� لدینا: � ��� � 3�$ � 
	وَ  4 � �.  

  :∞�وعند  ∞�عند  �ب نھایة الداّلة  ا.حس1
� lim�→������ � lim�→������� � �∞ 

� lim�→������ � lim�→������� � �∞  

���"�ولدینا: ؛ �قابلة للاشتقاق على  �  ا:إشارتھ ةساثمّ در ���′�ب  ا.حس2 � �#�$ � 6�.  

  : ���′�  دراسة إشارة

���"� نضع: � $��3 :نجد 0 � 6� � ����3 ومنھ: 0 � 2� � � وعلیھ: 0 � �أو  0 � 2               .  
 �  ∞�                      0                           2                  ∞�  وبالتالي:

-  +  -  �"��� 
 �  ∞�                     0                          2                    ∞�  : �ل جدول تغیرّات الداّلة یشكّ ت.3

-  +  -  �"��� 
                          0                                                �∞  

  �∞                                                                     �b                      

���� 
���2 حیث: � ��2�� � 3�2�$ � 4 � �8 � 3�4� � 4 � ���0وَ  0 � �4.  

  :1لنقطة ذات الفاصلة ا في �-�المماس للمنحنى   �∆�معادلة للمستقیم  ةبا.أ) كت4
1من الشكل:  �∆�معادلتھ  � �"�1��� � 1� � ��1�  

��1"�2ولدینا:  � �3�1�$ � 6�1� � �3 � 6 � 3																	��1� � ��1�� � 3�1�$ � 4 � �1 � 3 � 4 � �2 ،  

1 بالتعویض نجد: � 3�� � 1� � 1 ومنھ: 2 � 3� � 3 � :�∆�:إذن، 2 1 � 3� � 5.  

����،  �عدد حقیقي  ن أنّھ من أجل كل  ابیتب)  � �#� � Y� � ��� � ��# :  

����  لدینا: • � �3� � 5� � ��� � 3�$ � 3� � 1  

����  ومنھ:     � �3� � 5� � ��� � 3�$ � 3� � 1 )1 (  

��� ولدینا من جھة أخرى: • � 1�� � �6�� � 1��� � 1��� � 1�7   
��� ومنھ: � 1�� � �6��$ � � � � � 1��� � 1�7 � �6��$ � 2� � 1��� � 1�7  

���  وعلیھ: � 1�� � ���� � �$ � 2�$ � 2� � � � 1� � ���� � 3�$ � 3� � 1�  
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��� وبالتالي: � 1�� � ��� � 3�$ � 3� � 1 )2 ( 

����نجد:  )2( وَ  )1(من  � �3� � 5� � ��� �  (وھو المطلوب). ��1

����لفرق شارة ا ندرس إ( :�∆�تقیم والمس �-�الوضع النسبي للمنحنى   ةساج) در � 5 ( 
����  لدینا: � 1 � ���� � �3� � 5� � ��� � 1��   

����إشارة الفرق  � ���من إشارة   5 � ��.  
 � ∞�   1   ∞�  وبالتالي:

+-� � 1 

- +��� � 1� 
-+���� � 1 ,/
یقع .

 �∆�  تحت

,/
یقع .

 �∆� فوق

 الوضع النسبي 

  :�-�والمنحنى   �∆�المماس   إنشاءثمّ  �����ب  ا.حس5
����1  لدینا: � ���1�� � 3��1�$ � 4 � ���1� � 3�1� � 4 � 1 � 3 � 4 � 0 
  :�-�والمنحنى   �∆�المماس   إنشاء

@ @
����كما یلي: � المعرّفة على � ھو التمثیل البیاني للداّلة �/�  المنحنى ینا:دل � �� � 4�$ � 4�، 

1، حیث:e  عند مبدأ المعلم �/�  ھو مماس للمنحنى �∆� والمستقیم �   معادلة لھ. ���`
1ومعادلتھ من الشكل: ،��0"�ھو   �∆�معامل توجیھ  ملاحظة:( � �"�0��� � 0� � ��0� 

1أي:  � `��� � �"�0��� � 0� � ��0� ( 

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6

2

3

4

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y �∆�,-�. 

 

,/
.
�∆�  یقطع
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I،ن: یعی ت )بقراءة بیانیة 
 :مع حامل محور الفواصل �-�  عدد نقط تقاطع المنحنى -1

 في نقطتین.  مع حامل محور الفواصلیتقاطع  �/�  المنحنى البیان:من 
 �  ∞�                      0                           2                   ∞�  ي كالتالي، ھ �على  ����إشارة  من البیان: :�  على ���� إشارة -2

+ + - ���� 
����،  المعادلةعدد حلول  -3 � d��� :  

����، عدد حلول المعادلة من البیان: �  .حلانھو  ���`
II باستعمال عبارة الداّلة( � : 

���� لدینا: � �� � 4�$ � 
	وَ  �4 � �. 

 :∞� وعند ∞� عند �  ب نھایة الداّلةاحسأ) -1
�lim�→������ � lim�→������ � �∞
�lim�→������ � lim�→������ � �∞

���"�ولدینا: ؛ �قابلة للاشتقاق على  � : إشارتھا ةسا، ثمّ در���′�  باب) حس � #�$ � 8� � 4. 

 : ���′�  ةدراسة إشار
���"� نضع: � $�3 :نجد 0 � 8� � 4 � 0 

�∆ممیزھا:  ?$ � 4@A � ��8�$ � 4�3��4� � 64 � 48 � 16 B 0 
"� للمعادلة حلین متمایزین ھما: � �C�√∆$D � ���G��√8;$��� � G�E; � ""�  وَ  2 � �C�√∆$D � ���G��√8;$��� � G�E; � E; � $�. 

 2                   ∞� :تاليوبال
$��∞  � 

+ - + �"��� 
 2                   ∞� : �  ل جدول تغیرات الداّلةیشكتج) 

$��∞  � 

+ - + �"��� �∞ 
�$$X

 0   �∞ 

����

���2 حیث: � �2�� � 4�2�$ � 4�2� � 8 � 16 � 8 � 0  

�  وَ    <$�= � <$�=� � 4<$�=$ � 4<$�= � G$X� 4<E9= � G� � G�8;����G�9�$X � �$$X. 

����، � ت أنّھ، من أجل كل عدد حقیقياثبإأ) -2 � ��� � 
�
 : 
���  لدینا: � 2�$ � �6�� � 2��� � 2�7 � ���$ � 2� � 2� � 4� 
��� ومنھ: � 2�$ � �� � 4�$ � 4� �  (وھو المطلوب) ����
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����  حل المعادلةن( :مل محور الفواصلمع حا �-�  ن إحداثیات نقط تقاطع المنحنى یعیتب)  � '  ( 
����لدینا:  � ���معناه: 0 � 2�$ � 0   

�ومنھ:          � ��وأ  0 � 2�$ � 0   
�: علیھو  � �وأ  0 � 2 � 0   

�: یكونو � �أو 0 � 
/,إذن:، 2. ∩ ���′� � fe�0; 0�; L�2; 0�g.

���d،  ن أنّ ابیتأ) -3 � b�:  
1، حیث:e  عند مبدأ المعلم �/�  ھو مماس للمنحنى �∆� المستقیم لدینا: �  معادلة لھ. ���`

1ومعادلتھ من الشكل:  ،��0"�ھو   �∆�معامل توجیھ  معناه: � �"�0��� � 0� � ��0� 
1أي:  � `��� � �"�0��� � 0� � ��0�(  

�'�"�2لدینا: و � 3�0�$ � 8�0� � 4 � 4					��'� � �0�� � 4�0�$ � 4�0� � :�∆�بالتعویض نجد: ، 	0 1 � `��� � 4� . 

����  حل المعادلةن( :�∆� مع �-� ن فواصل نقط تقاطعیعیتب)  � 5 ( 
����لدینا:  � ���� معناه: 1 � `���   

�� :أي          � 4�$ � 4� � 4� 
�� :ومنھ  � 4�$ � 0  
��$� :وعلیھ   � 4� � 0   
$�  :یكونو  � �و أ 0 � 4 � 0  

�: إذن  � �أو 0 � 4 . 

  یقبل نقطة انعطاف فاصلتھا �-�ن أنّ،  ابیت-4
b# : 

���′′�  لدینا: � Q� � 8. 

  : ���′′�  إشارة

���""� نضع: � �6 نجد: 0 � 8 � � ومنھ: 0 � G; � E�. 

 ∞� وبالتالي:
E��∞   � 

+ - �""��� 
عند  تنعدم ���""�حظ أنّ نلا

E� ، َالنقطة   إذن: تغُیرّ إشارتھا وS TE� ; � <E�=U  ل ـ نقطة انعطاف�/�. 

���� ، التي من أجلھا تقبل المعادلة h الوسیط الحقیقين بیانیا، مجموعة قیم یعیت-5 � h ثلاثة حلول متمایزة: 
���� المعادلة � i  1یقطع المستقیم ذو المعادلة   �/�المنحنى   معناه: ثلاثة حلول متمایزةتقبل � i  ُوازي (الم

0  من البیان نجد:صل) في ثلاث نقط، لمحور الفوا J i J �$$Xأي :i ∈ k0; �$$Xl.

@ @
;L�1  طةعند النق .
/,  مماس المنحنى ��mوَ  ،.
/, بتمثیلھا البیاني �معرّفة على  �الداّلة  لدینا: 3�

1، ومعادلتھ من الشكل  ��1"�معامل توجھیھ ھو  :أي( � �"�1��� � 1� � ��1�n� ( 
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I :بقراءة بیانیة(  
 :∞� وعند ∞� عند �  ن نھایتي الداّلةیخمت)1

������→�limمن البیان نخُمن أنّ: � ������→�limوَ  ∞� � �∞ . 

  : جدول تغیراتھا لیشكتو � على �  ةاتجاه تغیرّ الداّل ةسا)در2
;∞�7على كل من المجالین  متزایدة تماما  �  من البیان: ;62وَ  07 ;60على المجال  متناقصة تماما وَ  6∞� 27. 

  : �  تشكیل جدول تغیرّات 
 �   ∞�                    0                         2                    ∞�  من البیان:

+ - + �"��� �∞  5 

 1   �∞ 

����
  :��o ماس ممعادلة لل ةبا)أ) كت3

;L�1  نقطةعند ال .
/,  مماس المنحنى ��m من المعطیات لدینا: 3�
��1"�، حیث ��1"�معامل توجھیھ ھو   :اهمعن � pq�pr�q��r � V��$�8 � ��8 � ;2L�1، وَ  �3 3� ∈ �m�M�2; 0� ∈ �m�. 

1ومعادلتھ من الشكل   � �"�1��� � 1� � ��1�n�
1بالتعویض نجد: � �3�� � 1� � 1 ومنھ: 3 � �3� � 3 � :��mإذن:  3 1 � �3� � 6 . 

 :��o  بالنسبة للمماس .�-,  وضعیة ةساب) در

 � ∞�   1  ∞�  من البیان:

+-���� � 1 ,/
یقع .

 ��m فوق

,/
یقع .

 ��m  تحت

 الوضع النسبي 

 :.�-,  نىھي نقطة الانعطاف للمنح [  ج أنّ ااستنت


/,لـانعطاف نقطة  فھي L  النقطةفي  .
/,یخترق  ��mنّ  بمأ.. 

����، ن حلول المتراجحة یعیت)4 B Y :  

����حلول المتراجحة   B المستقیم ذو المعادلة فوقالواقعة  .
/,المنحنى فواصل نقط بیانیاً ھي  5 1 �   .التقاطعنقط  باستثناء فواصل، 5

)یان نجد: من الب � 73;�∞6 .  

II(علم ً ����بالشكل:  �  معرّفة على �  أنّ  ا � �# � s�
 � t :حیثs  وt .عددان حقیقیان  
  : tو  s  ن العددینیعیت)1
���0  لدینا: � � 5 � ����ومنھ:  ? � �� � @�$ � 5  ، 

���1ولدینا:  � � ;L�1 لأنّ:( 3 3� ∈ ,/
1ومنھ:  ). � @ � 5 � @وبالتالي:  3 � �3،

 

,/
.
��m  یقطع
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����إذن: � �� � 3�$ � 5. 

 السابقة حول:  يتحقق من صحة إجابات ال)2
  :�  أ) اتجاه تغیر الدالة

���"�ولدینا: ؛ �قابلة للاشتقاق على   �  � #�$ � 6� . 

 : ���′�  دراسة إشارة

���"� نضع: � $�3 :نجد 0 � 6� � ���3 ومنھ: 0 � 2� � � وعلیھ: 0 � �أو  0 � 2 .
 � ∞�   0  2  ∞� الي:وبالت

- + - �"��� 
;∞�7على كل من المجالین متزایدة تماما  � إذن: ;62وَ  07 ;60على المجال  متناقصة تماما وَ  6∞� 27. 

;L�1 عند النقطة .
/, مماس المنحنى ��o� :  �m  ب) معادلة المماس  1من الشكل:  تھمعادل، �3 � �"����� � �� � ����n�
���"�2لدینا: و � 3�1�$ � 6�1� � 3 � 6 � �3���� � 3	 ،

1بالتعویض نجد: � �3�� � 1� � 1 ومنھ: 3 � �3� � 3 � :��m: إذن 3 1 � �3� � 6
  : [  لانعطافجـ) نقطة ا

���′′�  :لدینا � Q� � 6. 

  : ���′′�  إشارة

���""� نضع: � �6 نجد: 0 � 6 � � ومنھ: 0 � ;; � 1.

 � ∞�  1   ∞� وبالتالي:

+ - �""��� 
;L,1النقطة   إذن: شارتھا تغُیرّ إوَ ، 1عند  تنعدم ���""�حظ أنّ نلا ;L�1 أي:  .���1 
/,ل ـ نقطة انعطاف �3.. 

����،  د) حلول المتراجحة B Y :  ���� B �� معناه: 5 � 3�$ � 5 B �� أي: 5 � 3�$ B ��$� ومنھ: 0 � 3� B 0

�ندرس إشارة  �� � #�       �∞  3  0   �∞ � 

+ - � 
++�$ 

+-� � 3 
+-- �$�� � 3� 

)إذن: � 73;�∞6.
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@ @
���� لدینا: � �� � 3� � 
	وَ  2 � �.  

  :∞�وعند  ∞�ند ع �نھایة الدالة  ب ا)حس1
� lim�→������ � lim�→������ � �∞ 

� lim�→������ � lim�→������ � �∞  

���"�ولدینا: ؛ �قابلة للاشتقاق على  �  :ل جدول تغیراتھایشكت؛ ثمّ �اتجاه تغیرّ الدالة  ةسا)در2 � #�$ � 3.  

  : ���′�  إشارة
���"� ضع:ن � $�3 :نجد 0 � 3 � 0   

$� ومنھ:                          � 1    

� وعلیھ:                          � √1 � �أو  1 � �√1 � �1               .  

 �  ∞�                   ��                        1                    ∞�  وبالتالي:
+  -  +  �"��� 

;61وَ  �17;∞�7على كل من المجالین ا متزایدة تمام �  :إذن ;6�1على المجال  متناقصة تماما وَ  6∞� 17.  
 �  ∞�                   ��                         1                    ∞�  ھا كالتالي:جدول تغیرّات ویكون

+  -  +  �"��� �∞                                               4  
  

                          0                                                 �∞  

���� 
���1 حیث: � �1�� � 3�1� � 2 � 1 � 3 � 2 � 0،     
����1وَ        � ��1�� � 3��1� � 2 � �1 � 3 � 2 � 4.  

  : یقبل نقطة انعطاف یطُلب تعیین إحداثییھا .�-,ن أنّ المنحنى ابیت)3

���′′�  لدینا: � Q�.  

  : ���′′�  إشارة

���""� نضع: � �6 نجد: 0 � � ومنھ: 0 � 0.  
 �                   ∞�                                 0                                 ∞�  وبالتالي:

+  -  �""��� 
;S,0  النقطة إذن: تغُیرّ إشارتھا وَ ، 0عند  تنعدم ���""�حظ أنّ نلا ;S�0 أي:  .���0 
/,ل ـ نقطة انعطاف �2..  

  :0في النقطة ذات الفاصلة  .�-,للمنحنى   ��oماس  ممعادلة لل ةبا)كت4

1من الشكل: ��mمعادلة  � �"�'��� � '� � ��'�  

�'�"�2لدینا: و � 3�0�$ � 3 � �3��'� � :��m: بالتعویض نجد، 																													2 1 � �3� � 2 .  
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  بالتعویض نجد:  :.�-,و ��o  إنشاء؛ ثمّ �
��و  �
���ب ا)حس5

� ���2� � ��2�� � 3��2� � 2 � �8 � 6 � 2 �  ؛0

� ��2� � �2�� � 3�2� � 2 � 8 � 6 � 2 � 4.  

  :.�-,و  ��o إنشاء

 
5ذا المعادلة   �∆�المستقیم   إنشاء)أ) 6 � � � 
 .  

����، بیانیا المتراجحة  �ب) حل، في  u � � 
 :  

����المتراجحة  حلول  u � �    �∆�  المستقیم فوقالواقعة  .
/,المنحنى فواصل نقط بیانیاً ھي  2

1  المعادلة وذ � � �   . التقاطعنقط  فواصل مع، 2

)نجد: من البیان  � 6�2; 07 ∪ 62;�∞6 . 

  

@ @
���� لدینا: � �� � 6�$ � 
	وَ  �9 � �.  

  :������→����و  ������→����ب احس)1

� lim�→������ � lim�→������ � �∞ 

� lim�→������ � lim�→������ � �∞  

���"�، � ن أنّھ من أجل كل عدد حقیقيابیت)أ) 2 � �#� � #��� � ���"�ولدینا: ؛ �بلة للاشتقاق على قا �  : �# � #�$ � 12� � 9.  

��3 ولدینا من جھة أخرى: � � 3��� � 3� � 3�$ � 9� � 3� � 9 � 3�$ � 12� � 9  

���"�إذن: � �3� � 3��� � 3�.  

2 3 4 5-1-2-3-4-5
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  :تغیرّاتھال جدول یشكتثمّ  � اتجّاه تغیرّ الدالة ةساب) در
  : ���′�  إشارة
���"� نضع: � ��3  أي: 0 � 3��� � 3� � 0    

�  :ومنھ                          � 3 � �3  أو 0 � 3 � 0.  

� :وعلیھ                        � �  أو 3 � 1.  
 �  ∞�                      1                            3                  ∞�  وبالتالي:

+  -  +  �"��� 
;∞�7كل من المجالین على متزایدة تماما  � إذن: ;63وَ  17 ;61على المجال  متناقصة تماما وَ  6∞� 37.  

 �  ∞�                     1                           3                   ∞�  ھا كالتالي:جدول تغیرّات ویكون
+  -  +  �"��� �∞                                              4  

  
                           0                                                 �∞  

���� 
���1 حیث: � ���3وَ  4 � 0.  

  :2ذات الفاصلة  w عند النقطة .�-,  للمنحنى ��o معادلة المماس  ةبا)أ) كت3

1من الشكل: ��mمعادلة  � �"�
��� � 
� � ��
�  


�"�2لدینا: و� � �3�2� � 3��2 � 3� � �3���1� � �3																																								��
� � �2�� � 6�2�$ � 9�2� � 8 � 6�4� � 18 � 8 � 24 � 18 � 2  

1 بالتعویض نجد: � �3�� � 2� � 1 ومنھ: 2 � �3� � 6 � :��mإذن:  2 1 � �3� � 8 .  

����،  �  ن أنّھ من أجل كل عدد حقیقيابیتب)  � ��#� � x� � �� � 
�# :  
����  لدینا: � � ��3� � 8� � �� � 6�$ � 9� � 3� � 8 � �� � 6�$ � 12� � 8  
�� ولدینا من جھة أخرى: � � 2�� � �� � 2��� � 2�$ � �� � 2�6�� � 2��� � 2�7 

��ومنھ:                          � 2�� � �� � 2���$ � 2� � 2� � 4� � �� � 2���$ � 4� � 4�  
��وعلیھ:                         � 2�� � �� � 4�$ � 4� � 2�$ � 8� � 8 � �� � 6�$ � 12� � 8  

����إذن: � ��3� � 8� � �� � 2�� .  

����ندرس إشارة الفرق  ( :��o  بالنسبة الى المماس .�-, ج وضعیة المنحنىاجـ) استنت � 5 (  

����  لدینا: � 1 � ���� � ��3� � 8� � �� � 2��   
����إشارة الفرق  � ��من إشارة   5 � 
�.  

 �  ∞�                               2                                ∞�  وبالتالي:
+  -  � � 2 

+  -  ���� � 1 ,/
  یقع .

  ��m فوق
 

,/
  یقع .

  ��m  تحت

  الوضع النسبي 

 

  ,/
.   

  ��m  طعیق
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  :.�-,  نقطة انعطاف للمنحنى w ر أنّ یبرتد) 

���′′�  لدینا: � Q� � 12.  

  : ���′′�  إشارة

���""� نضع: � �6 نجد: 0 � 12 � � ومنھ: 0 � 8$; � 2.  

 �                   ∞�                                  2                                  ∞�  وبالتالي:

+  -  �""��� 
;2,  الإحداثیيذات  النقطة إذن: شارتھا تغُیرّ إوَ ، 2عند  تنعدم ���""�حظ أنّ نلا ;y�2 :وھي النقطة  .���2 2� 


/,ل ـ نقطة انعطاف..  

����، � ن أنّھ من أجل كل عدد حقیقيابیت)أ) 4 � ��� � #�
 :  
���  لدینا: � 3�$ � �6�� � 3��� � 3�7 � ���$ � 3� � 3� � 9� � ���$ � 6� � 9�  
���ومنھ:  � 3�$ � �� � 6�$ � 9� �   (وھو المطلوب).  ����

���� حل المعادلةن( :مع حامل حور الفواصل .�-,یات نقط تقاطع المنحنى  إحداث ایجادب)  � ' (  

����لدینا:  � ���معناه: 0 � 3�$ � 0   
�ومنھ:                        � ��وأ  0 � 3�$ � 0    

�: علیھو                         � �وأ  0 � 3 � 0    

�: یكونو                       � �أو 0 � 
/,إذن:، 3. ∩ ���′� � fe�0; 0�; L�3; 0�g.  

  :.�-,  والمنحنى ��o  المماس إنشاءثمّ  ��b� با)حس5

  بالتعویض نجد:
� ��4� � �4�� � 6�4�$ � 9�4� � 64 � 96 � 36 � 4.        
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@ @
���� لدینا: � 8� �� � 
	وَ  �4 � �. 

 :������→����، ������→����  ،ب النھایتینا)حس1

�lim�→������ � lim�→�� <8� ��= � �∞
�lim�→������ � lim�→�� <8� ��= � �∞
���′�، �ن أنّ: من أجل كل عدد حقیقي ابیت)أ) 2 � �� � 
��� � 
���"� : ولدینا؛ �قابلة للاشتقاق على  � : � � 8� z 3�$ � 4 � �$ � 4 � �$ � �2�$ � �� � 2��� � 2�. 

 :  �ج اتجاه تغیرّ الداّلة  اب) استنت
 : ���′�  إشارة
���"� نضع: � ��  أي: 0 � 2��� � 2� � 0    

�  :ومنھ        � 2 � �  أو 0 � 2 � 0. 

� :وعلیھ  � �  أو 2 � �2. 
 وبالتالي:

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4
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�∞                    2                           �
                   �∞  � 
+ - + �"��� 

;62وَ  �27;∞�7على كل من المجالین متزایدة تماما  � إذن: ;6�2على المجال  متناقصة تماما وَ ، 6∞� 27. 

�                            2                    ∞�  : �ل جدول تغیرّات الداّلة یشكت)3                  �∞  � 

+ - + �"��� �∞ 
8;�

� 8;�  �∞ 

����

����2 حیث: � 8� ��2�� � 4��2� � �G� � 8 � �G�$E� � 8;�
���2وَ   � 8� �2�� � 4�2� � G� � 8 � G�$E� � � 8;�. 

����المعادلة   �)حل في  4 � ': ���� �  معناه: 0
8� �� � 4� � 0

� ومنھ: <8� �$ � 4= � 0
� وعلیھ:  �   أو 0

8� �$ � 4 � ) 3(بضرب الطرفین في العدد    0

� ویكون:  � $�  أو 0 � 12 

�وبالتالي:   � �أو  0 � �أو  12√ � �√12
)إذن: � )�2√3; 0; 2√3+ .  

:اثیاتمع حاملي محوري الإحد .�-,ج إحداثیات نقط تقاطع استنتا

 ) �'��حسب  ن( التراتیب: مع حامل محور .�-,تقاطع المنحنى   �

���0دینا: ل � ����حل للمعادلة   0، (حسب نتیجة السؤال السابق 0 � 0      (   


/,إذن:. ∩ �11"� � fe�0; 0�g.

����  المعادلةحل ن( :الفواصل مع حامل محور .�-,تقاطع المنحنى   � � ' ( 

����دینا: ل � �: حلولھا 0 � �أو  0 � �أو  3√2 �  (حسب نتیجة السؤال السابق)  3√�2


/,إذن:. ∩ ���′� � )L,�2√3; 0.; e�0; 0�; M,2√3; 0.+.

: یقبل نقطة انعطاف ھي مبدأ المعلم .�-,ن أنّ  ابیت)5

���′′�  لدینا: � 
�. 

  : ���′′�  رةإشا

���""� نضع: � �2 نجد: 0 � � ومنھ: 0 � 0. 
 � ∞�  0  ∞�  وبالتالي:

+ - �""��� 
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;0,  الإحداثیيذات  النقطة إذن: ا تغُیرّ إشارتھوَ ، 0عند  تنعدم ���""�حظ أنّ نلا ;e�0 :وھي النقطة  .���0 0� 


/,ل ـ نقطة انعطاف..  

  :0عند النقطة ذات الفاصلة  .�-,للمنحنى   ��oمعادلة المماس   ةبا)كت6

1من الشكل: ��mمعادلة  � �"�'��� � '� � ��'�  

�'�"�2لدینا: و � �0�$ � 4 � �4��'� � :�∆�بالتعویض نجد: ، 																											0 1 � �4� .  

        :.�-,والمنحنى   ��o)رسم 6

  
  

@ @
���� لدینا: � ��� � 3�$ � 
	وَ  4 � �.  

  :������→����، ������→����ب ا)حس1

� lim�→������ � lim�→������� � �∞ 

� lim�→������ � lim�→������� � �∞  

����، �من أجل كل عدد حقیقي  ،تحقق أنّ ال)2 � ��� � ���� � 
�
 :  
���  لدینا: � 1��� � 2�$ � ��� � 1�6�� � 2��� � 2�7  
��� ومنھ: � 1��� � 2�$ � ��� � 1���$ � 2� � 2� � 4� � ��� � 1���$ � 4� � 4�  
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���  وعلیھ: � 1��� � 2�$ � ��� � 4�$ � 4� � �$ � 4� � 4 � ��� � 3�$ � 4 � ����  

����إذن: � ��� � 1��� � 2�$.  

:مع حاملي محوري الإحداثیات .�-,إحداثیات نقط تقاطع  إیجاد

 ) �'��حسب  ن( التراتیب: مع حامل محور .�-,تقاطع المنحنى   �

���0دینا: ل � ��0�� � 3�0�$ � 4 � 
/,إذن: ، 4. ∩ �11"� � fL�0; 4�g. 

����  حل المعادلةن( :الفواصل مع حامل محور .�-,تقاطع المنحنى   � � ' ( 

����دینا: ل � ��� معناه: 0 � 1��� � 2�$ � 0  
��� ومنھ:         � 1� � ��أو   0 � 2�$ � 0. 

�� :علیھو  � �أو  �1 � 2 � 0. 

�: وبالتالي � �أو 1 � 
/,إذن:، �2. ∩ ���′� � fM��2; 0�; /�1; 0�g.

:تغیرّاتھا ل جدول یشكتثمّ  �اتجاه تغیرّ الداّلة  ةسا)در3 ���"�  ولدینا:؛ �قابلة للاشتقاق على  � � �3�$ � 6�. 

 : ���′�  إشارة
���"� نضع: � $��3  أي: 0 � 6� � 0  

����3  ومنھ:   � 2� � 0  
�  :ومنھ   � �  أو 0 � 2 � 0. 

� :یھوعل  � �  أو 0 � �2. 

�                          0                    ∞� وبالتالي:                    �∞  � 

- + - �"��� 
;60وَ  �27;∞�7على كل من المجالین تماما  متناقصة � إذن: ;6�2على المجال تماما  متزایدةوَ ، 6∞� 07 . 


�                         0                   ∞�  ھا كالتالي:جدول تغیرّاتویكون                   �∞  � 
- + - �"��� 

 4   �∞  

�∞  0  

����
���0 حیث: � ����2وَ  4 � 0.  

;���إحداثیاتھا   wیقبل نقطة انعطاف   .�-,ن أنّ  ابیت)4 
� : 

���""�  لدینا: � �Q� � 6. 

 : ���′′�  إشارة

���""� نضع: � ��6 نجد: 0 � 6 � � ومنھ: 0 � ;�; � �1. 

 � ∞�   �1   ∞� وبالتالي:
- + �""��� 
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;y,�1  النقطة إذن: تغُیرّ إشارتھا وَ ، ���1د عن تنعدم ���""�حظ أنّ نلا ;y��1 :أي  .����1 نقطة  �2


/,ل ـ انعطاف.. 

;y��1 النقطة في .
/,  منحنىللمماس  �∆� : wفي النقطة   .�-,للمنحنى   �∆�معادلة للمماس   ةبا)كت5 1من الشكل:  تھمعادل، �2 � �"����,� � ����. � �����|}~$
����"�2نا: لدیو � �3��1�$ � 6��1� � �3�1� � 6 � �3����� � 2									 ،  

1بالتعویض نجد: � 3�� � 1� � 1 ومنھ: 2 � 3� � 3 � :�∆�: إذن 2 1 � 3� � 5
 :.�-,و �∆�)رسم 6

@ @

	  لدینا: � ����وَ  � � �� � 3�$.

 :∞�و ∞�عند كل من   �ب نھایة الداّلة  ا)حس1

�  لدینا:  lim�→������ � lim�→������ � �∞lim�→������ � lim�→������ � �∞. 

���"�ولدینا: ، �قابلة للاشتقاق على  � :���′�ب ا)أ) حس2 � 3�$ � 6�. 

 : ���′�ة  إشار ةسادر
���"�نضع:  � $�3 نجد: 0 � 6� � 0    

���3  ومنھ:         � 2� � 0 
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� وعلیھ:  � �أو  0 � 2 � 0   

�أي:     � �أو 0 �  �   ∞�                    0                           2                   ∞� وبالتالي:  ،2

+ - + �"���
;∞�7كل من المجالین  على  متزایدة تماما �  :ل جدول تغیراتھایشكّ تثمّ  �ج اتجاه تغیرّ الداّلة  اب) استنت ;62وَ  07 ;60على المجال متناقصة تماما ، وَ 6∞� 27 . 

 �   ∞�                    0                          2                   ∞�  :ھا كالتاليجدول تغیرّات ویكون
+ - + �"��� �∞  0 

  �b   �∞ 

����
���0 حیث: � ���2وَ  0 � �4.  

: ب تعیین احداثییھایقبل نقطة انعطاف یطُل .�-,ن أنّ المنحنى ابیت)3

���""�  لدینا: � 6� � 6  

  : ���""�إشارة  

���""� نضع � �6نجد: 0 � 6 � �ومنھ:  0 � ;; �  وبالتالي: ،1

�∞  1   �∞ � 
+ - �""��� 

;S,1إذن:، وتغُیر إشارتھا،  1 تنعدم عند ���""�نلاحظ أنّ  
/,لـ   نقطة انعطاف �S�1;�2أي: .���1.. 

عند نقطة الانعطاف  :1عند النقطة ذات الفاصلة  .�-,مماس المنحنى    ��oمعادلة للمستقیم  ةبا)كت4

1من الشكل: ��mمعادلة  � �"�1��� � 1� � ��1�  

��1"�2دینا: ول � 3�1�$ � 6�1� � 3�1� � 6 � 3 � 6 � �3��1� � �1�� � 3�1�$ � 1 � 3�1� � 1 � 3 � �2	 ،

1بالتعویض نجد: � �3�� � 1� � 1منھ: و، 2 � �3� � 3 � :��mإذن:  2 1 � �3� � 1 . 

مع حامل محور .�-,قاطع ھما نقطتي ت 3ذات الفاصلة   [(مبدأ المعلم) والنقطة   }تحقّق من أنّ النقطة ال)أ) 5

����نحل المعادلة  ( :الفواصل � ' ( ���� � ��معناه: 0 � 3�$ � 0 
��$�ومنھ:  � 3� � 0 
$�:علیھو  � �أو  0 � 3 � 0 

�:یكونو  � �أو  0 � 3
����للمعادلة  وبالتالي: �   ،�في  حلان 0

;e�0في نقطتین ھما  حامل محور الفواصل یقطع .
/,المنحنى   إذن: ;L�3؛ وَ �0 0�.
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 : .�-,والمنحنى   ��oب) رسم المماس  

���� ،بیانیا المتراجحة �)حل في  6 B ' :  

����حلول المتراجحة   B اء فواصل نقطالواقعة فوق محور الفواصل بإستثن  .
/,بیانیا ھي فواصل نقط  0

  التقاطع. 

)من البیان نجد:  � 73;�∞6 .  

����،�ن أنّھ من أجل كل عدد حقیقي ابیت)7 � b � �� � ���� � 
�
 :  
��  لدینا: � 1��� � 2�$ � �� � 1�6�� � 2��� � 2�7 � �� � 1���$ � 2� � 2� � 4�  
�� ومنھ: � 1��� � 2�$ � �� � 1���$ � 4� � 4� � �� � 4�$ � 4� � �$ � 4� � 4
�� إذن: � 1��� � 2�$ � �� � 3�$|��}��~
��� � 4 � ���� �  (وھو المطلوب) 4

����حل المعادلة   � �b : 
����المعادلة  � ���� تكُافئ �4 � 4 � 0   

�� ومنھ:        � 1��� � 2�$ � ��  :لأنّ ( 0 � 1��� � 2�$ � ���� � 4 (
�وعلیھ:   � 1 � ��أو  0 � 2�$ � 0 
�ویكون:   � �أو  �1 � 2 � 0 

�وبالتالي:   � �أو  �1 � 2
)إذن: � f�1; 2g.
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@ @

	  لدینا: � ����وَ  � � 2�� � 3�$ � 5.

 :∞�وعند  ∞�عند  �ب نھایتي الداّلة  ا)احس1

�  لدینا:  lim�→������ � lim�→���2��� � �∞lim�→������ � lim�→���2��� � �∞. 

���"�ولدینا: ، �قابلة للاشتقاق على  �  : ���′�ب ا)أ) حس2 � 6�$ � 6�. 

 : �على   ���′�ة  إشار ةسادر
���"�نضع:  � $�6نجد: 0 � 6� � 0 

���6ومنھ:  � 1� � 0  
�وعلیھ:  � �أو  0 � 1 � 0   

�أي:      � �أو  0 �  �   ∞�                  �1                           0                    ∞� وبالتالي:  ،�1
+ - + �"���

 : �����و  �'��ب  اب) حس
���0لدینا:  � 2�0�� � 3�0�$ � 5 � �5   

����1وَ      � 2��1�� � 3��1�$ � 5 � 2��1� � 3�1� � 5 � �2 � 3 � 5 � �4 . 
 �   ∞�                 �1                          0                    ∞�  : �ل جدول تغیرّات الداّلة یشكّ ت

+ - + �"��� �∞   �b  

  �Y   �∞ 

����
���� ،�من  �تحقق أنّھ: من أجل كل  ال)أ) 3 � �� � ���
�
 � Y� � Y� : 

��  لدینا: � 1��2�$ � 5� � 5� � 2�� � 5�$ � 5� � 2�$ � 5� � 5 
�� ومنھ: � 1��2�$ � 5� � 5� � 2�� � 3�$ � 5 � ����.  

����نحل المعادلة  ( :مع حامل محور الفواصل .�-,ن نقط تقاطع المنحنى  یعیتب)  � ' ( ���� � ��معناه: 0 � 1��2�$ � 5� � 5� � �ومنھ: 0 � 1 � $�2أو 0 � 5� � 5 � 0 

• � � 1 � �نجد: 0 � 1.

• 2�$ � 5� � 5 � �∆ممیزھا: 0 ?$ � 4@A � �5�$ � 4�2��5� � 25 � 40 � �15 J 0 ،
  .�  في لا تقبل حلولا فھي

����للمعادلة  وبالتالي: � �وھو   �حل وحید في  0 � 1
;S�1في نقطة وحیدة ھي   حامل محور الفواصل یقطع .
/,المنحنى   إذن: 0�.

�>فاصلتھا   [ة انعطاف  یقبل نقط .�-,ن أنّ المنحنى ابیت)4 �
=: 

���""�  لدینا: � 12� � 6
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  : ���""�إشارة  

���""� نضع � �12نجد: 0 � 6 � �ومنھ:  0 � � ;8$ � �   وبالتالي: ،8$

�∞                                  � 8$                               �∞              � 

+  -  �""��� 
�> تنعدم عند ���""�نلاحظ أنّ  Lإذن:، وتغُیر إشارتھا، =8$ T� 8$ ; � <� 8$=U :أيL <� 8$ ; � نقطة   =9$


/,لـ   انعطاف..  

  :[عند النقطة  .�-,مماس المنحنى   ��oمعادلة ل ـ ةباكت

1من الشكل: ��mمعادلة  � �" <� 8$= T� � <� 8$=U � � <� 8$=  

"�Wولدینا:  <� 8$= � 6 <� 8$=
$ � 6<� 8$= � 6 <8E= � 3 � �$ � 3 � ��;$ � � �$																											� <� 8$= � 2 <� 8$=� � 3<� 8$=$ � 5 � 2<� 8G= � 3 <8E= � 5 � � 8E� �E� 5 � � 9$ ،

1بالتعویض نجد: � � �$ <� � 8$= � 1منھ: و، 9$ � � �$ � � �E� :��mإذن:  9$ 1 � � �$ � � $8E .  

  : .�-,والمنحنى   ��oالمماس   انشاء)5
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����،  )حل بیانیا المتراجحة6 u ' :  

����حلول المتراجحة   u التقاطع. الواقعة فوق محور الفواصل مع فواصل نقط .
/,بیانیا ھي فواصل نقط  0

)من البیان نجد:  � 61;�∞6 .


