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���exp لدینا: � 
وَ  	���
 � ��∞;�∞�.  

@ @
  
  

    بحیث: �على  قابلة للاشتقاق �  وحیدة توجد داّلة 

�  �� � �    � ��0� � 1  
الداّلة  ونسمیھا ، ’’���’‘نرمز إلیھا بالرمز 

  الأسیة النیبیریة.

  نتائج من التعریف:

� exp�0� � 1. 

�كل عدد حقیقي من أجل  �، exp′��� � exp���.  

  .صحیحعدد   �وَ  حقیقیان عددان  �و �
  �  exp���  !         
  �  exp��� " exp���� � 1    

�) exp���� � #
��
�	� (  

  �  exp�� � �� � exp��� " exp���          

  �  exp�� � �� � ��
�	�
��
�$�     

  �  exp���� � �exp����%   )� ∈ '(  

�)والترمیز   )العدد  :  
   أي: الأسیةبالداّلة  1 صورة ھو   �العدد   �

exp�1� � � ≃ 2,72  

�ومن أجل  �الخاصیة حسب  � �  نجد: -
exp��� � �exp�1��% � �% )� ∈ ' ( 

���exp  اصطلاحاً: � �	   

�(من أجل كل  ∈ � (  

  .صحیحعدد   �وَ  حقیقیان عددان  �و �

  �  �. � 1                                   � ��	�� � �	  0   

�  �	 " �/	 � 1  �)  �/	 � #
01  0 (  

  �  �	2$ � �	 " �$                             �  �	/$ � 01
03     

�  �%	 � ��	�%   )� ∈ '(  

	 lim
	→28

�	 � �∞   
  lim
	→/8

�	 � �كل عدد حقیقي   من أجل  02 ،��	�� � �	  0  

  .�على  متزایدة تماماً  ''���''الداّلة  إذن:
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	�نعلم أنّ     من جدول التغیرات: ! 
� 0 9 �� 9 � :یعني 1 9 0  
� �� � � :یعني         1 � 0  
� 1 9 �� 9 0 :یعني  � 9 � 9 1  
� �	 � :یعني           �   1    

  .عبارة جبریة �یمُكن أن یكون  

  : فإنّ ، �على  متزایدة تماماً  '':�)'' الداّلة  بمأنّ 

� �; = :یعني >�   >  

� �; 9 = :یعني >� 9 >  

� �; � = :یعني >� � >  
  . عبارتان جبریتان أو  عددان حقیقیان  <وَ  =

?@���A 

( 

  نتائج:
lim بمأنّ  �

	→/8
�	 � 
��B? فإنّ  02A عند   محور الفواصل كمُقارب یقبل�∞.  

�exp�0  لدینا: � � �. � �exp′�0وَ  1 � 1 


��B?  إذن:A  0عند النقطة ذات الفاصلة یقبل  ً :�∆�،  مماسا � � exp′�0� �� � 0� � exp�0�      

:�∆�أي: � � � � 1. 

   :0عند  ′′exp′′للداّلة  تعریف العدد المشتقباستعمال  �

limلدینا: 
	→.

��
�	�/��
�.�
	/. � exp′�0� ،:إذن �  lim

	→.
01/#
	 � 1.  

�الداّلة  � ↦ � � �للداّلة   أحسن تقریب تآلفيھي  1 ↦     0بجوار  	�

	�  أي: ≃ � �   .0قریب من  �من أجل  1
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���F لدینا: ∘ H���� � �I�	�
@ @

  

 لرفع �الات �دم التعیين.   ت �سُ�تعمل هذه ا�نها� 

�)إشارة   � � -
�∞                    0                    �∞   � 

+ - �	 � 1

���’‘لدراسة نھایة داّلة  ∘ J’’  
المبرھنة الخاصة  نستعمل 

 . بنھایة داّلة مركبة

���’‘وَ  '' J  ''للداّلتین  ∘ J’’
:حیث، Kعلى  نفس اتجاه التغیرّ

H  معرّفة علىK. 
ً  ''���'' الداّلة  لأنّ  . متزایدة تماما

?(J���A� � J����(J���

��J)?إشارة  �A�

���Jمن إشارة  �
��J) :لأنّ �  !. 

�التزاید المقارن للداّلتین  � ↦ (��وَ   ↦ �:

�lim
	→28

01
	 � �∞
lim

	→/8
��	 � 0/

�التزاید المقارن للداّلتین  � ↦ (��وَ   ↦ �L:

�lim
	→28

01
	M � �∞
lim

	→/8
�%�	 � 0/

)L ∈ N∗(

P نضع: � �	
PQ=  بحل المعادلةنقوم بعد ذلك  � >P � R � 	� لأنّ ( في حالة وجودھا �نستنتج قیم  ثمّ  0  0 .(

Sنأحذ قیم � الوضع. وذلك بالعودة إلى �لإیجاد   ! 

�Tالمعادلة التفاضلیة   � � UT ،  الحلول ھي الدوّال� ↦ R�;	 حیث R ∈ �.

�Tالمعادلة التفاضلیة   � � UT � V ،  الحلول ھي الدوّال� ↦ R�;	 � <
R حیث ; ∈ �.

��Wإذا أعُطي شرط مثلاً   �!� � T! ،  نعُوض في الحلول، نقوم بإجادR للمعادلة التفاضلیة. وحید ، ویصُبح الحل

�U(Xلدراسة إشارة العبارة  � � V(� � Y �=>R Z 0�
�∆نحلّلھ باستعمال الممیز   >Q � 4=R

�  ∆ ! U(X� � V(� � Y � U�(� � S′��(� � S′′�
�  ∆� !       U(X� � V(� � Y � U�(� � S��X
�  ∆9 !         U(X� � V(� � Y

القواعد المعروفة یمُكن تلخص إشارتھ في جدول باستعمال 
 لإشارة كثیر حدود من الدرجة الثانیة. 



  

  .ادتسيير وإقتصعبة: الش>III<IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII<II الملخص ) الأسية واللوغاريتمية  الدوالالعبقري في الرياضيات (مجلة 

4 

>� مثلاً: � <  :معناه 2 � ln 2.

2�[)Uإشارة �^ � V
`2	_�= :فإنّ  موجبین <و  = :إذا كان � � >  0.

`2	_�= :فإنّ   سالبین <و  = :إذا كان � � > 9 0.

`2	_�= :فإنّ  مختلفین في الإشارة، <و  = :إذا كان � � >
 ولمعرفة إشارتھ الإشارة متغیرة 

`2	_�= نحل المعادلة والمتراجحات� � >  0،

=�_	2` � > 9 0،

=�_	2` � > � 0

 مبرھنة وتعریف: 

>� بحیث Vعدد حقیقي وحید  یوجد  � =  0،
،  =للعدد  اللوغاریتم النیبیريیسمى ھذا العدد 

ln ونرمز إلیھ بالرمز '' < أي''  = � ln =.

 الخاصیة الأساسیة:
;�0من حقیقیان عددان  �و � �∞�،

�  ln���� � ln � � ln �

  نتائج: 
;�0من حقیقیان عددان  �و � . صحیحعدد  �وَ  ،�∞�

�ln a#	b � � ln �

�ln a	$b � ln � � ln �
� ln��%� � � ln �   )� ∈ '(

�ln √� � #
Q ln �

الداّلة اللوغاریتمیة النیبیریة'' نسمي ''
، ’’de’‘الداّلة التي نرمز إلیھا بالرمز 

من �بكل عدد حقیقي ترُفق  والتي
�0; ln  العدد الحقیقي �∞� �.

 نتائج من التعریف:
�من أجل  � ∈ �وَ  � ∈ �0;�∞�،  �	 � �� :یعني  � ln �
�من أجل � ∈ �0;�∞� ،�fg	 � �.

�من أجل � ∈ � ،ln��	� � �.

.�  :بمأنّ � � ln :فإنّ  1 1 � #�  :وَبمأنّ ، 0 � ln :فإنّ  � � � 1.
الداّلة العكسیةھي  ''deاللوغاریتمیة النیبیریة ''الداّلة  )1حسب النتیجة 

 .''���الأسیة النیبیریة '' للداّلة 

إلى متناظران بالنسبة �de@�وَ  ���A@?في معلم متعامد ومتجانس، 

�المستقیم ذو المعادلة   � . )المنصف الأوّل( �
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:ln لدینا: � ↦ ln���  َو
fg � �0;�∞�.  

@ @
  
  

  

�∞          (            1                    !    � 

+   �ln ��′ 
�∞     

  
                                           �∞  

ln � 

  

deإشارة  � �   

�∞                  1                         !    � 
+  -   ln � 

  

  

  

  

  

  

  

  

@ @
@ @

Zòàèß@òÄyýß  إشارة عبارة جبریة تتضمن  لدراسةأو متراجحاتو لحل معادلاتتسُتعملde.  

  
  
  
  
  
  
  
  

lnیكون للعدد  � �  إذا وفقط إذا كان:            معنى �   موجب تماماً)  lnما بعد ( 0 
���H  إذا وفقط إذا كان:   معنى ����ln�Hیكون للعدد  � ً  ln(ما بعد . 0    ) موجب تماما
���H  إذا وفقط إذا كان:   معنى |���ln|Hیكون للعدد  � Z 0  . 
���H  إذا وفقط إذا كان: معنى %����ln�Hیكون للعدد  � Z �  في حالة ،0 � 2i .زوجي  
                                                                   H��� �  في حالة ،0  � 2i �     فردي. 1

	 lim
	→28

ln � � �∞         
  lim
	j→.

ln � �

�∞
;�0من  �كل   من أجل �∞�،  �ln ��� � #

	  0  

;�0على  متزایدة تماماً  ''de''الداّلة  إذن: �∞�.  

lnنعلم أنّ   ln لأنّ (متغیرة الإشارة  � � ∈ �( 
  ومن جدول التغیرات:

� ln � 9 0 :یعني        0 9 � 9 1  
� ln � � � :یعني        0 � 1  
� 0 9 ln � 9 1 :یعني 1 9 � 9 �  
� ln � � � :یعني        1 � � 
� ln � � :یعني        1   �   

 )  lnاستعمل كلمة ما بعد  ( عبارة جبریة �یمُكن أن یكون  
;�0على  متزایدة تماماً  ''de'' الداّلة  بمأنّ    فإنّ  ،�∞�
� ln =  ln = :یعني <  >  
� ln = 9 ln = :یعني < 9 >  
� ln = � ln = :یعني < � >  
  . موجبتان تماماً عبارتان جبریتان  أو  موجبان تماماَ عددان حقیقیان  <وَ  =

1 
0 - - 

+ + 

+ 
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�ln لدینا: ∘ H���� � ln�H����
@ @
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 نتائج:
lim بمأنّ �

	j→.
k�� � محور التراتیب كمُقارب لھ. یقبل �%�Bl فإنّ  ∞�

�ln�1  لدینا:� � �lnوَ  0 -�� � #
- � 1

ً  1عند النقطة ذات الفاصلة یقبل  ��Bfg  إذن: :�′∆�،  مماسا � � �ln -�′�� � 1� � ln 1
:�′∆�أي: � � � � 1.

1عند  ′′ln′′للداّلة  تعریف العدد المشتقباستعمال �

lim
m→.

fg�#2m�/fg�#�
m � lim

	→#
fg�	�/fg�#�

	/# � �ln lim  � إذن:، 1�′
	→.

fg�	2#�
	 � lim

	→#
fg�	�
	/# � 1.

�الداّلة � ↦ � � �للداّلة   أحسن تقریب تآلفيھي  1 ↦ ln  1بجوار  �

ln  أي: � ≃ � � .1قریب من  �من أجل  1
  

de’‘لدراسة نھایة داّلة  ∘ J’’  
المبرھنة الخاصة  نستعمل 

 . بنھایة داّلة مركبة

de’‘وَ  '' J  ''للداّلتین  ∘ J’’
:حیث، Kعلى  نفس اتجاه التغیرّ

H و معرّفة ً  .Kعلى  موجبة تماما
ً  ''de'' الداّلة  لأنّ  . متزایدة تماما

�de�J������ � Jn���
J���

 ملاحــــظة:

�de|J���|�� � Jn���
J���

?@���A

( �@de�

(
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  لرفع �الات �دم التعیين.   ت �سُ�تعمل هذه ا�نها� 

  

  
  
  

  

  

  
 
  
  
  
  

  

  
  
  
  
  
  

  . oنعُين أولا مجمو�ة التعریف   lnلحل معادلات (أو مترجحات) تتضمن  ملاحظة #مة !داً:

  

  

  

 

 
  

	  lim
	→28

�	 � �∞    
  lim
	→/8

�	 � 02  

� lim
	→.

01/#
	 � 1  

�  lim
	→28

01
	 � �∞   


  lim
	→/8

��	 � 0/  

�  lim
	→28

01
	M � �∞   


  lim
	→/8

�%�	 � 0/  

  

) � ∈ N∗  (  

	  lim
	→28

ln � � �∞    
  lim
	j→.

ln � � �∞  

� lim
	→.

fg�	2#�
	 � lim

	→#
fg�	�
	/# � 1  

�  lim
	→28

fg 	
	 � 02   
  lim

	j→.
� ln � � 0/  

�  lim
	→28

fg 	
	M � 0

2   
  lim
	j→.

�% ln � � 0/  

  

 ) � ∈ N∗  (  

�التزاید المقارن للداّلتین  � ↦ de��وَ   ↦ �:  

  � lim
	→28

fg	
	 � 02 
     lim

	j→.
� ln � � 0/    

�التزاید المقارن للداّلتین  � ↦ de��وَ   ↦ �L:  

  � lim
	→28

fg	
	M � 0

2  
  lim
	j→.

�% ln � � 0/  

)L ∈ N∗(  

P نضع: � ln �  
PQ=  بحل المعادلةنقوم بعد ذلك  � >P � R � � لأنّ ( في حالة وجودھا �نستنتج قیم  ثمّ  0  0 .(  

  وذلك بالعودة إلى الوضع. �لإیجاد   Sنأحذ قیم  �

��U�deلدراسة إشارة العبارة  ���X � Vde��� � Y  �=>R Z 0�  
�∆نحلّلھ باستعمال الممیز   >Q � 4=R  

�  ∆ ! ،U�de����X � Vde��� � Y � U�de� � S′��de� � S′′�  

�  ∆� !، U�de����X � Vde��� � Y � U�de� � S��X  

�  ∆9 !،     U�de����X � Vde��� � Y  
  الثانیة. یمُكن تلخص إشارتھ في جدول باستعمال القواعد المعروفة لإشارة كثیر حدود من الدرجة  

�[�Udeإشارة � � ^� � V  
= تنحل المعادلة والمتراجحا � ln�p� � q� � >  0،  

                                         = ln�p� � q� � > 9 0،  
                                        = ln�p� � q� � > � 0  



  تسيير وإقتصاد.عبة:  الش>III<IIIIIIIII>بكالوريات جزائرية) التمارين -  ريتميةااللوغ  الدوالالعبقري في الرياضيات (مجلة 

1 

< <

< <

< <

< <

@ @
����كثیر الحدود حیث: ����لیكن  � 2�� � 5� 
 2.

����المعادلة  �.أ) حل في  1 � 0.
0
ب) استنتج في المجال ; 
���2�lnحلول المتراجحة التالیة:  �∞ � 5ln� 
 2 � 0.

����2المعادلة: �.حل في  2 � 5 � 2� � 2.

@ @
0
 المعرّفة على المجال �  نعتبر الداّلة العددیة; 
����بِـ: �∞ � �ln��� 
 2ln� � 3.

���و� ھو رمز اللوغاریتم النیبیري)  lnتمثیلھا البیاني في معلم متعامد ومتجانس. (  

0
 )أ) حل في المجال1; 
����المعادلة: �∞ � ثم فسّر النتیجة ھندسیا. 0
إلى جداء عاملین. ����  ب) حللّ

0
  جـ) حل في المجال; 
�2lnالمتراجحة: �∞ 
 2 � 0.
 .� واستنتج اتجاه تغیرّ الداّلة ���′� )احُسب2
���  )بیّن أنّ المنحنى3�یقبل نقطة انعطاف یطُلب تعیین إحداثییھا.  

@ @
Iالداّلة العددیة المعرّفة على المجال    )لتكن] ��� بِـ:   ∞+;1] � �� � 2� � 4ln�� � 1�
)ln  .(تمثیلھا البیاني في معلم متعامد ومتجانس كما ھو في الشكل التالي:  �#�ھو رمز اللوغاریتم النیبیري 

���   )بقراءة بیانیة، عیّن عدد حلول المعادلة1 � 0 .
.��2   )احسب2
���  )بینّ أنّ المعادلة3 � 2,87 حیث $تقبل حلاً   0 ( $ ( 2,88.
1
  في المجال ���  ، إشارة�  )استنتج حسب قیم4; 
∞� .
IIالداّلة العددیة المعرّفة على المجال � )لتكن  
1; 
بِـ:  �∞

���� � � � 3 
 4 )*��+��
�+� 
 ,

�+�. 

��� ولیكن�;-� تمثیلھا البیاني في المعلم المتعامد المتجانس  ./; 0/�.

limلاحظ  (. ∞
 عند � أوجد نھایة الداّلة-)أ1
�→�4

)*�
� � 0 (

lim  احسب -ب
�5→�

ثم فسّر النتیجة ھندسیا. ����

7 الذي معادلتھ �∆�  بیّن أنّ المستقیم-جـ � � � ھو مستقیم مقارب 3

���  مائل للمنحنى�
 بجوار ∞
���  مع �∆� أوجد فاصلة نقطة تقاطع-د� . 

��� ادرس الوضعیة النسبیة للمنحنى-ھـ�.�∆� بالنسبة إلى المستقیم 

2 3 4-1

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

y

�8�



  تسيير وإقتصاد.عبة:  الش>III<IIIIIIIII>بكالوريات جزائرية) التمارين -  ريتميةااللوغ  الدوالالعبقري في الرياضيات (مجلة 

2 

1
  من المجال � بیّن أنھّ من أجل كل عدد-)أ2; 
����9  لدینا: �∞ � :���
 ).� ھي الداّلة المشتقة للداّلة ′�، (;��+��

وشكّل جدول تغیرّاتھا. � استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة-ب

���  والمنحنى �∆� )ارسم المستقیم3��$��. (نأخذ  ≃ 3,9(

�عیّن مشتقة الداّلة: -)أ4 ↦ �ln�� � 1�
1
 على المجال �  ، ثم استنتج داّلة أصلیة للداّلة�; 
∞�.

?احسب: -ب ����@�,
 ، فسّر النتیجة ھندسیا.�

@ @
الصحیح في في كل حالة من الحالات الثلاث الآتیة توجد ثلاثة اقتراحات من بینھا واحد فقط صحیح، حددّ الاقتراح 

 كل حالة مع التبریر. 
�ln��3)مجموعة حلول المتراجحة 1 
 2� A ln3 :ھي

�B  أ. �
C ;

�
CB ب. ؛  B� �

C ; 
∞B جـ. ؛  � . 
0
الداّلة المعرفة على المجال  �  )لتكن2; 
���� بالعبارة �∞ � �

على المجال �  للداّلة D  الداّلة الأصلیة. �


0; 
�  والتي تنعدم من أجل �∞ � E :معرّفة كما یلي

���D  أ. � E+� � �
���D  ب. ؛;� � �1 
 lnجـ.   ؛�  D��� � ln�.

: )القیمة المتوسطة للداّلة  3 � ↦ �;
G��2 على المجال; 2
 تساوي:  

  أ. 
G
C جـ.  ؛ 3  ب. ؛  

�
C.  

@ @

���  التمثیل البیاني�;�1المعرّفة على المجال   � المقابل ھو للداّلة  
بالعبارة:  �∞

���� � H� 
 I 
 J� ln  أعداد حقیقیة.  Jو  H ،I حیث ؛�

 عند �  ونھایة � )خمّن بقراءة بیانیة اتجاه تغیر1ّ∞.
ھي الداّلة المشتقة ′� حیث ���′�  عبارة Jو  H  احُسب بدلالة-)أ2

;�1 على � للداّلة 
∞�.
 باستعمال معطیات في الشكل، وعلماً أنّ -ب 

��5� � 16 � 10 ln 5	.
����بیّن أنّ: -  � 3� 
 1 � 2� ln �.
، ثم شكّل جدول تغیرّات  1تحقّق من صحة تخمینك في السؤال -جـ 

 .� الداّلة
����)بیّن أنّ المعادلة: 3 � ;�1 على $تقبل حلاً وحیداً  0 
∞�،

4,95ثم تحقّق أنّ   ( $ ( 4,96 .

Mكما یلي:  M  )نعُرف العدد الحقیقي4 � ? ���� � @�N
�

����  المعادلةھو حل  $(حیث  � 0 .(
: بیّن أنّ الداّلة: -أ � ↦ 2�� 
 � � �� ln داّلة أصلیة للداّلة �
;�1 على � 
∞�.

 .$ ، ثم احسبھ بدلالةM  أعط تفسیرا ھندسیا للعدد-ب
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Mبیّن أنّ: -جـ � �
�$�$ 
 1� �  .M  ، ثم استنتج حصرا للعدد3

@ @

Iمعرفة على    )الداّلة العددیة 
0; 
��� كما یلي:  �∞ � +�;����
�;. 

 .���   ، إشارة�  )عیّن، تبعا لقیم1

0
من �  تحقّق أنھ، من أجل كل- )أ2; 
∞� ، ��� � �1 
 �
� 


�
�;. 

0
 على   استنتج الدوّال الأصلیة للداّلة-ب; 
∞�.

II(معرّفة على المجال � الداّلة العددیة 
0; 8
����كما یلي:  � 3 � � � �
� 
 ln �.

����;-� تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  ./; 0/�.

0
  على المجال    الداّلة الأصلیة للداّلةھي  � تحققّ أنّ -)أ1; 8
. 1والتي تنعدم عند  
0
 على المجال � استنتج اتجاه تغیر الداّلة-ب; 8
.
lim  احسب -جـ

�5→S
، ثم فسّر النتیجة ھندسیاً.����

 .� شكّل جدول تغیرات الداّلة-د
���� )بینّ أنّ المعادلة2 � 3,8، حیث:$تقبل حلین، أحدھما  0 ( $ ( 3,9.

3 ً ��� )مثلّ بیانیا�. 

III (الداّلة العددیة  T   معرّفة علىU� �
C ; 2U :كما یليT��� � ��3� 
 2�.

�)بینّ أنّھ إذا كان  1 �
C ( � A 0فإنّ   0 ( 3� 
 2 A 2،

0وإذا كان  A � A 2فإنّ      2 A 3� 
 2 A 8 .
غیر مطلوبة)  ���T  . (عبارة���′T  )احسب2
  .T )شكّل جدول تغیرّات3

@ @
��2 فإنّ: � )أ) تحقّق أنّھ من أجل كل عدد حقیقي1 
 1���� � 5� 
 6� � 2�C � 9�� 
 7� 
 6

2�ln المعادلتین:كلا من  �  ب) حل في ��C � 9�ln ��� 
 7 ln � 
 6 � ؛ 0
6E+C� 
 7E+�� � 9E+� 
 2 � 0.

�2EC المتراجحة: �  جـ) حل في � 9E�� 
 7E� 
 6 A 0.
���log المعادلة: � )حل في2 
 100� � 1 
 log 2 
 log �.

@ @
Iمعرّفة على    )الداّلة العددیة 
0; 
��� كما یلي:  �∞ � 1 � �� � ln �.

 .  )ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة1
 .���   إشارة � ثمّ استنتج تبعا لقیم ��1   )احسب2

II معرّفة على �)الداّلة العددیة 
0; 
����كما یلي:  �∞ � � � 1 � )*�
�.

����;-� تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ./; 0/�.
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lim )أ) احسب1  
�→�4

lim  یعُطى( ����
�→�4

)*�
� � 0(  

lim  ب) احسب    
�5→S

  ثمّ فسّر النتیجة ھندسیا. ����

0
 من � )أ) بیّن أنّھ من أجل كل2  ; 
����9فإنّ: �∞ � +:���
  .� ثمّ استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة ;�

  . � ب) شكّل جدول تغیرات الداّلة    

7 الذي معادلتھ ��X  )أ) بیّن أنّ المستقیم3   � � � ���  مقارب مائل للمنحنى 1� .  

���  ب) ادرس وضعیة    �  .��X بالنسبة إلى 

��� من Y  )عیّن فاصلة النقطة4  �  ثمّ اكتب معادلة للمماس ��X مُوازیا للمستقیم ��Z التي یكون فیھا المماس  

�Z�.  

���و ��X�  ،�Z )ارسم5  �.  

;�1 على المجال � )احسب القیمة المتوسطة للداّلة6   3
.   

  

@ @
;-� المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ./; 0/�.  

I (� داّلة معرّفة على المجال 
�1;
����بِـ: �∞ � H� 
 I 
 3 ln�� 
   عددان حقیقیان.  Iو H ، حیث�1
Y�2;�1  المقابل، یقبل في النقطة، المُعطى في الشكل �  التمثیل البیاني للداّلة �#� 
 3 ln 3�  ً مُوازیاً  مماسا

  . لحامل محور الفواصل
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  )بقراءة بیانیة: 1  

lim  أ) ضع تخمیناً حول    
�→�4

limو ����
�5→+�

����.  

  . � ب) شكّل جدول تغیرّات الداّلة    
  .Iو H  )باستعمال المعطیات المتوفرة، جِد قیمة كل من2  
II ( :نعتبر في ھذا الجزء���� � �� 
 1 
 3 ln�� 
 1� .  
  بقیم أكبر. ���1عند  �  )احسب نھایة الداّلة1  

limیعُطى (. ∞
 عند �  )احسب نھایة الداّلة2  
�→�4

)*�����
� � 0 (  
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  موازیاً للمستقیم الذي معادلتھ �#�  للمنحنى ��Z المماسالتي یكون فیھا  �#�  من المنحنى ] )أ) عینّ النقطة3  
7 �   .��Z، ثم اكتب معادلة للمماس  �

����  التي تقبل من أجلھا المعادلة \ ب) استنتج بیانیاً، قیم العدد الحقیقي     � � 
   حلین موجبین تماماً. \
�1
  الدالة المعرّفة على المجال  )4  ;
��� بِـ:  �∞ � �� 
 1� ln�� 
 1� � �.  

�1
 على المجال �  ؛ ثمّ استنتج دالة أصلیة للداّلة���′   أ) احسب     ;
∞�.  
  مع حامل محور الفواصل،  �#�  فاصلتي نقطتي تقاطع المنحنى [و $  ب) لتكن    
$بیّن أنّ:      ∈ 
7,37; [و  �7,38 ∈ 
�0,37;�0,36�.  
وحامل محور الفواصل والمستقیمین اللذّین   �#�  مساحة الحیزّ المستوي المحددّ بالمنحنى M  جـ) احسب    

�  معادلتیھما: � 0،  � � $.  

Mد) تحقّق أنّ:     � _��$
� � 2$ � 1`aH؛ ثمّ عیّن حصراً لـM) .aH    (وحدة مساحة  

III ( آلاف قطعة على الأكثر. 7تنتج إحدى الورشات في الیوم الواحد  
;�0 دینار) لإنتاج قطعة إضافیة على المجال 1000(الوحدة  �b تنُمذج الكلفة الھاشمیة 7
المعرفة في   � بالداّلة 

� ، أي من أجل)IIالجزء  ∈ �0; 7
����bلدینا    � ����.  
  قطعة. � إلى الكلفة الإجمالیة لإنتاج ����cنرمز بــ  

 الألف قطعة الأولى ھي علماً أن الكلفة الإجمالیة لإنتاج ����c)عیّن عبارة الكلفة الإجمالیة  1  
,
�.  

ر قیمة الكلفة الإجمالیة لإنتاج 2     آلاف قطعة. 7)قدِّ

  

@ @
I (   داّلة عددیة معرّفة على المجال
0; 
��� كما یلي: �∞ � H� 
 I 
 ln   عددان حقیقیان. Iو  Hحیث  �

��1 بحیث: Iو H)عیّن  1   � �9�2 وَ  2 � C
�.  

��� )نضع: 2   � � 
 1 
 ln �.  
limاحسب  -أ    

�5→S
limو  ��� 

�→�4
 ���.  

  ثم شكّل جدول تغیرّاتھا.  ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة -ب    
��� بیّن أنّ المعادلة -جـ     � 0,2حیث: $تقبل حلاً حقیقیا وحیداً  0 ( $ ( 0,3.  
0
على المجال   ��� إشارة   �حددّ تبعا لقیم العدد الحقیقي  -د    ; 
∞�.  

II  المعرّفة على المجال  �)نعتبر الداّلة
0; 
����كما یلي: �∞ � � )*�
���.  

����;-�تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   ./; 0/�.  

0
من المجال   �)بینّ أنّھ من أجل كلّ عدد حقیقي 1  ; 
∞�:�9��� � :���
  .�ثم استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة   ;�����

lim)احسب  2  
�5→S

limو ����
�→�4

limیعُطى: (. ����
�5→S

� ln � � 0 (  

�$��)تحقق أنّ: 3   �   .�ثم شكّل جدول تغیرّات الداّلة  $�

���ثمّ ارسم   ���5و ���1)احسب  4  �0
على المجال  ; 5
 . 

  

@ @
I  المعرّفة على المجال   )نعتبر الداّلة
0; 
��� بـ: �∞ � �4 
 2��1 
 ln ��.  
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lim)احسب  1
�5→S

limو ��� 
�→�4

limتعُطى: (. ��� 
�5→S

� ln � � 0 (

0
على المجال   )ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة 2; 
ثم شكّل جدول تغیرّاتھا. �∞
��� )بینّ أنّ المعادلة 3 � 1,4حیث: $تقبل حلاً وحیداً   0 ( $ ( 1,5.
0
على المجال   ��� )حددّ إشارة  4; 
∞�.
II  المعرّفة على المجال  �)نعتبر الداّلة
0; 
����بـ: �∞ � �2� � 4� ln �.

����;-�تمثیلھا البیاني في معلم متعامد ومتجانس   ./; 0/�.

limاحسب -)أ1
�5→S

. فسّر النتیجة ھندسیا.����

limاحسب  -ب
�→�4

����.

0
من المجال   �بیّن أنھّ من أجل كلّ عدد حقیقي -)أ2; 
∞� :�9��� � :���
�  .

ثم شكّل جدول تغیرّاتھا. �استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة -ب

���)عیّن نقط تقاطع  3�مع حامل محور الفواصل.  

���للمنحنى  ��Zاكتب معادلة للمماس -)أ4�. 1عند النقطة ذات الفاصلة  

���و  ��Zأنشئ -ب��$��تعُطى: (.  ≃ �0,41 (

0
المعرّفة على المجال  D)نعتبر الداّلة 5; 
���Dبــ:  �∞ � ��� � 4�� ln � � �
� �

� 
 4�.

0
على المجال  �داّلة أصلیة للداّلة  Dبیّن أنّ  -أ; 
∞�.

���احسب مساحة الحیز المستوي المحدد بالمنحنى -ب�7والمستقیمات التي معادلاتھا:   � 0 ،� � �و  1 � 2.

@ @
I  المعرّفة على المجال   )نعتبر الداّلة
0; 
��� بـ: �∞ � �� 
 3 ln � � 3.

 . )ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة 1
��� )بیّن أنّ: المعادلة 2 � 1,40حیث:  $تقبل حلاً وحیداً  0 ( $ (  .�حسب قیم   ��� ثمّ استنتج إشارة  1,41
II  المعرّفة على المجال  �)نعتبر الداّلة
0; 
����بـ: �∞ � � 
 1 � C )*�

�. 

���لیكن �;-�تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   ./; 0/�.

lim)أ) احسب 1
�5→S

 ، فسّر النتیجة بیانیا. ����

limب) احسب  
�→�4

����.

����9موجب تماماً،  �)بینّ أنّ: من أجل كلّ عدد حقیقي 2 � :���
�;  .

ثم شكّل جدول تغیرّاتھا. �)استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة 3

7ذا المعادلة  �∆�)أ) بیّن أنّ المستقیم  4 � � 
 ���مقارب مائل للمنحنى  1�. 

���ب) ادرس وضعیة  �.�∆�بالنسبة إلى  

���والمنحنى   �∆�)أنشئ المستقیم 5��$��تعُطى: (.  ≃ 1,68(

���Tحیث   T)أ) بیّن أنّ الداّلة  6 � �
� �ln ��

�أصلیة للداّلة   � ↦ )*�
0
على المجال �; 
∞� .

���مساحة الحیز المستوي المحدد بالمنحنى   Mب) احسب  ��والمستقیمات التي معادلاتھا:   � 1 ،� � E
7وَ  � � 
 1.
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@ @
�2
الداّلة العددیة المعرّفة على المجال  �لتكن ; ���� :ـب �8 � ln�� 
 2� 
 ln��� 
 8� � ln 16.

���ولیكن �;-�في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  �منحنى الداّلة    ./; 0/�.

.\2Jنأخذ الوحدة البیانیة: 
�2
عند طرفي مجموعة التعریف  �) احسب نھایتي الداّلة  1; وفسّر النتیجتین بیانیا. �8

�2
من  �)تحققّ أنّھ من أجل كلّ  2; 8� :�9��� � +���d
������+��e�) .�′   مشتقة الداّلة�  (

�2
على المجال  ���′�ادرس إشارة )3;  .�وشكّل جدول تغیرّات الداّلة  �8
���)عیّن نقط تقاطع المنحنى 4�مع محوري الإحداثیات. 

�2
من المجال   �)بیّن أنھّ من أجل كل  5; 8� :�6 � �2
ینتمي إلى   ��; ��6و �8 � �� � ، ثمّ فسّر����
 النتیجة بیانیاً. 

���)ارسم المنحنى  6�. 

�2
المعرّفة على المجال   D)لتكن الداّلة العددیة 7;  بِـ:  �8
D��� � �� 
 2� ln�� 
 2� 
 �� � 8� ln��� 
 8� � 2� � � ln 16.

�2
على المجال  �داّلة أصلیة لـ  Dبیّن أنّ  ; 8� .

���مساحة الحیز المستوي المحدد بالمنحنى  �\J)احسب بِـ 8�7والمستقیمات التي معادلاتھا:   � 0،

� � �وَ  0 � 4 .
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@ @
����كثیر الحدود حیث: ����  لدینا: � 2�� � 5� 
 2.  


��المعادلة   �.أ) حل في  1� � �:  ���� � ��2 تكُافئ 0 � 5� 
 2 � �∆ :∆نحسب ممیزھا  ، 0 ��5�� � 4�2��2� � 9 � 0  

�� متمایزین ھما، للمعادلة حلین إذن: � ������√����� � ���� � ���وَ  2 � ������√����� � ���� � ��  .  

�  ب) استنتج في المجال�;

#"�!  حلول المتراجحة التالیة،  ∞�! � $"#
 
 ! � �:  

% نضع: � ln� :2 نجد%� � 5% 
 2 � !)!ندرس إشارة  ،0 � $( 
 ما (الجذرین ھ !
�
   )2وَ  �∞                2                       

)!                 �∞   � 

+  -  +  2%� � 5% 
 2 

% وبالتالي: ∈ +�∞; ��, ∪ �2;
�ln أي:  ∞ ∈ +�∞; ��, ∪ �2;
� إذن:؛  ∞ ∈ +0; ./0, ∪ �.�; 
∞ .  


!!المعادلة،   �.حل في  2�) � $ 1 !
 � !:  2�2�� � 5 1 22 � �2 :تكُافئ 2 1 2�2 � 5 1 22 
 2 � 0   
2  أي:                                       1 �22�� � 5 1 22 
 2 � 0  

3 نضع: � �23 نجد: 22 � 53 
 2 � 0   

3 وعلیھ:                   � �3  أو � � 2   

22 أي:                        � �22  أو � � 2     

22  وبالتالي:                  � 2��22  أو  � 2�   

�إذن:                       � �أو  �1 � 1. 
  

@ @
���5لدینا:  � �ln��� 
 2ln� � 78 وَ  3 � �0;
∞ .     

  ھو رمز اللوغاریتم النیبیري)  lnمد ومتجانس. ( ي في معلم متعاتمثیلھا البیان ;9:8و

�  )أ) حل في المجال1�;

�> ،المعادلة  ∞� � �:  
���5  لدینا: � ����ln  یعني: 0 
 2ln� � 3 � 0   

�ln وبوضع: � �3نجد: 3 
 23 � 3 � �∆  ممیزھا:؛ )1... ( 0 2� � 4�1���3� � 16 � 0  

�3ما،  ) تقبل حلین متمایزین ھ1المعادلة ( � ���√�>���� � ��3وَ  1 � ���√�>���� � �3.  

′3من أجل   � � �ln  یكون    1 � �ومنھ:    1 � .. 

′′3من أجل   � � �ln یكون �3 � �ومنھ: �3 � .��.  

@إذن: � A.��; .B.  
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  .��.وَ  .في نقطتین فاصلتیھما،   حامل محور الفواصلیقطع  ;9:8 :ر النتیجة ھندسیایفست

  : إلى جداء عاملین �
�>  لیحلتب) 
�3كثیر الحدود  
 23 � ′3ھما،  جذرین متمایزینیقبل  3 � ��3وَ  1 � �3  .  

�3فیكُتب من الشكل:  
 23 � 3 � 1�3 � 3���3 � 3��� � �3 � 1��3 
 3�   

�ln  أجلومن  � ���5نجد: 3 � �ln��� 
 2ln� � 3 � �ln� � 1��ln� 
 3�.  

�  المجالجـ) حل في �;

#"!،  المتراجحة  ∞ 
 ! C � :  2ln� 
 2 C �ln تكُافئ 0 C � ومنھ: �1 C .��� أي:  C �D :إذن@ � ,�D ; 
∞,.  

0�على قابلة للإشتقاق  5  : >  ج اتجاه تغیرّ الداّلةاواستنت �
�′> با)حس2; 
���′5 ولدینا:،  ∞ � 2 E�2F �ln�� 
 2 1 �2 � �GH2��2.  

��2lnمن إشارة البسط  ���′5إشارة  ومنھ: 
 0�على المجال  �2; 
∞  .  
∞                                
�D                                  0 � 

+  -   2ln� 
 2 

+  -  5′��� 

;0+على المجال  متناقصة تماما 5 إذن: �D+على المجال   متزایدة تماما، و,�D ; 
∞,.  

  : یقبل نقطة انعطاف یطُلب تعیین إحداثییھا ;>9I ن أنّ المنحنىابیت)3

�����5لدینا:  � �E/JF12��1��GH2���20 � ����GH2���20 � ��GH220 � ���GH2�20.  

0�على المجال  ����lnمن إشارة   ���′′5إشارة  ومنھ:; 
∞ .  
∞                                1                                 0 � 
+  -   ln� 

-  +  5′′��� 

;K91یقبل نقطة انعطاف ھي: ;9:8  إذن:، مغیرّةً إشارتھا 1 تنعدم عند  ���′′5  نلاحظ أنّ:  .�K�1;�3أي: ؛ ;�5�1
  

@ @
I(:لدینا  L��� � �� � 2� � 4ln�� � 7Mوَ  �1 � �1;
∞ .    �N� ل ـ تمثیل البیانيالL في معلم متعامد ومتجانس.   

�O  عدد حلول المعادلة بیانیا نیعیت)1� � �:  

���Lللمعادلة  فإنّ یقطع حامل محور الفواصل في نقطتین مختلفتین؛  ��N  بمأنّ  �   حلین متمایزین.   0
  :�!�O با)حس2

�L�2 بالتعویض نجد: � �2�� � 2�2� � 4ln�2 � 1� � 0.  

�O ن أنّ المعادلةابیت)3� � ,!  حیث Pتقبل حلاً   � RS T P T !, RR :  
� L على المجال   تماما متزایدةمستمرة و�2,87; 2,88    

;2,5 على المجال   تماما متزایدةمن البیان نلاحظ أنھّا  لأنّ ( 
∞  (  

�WL�2,87ولدینا:  � ≃ �0,0069L�2,88� ≃ �L�2,87  أي:، 			0,0093 1 L�2,88� T 0    
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���Lالمعادلة  حسب مبرھنة القیم المتوسطة  إذن: � 2,87  حیث Zتقبل حلاً  0 T Z T 2,88.  
�  في المجال �
�O ، إشارة
  ج حسب قیما)استنت4);
∞  :  


  ینتج: من البیان وحسب الأسئلة السابقة ∞               Z                      2                        1 � 
+  -  +   L��� 

II(:5 لدینا��� � � � 3 
 4 GH�2���2�� 
 �2��78وَ   � �1;
;]� في المعلم المتعامد المتجانس 5ل ـ تمثیل البیانيال ;9:8  .  ∞ \]; ]̂�.  


`_" علماً أنّ ( :∞
 عند >  نھایة الداّلة إیجاد-)أ1→�b "#

 � �(  

%بوضع:  � � � � لما( 1 → 
%فإنّ  ، ∞ → 
∞ (  

lim2→�b نجد: 5��� � lime→�b E% � 2 
 4 GHee 
 �eF � 
∞   

%�lime→�b لأنّ ( � 2� � 
lime→�bوَ  ∞ GHee � lime→�bوَ   0 �e � 0(  


`_"  باحس-بf→) <�
  :ر النتیجة ھندسیایفستثم  �

�→lim2f: لدینا 5��� � lim2f→� E� � 3 
 �GH�2�����2�� F � �∞ ،  

�→lim2f لأنّ ( ln�� � 1� � �→lim2fوَ  ∞��� � 1� � 0�(  

  :ر النتیجة ھندسیایفست

�→lim2fبمأنّ:  5��� � �و المعادلة المستقیم ذ فإنّ:، ∞� � (المُوازي لمحور التراتیب) مُقارب للمنحنى   �1

9:8;.  

g الذي معادلتھ �∆� ن أنّ المستقیمابیت-جـ � 
 � h 9  ھو مستقیم مقارب مائل للمنحنىI<;  بجوار 
∞:  


`_"نبُین أنّ  (→�b <�
� � g� � � (  

���lim2→�b 5  لدینا: � �� � 3�� � lim2→�b E4 GH�2���2�� 
 �2��F � lime→�b E4 GHee 
 �eF � 0  

i الذي معادلتھ �∆� المستقیم إذن: � � � 
  بجوار ;9:8  ھو مستقیم مقارب مائل للمنحنى 3∞.  

  : ;>9I مع �∆� فاصلة نقطة تقاطع إیجاد-د


�>نحل المعادلة  � � 
 � h   في المجال�);
∞  .  

���5  ا:ینلد � � � 4 معناه: 3 GH�2���2�� 
 �2�� � 0     

 ومنھ:                                
� GH�2�����2�� � 0   

4  وعلیھ:                               ln�� � 1� 
 5 � �وَ  0 � 1 � 0   

�وبالتالي:                              � .�jk 
   ). ;9:8  مع �∆�  تقاطعفاصلة نقطة  ؛ (وھي 1


�>ندرس إشارة الفرق  ( :�∆� بالنسبة إلى المستقیم ;>9I  الوضعیة النسبیة للمنحنى ةسادر-ھـ� � �
 � h�(  

���5لدینا:  � �� � 3� � � GH�2�����2��    ومنھ:، 

���5إشارة الفرق   � �� � 4من إشارة البسط (  �3 ln�� � 1� 
 � :نّ لأ( )5 � 1 � 1�لمجال على ا 0; 
∞ (  
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4نضع:  ln�� � 1� 
 5 � �نجد: 0 � .�jk 
 
  :إذن 1∞                        .�jk 
 1                             1 � 

+  -   4 ln�� � 1� 
 5 

+  -   5��� � �� �   یقع  ;9:8 �3

  �∆�فوق 
  
  

  یقع  ;9:8

  �∆�تحت  

 الوضع النسبي  

�  من المجال 
 كل عددمن أجل ن أنّھ ابیت-)أ2);

��>  ،لدینا  ∞� � O�
��
1�قابلة للاشتقاق على  5  :!�(�; 
    ولدینا:،  ∞

 5���� � 1 
 4l /Jm/1�n�����1GH�2����2���0 o � �����2���0 � �2���0���� GH�2������2���0 � 20��2��GH�2����2���0  

����5ومنھ:  � M�2��2��  )وھو المطلوب�0  .(

  :ل جدول تغیرّاتھایشكتو > ج اتجاه تغیرّ الداّلةااستنت-ب

����5لدینا:  � M�2��2��
   وعلیھ:نفس إشارة  ���Lوَ  ����5ل ـ ومنھ:، �0∞                 Z                     2                        1 � 

+  -  +   5′��� 

�على كل من المجالین متزایدة تماما  5 إذن:�∞; 2�;Z وَ   
;2 على المجال   متناقصة تماما، وَ  ∞ Z�  .  

  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي:∞                Z                     2                       1 � 

+  -  +   5′��� 
∞                                        4        
  
  

                  5�Z�                                      �∞  

 5��� 

��P>أخذ ب( :;>9I  والمنحنى �∆� )رسم المستقیم3 ≃ h, p (  

9:8; 
 �∆�یقطع 



  

  

  

   تسيير وإقتصاد.عبة: الش>III<IIIIII<IIIII> الحلولبكالوريات جزائرية) -  اللوغاريتمية  الدوالالعبقري في الرياضيات ( مجلة

 

5 

  

 ن مشتقة الداّلةی عیت-)أ4 ↦  "#�
 � )���  على المجال >  للداّلةداّلة أصلیة  ج ا، ثم استنت!);
∞  :  

���rنضع:  �  ln�� � 1��� ،r  على قابلة للاشتقاق�1; 
   ولدینا:،  ∞

 r���� � 2 1 �2�� 1  ln�� � 1��� � 2 GH�2���2��  

�  على المجال  > ج داّلة أصلیة للداّلة ااستنت);
∞  :  

�الداّلة  ↦ �� �� � 3� 
 2 ln�� � 1��� 
 5 ln�� � 1�  على المجال 5  للداّلةأصلیة  �1; 
∞ .  

s  باحس-ب <�
�t
$!:  

s  لدینا: 5���u��� � ,�� �� � 3� 
 2 ln�� � 1��� 
 5 ln�� � 1�+��  

s ومنھ: 5���u��� � ,��� � 15 
 2 ln�4��� 
 5 ln�4�+ �  �4� � 8 ln 2�� 
 10 ln 2 
 ��  

  :یجة ھندسیالنتر ایفست

sالتكامل  5���u���  وحامل محور الفواصل والمستقیمین ذوي المعادلتین   ;9:8الحیز المُحدد بالمنحنى مساحة ھو � � �وَ  2 � 5.   

  

@ @
  :مع التبریر  ،د الاقتراح الصحیحیدحت

�ln��3)مجموعة حلول المتراجحة 1 
 2� v ln3 :أ. ھي  ,� �� ;   ؛    ,��

7 لدینا: التعلیل: � +�∞;   (المجموعة المرجعیة) ,��

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15-1-2

2

3

4

5

6

7

8

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y �∆� 9I<;

5�Z�

Z 

��1
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�ln��3 ولدینا:  
 2� v ln3 :�3 تكُافئ� 
 2 v 3 
��3  ومنھ:  v 1 

� وعلیھ: C � ��
@  وبالتالي: � 7 ∩ ,� �� ; 
@إذن:  ,∞ � 	 ,� �� ; ��, . 

0�الداّلة المعرفة على المجال  5  )لتكن2; 
���5 بالعبارة  ∞ � �0� على المجال 5  للداّلة x  . الداّلة الأصلیة2; 
�  والتي تنعدم من أجل  ∞ � ���x  ب. معرّفة كما یلي: . � �1 
 ln؛� 
0�من   �من أجل كل  لدینا: التعلیل:; 
∞  ،x��� � ln� 
 y  حیث)y ∈ �( 
�.�x ولدینا:  � ln تكُافئ: 0 . 
 y � 0   

1 ومنھ:         
 y � y  وبالتالي: 0 � ���xإذن: �1 � �1 
 ln �. 

���x  ب. :الاقتراح الصحیح ھو )02ط � �1 
 lnلأنّ:  ؛� 

[ ]1
( ) ln ln ln ln 1

x
x

e

e

F x dt t x e x
t

= = = − = −∫.

:L)القیمة المتوسطة للداّلة  3 � ↦ ;�2  على المجال �20 2� جـ. تساوي: 
� لأنّ: ؛ �

( )
( ) ( ) ( )( )

22
33 3

22

1 1 1 1 1 1
2 2

2 2 4 12 4 12 3
m g x dx x

−−

   = = = × − − =   − −  ∫.

@ @
78  لدینا: �  1;
���5  وَ   ∞ � {� 
 | 
 }� ln  أعداد حقیقیة.  {و |، } حیث ؛�


 عند >  ونھایة > اتجاه تغیرّ بیانیاً ن یخمت)1∞ :  

;1~على المجال   متزایدة تماما 5 � ؛  ~∞
;.√~ على المجال متناقصة تماماو ،�.√

�lim2→�b 5��� � �∞. 

;1 على  قابلة للاشتقاق 5 :  ∞
;(   على >  داّلةللھي الداّلة المشتقة  ′>  حیث �
�′> عبارة �و  � ب بدلالةاحس-)أ2 
����5 ولدینا:،  ∞ � { 
 } E1 1 ln � 
 �2 1 �F � { 
 }�ln � 
 1�. 

�5�5باستعمال معطیات في الشكل، وعلماً أنّ -ب � 16 � 10 ln 5	. 

�>،  ن أنّ ابیت-� � h
 
 ) � !
 "# 
 : 

��5�1لدینا:  � 4	5�9√.; � 0										 	5�5� � 16 � 10 ln ��1}�  أي:، 5 
 | 
 }�1� ln 1 � 4	{ 
 }9ln√. 
 1; � 0									{�5� 
 | 
 }�5� ln 5 � 16 � 10 ln 5 

}� :نھوم  
 | � 4									{ 
 } E�� ln . 
 1F � 0	5{ 
 | 
 5} ln 5 � 16 � 10 ln 5
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�� أي: 
�{ 
 | � 4	{ 
 �� } � 0	5{ 
 | � 165} � �10					

}�  وبالتالي:  � 3	| � 1			} � ���5إذن:؛ �2 � 3� 
 1 � 2� ln �. 

  :  >  ل جدول تغیرّات الداّلةیشكت، ثم 1في السؤال  نتخمیالتحقق من صحة ال-جـ

lim2→�bلدینا:   � 5��� � lim2→�b ,� E3 
 �2 � ln �F+ � � لأنّ  ∞� lim2→�b � � 
∞				lim2→�b ln � � 
∞.

����5  لدینا: � � 1 � 2 ln �،  

;(   على المجال �
��>إشارة  ∞ : 5���� � 1  یعني: 0 � 2 ln � � ln ومنھ: 0 � T �1  وعلیھ: � T � T 1 أي: 0/. T � T √. 5���� � 1  یعني: 0 � 2 ln � � ln ومنھ: 0 � � �� وعلیھ: � � � أي: 0/. � √. 5���� T 1  یعني: 0 � 2 ln � T ln ومنھ: 0 � � �� وعلیھ: � � � أي: 0/. � √.

;1~على المجال  متزایدة تماما 5 :ومنھ ؛ ~∞
;.√~على المجال   متناقصة تماماو ،�.√


    تغیرّاتھا كالتالي:ویكون جدول ∞            Z               √.                            1  � 

- + 5′���
  <9√.; 

�∞  4  

5���
;.√9>  حیث � 39√.; 
 1 � 29√.; ln √. � 3√. 
 1 � 2√. 1 �� ln . � 2√. 
 1.


�>، ن أنّ المعادلةابیت)3� � 
;(   على Pتقبل حلاً وحیداً   �∞  :  

;1~ المجالمتزایدة تماما على  5تغیرات، الحسب جدول  لدینا:• �5�1وَ  �.√ � 4 

���5 أي:  � ;1~  المجال علىحلولا تقبل لا  0 √.�. 


;.√~على المجال  •∞~: 


;.√~على المجال   متناقصة تماما و مستمرة 5 �∞~
;.√�59  ولدینا: � � 2√. 
 1 ≃ 4,30lim2→�b 5��� � 0 أي: 	∞� ∈ ��∞; 2√. 
 1�

���5  المعادلة مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن: � 
;.√~في المجال   Z حلاً وحیداً بل قت 0∞~ . 

,�تحقق أنّ ال p$ T P T �, p�: 

�W5�4,95لدینا:  ≃ 0,02			5�4,96� ≃ �5�4,95أي: ، �0,01 1 5�4,96� T 4,95إذن: 0 T Z T 4,96. 

@،  كما یليمعرّف  @  )العدد الحقیقي4 � s 5��� � u������5 ھو حل المعادلة Z(حیث   � 0.( 
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:O ، الداّلةأنّ ن ابیت-أ 
 ↦ !
! 
 
 � 
! "# 

;(   على >  داّلة أصلیة للداّلة ∞  : L  1 قابلة للاشتقاق على; 
    ولدینا:،  ∞

 L���� � 4� 
 1 � E2� ln � 
 �2 1 ��F � 4� 
 1 � 2� ln � � � � 3� 
 1 � 2� ln � � 5���
:L	إذن: � ↦ 2�� 
 � � �� ln ;1  على 5  لداّلةأصلیة لداّلة  � 
∞ . 

  : �  تفسیرا ھندسیا للعدد إعطاء-ب

ومحور الفواصل والمستقیمین اللذّین معادلتیھما  ;9:8 مساحة الحیز من المستوي المحددّ بالمنحنى ھو @العدد  

 � � �و  1 � Z.  
 : �، العدد  P  ب بدلالةاحس

@لدینا:  � s 5��� � u��� �  L������ � L�Z� � L�1� � 2Z� 
 Z � 3 � Z� ln Z. 

�، ن أنّ ابیت-جـ � )! P�P 
 )� � h : 

���5  لمعادلةلحل  Zلدینا:   � �5�Z أي: 0 � 3Z ومنھ: 0 
 1 � 2Z lnZ � ln  وعلیھ:؛ 0 Z � ������
@ وبالتعویض نجد: � 2Z� 
 Z � 3 � Z� E������ F � 2Z� 
 Z � �� Z�3Z 
 1� � 3

@ومنھ:  � �� Z 4Z 
 2 � �3Z 
 1�� � 3 � �� Z�Z 
 1� �  (وھو المطلوب). 3

  : �  للعدد ج حصراااستنت

�4,95  لدینا: T Z T 4,96				@ � �� Z�Z 
 1� � � ومنھ: 3 �,��� T �� Z T �,�>�5,95 T Z 
 1 T 5,96 

  وبالتالي: 
�,��� �5,95� � 3 T �� Z�Z 
 1� � 3 T �,�>� �5,96� � 3

11,73إذن: T @ T 11,78. 

@ @

I( :لدیناL��� � 7M  وَ  �20�2��20 � �0;
∞ .


�O ، إشارة
 ن، تبعا لقیمیعیت)1�: 

��لبسط  من إشارة ا �
�Oإشارة  ! 
 
 
 �على   �!�;
∞  .  
���نضع:  
 � 
 2 � �∆ممیزھا: 0 �1�� � 4��1��2� � 9 � 0  

��  للمعادلة حلین متمایزین ھما: � �����√������ � ������ � ��� � �1 ∉ �0;
′′�وَ   ∞ � �����√������ � ������ � ���� � 2. 
∞  2   0 � 
- + L��� 

� من 
  تحقق أنھ، من أجل كلال-)أ2�;
∞  ،O�
� � �) 
 )
 
 !
! : 

0� من �  من أجل كل ; 
���Lلدینا:  ، ∞ � �20�2��20 � �2020 
 220 
 �20 � �1 
 �2 
 �20. 

�  على O  وال الأصلیة للداّلةلدّ ج اااستنت-ب�;
∞  :  

0� على L  ل الأصلیة للداّلةواالدّ ; 
:�، ھي دوّال من الشكل   ∞ � ↦ �� 
 ln � � �2 
 y  حیث)y ∈ �( 
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II( :5لدینا��� � 3 � � � �2 
 ln 78  وَ  � � �0; 8�. ;]�  مد المتجانسفي المستوي المنسوب إلى المعلم المتعا 5ل ـ تمثیل البیانيال ;9:8 \]; ]̂� . 

�  على المجال O  ھي الداّلة الأصلیة للداّلة >  تحقق أنّ ال-)أ1�; R� :1والتي تنعدم عند  

�����5لدینا:  )01ط � �1 � �20 
 �2 � L���5�1� � 3 � 1 � �� 
 ln 1 � 0� على المجال L  ھي الداّلة الأصلیة للداّلة 5	إذن: ، 0; 8�والتي  

 . 1 نعدم عندت

sلدینا:  )02ط L���u�2� �  ������2 � ���� � ��1� � E�� 
 ln � � �2 
 yF � E�1 
 ln1 � �� 
 yF
s ومنھ:  L���u�2� � �� 
 ln � � �2 
 3 � 5���  ،

0� على المجال L ھي الداّلة الأصلیة للداّلة 5	إذن:; 8� .1والتي تنعدم عند  
�  المجالعلى  > ج اتجاه تغیر الداّلةاتاستن-ب�; R� :  

0�من   �من أجل كل  لدینا:; 8� ،5���� � L��� ) ّداّلة أصلیة ل ـ 5 لأنL( 
، نفس الإشارة  ���Lوً  ���′5ل ـ أي: 
0�على المجال  متزایدة تماما  5إذن:; 2�;2 على المجال متناقصة تماما  ، وَ  8�. 


`_"  باحس-جـf→� <�
ً ر النتیجة ھندیفست، ثم �  :سیا

�→lim2fلدینا:  5��� � lim2f→��3 � � � �2 
 ln �� � �→�lim2f  لأنّ:، ∞� E� �2F � �∞lim2f→� ln � � �∞	 

  : ھندسيالر یفستال

�→lim2fبمأنّ:  5��� � �دلة ذو المعا المستقیم فإنّ: ،∞� � .  ;9:8ارب لـ(محور التراتیب) مُق 0

 :  >  ل جدول تغیرات الداّلةیشكت-د
8  2  0 � 

- + 5′��� ln 2 

���� 
 3 ln 2  �∞ 

5���

�> أنّ المعادلة نابیت)2� � ,h  ، حیثPتقبل حلین، أحدھما   � R T P T h, p: 

  بالنسبة للحل الأوّل: 
0�على المجال   تماما متزایدةو مستمرة 5 �; 2�
�  ولدینا: � lim2f→� 5��� � �∞5�2� � ln 2 � 0 أي: 0 ∈ ��∞; ln 2� 

���5  ةعادلالم مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن: � 0�في المجال  1وھو العدد  وحیداً حلاً تقبل  0; 2� . 
 : Pبالنسبة ل ـ

3,8� على المجال  تماما متناقصة و مستمرة 5 �; ;2 على المجال  متناقصة تماما  لأنھّا(  3,9 8�(
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�W5�3,8  ولدینا: � ≃ 0,01			5�3,9� ≃ �5�3,8 أي: �0,05 1 5�3,9� T 0
���5  المعادلة مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن: � 3,8  حیث Z بل حلاً وحیداً قت 0 T Z T 3,9. 

ً یمثّ ت)3  :;>9I ل بیانیا

III( :لدیناr��� � 5�3� 
 �7 وَ  �2 � +� �� ; 2+ . 

�وَ  5عبارة عن مركب داّلتین  r نلاحظ أنّ: ↦ 3� 
 2. 

�  في حالة:)1 �� T � v �2 :فإنّ  0 T 3� v 0ویكون: 0 T 3� 
 2 v 2، 

0 في حالة:و  v � v 0 :فإنّ  2 v 3� v 2ن:كووی 6 v 3� 
 2 v 8. 
 غیر مطلوبة) �
�� (عبارة :�
�′� با)حس2

�}�� تذكیر:  
 |��� � {���{� 
 |� .  r على  قابلة للاشتقاق+� �� ; ����r ولدینا:، +2 � 35��3� 
 2�. 

  : �  ل جدول تغیرّات یشكت)3
�5��3من إشارة   ����r  إشارة 
 2�. 

  ا:ینلد
8  2  0 3� 
 2 

- + 5′�3� 
 2� ln 2 

���� 
 3 ln 2  �∞ 

5�3� 
 2�

2 3 4 5 6 7 8 9-1

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

-10

0 1

1

x

y

9I<;
P 
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  نجد:) 1وباستعمال السؤال 

2  0  � �� � 

- + r′��� ln 2 

���� 
 3 ln 2  �∞ 

r���

@ @


!�  ،فإنّ  
 قيحقی ن أجل كل عددتحقّق أنّھ مال)أ) 1 
 )��
! � $
 
 �� � !
h � p
! 
 S
 
 � :  
��2                                   لدینا: 
 1���� � 5� 
 6� � 2���� � 5� 
 6� 
 1��� � 5� 
 6� 

  � 2�� � 10�� 
 12� 
 �� � 5� 
 6 � 2�� � 9�� 
 7� 
 6 

��2إذن: 
 1���� � 5� 
 6� � 2�� � 9�� 
 7� 
 6. 

#"�!ة،  لمعادلا �  في ب) حل  
�h � p�"# 
�! 
 S "#
 
 � � � : 
7  لدینا: � �0;
المجموعة المرجعیة)  7(  ∞

2�ln  )أ)1باستعمال السؤال  ��� � 9�ln ��� 
 7 ln � 
 6 � �2 تكُافئ: 0 ln � 
 1� �ln ��� � 5 ln � 
 6� � 0 

�2 ومنھ:  ln � 
 1 � 0									
�lnأو ��� � 5 ln � 
 6 � 0 

� 2 ln � 
 1 � lnمعناه: 0 � � � �� ومنھ: � � �أي: 0/�. � �D/0 � �√D ∈ 7،

%بوضع:  � � ln �ln، المعادلة  � ��� � 5 ln � 
 6 � 0 

�%	�∗�تصُبح:           � 5% 
 6 � �∆ :�∗�ممیز  0 ��5�� � 4�1��6� � 1 � 0 

�%حلین متمایزین ھما:  �∗�للمعادلة  � ������√����� � ′′%وَ  3 � ������√����� � 2 .

%من أجل   نجد: وبالعودة إلى الوضع � ln أي: 3 � � � :فإنّ  3 � .� ∈ 7
%وَمن أجل    � ln أي: 2 � � � فإنّ: 2 � .� ∈ 7

�@حلول ھي  المجموعة  إذن: � � �√D ; .�; .��. 


���hة،  ادللمعا �  حل في  
 S��!
 � p��
 
 ! � � : 6.��2 
 7.��2 � 9.�2 
 2 � �2�6.��2. فئ:كاتُ  0 
 7.��2 � 9.�2 
 2� � .�2�0� 
6 :تصُبح  
 7.2 � 9.�2 
 2.�2 � 0 

��2�.2  أي:  � 9�.2�� 
 7.2 
 6 � 0 
�2.2 :منھو  
 1� �.2�� � 5.2 
 6� � 0
�2.2 :علیھو    
 1��.2 � 3��.2 � 2� � 0  

2.  وبالتالي:  � 3 � 2.أو  0 � 2 � 2.2 لأنّ:( 0 
 1 � 0 ( 
� أي أنّ:  � ln �  أو 3 � ln 2. 
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�@مجموعة الحلول ھي   إذن: � Aln 2 ; ln 3B.


�h!،  المتراجحة �  جـ) حل في  � p�!
 
 S�
 
 � v 
�h!ندرس إشارة  ( :� � p�!
 
 S�
 
 � ( 


�h!�  إشارة � p�!
 
 S�
 
 
�� من إشارة  ���! � $�
 
 ��    
2.�2  لأنّ ( � 9.�2 
 7.2 
 6 � �2.2 
 1� �.2�� � 5.2 
 6�2.2وَ   
 1 � 0( 
∞             ln 3                   ln 2              �∞   � 

+ - + �.2�� � 5.2 
 6
+ - + 2.�2 � 9.�2 
 7.2 
 6

�@مجموعة الحلول ھي   إذن: �  ln 2 ; ln 3�.


���"،  المعادلة �  )حل في2! 
 )��� � ) 
 "�� ! 
 "�� 
 : 
7  لدینا: � �0;
���log  وعة المرجعیة) مجمال 7(  ∞ 
 100� � 1 
 log 2 
 log ���log تكُافئ: � 
 100� � log 10 
 log 2 
 log � 

���log وتصُبح:  
 100� � log�10 1 2 1 �� 
�� ومنھ:  
 100 � 10 1 2 1 � 

�� أي:     � 10�� � 0  

� :یعني   � 10 � �  وبالتالي:، 0 � 10 ∈ 7
�@مجموعة الحلول ھي   إذن: � A10B.

@ @
I(:لدینا  L��� � 1 � �� � ln 7Mوَ   � � �0;
∞  .

0�على قابلة للاشتقاق  O:  L اتجاه تغیرّ الداّلة  ةسادر)1; 
����Lولدینا: ،  ∞ � �2� � �2 � �E2� 
 �2F T 0  ،

0�لمجال ى اعل متناقصة تماما L إذن:; 
∞  .  

�O  إشارة 
  ج تبعا لقیماثمّ استنت �(�O  باحس )2� :  

�L�1  لدینا: � 1 � �1�� � ln 1 � 0.  

�O  إشارة 
  ج تبعا لقیمااستنت�:  
0�على المجال   متناقصة تماما L	بمأنّ: ; 
�L�1وً   ∞ � 
 فإنّ:، 0∞  0  1   � 

- + L���
II(:5 لدینا��� � � � 1 � GH22  َ78  و � �0;
∞ . ;]� والمتجانسمعلم المتعامد تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى ال ;9:8 \]; ]̂�. 


`_" با)أ) حس1→�b <�

`_" علماً أنّ ( :�→�b "#

 � �( 

lim2→�bا: ینلد 5��� � 
��lim2→�bلأنّ: ، ∞ � 1� � 
lim2→�b  وَ  ∞ GH22 � 0. 


`_"  باب) حسf→� <�
 :ر النتیجة ھندسیایفستثمّ  �
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�→lim2fلدینا:  5��� � 
�→lim2f  لأنّ:، ∞
GH22 � �∞ . 

  : ھندسيالر یفسالت

�ادلة المعیم ذو المستق �  .;9:8(محور التراتیب) مُقارب لـ 0

� من 
 ن أنّھ من أجل كل ابیت)أ) 2�;

��>،  فإنّ   ∞� � �O�
�
 : >  ج اتجاه تغیرّ الداّلةاثمّ استنت !
0�على   قابلة للاشتقاق 5;
����5  ولدینا:،  ∞ � 1 � l/J12��1GH 220 o � 20���GH 220 � ����20�GH 2�20 � �M�2�20

�على المجال   �
�Oعكس إشارة   �
��>إشارة  �;

 وبالتالي: ،  ∞∞  0  1 � 
+ - 5′���

0�على المجال متناقصة تماما  5 إذن:; 1�;1 على المجال   متزایدة تماما، وَ  
∞ . 

  : >  ل جدول تغیرات الداّلةیشكتب) ∞  0  1 � 

+ - 5′��� 
∞   
∞ 

  0 

5���
g الذي معادلتھ ���  ن أنّ المستقیمابیت)أ) 3 � 
 �  :;>9I  مقارب مائل للمنحنى (


`_"نبُین أنّ →�b <�
� � �
 � )�� � �. 

���lim2→�b 5لدینا:  � �� � 1�� � lim2→�b E� GH22 F � lim2→�b  لأنّ: ،0 GH22 � 0
:��7  المستقیم ومنھ: i � � � 
عند  ;9:8 قارب مائل للمنحنىمُ  1∞. 


�> ندرس إشارة الفرق ( :���  بالنسبة إلى ;>9I  وضعیة ةساب) در� � �
 � )�� ( 

���5لدینا:  � �� � 1� � � GH22 ،


�>  الفرق إشارة ومنھ:� � �
 � )���لى المجال  ع �
#"�عكس إشارة   �;

 وبالتالي: ،  ∞∞  0  1 � 

+ - ln �
- + 5��� � �� � 1� یقع ;9:8

 ��7  تحت

یقع ;9:8

 ��7 فوق

الوضع النسبي 

معادلة للمماس ةباثمّ كت ���  لمستقیممُوازیا ل ���  مماسالتي یكون فیھا ال ;>9I من �  ن فاصلة النقطةیعیت)4 ����5 معناه: ��7//� � :��� �   ومنھ: 1
�M�2�20 � ����L أي: 1 � ln وعلیھ: �� � � �  إذن: 1 � . � �¢. 

iمن الشكل: � �معادلة  � � 5���¢��� � �¢� 
 5��¢�£¤¥¦§

9:8;<< <
ÄŞÏè<�7�< <
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�¢����5ینا: ولد � 5��.� � 1																																							5��¢� � 5�.� � . � 1 � GH DD � . � 1 � �D ،  

iبالتعویض نجد: � 1�� � .� 
 . � 1 � �D  :ومنھ� �: i � � � 1 � �D .  

  :;>9Iو ���، ��� )رسم5

 
;(   على المجال  >  لةسطة للداّب القیمة المتوا)حس6 h� :  

;1  على المجال 5  القیمة المتوسطة للداّلة 3�  والمعرف كما یلي:  ¨ھي العدد   

 ¨ � ���� s 5���u��� � �� ,�� �� � � � �GH 2�0� +�� � �� ,E�� �3�� � 3 � �GH ��0� F � E�� �1�� � 1 � �GH ��0� F+  

¨ ومنھ: � 1 � �GH��0�.  

  

@ @
I( :78لدینا � ��1;
���5، وَ  ∞ � {� 
 | 
 3 ln�� 
 �1;�2© ، یقبل في النقطة5  التمثیل البیاني للداّلة ��N  عددان حقیقیان. |و }  ، حیث�1 
 3 ln ً م �3   مُوازیاً لحامل محور الفواصل  ماسا

�5��2 معناه: � �5�2وَ  0 � �1 
 3 ln 3.  
  بیانیة: )بقراءة 1

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

6

7

0 1

1

x

y ��� ��� 9I<; 

� 

� 
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`_"  ضع تخمین حولوأ) →�b <�

`_"و  �f→�) <�
�:  

lim2→�bمن البیان: 5��� � ��→lim2f؛ ∞� 5��� � �∞.  

  : >  الةل جدول تغیرّات الدّ یشكتب) 

  من البیان:∞                           2                                 �)  � 

-  +    5���� 

                          �1 
 3 ln 3  
  �∞                                                        �∞  

  5��� 

  : ªو  �  قیمة كل من إیجاد)باستعمال المعطیات المتوفرة، 2

�1�معرّفة وقابلة للاشتقاق على  5 �;
���′5نا: ولدی،  ∞ � { 
 �2��  

�W5��2 ولدینا من جھة أخرى: � � 0																	5�2� � �1 
 3 ln }�  معناه: 3 
 1 � 0																																					2{ 
 | 
 3 ln 3 � �1 
 3 ln 3 

}ومنھ:                                                                      � |وَ  �1 � 1.  

���5 إذن: � �� 
 1 
 3 ln�� 
 ���′5  وَ  �1 � �1 
 �2��.  

II (5في ھذا الجزء:  باعتبار��� � �� 
 1 
 3 ln�� 
 1�.  
  :بقیم أكبر �(��عند  >  ب نھایة الداّلةا)حس1

��→lim2fلدینا:  5��� � ��→lim2fلأنّ: ، ∞� ln�� 
 1� � lim¦f→� ln i � �∞.  


`_" علما أنّ ( :∞
 عند >  ب نھایة الداّلةا)حس2→�b "#�
�)�
 � �(  

lim2→�bلدینا:  5��� � lim2→�b ,� E�1 
 �2 
 3 GH�2���2 F+ � lim2→�bلأنّ: ، ∞� GH�2���2 � 0.  

g موازیاً للمستقیم الذي معادلتھ �¬�  للمنحنى ���  التي یكون فیھا المماس �¬�  المنحنىمن  »  ن النقطةیعیت)أ) 3 � 
  :���معادلة للمماس  ةبا، ثم كت
i موازیاً للمستقیم الذي معادلتھ ��N  منحنىلل � � المماس � ����5 معناه: ،�( � 1  

�1 أي:                                                                                            
 �2�� � 1  

� ومنھ:                                                                                        � ��  

­إذن: ®�� ; 5 E��F¯  :أي­ E�� ; �� 
 3 ln ��F ):ّلأن ­ ∈ �N� (  

  .» النقطةفي  �¬�  للمنحنىمماس  ���  :���عادلة للمماس  م ةباكت

i  من الشكل: � �معادلة  � 5� E��F E� � ��F 
 5 E��F  

��5ولدینا:  E��F � 1													5 E��F � �� 
 3 ln i  بالتعویض نجد:، �� � 1 E� � ��F 
 �� 
 3 ln :� �  ومنھ:؛ �� i � � 
 3 ln ��  .  
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�>  التي تقبل من أجلھا المعادلة ° ج بیانیاً، قیم العدد الحقیقياب) استنت� � 
 
 °  ً   :حلین موجبین تماما

���5 المعادلة � � 
 ً حلین تقبل  ¨ 1من أجل   موجبین تماما T ¨ T 3 ln ��.  

���L  لدینا:)4 � �� 
 1� ln�� 
 1� � 7Mوَ  � � ��1;
∞ .  

�  على المجال >  ج دالة أصلیة للداّلةامّ استنت؛ ث�
�′O  باأ) حس�);
∞  :  L  على قابلة للاشتقاق��1;
   ولدینا:،  ∞

 L���� � ,1 ln�� 
 1� 
 �2�� 1 �� 
 1�+ � 1 � ln�� 
 1�  

�  المجال على  > ج دالة أصلیة للداّلة ااستنت�)	;
∞ 	 :  
�الة  أصلیة للدّ  L  بمأنّ: ↦ ln�� 
 �1�على المجال   �1	; 
∞  ،  

:xالداّلة  فإنّ: � ↦ � �� �� 
 � 
 3L��� على المجال   5أصلیة ل ـ��1	; 
∞ .  

)x��� � � �� �� � 2� 
 3�� 
 1� ln�� 
 1� (  

�5�Zمعناه:مع حامل محور الفواصل،  ��N  فاصلتي نقطتي تقاطع المنحنى ±و Zب)  � 5�±� � 0.  
P نّ أن ابیت ∈ �S, hS; S, hR  ²  و ∈ ���, hS;��, h�  :  

  :Pبالنسبة لـ  
7,37�على المجال   متناقصة تماما و مستمرة 5 �; ;2   على متناقصة تماما ھالأنّ (  7,38 
∞  ( 

�W5�7,37  ولدینا: � ≃ 0,003				5�7,38� ≃ �5�7,37 أي: �0,002 1 5�7,38� T 0   

���5  ةالمعادل مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن: � 7,37�في المجال   Z حلاً وحیداً تقبل  0; 7,38 .    
  :²  بالنسبة لـ

�1�على  متزایدة تماما لأنھّا(  �0,36;�0,37�على المجال   متزایدة تماماو مستمرة 5 �; 2�( 

�W5��0,37  ولدینا: � ≃ �0,015��0,36� ≃ �5��0,37 أي: 			0,02 1 5��0,36� T 0   

���5  المعادلة ةمبرھنة القیم المتوسطحسب  إذن: � �0,36;�0,37�في المجال   ± وحیداً  تقبل حلاً  0  .  

  وحامل محور الفواصل والمستقیمین اللّذین معادلتیھما �¬�  مساحة الحیزّ المستوي المحددّ بالمنحنى �  باجـ) حس � �، 
 � P:  

@  لدینا: � s 5����� u� �  x������ � x�Z� � x�0� � x�Z�،  

@ ومنھ: � E� �� Z� � 2Z 
 3�Z 
 1� ln�Z 
 1�F �{.  

� تحقق أنّ الد)  � E)! P! � !P � )F³� ّوحدة مساحة)   �³( :�ن حصراً لـیعیت؛ ثم  

�5�Z  بمأنّ: � ln�Zفإنّ: 0 
 1� � ���   وبالتعویض نجد:، �

 @ � ®� �� Z� � 2Z 
 3�Z 
 1� E���� F¯ �{ � E� �� Z� � 2Z 
 Z� � 1F�{ � E�� Z� � 2Z � 1F�{  

  :�ن حصراً ل ـیعیت

7,37لدینا:  T Z T �ومنھ: ، 7,38 �´,�´�0� T �� Z� T �´,�µ�0��2�7,38� � 1 T �2Z � 1 T �2�7,37� � 1   

11,39845 ویكون:                                    T @ T 11,49220.  

IIIآلاف قطعة على الأكثر 7رشات في الیوم الواحد )تنتج إحدى الو.  
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;0  لى المجالدینار) لإنتاج قطعة إضافیة ع 1000(الوحدة  ¶: تنُمذج الكلفة الھاشمیة 7�المعرفة في   5 بالداّلة 
� ، أي من أجل)IIالجزء  ∈  0; 7����¶:لدینا    � 5���.  

  قطعة. � نتاجإلى الكلفة الإجمالیة لإ ���·:نرمز بــ  

  علماً أن الكلفة الإجمالیة لإنتاج الألف قطعة الأولى ھي �
��Iة  ن عبارة الكلفة الإجمالییعیت)1
$!:  

  5  لـأصلیة  x وبمأنّ ، ¶:  لكلفة الھاشمیةلأصلیة  ·:الكلفة الإجمالیة  نعلم أنّ 

���·::فإنّ  � � �� �� � 2� 
 3�� 
 1� ln�� 
 1� 
 {(حیث  { ∈ ��1·:)، مع � � ��  

� :ومنھ �� � 2 
 3�2� ln 2 
 } � ��   

{  وعلیھ: � 5 � 6 ln ���·:إذن:، 2 � � �� �� � 2� 
 3�� 
 1� ln�� 
 1� 
 5 � 6 ln 2  

  : آلاف قطعة 7ر قیمة الكلفة الإجمالیة لإنتاج یقدت )2

��7·: بالتعویض نجد: � � �� �7�� � 2�7� 
 3�8� ln�8� 
 5 � 6 ln 2 ≃ 12,248  

   ألف دینار. 12,248ھي   آلاف قطعة 7ة الإجمالیة لإنتاج قیمة الكلف إذن:
  

@ @
I(:7  لدیناM � �0;
���L  وَ   ∞ � {� 
 | 
 ln   عددان حقیقیان. |و  }حیث ، �

�(�O، بحیث ªو  �ن  یعیت)1 � �!��Oوَ  ! � h!:  L  قابلة للاشتقاق على�0; 
���′Lولدینا: ،  ∞ � { 
 �2.  

�L�1� � 2	L��2� � }� أي: �� 
 | � 2{ 
 �� � }ومنھ: 	�� � | � ���Lإذن: ، 1 � � 
 1 
 ln ���′L  وَ  � � 1 
 �2.  

���Lضع: بو)2 � � 
 1 
 ln �.  

`_"ب  احس-أf→� O�

`_"و  �→�b O�
� :  

�→lim2f  لدینا: � L��� � �→lim2fلأنّ:  ،∞� ln � � �∞ . 

lim2→�b  لدینا:و � L��� � 
lim2→�bلأنّ:  ،∞ ln � � 
��lim2→�bوَ   ∞ 
 1� � 
∞ .  

0�على قابلة للاشتقاق  L  :ل جدول تغیرّاتھایشكت ثم Oاتجاه تغیرّ الداّلة  ةسادر-ب; 
���′Lولدینا: ،  ∞ � 1 
 �2 � 0 .  

0�على  متزایدة تماما L ومنھ:; 

  یكون جدول تغیرّاتھا كالتالي: و،  ∞∞                             Z                          0    � 

+    L′��� 
∞   
  

                                                       �∞  

  L��� 


�Oن أنّ المعادلة  ابیت-جـ� � ,�،  حیث Pتقبل حلاً حقیقیا وحیداً   � ! T P T �, h:  
� L على المجال   تماما متزایدةو مستمرة�0,2; 0� على تماما متزایدة لأنھّا(  0,3; 
∞ ( 

- 

+ + + 
- 
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�WL�0,2  نا:ولدی � ≃ �0,41L�0,3� ≃ �L�0,2 أي: 			0,10 1 L�0,3� T 0   

���L  المعادلة مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن: � 0,2،  حیث Z لاً وحیداً تقبل ح 0 T Z T 0,3.  
�على المجال   �
�Oإشارة   
د تبعا لقیم العدد الحقیقي یحدت-د�;
∞  :  

0�على  متزایدة تماما L  بمأنّ:; 
�L�Z، وَ  ∞ � 
  فإنّ: 0∞                        Z                                0    � 

+  -    L��� 

II(:5  لدینا��� � 2 GH22��78وَ    � �0;
;]�تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ;9:8	  . ∞ \]; ]̂�.  

�من المجال   
ن أنّھ من أجل كلّ عدد حقیقي ابیت)1�;
∞   ،<��
� � O�
��
0�على قابلة للاشتقاق  5  :>الداّلة  یرّج اتجاه تغاثم استنت !�(�; 
  ولدینا: ،  ∞

 5���� � ®�� GH2��E/J12F¯�2������2 GH2��2���0 � ���GH2��2����2 GH2�2���0 � 2���2 GH2�GH2�2 GH2�2���0 � M�2��2���0  


  ���Lرة البسط إشامن  ����5إشارة  ومنھ:∞                        Z                                0    � 
+  -    5′��� 

0�على   اتمام متناقصة 5 إذن:; Z�;Z على المجال متزایدة تماما ؛ و 
∞  .  

`_"ب ا)حس2f→� <�

`_"و  �→�b <�

`_"أنّ علما ( :�f→� 
 "# 
 � �(  

�→lim2f  لدینا: � 5��� � �→lim2fلأنّ:  ،0 � ln � � ���→lim2fوَ   0 
 1� � 1 . 

lim2→�b  ولدینا: � 5��� � lim2→�b GH2��/J � 
lim2→�bلأنّ:  ،∞ ln � � 
lim2→�bوَ   ∞ �2 � 0 .  

��P>  أنّ تحقق ال)3 � �P  ل جدول تغیرّات الداّلة  یشكتثم<:  

ln  لدینا: Z � ��Z 
 �L�Zلأنّ:  �1 � �5�Z ومنھ: 0 � � GH���� � ���������� � �Z .  
∞                         Z                               0    � 
+  -    5′��� 
∞                                                     0  

  �Z 

  5��� 

�على المجال   ;>9Iثمّ رسم   �$�>و  �(�>ب ا)حس4�; $�:  

�5�1 :بالتعویض نجد � �5�5وَ  0 � � GH �	>.  
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@ @
I(ا:لدین  L��� � �4 
 2��1 
 ln 78  وَ  �� � �0;
∞ .    


`_"ب ا)حس1f→� O�

`_"و  �→�b O�

`_"علما أنّ ( :�f→� 
 "# 
 � �(  

�→lim2fلدینا:  � L��� � lim2f→���4 
 2� 
 2� ln �� � �→lim2fلأنّ:  ،�4 � ln � � �→lim2fوَ   0 2� � 0. 

lim2→�b  ولدینا: � L��� � 
lim2→�b�1لأنّ:  ،∞ 
 ln �� � 
lim2→�bوَ   ∞ 2� � 
∞ .  

�  على المجال  Oه تغیرّ الداّلة اتجا ةسا)در2�;
0�على  قابلة للاشتقاق L  : تغیرّاتھال جدول یشكتثم   ∞; 
  ولدینا: ،  ∞

 L���� � 2�1 
 ln �� 
 E�2 1 2�F � 2 �1 
 ln �� 
 1� � 2�ln � 
 2�  

�lnمن إشارة   ����Lإشارة  ومنھ: � 
 2�  
ln نضع: � 
 2 � ln نجد: 0 � � � ومنھ: �2 � .��  
∞                       .��                             0    � 

+  -    L′��� 

0�على   تماما متناقصة L إذن:; .���;��. ى المجال علمتزایدة تماما ؛ و 
∞  .  

  :ل جدول تغیرّاتھایشكت∞         Z           .��                              0    � 

+  -    5′��� 
∞                                                  ��  
  �4 � 2.�� 

  5��� 


�Oأنّ المعادلة  انبیت)3� � ,(  حیث Pیداً  تقبل حلاً وح � � T P T ), $ :  
� L على المجال   تماما متزایدةو مستمرة�1,4; ;��.  على تماما متزایدة ھالأنّ (  1,5 
∞ ( 

�WL�1,4  ولدینا: � ≃ �0,26L�1,5� ≃ �L�1,4 أي: 			0,22 1 L�1,5� T 0   

���L  المعادلة القیم المتوسطة مبرھنةحسب  إذن: � 1,4،  حیث Z تقبل حلاً وحیداً  0 T Z T 1,5.  

- 

- 

- 

+ 
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�  على المجال �
�Oد إشارة یحدت)4�;
∞ :  
∞                       Z                                 0    � 

+  -    L��� 

II(:5  لدینا��� � �2� � 4� ln 78  وَ  � � �0;
;]�تمثیلھا البیاني في معلم متعامد ومتجانس  ;9:8  . ∞ \]; ]̂�.  


`_"ب احس-)أ1f→� <�
�:  

�→lim2fلدینا:  � 5��� � 
�→lim2fلأنّ:  ،∞ ln � � �lim2f→��2وَ   ∞� � 4� � �4.  

  :ھندسيھا الر یفست

  .;9:8رب لـحامل محور التراتیب مقا


`_"ب  احس-ب→�b <�
�:  

lim2→�b  لدینا: � 5��� � 
lim2→�b: لأنّ  ،∞ ln � � 
�lim2→�b�2وَ   ∞ � 4� � 
∞ .  

�من المجال   
ن أنّھ من أجل كلّ عدد حقیقي  ابیت-)أ2�;
∞ ، <��
� � O�
�
0�على قابلة للاشتقاق  5  :; 
  ینا: ولد،  ∞

 5���� � 2�ln �� 
 ®�2 1 �2� � 4�¯ � �2 GH2��2��2 � ����2���GH2�2 � M�2�2  

  :ل جدول تغیرّاتھایكشتثم  >ج اتجاه تغیرّ الداّلة ااستنت-ب

����5  لدینا: � M�2�2 :من إشارة  ����5إشارة  ومنھL���  على المجال�0; 
∞  .  
∞                       Z                                0    � 

+  -    5′��� 

0�على   تماما قصةمتنا 5 إذن:; Z�;Z على المجال ماما متزایدة ت؛ و 
∞  .  

  :كالتالي جدول تغیرّاتھاویكون ∞                       Z                                 0    � 

+  -    5′��� 
∞                                                  
∞  
  5�Z� 

  5��� 


�>نحل المعادلة  ( :مل محور الفواصلمع حا ;>9Iطع ن نقط تقایعیت)3� � �في المجال   ��;
∞  (  

 5��� � ��2 معناه: 0 � 4� ln � � 0    
�2 ومنھ:                   � 4 � lnأو  0 � � 0   

� وعلیھ:                   � �أو  2 � ;9:8إذن:، 1 ∩ ����� � A©�1; 0�; ­�2; 0�B.  

  :1عند النقطة ذات الفاصلة  ;>9Iللمنحنى   ���عادلة للمماس  م ةباكت-)أ4

iمن الشكل:   � �معادلة  � 5��1��� � 1� 
 5�1�  

�W5��1ولدینا:  � L�1� � �25�1� � i¢ � :� �إذن: ، 									0 i � �2� 
 2.  
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��P>علما أنّ ( :;>9Iو  ��� إنشاء-ب ≃ ��, �) (  

 

0�المعرّفة على المجال  xداّلة لا لدینا:)5; 
���xبــ:  ∞ � ��� � 4�� ln � � �� �� 
 4�  .  

�على المجال   >الة  داّلة أصلیة للدّ  ¸ن أنّ ابیت-أ�;
∞ :  x  قابلة للاشتقاق على�0; 
����x  ولدینا:،  ∞ � �2� � 4��ln �� 
 ®�2 1 ��� � 4��¯ � � 
 4 

����x ومنھ: � �2� � 4��ln �� 
 � � 4 � � 
 4 � �2� � 4��ln �� � 5���  
0�على المجال  5داّلة أصلیة للداّلة   x إذن:; 
∞  .  

gوالمستقیمات التي معادلاتھا:  ;>9Iحیز المستوي المحدد بالمنحنى  ب مساحة الاحس-ب � �  ،
 � 
و ( � !:  

©نجد:©لتكن مساحة الحیز ھي  � s �5����� u� � � x������ � � x�2� � x�1��  

©ومنھ:                                � � ,��4 ln 2 
 6� � ��+ � � �� 
 4 ln 2 �{    

  

@ @
I(:لدینا  L��� � �� 
 3 ln � � 7Mوَ   3 � �0;
∞  .  

0�على قابلة للاشتقاق  O:  Lداّلة اتجاه تغیرّ ال ةسا)در1; 
����Lولدینا: ،  ∞ � 2� 
 �2 � 0 .  

0�على  تمامامتزایدة  Lومنھ: ; 
∞  .  

�Oن أنّ المعادلة ابیت)2� � ,(، حیث Pتقبل حلاً وحیداً   � �� T P T ), �):  
� L على المجال   متزایدة تماماو مستمرة�1,40; 0�لى ع متزایدة تماما لأنھّا(  1,41; 
∞ ( 
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�WL�1,40  ولدینا: � ≃ �0,03L�1,41� ≃ �L�1,40 أي: 			0,02 1 L�1,41� T 0   

���Lالمعادلة   رھنة القیم المتوسطةمبحسب  إذن: � 1,40حیث،   Zتقبل حلاً وحیداً  0 T Z T 1,41.  

حسب قیم  �
�Oج إشارة  ااستنت:  
0�على  متزایدة تماما L  بمأنّ:; 
�L�Z، وَ  ∞ � 
  فإنّ: 0∞                        Z                                 0    � 

+  -    L��� 

II(:5  لدینا��� � � 
 1 � � GH22  َ78  و � �0;
;]�تجانس  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والم 5ل ـ تمثیل البیانيال ;9:8  . ∞ \]; ]̂� .  


`_"ب ا)أ) حس1f→� <�
�:  

�→lim2f  لدینا: � 5��� � 
�→lim2fلأنّ:  ،∞
GH22 � �∞ .  

  .;9:8حامل محور التراتیب مقارب ل ـ :بیانیا رھایفست


`_"ب  اب) حس→�b <�
�:  

lim2→�b  لدینا: � 5��� � 
lim2→�bلأنّ:  ،∞ GH22 � ��lim2→�bوَ   0 
 1� � 
∞ .  


��>موجب تماماً،   
ن أنّ من أجل كلّ عدد حقیقي ابیت)2� � O�
�
0�على قابلة للاشتقاق  5  : !; 
  ولدینا: ،  ∞

 5���� � 1 � 3 ®E/J12F��� GH2�¯20 � 1 � 3 ��GH220 � 20���� GH220 � M�2�20  

  :ل جدول تغیرّاتھایشكّ تثم  >ج اتجاه تغیرّ الداّلة ا)استنت3

����5  بمأنّ: � M�2�20، :ّمن إشارة البسط  ����5إشارة   فإنL���  
∞                       Z                                 0    � 

+  -    5′��� 

0�على   متناقصة تماما 5 إذن:; Z�;Z على المجال تماما متزایدة ؛ و 
∞  .  

  التالي:  ویكون جدول تغیرّاتھا ك∞                         Z                               0    � 

+  -    5′��� 
∞                                                      0  
  5�Z� 

  5��� 

gذا المعادلة   �∆�ن أنّ المستقیم  ابیت)أ) 4 � 
 
    :;>9Iمقارب مائل للمنحنى   (


`_"نبُین أنّ →�b <�
� � g� � �.  

���lim2→�b 5  لدینا: � i� � lim2→�b E� � GH22 F � lim2→�bلأنّ:  ،0 GH22 � 0  

iذا المعادلة  �∆�المستقیم  إذن: � � 
 
عند  ;9:8مقارب مائل للمنحنى    1∞.     
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�>ندرس إشارة الفرق ( :�∆�إلى   بالنسبة ;>9Iوضعیة   ةساب) در� � g (  

���5  لدینا: � i � ��� GH2�2 ،  

���5 إشارة الفرق  ومنھ: � i���من إشارة   ln 0�على المجال  ��; 
∞  .  
∞                        1                                0    � 
+  -    ln � 

-  +    5��� � i 9:8;  یقع  

  �∆� تحت 
  

  یقع  ;9:8

  �∆�فوق 

 الوضع النسبي   

��P>علما أنّ ( :;>9Iوالمنحنى   �∆�المستقیم   إنشاء)5 ≃ ), �R (  

 


��حیث  �ن أنّ الداّلة ابیت)أ) 6� � )! �"# 

أصلیة للداّلة   !� ↦ "#

�على المجال   �;
∞  :  r  على قابلة للاشتقاق�0; 
���′r  ولدینا:،  ∞ � �� �2� E�2F �ln �� � GH22. 

���rحیث  rالداّلة  إذن: � �� �ln �الة أصلیة للدّ  ��� ↦ GH22  على المجال�0; 
∞ .  


  ادلاتھاوالمستقیمات التي مع  ;>9Iمنحنى  مساحة الحیز المستوي المحدد بال �ب  اب) حس � ) ،
 � � 

gو � 
 
 ) :  

© نجد:©لتكن مساحة الحیز ھي  � s  i � 5����D� u� � 3s GH 22D� u� � 3 r�����D � �� �{.  
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@ @
���5  لدینا: � ln�� 
 2� 
 ln��� 
 8� � ln 78وَ   16 � ��2; 8 .  

;]�في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  5منحنى الداّلة   ;9:8و \]; ]̂�.  

  .¨{2الوحدة البیانیة:  ملاحظة:
�عند طرفي مجموعة التعریف   >ب نھایتي الداّلة  ا) حس1�!; R :  

��→lim2f  لدینا: � 5��� � ��→lim2fلأنّ:  ،∞� ln�� 
 2� � lim¦f→� ln i � �∞ . 

lim2¹→µ  ولدینا: � 5��� � lim2¹→µلأنّ:  ،∞� ln��� 
 8� � lim¦f→� ln i � �∞ .  

  :ر النتیجتین بیانیایفست

�المستقیمان اللذّان معادلتاھما  � �وَ  �2 � ر التراتیب) مستقیمان  على الترتیب (الموازیان لحامل محو 8

  .;9:8مقاربان ل ـ

�من  
تحقق أنّھ من أجل كلّ  ال)2�!; R  ، <��
� � �!
���
�!���
�R� :  5 على  قابلة للاشتقاق��2;   ولدینا: ،  8

 5���� � �2�� 
 ���2�µ � ���2�µ����2����2�����2�µ� � �2�µ�2���2�����2�µ� � ��2�>�2�����2�µ� (وھو المطلوب)  

�  على المجال �
�′>إشارة  ةسا)در3�!; R  ل جدول تغیرّات الداّلة  یشكتو< :  

����5لدینا:  � ��2�>�2�����2�µ� ،:��2من إشارة البسط  ����5إشارة  ومنھ� 
 6�    

�  لأنّ:( 
 2 � ��وَ  0 
 8 � �2�على المجال   0;    جب تماما تذكروا مو lnما بعد  ) 8
��2 نضع: 
 6 � �  نجد:0 �   ومنھ: 3

8                           3                             �!    �   
-  +    �2� 
 6 

  -  +    5′��� 

�2�على  تماما متزایدة 5 إذن:; 3�;3 ى المجال علتماما  متناقصة؛ و 8  .  
  ھا كالتالي:جدول تغیرّات ویكون

8                           3                             �!  �   
-  +    5′��� 

   2 ln ��  

  �∞                                             �∞            

  5��� 

  :مع محوري الإحداثیات  ;>9Iحنى  ن نقط تقاطع المنیعیت)4

  ) ���>نحسب  ( التراتیب: مع حامل محور ;>9Iتقاطع المنحنى   •

�5�0لدینا:  � ln 2 
 ln 8 � ln 16 � ln 2 
 3 ln 2 � 4 ln 2 � 0 ،

;9:8إذن: ∩ �ii�� � A[�0; 0�B.  


�>  حل المعادلةن( :الفواصل مع حامل محور ;>9Iتقاطع المنحنى   •� � �في المجال   ��!; R  (  

���5لدینا:  � ��lnمعناه: 0 
 2� 
 ln��� 
 8� � ln 16   
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��lnومنھ:                         
 2���� 
 8� � ln 16  
��: علیھو                       
 2���� 
 8� � 16  
����:  ویكون                       
 6� � 0  

�: لتالي باو                    � �وَ  0 � ;9:8إذن:، 6 ∩ ���′� � A[�0; 0�; ©�6; 0�B.  

�2�من المجال  �ن أنّھ من أجل كل  ابی ت )5; 8   ،�6 � �2�ینتمي إلى   ��; 5�6و  8 � �� � 5��� ،  
�  لدینا: ∈ ��2; �2 أي:  8 T � T 8   

�8 ومنھ:                           T �� T �2 وعلیھ: 2 T 6 � � T �6  أي: 8 � �� ∈ ��2; 8   
5�6ولدینا:  � �� � ln �6 � �� 
 2� 
 ln ��6 � �� 
 8� � ln 16  

5�6ومنھ:  � �� � ln��� 
 8� 
 ln�� 
 2� � ln 16 � 5���.  
ً ر النتییفست   : جة بیانیا

5�6  لدینا: � �� � 5�6 أي: ���5 � �� � 5��� � 5�2Zمن الشكل  0 � �� � 5��� � Zحیث  0 � 3 ،  

�م ذو المعادلة المستقی إذن: �     . ;9:8ھو محور تناظر لـ 3

  : ;>9I)رسم المنحنى  6

  
���x  لدینا:)7 � �� 
 2� ln�� 
 2� 
 �� � 8� ln��� 
 8� � 2� � � ln 7º  وَ  16 � ��2; 8 .  
�  لعلى المجا  >داّلة أصلیة لـ   ¸ن أنّ ابیت�!; R :  x  قابلة للاشتقاق على��2;   ولدینا: ،  8

 x���� � ,1 1 ln�� 
 2� 
 �2�� 1 �� 
 2�+ 
 ,1 1 ln��� 
 8� 
 �����2�µ 1 �� � 8�+ � 2 � ln 16  

����x ومنھ: � ln�� 
 2� 
 1 
 ln��� 
 8� 
 1 � 2 � ln 16 � 5���  
�2�على المجال  5داّلة أصلیة لـ   x وبالتالي:; 8 .  
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g  والمستقیمات التي معادلاتھا ;>9Iتوي المحدد بالمنحنى مساحة الحیز المس !°�ب بِـ احس)8 � � ، 
 � 
وَ  � � � :  
©   ومنھ: ©لتكن مساحیة الحیز ھي  � s 5����� u� 1 4}¨� �  x������ 1 4}¨� �  x�4� � x�0�� 1 4}¨� 

© ویكون: � 4�6 ln 6 � 2 ln 2 � 8�}¨�.


