
1 

ÞaëČ†Ûa@òí…†ÈÛa

تسيير وإقتصاد. �الشعب: 



  

  

  تسيير وإقتصاد.عبة:  الش>IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII<IIIIII  الملخصالعددية)   الدوالالعبقري في الرياضيات (مجلة 

1 

< <

< <

< <

< <

المستقیم المقارب  
� 

 التفسیر الھندسي  النھایة 

�→�lim العمودي ① �	
� � 
المستقیم ذو المعادلة ∞ � (المُوازي لمحور   �

 .����مقارب ل ـ التراتیب)


	��→�lim قي الأف②� � �المستقیم ذو المعادلة � � (المُوازي لمحور �

 .∞عند  ����مقارب ل ـ الفواصل)

	���→�lim المائل③� � 	�
 � ��� � �المستقیم ذو المعادلة 0 � �
 � مائل مقارب �

 .∞عند  ����لـ
�إذا كان: ملاحظة:�	
� � �
 � � � �	
�

lim�→��	
� � 0 	،

�المستقیم ذو المعادلة   فإنّ: � �
 �  .∞عند  ����لـمائل  مقارب �

 ویكون معناه�   الداّلة

   الصفربالنسبة إلى  متناظرة �!  )1  الزوجیة①

 )�!من  
� فإنّ ، �!من  
من أجل كل   أي:(

2(  	 �	�
� � �	
� . 

بالنسبة إلى  متناظرمنحناھا 
  . محور التراتیب

 الصفربالنسبة إلى  متناظرة �!  )1  الفردیة ②

 )�!من  
� فإنّ ، �!من  
من أجل كل   أي:(

2(  �	�
� � ��	

�	�أو  �� � �	
� � 0. 

ة إلى بالنسب متناظرمنحناھا 
  . مبدأ المعلم


المستقیم ذو المعادلة   ناظر محور الت① � معناه:، ����للمنحنى  محور تناظر "

�	2" � 
� � �	
"	�أو  � � 
� � �	" � 
�. 

;"	$النقطة    مركز التناظر ② معناه:، ����للمنحنى  مركز تناظر �&

�	2" � 
� � �	
� � "	�أو  &2 � 
� � �	" � 
� � 2&. 
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 نكتب و الطریقة�

مع حامل محور � '�تقاطع  ①

� '�  التراتیب ∩ 	))*�
	  نحسب � �	0�.  �' � ∩ 	))*� � +,	-;… �/ 

حورامل م مع ح � '�تقاطع  ②

� '�  الفواصل  ∩ 	00′�
  نحل المعادلة �

�	
� �  .�!في   0

�' � ∩ 	00′� � +,	… ; -�; 2	… ; -�/

ً -) صیغ 06ھناك سِتُّ (   ھي المفتاح للإجابة -0معرفة فاصلة نقطة التمّاس  طرح سؤال المماس، لكن تبقى ل -تقریبا
  على أي منھا كما سنرى:  

 كیفیة الإجابة الطــــــــــرح �یغةالص

الصیغة  
الأولى  

 (العادیة)

  ����اكتب معادلة المماس للمنحنى  

3
عند النقطة ذات الفاصلة  .  
�نكتب الدستور:  � �*	
3�	
 � 
3� � �	
3�

  بقیمتھا المُعطاة. 3
حیث نعوض  

الصیغة  
 الثانیة

  ����منحنى  اكتب معادلة المماس لل

  .�3عند النقطة ذات الترتیب  
3
	�نحلّ المعادلة � � نكون 3
، وعند تعیین قیمة  �3

  قد عُدنا إلى الحالة الأولى (العادیة). 

الصیغة  
 الثالثة 

 -أو أكثر-بیّن أنّھ یوجد مماس 

میلھ (أو معامل ����للمنحنى  

  . "یساوي  توجھیھ)

3
	′�لة نحلّ المعاد� � 3
، وعند تعیین قیمة (أو قیم) "
  نكون قد عُدنا إلى الحالة الأولى (العادیة).

  عدد الحلول یدلّ على عدد المماسات. ملاحظة:

الصیغة  
 الرابعة

 -أو أكثر-بیّن أنّھ یوجد مماس 

المستقیم  یوُازي ����للمنحنى  

�ذا المعادلة  � "
 � & .  

3
	′� لّ المعادلةنح� �  عُدنا إلى الحالة الثانیة. ، "

 مستقیمان متوازیان لھما نفس معامل التوجیھ. ملاحظة:

الصیغة  
 الخامسة 

 -أو أكثر-بیّن أنّھ یوجد مماس 

المستقیم  یعُامد ����للمنحنى  

�ذا المعادلة  � "
 � & .  

"نحلّ المعادلة  4 �′	
3� � �1 .  

معاملي توجھیھما مدان، جداء تقیمان متعامس ملاحظة:
  ).�1یساوي ( 

الصیغة  
 السادسة 

 -أو أكثر-بیّن أنّھ یوجد مماس 

النقطة ذات  یشمل ����للمنحنى  

6
	الإحداثیي  ; �6�. 

7(نحلّ المعادلة � �*	
3�	07 � 
3� � �	
3� ،

الة الأولى دنا إلى الحنكون قد عُ  3
وعند تعیین قیمة (أو قیم) 
 (العادیة). 

 الوضعیة النسبیة  إشارة الفرق�الطریقة

 ندرس إشارة الفرق
 	0� � 	80 � 9� 

� �	
� � 	�
 � �� : 0
� �	
� � 	�
 � �� ; 0
� �	
� � 	�
 � �� � 0 

. �∆	 فوقیقع  ���� �

.�∆	  تحت یقع ���� �

.�∆	 یقطع ���� �
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  : )ح ع ت (  >>عدم التعيين<<ت  حالا أ)

 حاصل القسمة   الجداء الجمع�توجد

�∞�	  ) أشكال04أربع ( � 	�∞� 
والعكس

0 4∞ 
 والعكس

∞
∞0

0
 :∞�أو  ∞�  عند †ë‡y@�r×@òÛaČ†#ة  ب) نهاي

o عند حدھا الأعلى درجة نهاية ھيالة كثیر حدود لدّ  ∞� عندوَ  ∞�  عند النهاية  �∞ )�∞(. 

�	
� � 0= � 
 � 2 �	
� � 
> � ?0= � 1 

lim�→@��	
� � lim�→@�	0=� lim�→A��	
� � lim�→A�	0=� 
lim�→@��	
� � lim�→@�	�?0=�lim�→A��	
� � lim�→A�	�?0=� 

 : ∞�أو ∞� عند †òÔ bã@òÛaČ#) نهاية ج

o عند  الأعلى درجةحاصل قسمة الحدین  نهاية ھي ناطقةالة لدّ  ∞� عندوَ  ∞�  عند النهاية �∞ )�∞( .

o لحساب نهايات #Č†òÔ bã@òÛa نتذكّر أنّ: ؛عند أطراف مجالي مجموعة تعریفھا 
B
3 � بدراسة إشارة  ويحدد ∞

 مجموعة التعریف. وحسبیسار على الیمین وال  المقام

 زوجي  C فردي C حیث   /لمقام من الشكلا


D	
	C ∈ F∗�إشارة 
D من إشارة  
 

    0 النھایة عند

lim
�H→3 �I

			J B
3KL       َوlim

�M→3 �I
			J B

3NL 


 إشارةD   موجب )
D O 0( 

  0 عند النھایة

J B
3NL    lim�→3 �I 

	�
 � ��D	
	C ∈ F∗� 


�	 إشارة � ��D من إشارة  	�
 � �� 

�  النھایة عند �
8 :

lim
�H→@PQ 	��AR�

I 	J B
3Q	 إشارة	عكس

L
limوَ 

�M→@PQ 	��AR�
I 	J B

3Q	 إشارة	عكس
L


�	 إشارة � ��D   موجب	�
 � ��D O 0 

�  النھایة عند �
8 : 

lim
�→@PQ 	��AR�

I 	J B
3NL

�
> � �
 � S إشارةندرس  �
> � �
 � S باستعمال المميز ∆� �> � 4�S

�ة  رإشا) ج � � 	� U 0�: 

�∞                    � R
� �∞   
 


�  �إشارة   عكس �إشارة   مثل � � 
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	V  رةإشا) ج� � �
> � �
 � S 	� U 0�:  

�∆  میز ـــــــــــــالم �> � 4�S 
�0	Wحلول المعادلة   �  �0	Wتحلیل    �0	Wإشارة   Xفي   -

∆; 0 Y � ∅ 

�∞               �∞     
 

	V  �إشارة   مثل� 


	Vلا یمُكن تحلیل � 

∆� 0 Y � [� �
2�\ 

�∞      � R
>� �∞   
 

 مثل
 مثل�إشارة  


	V �إشارة  � 
V	
� � �	
 � 
3�>

 )
3 � � R
>� ( 

∆: 0 
Y � +
]; 
>/

 حیث:


] � @R@√∆
>�


> � @RA√∆
>�

�∞ 
>     
]	  �∞   
 
 مثل

 �إشارة  
 عكس
 � إشارة

 مثل

	V �إشارة  � 

_0(نفرض أنّ   ; 0?( 

V	
� � �	
 � 
]�	
 � 
>�

 . مشتقات دوال مألوفة:أ

�0	′   مجالات قابلیة الاشتقاق �  	0� � 

X 0 `  ) ` ∈ X ( 

X 1 
 

X C
D@] 
D ) C ∈ F  وC O 2 ( 

��∞; ;�0  وَ  �0 �∞� � ]
�a

]
�

��∞; ;�0  وَ  �0 �∞�  � C

DA] 

]
�I ) C ∈ F  وC O 2 ( 

�0; �∞� ]
>√�√


X �scC
 cef
 

X cef
 scC
 

 .عدد حقیقي `و X من i على مجال قابلتان للاشتقاقالتان دّ  hو g . المشتقات والعمليات على الدوال:ب

j
k )  ّالةالد h على لا تنعدم i (  

1
h gh `g g � h  ّالة الد 

g*h � h′g
h>

�h′
hg*h � h′g `g′ g′ � h′ المشتقة 

Zwöbnã@@ @
 .X  على كثیرات الحدود قابلة للاشتقاقوال الدّ  �
  . في مجموعة تعریفھا محتوىكل مجال على  الناطقة قابلة للاشتقاقوال الدّ  �

  ج. الاشتقاقية والاستمرارية:  

 حیح.وعكس ھذه الخاصیة لیس ص على ھذا المجال  مستمرة فإنّـــھا، iعلى مجال   قابلة للاشتقاق   إذا كانت

Zòj×‹ß@òÛaČ†@ÖbÔn’a@ @
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h  الة. مشتقة الد أ ∘ g:  	h ∘ g�*	
� � g′	
� 4 h′�g	
��
 :. تطبيقاتب


مشتقة الدالة   ↦ g	�
 � ��   )  � U 0 (     

�′	
� � �g′	�
 � �� �	
� � g	�
 � �� 

مشتقة الدالة   ↦ ng	
� 

�′	
� � g′	
�
2ng	
��	
� � ng	
� 


مشتقة الدالة   ↦ �g	
��D   )  C   عدد طبيعي يحققC O 2  ( 

�′	
� � Cg′	
��g	
��D@] �	
� � �g	
��D 


مشتقة الدالة   ↦ ]
�j	���I   )  C   عدد طبيعي يحققC O 1  (

�′	
� � �Cg′	
�
�g	
��DA] �	
� � 1

�g	
��D 

یمُكن أنّھ  ھو:  تفسیرھا البیاني (أو الھندسي) فإنّ  oمستمرة على   � انتإذا ك ،Xمن  i  على مجال فةمعرّ داّلة  �
  . دون رفع القلم (الید) oرسم منحناھا البیاني على 

  نتائــــــــج: 
 من مجموعة تعریفھا.  مستمرة على كل مجال الدوّال المرجعیة �
 .Xمستمرة على  ھي دوّال  ''fcC'' و'' Sefالدوّال كثیرات الحدود؛ '' �
 من مجموعة تعریفھا.  مستمرة على كل مجالھي دوّال  (حاصل قسمة كثیري حدود)الدوّال الناطقة  �
 .مستمرةدوّال مستمرة ھي دوّال  مجموع؛ جداء وتركیب �

  : مبرهنة القيم المتوسطة

التفسير البياني (أو الهندسي)    مبرهنة القيم المتوسطة (تقبل دون برهان) 

  ''لمبرهنة القيم المتوسطة''

`الحالة العامة (  � ∈ X(

;��على المجال  معرّفة ومستمرةداّلة  �إذا كانت  من أجل كل   ،��
   ،��	�وَ  ��	�بین  محصور ` عدد حقیقي


	�المعادلة  فــإنّ:� � ;��في المجال    تقبل حلا على الأقل ` ��. 

المستقیم ذو المعادلة  یقطع ����المنحنى  

� � في على الأقل في نقطة واحدة  `

;��المجال  �� . 

`الحالة الخاصة ( � � 0(

;��على المجال  معرّفة ومستمرةداّلة  �إذا كانت  ��،   
��	�أي: ،��	�وَ  ��	�بین  محصور  0 كانو 4 �	�� ; 0   


	�المعادلة  فــإنّ:� � ;��في المجال    تقبل حلا على الأقل 0 ��. 

حامل محور  یقطع ����المنحنى  
في  على الأقل في نقطة واحدة الفواصل 

;��المجال  �� .  

  وحدانية الحل 

`الحالة العامة (  � ∈ X(

;��على المجال   رتیبة تماماو ومستمرةمعرّفة داّلة  �إذا كانت  �� ،
   ،��	�وَ  ��	�بین  محصور  `من أجل كل عدد حقیقي 


	�المعادلة  فــإنّ:� � ;��في المجال   pوحیدا  تقبل حلا  ` ��.  

المستقیم ذو المعادلة  یقطع ����المنحنى  

� � في   pفاصلتھا  في نقطة واحدة  `

;��المجال  �� . 
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`الخاصة (الحالة  � � 0(

;��على المجال   رتیبة تماماو معرّفة ومستمرةداّلة  �إذا كانت  ��، 
��	�أي: ،��	�وَ  ��	�بین  محصور  0وكان  4 �	�� ; 0   

	�المعادلة  فــإنّ:� � ;��في المجال   pوحیدا  تقبل حلا  0 ��.  

حامل محور  یقطع ����المنحنى  
في   pفاصلتھا    في نقطة واحدةالفواصل 

;��المجال  �� .  

;��في مجال  ''وجود'' حلول معادلةطُرق اثبات  مبرهنة القيم المتوسطة''  ''باستعمال  ��

`الحالة العامة (  ∈ X(  ) الحالة الخاصة` � 0(  


	�نكتب المعادلة من الشكل / 1� �   (إن لم تعُطى لنا)  `
;��على المجال  �الداّلة  نتحقّق من استمراریة/2 ��.  
وذلك ، ��	�وَ  ��	�بین   محصور  `من أنّ   نتحقّق/3

  . بعد حسابھما 


	�نكتب المعادلة من الشكل / 1� �  (إن لم تعُطى لنا)  0
;��على المجال  �الداّلة  نتحقّق من استمراریة/2 ��. 
�8	 من أنّ   نتحقّق/3 4  	9� ; وذلك بعد ، -

  . حسابھما 
ZòÄyýß  و مستمرة �في حالة الداّلة  تمدیداتتقبل المبرھنات السابقة عدة ً   مفتوح مجالعلى  رتیبة تماما

  . (في حالة المجال مفتوح نستعمل النھایات)  غیر محدود أو  محدود، مفتوح من إحدى الجھتین أو

 
 
 

 ) 02 الشكل ( ) 01 الشكل (


	�المعادلة من الشكل  � � q ،  

q  .وسیط حقیقي


	�المعادلة من الشكل  � � �
 � q ،

q  .وسیط حقیقي


	�المعادلة من الشكل  � � �	q� ،

q  .وسیط حقیقي


	�المعادلة من الشكل  � � q
 � � ،

q  .وسیط حقیقي

مُوازیة   المناقشة مائلة 
للمستقیم ذو المعادلة  

� � �
 � � .

حول   المناقشة دورانیة 
;0	rالنقطة   ��.

مُوازیة لمحور الفواصل.  المناقشة أفقیة

[ 	8� � 9
 ′	8� � -

88

99



  

  

  تسيير وإقتصاد.عبة:  الش>IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII<IIIIII  الملخصالعددية)   الدوالالعبقري في الرياضيات (مجلة 

7 

�0	s' حیث، s'الكلفة الھامشیة  داّلة � � كمیة الإنتاج. حیث tبـ 0  نعوض، �0	 

*u' حیث، u' الإجمالیةالكلفة  داّلة � 	0� � 's	0� ، :الإجمالیةالكلفة  داّلة أي 'u  داّلةلـأصلية   داّلةھي

.s' الھامشیةالكلفة 
 .7' المتوسطةالكلفة داّلة  �
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< <

< <

< <

< <

@ @
  داّلة عددیة قابلة للإشتقاق على كل مجال من مجموعة تعریفھا. لھا جدول التغیرات التالي: � لتكن

  
����على الشكل: ���� تكُتب عبارة � �� � � � 	


  أعداد حقیقیة. 
، �، � حیث ��

  .���′� )احسب1
  :� )اعتمادا على جدول تغیرات الدالة2

 ،�، � عینّ الأعداد الحقیقیة-أ  .  
limعینّ -ب  


�→�
limوَ  ����


�→�
  وفسّر النتیجة بیانیاً.  ����

 قارن بین صورتي العددین-جـ 
�
و �

�
  معللا إجابتك. �بالدالة  �


)نأخذ فیما یلي:3 � �
�؛ � � �؛ 1 � في معلم متعامد  � المنحنى البیاني الممثل لتغیرات الدالة ���ولیكن  1

  ومتجانس.
  معادلتھ: �∆�مقاربا  یقبل مستقیما ��� ) فإنّ المنحنى∞�) أو (∞�إلى ( � أ) بینّ أنھّ عندما یؤول  

� � � � 1.  
  .�∆� بالنسبة إلى المستقیم ��� ب) ادرس وضعیة المنحنى  
�1� جـ) اثبت أن النقطة  ;   .��� مركز تناظر للمنحنى �2
  مع حامل محور الفواصل. ��� د) عینّ نقط تقاطع المنحنى  
���� عدد حلول المعادلة ! عدد حقیقي، عینّ بیانیاً، حسب قیم !)4 � |!|. 

  

@ @
���#كما یلي: $ معرّفة على # الداّلة كثیر الحدود � �� � 4�� � 4� � �

�   .  

  .$ على #.شكّل جدول تغیرات الداّلة 1

���# .بینّ أنّ المعادلة2 � �) في المجال ' تقبل حلا وحیدا 0 �
� ; 0).  

  .$ على ���# .استنتج إشارة3

���*ي:كما یل $ معرّفة على * .الداّلة العددیة4 � �
� �

� � �
� �

� � 2�� � �
� �.   

 ).�'�* (لا یطُلب حساب $ على * عینّ اتجاه تغیرّ الدالة  
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@ @
,�1;∞�+داّلة معرّفة على  � ∪ یراتھا مُعطى كما یلي:تمثیلھا البیاني وجدول تغ 0/�.، ,∞�;�1+

 تبریر الإجابة.على كل سؤال مما یلي مع  صحیحأو  خطأأجب بــــ: 

� .المستقیم الذي معادلتھ1 �  .0/�. مقارب للمنحنى 2

���� .المعادلة2 � تقبل حلا وحیدا. 0
����.مجموعة حلول المتراجحة 3 1 2 ھي 0 � +�∞;�1, ∪ +�1;�∞,.
����2'' یكون: ,�1;∞�+.في المجال 4 1 � عندما یكون ���� 3 �2.''

;4��3.النقطة 5  .0/�. تنتمي إلى المنحنى �1

زوجیة. �.الداّلة 6

@ @

$ معرّفة على � الداّلة العددیة � ����كما یلي:  6�17 � 
89�

9�

;:� في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس � إلى المنحنى المُمثل للداّلة 0/�.یرُمز  ;<; =<�.

I.1عینّ الأعداد الحقیقیة ( � ،� ،
$ من xبحیث یكون من أجل كل  � 6�17: ���� � �� � � � 	

9�. 

أطراف مجالي مجموعة تعریفھا. عند � )احسب نھایات الداّلة2

یقبل مستقیما مقاربا مُوازیا لمحور التراتیب یطُلب تعیین معادلة لھ. 0/�. )بینّ أنّ المنحنى3

� ذا المعادلة �∆� )بینّ أنّ المستقیم4 � � �  .0/�. مستقیم مقارب مائل للمنحنى 1

.�∆� یمبالنسبة للمستق 0/�. )ادرس وضعیة المنحنى5

II.1من � ) بینّ أنھّ من أجل كل $ � ���′�فإنّ: 6�17 � �
����
9��
�
 )� ھي الداّلة المشتقة للداّلة ′�وَ(  9��8

على مجالي مجموعة تعریفھا وشكّل جدول تغیرّاتھا. � )عینّ اتجاه تغیرّ الداّلة2

.0لنقطة ذات الفاصلة عند ا 0/�. للمنحنى �<� )اكتب معادلة للمماس3

III.10/�. ھي مركز تناظر للمنحنى ��2;4��1 ) بینّ أنّ النقطة. 

 .0/�.و �<�، �∆�)ارسم كلا من: 2

����حتى یكون للمعادلة  ? )عینّ بیانیا قیم الوسیط الحقیقي3 � حلانّ مختلفان. ?

والمستقیمین اللذّین معادلتاھما �∆� والمستقیم 0/�.)احسب مساحة الحیزّ المستوي المحددّ بالمنحنى 4

� � � و 1 � @� � 1.
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3 

@ @

����بـ: ∗$ الداّلة العددیة المعرّفة على � � 
B�C
89�

8   

;:� اني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانستمثیلھا البی 0/�.وَ  ;<; =<�.  

����فإنّ: ∗$من  � )بینّ أنھّ من أجل كل1 � � � 5 � E

  عدد حقیقي یطُلب تعیینھ. � حیث ،8

lim)احُسب:2

→�F

���� ،lim

→9F

limوَ  ����

→G

����.  

���′�فإنّ: ∗$ من � جل كلبینّ أنھّ من أ-)أ3 � �
���.
89�
9�0

Bاستنتج اتجاه تغیرّ الداّلة ، �.  

  .� شكّل جدول تغیرات الداّلة-ب  

  یقبل مستقیمین مقاربین أحدھما مائل، یطُلب تعیین معادلتیھما. 0/�. )أثبت أن المنحنى4

  .1طة ذات الفاصلة في النق 0/�. مماس �∆�)أوجد معادلة لــ5

  .0/�. والمنحنى �∆� )ارُسم6

;0+ على المجال � للداّلة H عینّ الداّلة الأصلیة-)أ7 �H�2والتي تحُقق: ,∞� � �10.  

  ومحور الفواصل والمستقیمین اللذّین معادلتاھما 0/�. احُسب مساحة الحیز المستوي المحدد بالمنحنى-ب  

� � �وَ  1 � 2. 

  

@ @

����بالعبارة:  $ المعرّفة على مجموعة الأعداد الحقیقیة � نعتبر الداّلة العددیة � 
8�
9�

89�    

;:� في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد � المنحنى البیاني الممثل للداّلة ��� ;<; =<�.  
  على محور التراتیب. ?
	4على محور الفواصل و ?
	1 الوحدة

����لدینا:  � )بینّ أنھّ من أجل كل عدد حقیقي1 � 1 � 


89�.  

  یقبل مستقیما مقاربا یطُلب تعیین معادلة لھ. ��� ، واستنتج أنّ ∞� وعند ∞� عند � )احسب نھایة الداّلة2
� الذي معادلتھ �∆� إلى المستقیم بالنسبة ��� )ادرس وضعیة3 � 1.  
  ثم شكّل جدول تغیراتھا. � واستنتج اتجاه تغیر الداّلة ���′� )احسب4
�����: � )بینّ أنھّ من أجل كل عدد حقیقي5 � 2 �   یقبل مركز تناظر یطُلب تعیینھ. ��� واستنتج أنّ  .����
  .��� والمنحنى �∆� )ارسم المستقیم6

Jمل: )أ. احسب التكا7 


89�K�

�
G .  

ومحور الفواصل والمستقیمین اللذّین  ��� ب. احسب بالسنتمتر مربع مساحة الحیز من المستوي المحددّ بالمنحنى  
� معادلتیھما � �و 0 � 1. 

  

@ @
����بالعبارة:  ,∞�;�1+ لى المجالھي الداّلة المعرّفة ع � � �

� �
� � 100 � CLMGG


9�  .  

  .∞� بقیم أكبر وعند �1عند  � )احُسب نھایتي1

���′�، ,∞�;�1+ بینّ أنھّ من أجل كل من المجال-)أ2 � .
89
���G0.
89
9��G0
�
9��8.  

  ، ثمّ شكّل جدول تغیرّاتھا.,∞�;�1+ على المجال � استنتج اتجاه تغیرّ الدالة-ب  
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4 

:Oللداّلة  N جِد الدالة الأصلیة-جـ � ↦ �

� والتي تنعدم من أجل ,∞�;�1+ على المجال �9 � 0.

 آلة على الأكثر. 200آلات على الأقل و 5)تنُتج إحدى شركات تركیب آلات الغسیل خلال أسبوع 3
;5, إضافیة للشركة على المجال آلة � لإنتاج �R تنُمَْذجَُ الكلفة الھامشیة من � أي أنّ: من أجل كل � بالدالة +200

;5, المجال 200+، �R��� � ����.
ما ھو عدد الآلات التي یجب أن تنتجھا الشركة خلال أسبوع لكي تكون الكلفة الھامشیة أقل -أ 

 ما یمكن؟
���′�ونذُكّر أنّ  آلة. � للكلفة الإجمالیة لإنتاج ���� نرمز بالرمز-ب � �R���.

، ثم استنتج قیمة الكلفةDA40000آلات الأولى ھي  5، علما أنّ الكلفة الإجمالیة لإنتاج ���� جِد الكلفة الإجمالیة
آلة الأولى. 15الإجمالیة لإنتاج 

@ @
 اختر الاقتراح الصحیح الوحید من بین الاقتراحات الثلاثة مع التبریر في كل حالة من الحالات الآتیة:

1( 2( pbîÛbnnß@òí†‡Ç. 

����بِـ: $المعرّفة على  �)منحنى الداّلة 3 � ��� � معادلتھ: 2√، یقبل مماساً في النقطة ذات الفاصلة ��1

�أ) � √2� � �ب)                    ،1 � 6√2� � �جـ)          ،11 � 6√2� � 1.

4( 5( 6( pübànygN

@ @
Iنعتبر الداّلة( U  كما یلي :  $المعرّفة علىU��� � �� � �� � 1.

lim)احسب 1

→�F

U���  َوlim

→9F

U���.

ثمّ شكّل جدول تغیراتھا. U)ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة 2
���U)بینّ أنّ المعادلة 3 � 1,46حیث  'تقبل حلا وحیدا  0 3 ' 3 1,48.
 .�حسب قیم  ���U)استنتج إشارة 4
II ّمؤسسة صناعیة تنتج یومیا كمیة(X  (مُقدرة بالطّن) من منتوج بكلفة متوسطة�Y (مُقدرة بملایین الدنّانیر) معرّفة

;0,على  ��Y�Xبــ :  +10 � �
� X

� � X � 1 � �
� ln�X

� � 1�.

;0,من  X)بینّ أنّ: من أجل كل عدد حقیقي 1 10+ ،�′Y�X� � [�\�
\89�. 

'ثمّ شكّل جدول تغیراتھا. (نأخذ  �Y)عینّ اتجاه تغیرّ الكلفة المتوسطة 2 ≃ 1,47(
 )عینّ الكمیةّ التي تنُتج یومیا بأقل كلفة متوسطة ثمّ حددّ ھذه الكلفة المتوسطة.3 

طن یومیا؟ 2لإنتاج  �)ما ھي الكلفة الإجمالیة 4
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@ @
I(U بـ :  $المعرّفة على  الداّلةU��� � �� � � � تمثیلھا البیاني كما ھو مُبینّ في الشكل. �_�و 2

 .$على  ���Uواستنتج إشارة  �U�1عینّ  بقراءة بیانیة
II(�  الداّلة المعرّفة على$ � ����بـ :  607 � � � 
��


8
تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد 0/�.و

;:�والمتجانس  ;<; =<�.
lim)أ) احُسب 1


→�F
limوَ  ����


→9F
����.

limب) احُسب 

→G

وفسّر النتیجة بیانیا. ����

���′� :�)بینّ أنھّ من أجل كل عدد حقیقي غیر معدوم 2 � [�
�

B. 

ثمّ شكّل جدول تغیرّاتھا. �استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة - 
�ذا المعادلة  �∆�)أ) بینّ أنّ المستقیم 3 � مقارب مائل للمنحنى �

.�/0.

.�∆�والمستقیم  0/�.ب) ادرس الوضع النسبي للمنحنى 
����)بینّ أنّ المعادلة 4 � في المجال 'تقبل حلا وحیدا  0

+�1,4; �1,3,.
 .0/�.ثمّ المنحنى  �∆�)ارسم 5

والمستقیمات 0/�.مساحة الحیزّ المستوي المحددّ بالمنحنى  4)احُسب 6

�التي معادلاتھا: � � ،� � �وَ  1 � 3.

�`�
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< <
< <
< <

< <

@ @

����� تذكیر: � �����أو ������ � 	
����
��� �  عدد حقیقي. �، حیث ������


� لدینا:�� � �� � � � ����.

;∞��لاشتقاق على قابلة ل �   : ��
′� )حساب1 1�;�1وَ   �∞�
′�ولدینا:، �� � � � �
�����. 

 : � )بالاعتماد على جدول تغیرات الدالة2
� تعیین الأعداد الحقیقیة-أ ،�،  : 

 لدینا:

!""
#"
"$�′ ��%� � 0�′ �'%� � 0� ��%� � 1� �'%� � 3
 ومنھ: 

!""
#
""$
� � ��*����� � 0	
� � ��+����� � 0	
�%� � � � �*��� � 1
'%� � � � �+��� � 3

�, وعلیھ:  � 4� � 0												 … 
1��%� � � � 2� � 1	… 
2�'%� � � � 2� � 3	… 
3� ،

� نجد �1
من  � �2 یكون �2
وبالتعویض في  �4 � � � 2� � �أي: 1 � 1 ،

�6 نجد �3
وبالتعویض في  � 1 � 2� � �أي: 3 � %1 � �وبالتالي:، �2 � 4� � 4 ��2� � 1 .


� إذن�� � � � 1 � 
′�وَ  ���3*�� � 1 � *3
�����. 

9→456�7 تعیین-ب �
9→:�456وَ  �� �
�� : lim�:→��
�� � 
��→lim�7وَ  ∞��� � �∞. 

 یانیاً:تفسیر النتیجة ب

�المستقیم ذو المعادلة  �  .�مُقارب للمنحنى المُمثل للداّلة  (المُوازي لمحور التراتیب) 1
 المقارنة بین صورتي العددین-جـ

و <9
 مع التعلیل: � بالداّلة @?

� لدینا: ��%� A � لأنّ: �%'�
�% B %�Cعلى المجال  متناقصة تماما �و%' ; 1C. 

3( � � �؛ �2 � �؛ 1 � 
� لدینا: 1�� � � � 1 � 
′�وَ  ���3*�� � 1 � *3
�����، 

 
D� معلم متعامد ومتجانسفي  � المنحنى البیاني المُمثل لتغیرات الداّلة. 
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 فإنّ المنحنى) ∞�( أو) ∞�( إلى � أ) تبیان أنھّ عندما یؤولE� مقاربا یقبل مستقیما 
G   ،معادلتھ �∆ � � � 9 :  

�lim�→�H لدینا: :01ط�
�� � I� � lim�→�H J� � 1 � *3��� � 
� � 1�K � lim�→�H J *3���K � 0   

�lim�→LHوَ              �
�� � I� � lim�→LH J� � 1 � *3��� � 
� � 1�K � lim�→LH J *3���K � 0  

Iذو المعادلة  �∆
المستقیم  إذن: � � � 
لــ مقارب مائل 1D�  وعند  ∞�عند�∞.  

:بمأنّ  :02ط

!"#
"$�
�� � � � 1 � *3���lim�→�H

*3��� � 0											
lim�→LH

*3��� � 0											

المستقیم  :فإنّ  ،∆�: I � � � 
لـ مُقارب مائل 1D�  وعند  ∞�عند

�∞.  

 نحنىب) دراسة وضعیة المE� بالنسبة إلى المستقیم 

�(ندرس إشارة الفرق  :�∆�� � G (  


� لدینا:�� � I � 
�إشارة الفرق  ومنھ: ���3*�� � I � �من إشارة المقام ( ���3* � 1(  �∞                               1                            �∞  � 

+    -  � � 1 

+  -  �
�� � I 
D�  فوقیقع 
∆�  
D�  تحتیقع 
  الوضعیة  �∆

9
N جـ) اثبات أن النقطة; 
 مركز تناظر للمنحنى �<E�:  

2
�نثُبت أنّ 
9� � �� � �
�� � 2
2
�أي: �< � �� � �
�� � 4   


� لدینا:�� � � � 1 � *3���   


� ومنھ:> � �� � 
> � �� � 1 � *3
>����� � �� � 3 � *3��L� � �� � 3 � *3���   


� وعلیھ:> � �� � �
�� � J�� � 3 � *3���K � J� � 1 � *3���K � 4   

1
O إذن:; 
مركـز تناظر لــ �2D�.  

 د) تعیین نقط تقاطع المنحنىE� :نحل المعادلة: مع حامل محور الفواصل)�
�� � P (  


� لدینا:�� � � � 1 � *3��� � � � 1 � �2
���� � 
�L���2
�����L�2
���� � 2���'2
����  

�
�� �  معناه: 0
2���'2
���� � 0   

%�4ومنھ:                 � 3 � 
4و 0� � 1� Q 0   

%� أي:                    � �و 2' Q 1   

� علیھ:و                � �أو %'√ � �و %'√� Q 
إذن:؛ 1D� ∩ 
���� � TU ��√'% ; 0� ; V �√'% ; 0�W .  
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4(X عدد حقیقي، تعیین بیانیاً، حسب قیم X عدد حلول المعادلة �
�� � |X| : :الرسم  

 من البیان نجد:

  توضیح فقط إضافات:

�حلول المعادلة �� � |Z| المنحنى  تقاطعنقط  فواصلھي  بیانیا
D�  مع المستقیم ذو المعادلةI � |Z|. 

I(المستقیم ذو المعادلة  � |Z| لأنّ  یوُازیھو ینطبق على حامل محور الفواصل أو یقع فوقھ|Z| [ 0( 

|Z| الحالة الأولى: A Z(التقاطع نقطتین)،  3 A Z	أو 3 B Zأي: �3 ∈ ��∞; 3� ∪ �3;�∞� .

|Z| الحالة الثانیة: � Z(التقاطع نقطة)،  3 � Zأو 3 � �3.   

1 الحالة الثالثة: B |Z| B 1(لا یوجد تقاطع)،  3 B Z B �3أو 3 B Z B Zأي: �1 ∈ ��3;�1� ∪ �1; 3�
|Z| الحالة الرابعة: � Z(التقاطع نقطة)،  1 � Zأو 1 � �1       .

0 الحالة الخامسة: ^ |Z| B �1(التقاطع نقطتین)،  1 B Z B Zأي: 1 ∈ ��1; 1�.

2 3 4-1-2-3

2

3

4

-1

-2

0 1

1

x

y


�فإنّ المعــــــــادلة   إذا كــــــــــــــان�� � |Z| Z ∈ ��∞; 3� ∪ �3;�∞� Z � Zأو  3 � �3  Z ∈ ��3;�1� ∪ �1; 3� Z � Zأو  1 � �1  Z ∈ ��1; 1� 

  لھا حلان
 ا حل مضاعفلھ

  لیس لھا حلول
 لھا حل مضاعف

  لھا حلان

N


E�

?>
��9

9>
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_كما یلي: ` معرّفة على دداّلة كثیر حدو _ لدینا:�� � �' � 4�% � 4� � �% .

 :` على a.تشكّیل جدول تغیرّات الداّلة 1

_lim�→�H أ) النھایات:�� � lim�→�H�' 
_lim�→LH؛ ∞���� � lim�→LH�' ��∞. 


�_ ولدینا، ` اق علىداّلة قابلة للاشتق _ ):��
′aب) المشتقة (حساب �� � 3�% � 8� � 4.  


′aج) إشارة المشتقة (إشارة ��:(   

�_:نضع�� � %�3نجد: 0 � 8� � 4 � �∆ممیزھا:، 0 
�8�% � 4
3�
4� � 64 � 48 � 16 A 0 

��لھا حلین متمایزین ھما: � 1�2c � %�وَ '% � 1L2c � 2.

�∞                 2 
%' 0   d ��%�∞   � 

+ - + _′
�� �∞ 
e�f2

         �% �∞ 

_
�� 


a .تبیان أنّ المعادلة2�� � P تقبل حلا وحیدا g في المجال h� 9> ; PC: 

�hعلى المجال  مستمرة ومتزایدة تماما _الداّلة  �% ; 0C
;∞�hمن جدول التغیرات متزایدة تماما على المجال  لأنھّا( >?h( 

��ia ولدینا: 9>� � �>, k>a
P� � ��a أي: 																<9 9>� 
 a
P� B P

aة المعادل حسب مبرھنة القیم المتوسطة إذن:�� � P  تقبل حلا وحیداg  في المجالh� �% ; 0C. 

 �  ∞�                         d                            ∞�   من جدول التغیرات نجد: :` على ��
a .استنتاج إشارة3

+ - _
�� 

lكما یلي: ` معرّفة على دالة عددیة l .لدینا:4�� � �2 �2 � 2' �' � 2�% � �% �. 

 :` على m تعیین اتجاه تغیرّ الدالة

′m ب) المشتقة (حساب��:(   l ولدینا:، ` داّلة قابلة للاشتقاق على l�
�� � �' � 4�% � 4� � �% � _
��. 

 �  ∞�                         d                            ∞�  الإشارة  نفس ��
_و ��
�lلـ

+ - l′
�� 
;∞��على المجال  متناقصة تماما lالداّلة  إذن: d� على المجال  ومتزایدة تماما�d; �∞�.

+
+

+

+
+

++
+

-
-
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@ @
  تبریر الإجابة:مع  صحیحأو  خطأالإجابة بــــ: 

I .المستقیم الذي معادلتھ1 � (صحیح) nDop ،IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII مقارب للمنحنى 2


�lim�→�H لأنّ:�� � 
�lim�→LHوَ  2�� � 2.  


� .المعادلة2�� �  (خطـأ) IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIتقبل حلا وحیدا،  0

 لا یقطع حامل محور الفواصل nDop لأنّ:

Iیقع فوق المقارب الأفقي الذي معادلتھ  nDop توضیح( � 
� أي 2�� A 2.( 


�.مجموعة حلول المتراجحة 3�� A q ھي 0 � ��∞;�1� ∪ ��1;�∞� � ro ،IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII (صحیح)


� فإنّ ، roمن  �من أجل كل  لأنّ:�� A 2.

�2
�یكون: '' ��1;∞��.في المجال 4� A �
� عندما یكون �� B �2 ،''IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII (صحیح)

�''لمــا  فإنھّ، ��1;∞��على المجال  متزایدة تماما �بمأنّ  لأنّ: B 
�یكون  �2�� B �
�2�''. 

;Un�3.النقطة 5 1 p تنتمي إلى المنحنى nDop ،IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII (خطـأ)


� فإنّ ، roمن  �من أجل كل  لأنّ:�� A 2.

(خطـأ) IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIزوجیة،  �.الداّلة 6

1غیر متناظرة بالنسبة إلى الصفر (ro لأنّ: ∈ ro �1و ∉ ro.(

@ @

ro :لدینا � `� t�1u � ��∞;�1� ∪ ��1;�∞�
�، وَ  �� � ��L'�L� nDop المعلم المتعامد والمتجانسفي المستوي المنسوب إلى  � المنحنى المُمثل للداّلة 
v; wx; yx�. 

I.1تعیین الأعداد الحقیقیة ( �
�بحیث یكون،   ، �، �� � �� � � �  �L9 : 


� لدینا: :01ط��� � �� � � � ��L� � 
z�L{�
�L���L� � ��L� � z��L
zL{��L{L��L� 


� ولدینا من جھة أخرى:�� � ��L'�L�
�| بالمطابقة نجد: � 1								� � � � 0� � � � �| وبالتالي: 3 � 1	� � �1� � 
�إذن: 	4�� � � � 1 � 2�L�. 


� :02ط ��� � ��L?�L� � ���9L@�L� � �����L� � 2�L� � 
����
�L���L� � 2�L� � � � 1 � 2�L�. 

 عند أطراف مجالي مجموعة تعریفھا: � )حساب نھایات الداّلة2


�lim�→�H لدینا:�� � lim�→�H ��� � lim�→�H� � 
�lim�→LHوَ  ∞��� � lim�→LH ��� � lim�→LH� � �∞
i ولدینا: lim�:→���
�� � �∞lim�7→���
�� �  لأنّ: ،∞�

!"#
"$ lim�→��
�% � 3� � 4lim�:→��
� � 1� � 0�lim�7→��
� � 1� � 0L. 



  

  

  

  تسيير وإقتصاد.عبة: الش>IIIIIIIIIIIIIIIIIIII الحلولبكالوريات جزائرية) -العددية  الدوالالعبقري في الرياضيات (مجلة 

 

6 

  ستقیما مقاربا مُوازیا لمحور التراتیب یطُلب تعیین معادلة لھ:یقبل م nE�p )تبیان أنّ المنحنى3


���→:�lim بمأنّ:�� � 
���→lim�7وَ  ∞��� � �∞            

�المستقیم ذو المعادلة  فــإنّ: �   .nDop (المُوازي لمحور التراتیب) مقارب للمنحنى �1

G لمعادلةذا ا �∆
 )تبیان أنّ المستقیم4 � � �   :nE�p مستقیم مقارب مائل للمنحنى 9

�lim�→�H لدینا:�
�� � I� � lim�→�H C� � 1 � 2�L� � 
� � 1�h � lim�→�H C 2�L�h � 0   

�lim�→LH وَ     �
�� � I� � lim�→LH C 2�L�h � 0  


 المستقیم إذن:∆�: I � � �   .∞�وعند  ∞�عند  nDop للمنحنى مائلرب مستقیم مقا 1


�ندرس إشارة الفرق ( :�∆
 بالنسبة للمستقیم nE�p )دراسة وضعیة المنحنى5�� � G (  


� لدینا:�� � I � 2�L� إشارة الفرق  ومنھ�
�� � I ) من إشارة المقام� � 1 (  �∞                         �9                         �∞                    � 

+    -  � � 1 

+  -  �
�� � I nDop  فوقیقع 
∆�  nDop  تحتیقع 
  الوضع النسبي  �∆

II.1من � ) تبیان أنھّ من أجل كل ` � t�9u  ،ّفإن�′
�� � 
��9�
�L?�
�L9�> :  �  �1;∞��قابلة للاشتقاق على كل من المجالین�
� ولدینا: ،�∞�;��1وَ  �� � � � 1 � 2�L�  


�� ومنھ:�� � 1 � 2
��
�L��� � 
�L����2
�L��� � 
�L����%�
�L��� � 
�L��%�
�L�L%�
�L��� � 
����
�L'�
�L���.  

  شكّیل جدول تغیرّاتھا:على مجالي مجموعة تعریفھا وت � )تعیین اتجاه تغیرّ الداّلة2


�� لدینا:�� � 
����
�L'�
�L��� :إشارة  ومنھ��

( من إشارة البسط  ��� � 1�
� � 3� (  �∞        1               �9              �?      �∞                    � 

+ -   - � � 1 

+ + - � � 3 

+  -  -  +  �′
�� 
ً  � إذن: �1;�3�على كل من المجالین  متناقصة تماما�;��1و  1�   
ً وَ           1�و ��3;∞��على كل من المجالین  متزایدة تماما; �∞� �                 ∞�      ?�             �9                1        ∞�  یكون جدول تغیراتھا كالتالي: و؛ 

+  -    -  +  �′
�� �∞                  �∞   
  

             2  

             �6  
  �∞                  �∞   

�
�� 
1
� حیث:� � �3
�	وَ  2� � �6.  

  :0عند النقطة ذات الفاصلة  nE�p للمنحنى �{
 )كتابة معادلة للمماس3


 مماسمعادلة الr�  :من الشكلI � ��
0�
� � 0� � �
0�  
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0
��, ولدینا:� � n
	���pn
	�L'pn
	�L�p� � �3
�
0� � 
	��L'
	�L� � 
إذن:، 																	3r�: I � �3� � 3.  

III.1تبیان أنّ النقطة ( ~
  :nE�p ھي مركز تناظر للمنحنى �<�;�9


�نبُین أنّ >
�9� � �� � �
�� � >

�نبُین أنّ  أي: �<��> � �� � �
�� � �@  


� لدینا:�� � � � 1 � 2�L� 

�2
� ومنھ: � �� � 
�2 � �� � 1 � 2
�%���L� � �� � 3 � 2���� � �� � 3 � 2�L�  

�2
� وعلیھ: � �� � �
�� � �� � 3 � 2�L� � � � 1 � 2�L� � �4  

  .nDop للمنحنى مركز تناظرھي  ��2;�1
U النقطة إذن:


 )رسم كلا من2∆�، 
  :nE�pو �{

 

�حتى یكون للمعادلة  � )تعیین بیانیا قیم الوسیط الحقیقي3�� �   حلانّ مختلفان: �


�یكون للمعادلة �� � � إذا كــــــــان: حلانّ مختلفان � ∈ ��∞;�6� ∪ �2;�∞�.  

  )المناقشة عبارة عن مناقشة أفقیة( توضیح فقط:

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

0 1

1

x

y

���
9 nE�p 

~ 
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�المعادلة  حلول�� � Iمع المستقیم ذو المعادلة  nDop فواصل نقط تقاطعبیانیاً ھي  � � �.  

(استعمل مسطرة وقم بتحریكیھا من الأسفل إلى الأعلى بالتوازي مع محور الفواصل عدد التقاطعات مع المنحنى ھو 
  على محور التراتیب) �عدد الحلول ولا تنسى في نفس الوقت قراءة 

  والمستقیمین اللذّین معادلتاھما �∆
 والمستقیم nE�p ساب مساحة الحیزّ المستوي المحددّ بالمنحنى)ح4

 � � � و 9 � �> � 9:  

1�على المجال  �∆
 فوقیقع  nDop بمأنّ ; �% � 1�   

q فإنّ: � � ��
�� � I������ �� � � � 2�L������� �� � �4ln|� � 1|������ � �4 ln
� � 1�������  

q ومنھ: � 4�lnn
�% � 1� � 1p � lnn
1� � 1p� � 4�ln
�%� � ln	
2�� � 4�2 � ln	
2��  

q إذن: � n8 � 4ln	
2�p�. �. 

  

@ @

ro لدینا: � `∗ � ��∞; 0� ∪ �0;�∞�
�وَ  �� � �+�f��L2��   nDop المعلم المتعامد والمتجانسفي المستوي المنسوب إلى  �تمثیل البیاني لــ ال 
v; wx; yx�.  


� فإنّ، ∗`من  � )تبیان أنھّ من أجل كل1�� � � � � � ��> :  


� لدینا: :01ط ��� � � � 5 � z�� � 
��f���Lz�� � �+�f��Lz��،   


� لدینا من جھة أخرى:و�� � �+�f��L2�� :بالمطابقة نجد � � 
�إذن: 4�� � � � 5 � 2��.  


�  :02ط ��� � �+�f��L2�� � ��
��f��� � 2�� � � � 5 � 2��.  

456، ��
��H→�456 )حساب2�→LH�
P→�456وَ  �� �
��:  


�lim�→�H لدینا:�� � lim�→�H �+�� � lim�→�H� � 
�lim�→LHوَ  ∞��� � lim�→LH �+�� � lim�→LH� � �∞  


	→�lim| وبمأنّ �' � 5�% � 4� � 4lim�→	 �% � 0L																					 ،:ّفإنlim�→	�
�� � �∞.  


′�فإنّ،  ∗` من � تبیان أنھّ من أجل كل-)أ3�� � 
��>�n�>L>�L@p�? :  


� باستعمال العبارة: :01ط ��� � � � 5 � ;∞��قابلة للاشتقاق على كل من المجالین  �  ��2 0�;�0وَ   �∞�   ولدینا:، 

 ��
�� � 1 � 2
%��
���� � 1 � 1��3 � 1 � 1�+ � �+�1�+  

 ولدینا من جھة أخرى:

��%�n��L%�L2p�+ � �+L%��L2��%���2��1�+ � �+�1�+  


′�إذن:�� � 
��%�n��L%�L2p�+.  


� باستعمال العبارة: :02ط ��� � �+�f��L2��    �  قابلة للاشتقاق على كل من المجالین��∞; 0�;�0وَ   �∞�   ولدینا:، 
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 �′
�� � n'����	�p
���
%��n�+�f��L2p����� � '�3��	�+�%�3L�	�+�1��3 � �3�1��3 � �+�1�+  

 ولدینا من جھة أخرى:

��%�n��L%�L2p�+ � �+L%��L2��%���2��1�+ � �+�1�+  


′�إذن:�� � 
��%�n��L%�L2p�+.  

  : � استنتاج اتجاه تغیرّ الداّلة


′�یمُكن كتابتھا على الشكل  : ��
′� إشارة�� � 
��%�n��L%�L2p�+ � ��%� 
 ��L%�L2��  

%�، �من أجل كل عدد حقیقي غیر معدوم  ولدینا � 2� � 4 A �∆  سالب تماماممیزه  لأنّ ( 0 �12 B 0(  

من إشارة  ��
′�إشارة  إذن:
��%�  �∞                       2                         0               �∞ � 

+  -    - � � 2 

+  - � 

+  -  + �′
�� 
ً  � إذن: ;∞��على كل من المجالین  متزایدة تماما 0�2�و ; �∞�ً وَ ،  ;�0على المجال  متناقصة تماما 2� .  

 � ∞�               0                         2                       ∞�  : � تشكیل جدول تغیرات الداّلة-ب

+  -    + �′
�� �∞                                         �∞  
  

   �>  

�∞   
  

             �∞  

�
�� 
2
� حیث:� � �2.  

  لب تعیین معادلتیھما:یقبل مستقیمین مقاربین أحدھما مائل، یطُ nE�p )اثبات أن المنحنى4


�	→�limلدینا:�� �   .nDopمقارب لــ محور التراتیب إذن:؛ ∞�

ولدینا:

!"#
"$�
�� � � � 5 � 2��lim�→�H 2�� � 0											lim�→LH 2�� � Iالمستقیم ذو المعادلة  إذن:؛ 											0 � � � وعند  ∞�عند  nDopمقارب مائل لــ 5

�∞.  

  :1في النقطة ذات الفاصلة  nE�p مماس �∆
)ایجاد معادلة لــ5

Iمن الشكل:  �∆
معادلة  � ��
1�
� � 1� � �
1� 

1
��i ولدینا:� � 
��+�1
��+ � ��1� � �7																		�
�� � 
1� � 5 � 2
��� � �4 � 4 � I بالتعویض نجد: 0 � �7
� � 1� � 0   


إذن:∆�: I � �7� � 7.  
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  :nE�p والمنحنى �∆
 )رسم6

  

� والتي تحُقق، �∞�;�P على المجال � للداّلة � تعیین الداّلة الأصلیة-)أ7>� � �9P:  


� لدینا: ��� � � � 5 � 2�� � � � 5 � 4 
 
� ومنھ:، ����� � �% �% � 5� � 2� � �حیث  � ∈ `   

2
� ولدینا: �� �  معناه: �10
�% 
2�% � 5
2� � 2
%�� � � �10   

2 أي:                                       � 10 � 2 � � � �10   

�وبالتالي:                                 � 
�إذن: 0�� � �% �% � 5� � 2�.  

�  ومحور الفواصل والمستقیمین اللذّین معادلتاھما nE�p نحنىحساب مساحة الحیز المستوي المحدد بالم-ب � �و 9 � >:     

1�محور الفواصل على المجال  تحتیقع  nDop بمأنّ ;    فــإنّ:، �2

 q � � ��
����%� � � �
�����% � ��
���%� � �
1� � �
2� � � ��% � 
�10� � � ��% � 10  

qإذن: � '%�. �. 

  

@ @


� لدینا:�� � ����L���L�  َوro � ��∞;�∞� .  

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

0 1

1

x

y nE�p 
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D� المعلم المتعامدفي المستوي المنسوب إلى  � المنحنى البیاني الممثل للداّلة 
v; wx; yx�.  
 على محور التراتیب. � 	@ل وعلى محور الفواص � 	9 الوحدة


� لدینا، � )تبیان أنھّ من أجل كل عدد حقیقي1�� � 9 � ��>L9 : 


� لدینا:�� � ����L���L� � ��L�����L� � ��L���L�� ���L� � 1 � ���L�، :إذن�
�� � 1 � ���L�.


 ، واستنتاج أنّ ∞� وعند ∞� عند � الداّلة )حساب نھایة2E� :یقبل مستقیما مقاربا یطُلب تعیین معادلة لھ 


�lim�→�H لدینا:�� � lim�→�H ���� � 
�lim�→�Hوَ  1�� � lim�→�H ���� �  نستنتج أنّ ، 1

Iالمستقیم ذو المعادلة  � 
) مقارب لـمحور الفواصلالمُوازي ل( 1D� وعند ∞� عند �∞. 


 )دراسة وضعیة3E� بالنسبة إلى المستقیم 
G الذي معادلتھ �∆ � 
�ندرس إشارة الفرق ( : 9�� � G ( 


� لدینا:�� � I � 1 � ���L� � 1 � ����L� 


�إشارة الفرق  إذن:�� � I  من إشارة البسط
��� �∞                           0                           �∞  � 

+-� 

- + �
�� � 1 
D�  یقع

 تحت∆� 


D�  یقع

 فوق∆� 

الوضع 
النسبي


�� ولدینا:، `قابلة للاشتقاق على  � ثم تشكّیل جدول تغیراتھا: � واستنتاج اتجاه تغیر الداّلة ��
′� )حساب4�� � 
%����n��L�p�
%��n����L�p
��L��� � %�+L%�������%�+L%���%�
��L��� � ����
��L��� � 
����
�L��
��L���

من إشارة البسط  ��
′�إشارة  ومنھ:�% � 1� �∞               1                     �9            �∞   � 

+ - + �′
��
1�وَ  ��1;∞��على كل من المجالین  متزایدة تماما � إذن:; �∞��1�على المجال  متناقصة تماماوَ  ،;  ؛�1

 �   ∞�            �9                     1               ∞�  ویكون جدول تغیراتھا كالتالي:

+ - + �′
��
1 

?>
9> 1 

�
�� 

� ،� یان أنھّ من أجل كل عدد حقیقي)تب5��� � > � �
�� : 

2 لدینا: � �
�� � 2 � �1 � ���L�� � 2 � 1 � ���L� � 1 � ���L� � 1 � 
���
����L� � �
���

�إذن:��� � 2 � �
��.  


 استنتاج أنّ E� :یقبل مركز تناظر یطُلب تعیینھ  

� لدینا:��� � 2 � �

� یعني: ����� � �
�� � 2
� ن الشكل:م، 2
0� � �� � �
�� � 2
 ؛�1


D�<< <
ÄŞÏè<
∆�
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0
Oالنقطة  إذن; 
لــ مركز تناظرھي  �1D�.  

 والمنحنى �∆
 )رسم المستقیم6E�:  

  

� )أ. حساب التكامل،7 ��>L9��9P:  

� لدینا: ���L����	 � �%� %���L����	 � �% ���
�% � 1��	� � ��%%     


 ب. حساب بالسنتمتر مربع مساحة الحیز من المستوي المحددّ بالمنحنىE�  ومحور الفواصل والمستقیمین اللذّین
� معادلتیھما � P و� � 9:  

U لدینا: � 4��% 
 � �
�����	 � 4��% 
 � �1 � ���L�����	 

U ومنھ: � 4��% 
 �� 1���	 � � ���L����	 � � 4��% 
 ����	� � ��%% �  

U وعلیھ: � 4��% 
 �1 � ��%% � � 
4 � 2ln2���%. 

  

@ @

� لدینا:�� � �' �' � 100 � f�c		�L�  َو ro � ��1;�∞�.    

  :∞� بقیم أكبر وعند �9عند  � )حساب نھایتي1


���→lim�7 لدینا:�� � lim�7→�� ��' �' � 100 � f�c		�L� � � 
��→lim�7 لأنّ  ∞�� � 1� � 0L.  


�lim�→LH وَ �� � lim�→LH ��' �'� � lim�→LH لأنّ  ∞� f�c		�L� � 0.  

�∞�;��9 تبیان أنھّ من أجل كل من المجال-)أ2 ،�′
�� � n�>L��>@Ppn�>L�L>@Pp
�L9�>:  �  ��1قابلة للاشتقاق على;�∞�
��   ولدینا:، �� � �% � f�c		
�L��� � ��
�L����f�c		
�L��� � n�
�L��p��f�c		
�L��� � n��L�p��
%2	��
�L���  

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6-7-8-9 0 1

1

x

y


∆�: G � 9 


E� N 
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�� وبالتالي:�� � n��L��%2	pn��L�L%2	p
�L���. 

  ، ثمّ تشكیل جدول تغیرّاتھا:�∞�;��9 على المجال � استنتاج اتجاه تغیرّ الدالة-ب
%� لدینا: � � � 240 A �∆ سالب تماماممیزه  لأنّ ( 0 
1�% � 4
1�
240� � �959 B 0( 


من إشارة  ��
��إشارة  وبالتالي:�% � � � 240�   

 نضع:∗�		�% � � � 240 � 0   

�∆ :∆نحسب الممیز  :�∗
نحل المعادلة  
1�% � 4
1�
�240� � 1 � 960 � 961 A P  

�� ومنھ: � �{L√∆%z � ��L√ec�%
�� � ��L'�% � '	% � 15 ∈ ��1;�∞�
��� و  � �{�√∆%z � ���√ec�%
�� � ���'�% � �'%% � �16 ∉ ��1;�∞��∞                            15                         �9  � 

+ - �% � � � 240 

+ - �′
�� 
;��1ل على المجا متناقصة تماما � إذن: 15�على المجال  متزایدة تماما، و�15;�∞�. 

 �  �9                         15                            ∞�  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي:

+ - �′
�� �∞  �∞ 

 4825 

�
�� 
:� للداّلة � ایجاد الدالة الأصلیة-جـ � ↦ 9�L9 ��9 على المجال;�∞�� والتي تنعدم من أجل  � P: 


� ھي الدوّال: �∞�;��1على المجال  �مجموعة الدوّال الأصلیة للداّلة �� � ln	
� � 1� � ثابت  � حیث ،�

0
�ونعلم أنّ حقیقي، � � � ومنھ: 0 � 
�إذن: 0�� � ln	
� � 1�. 

  آلة على الأكثر. 200آلات على الأقل و 5تنُتج إحدى شركات تركیب آلات الغسیل خلال أسبوع )3
5� آلة إضافیة للشركة على المجال � لإنتاج �D تنُمَْذجَُ الكلفة الھامشیة; من � أي أنّ: من أجل كل � بالداّلة �200

5� المجال; 200�، D�
�� � �
��.
 ایجاد عدد الآلات التي یجب أن تنتجھا الشركة خلال أسبوع لكي تكون الكلفة الھامشیة أقل ما یمكن:-أ


�D لدینا:�� � �
��
5�على المجال  �لـ قیمة حدیة صغرىھي  4825، � من جدول تغیرّات الداّلة; �، من أجل �200 � 15 .

  .15التي یجب أن تنُتجھا الشركة خلال أسبوع لكي تكون الكلفة الھامشیة أقل ما یمُكن ھو عدد الآلات  إذن:

′Dآلة. ونذُكّر أنّ  � للكلفة الإجمالیة لإنتاج ��
D نرمز بالرمز-ب�� � D�
�� .

 :DA40000آلات الأولى ھي  5، علما أنّ الكلفة الإجمالیة لإنتاج ��
E ایجاد الكلفة الإجمالیة

′D لدینا: ��� � D�
�� � �
�Dللداّلة  الداّلة الأصلیةھي  D أي: �� � 5
D حیث �� � 4 
 102

�ولدینا: ��� � �' �' � 100 � f�c		�L� 


Dیكون: �� � ��% �2 � 100� � 57600 ln
� � 9� � �(حیث    ∈ `( 

5
D من جھة أخرى:� � 4 
  نجد: 102
��%52 � 100
5� � 57600 ln
� � 9� �  � 4 
 102
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�ومنھ:  � � cc%f�% � 57600 ln 6 � 4 
 102
�وبالتالي: � 2�''�f�% � 57600 ln 6


D بالتعویض نجد:�� � ��% �2 � 100� � 57600 ln
� � 9� � @ ?? ��% � � kPP ln 6

Dإذن:�� � ��% �2 � 100� � 57600 ln ��L9k � � @ ?? ��%. 

  آلة الأولى: 15ج استنتاج قیمة الكلفة الإجمالیة لإنتا

15
D لدینا:� � ��% 
15�2 � 100
15� � 57600 ln �9�L9k � � @ ?? ��% � 9P9kk>, @?}~.

@ @
 اختیار الاقتراح الصحیح الوحید، مع التبریر:

1( 2( pbîÛbnnß@òí†‡Ç. 


�بِـ: `المعرّفة على  �)منحنى الداّلة 3�� � 
�% � معادلتھ من  2√، یقبل مماساً في النقطة ذات الفاصلة '�1

Iالشكل: � ��n√2pn� � √2p � �n√2p ،  

n√2p�,ولدینا: � �√2% � 1�' � 1															
�′n√2p � 6√2 �√2% � 1�% � 
�¡ :لأنّ  2√6�� � 
�% � 1�'																																											�′
�� � 3 
 2�
�% � 1�% � 6�
�% � 1�% 

Iبالتعویض نجد:  � 6√2n� � √2p � 1 � 6√2� � 11 ،

Iب) ھو الاقتراح الصحیح إذن: � 6√2� � 11. 

4 (5 (6( pübànygN

@ @

I(:لدینا ¢
�� � �' � �% � £rوَ  1 � ��∞;�∞�. 


¤LH→�456وَ  ��
¤�H→�456 )حساب1��: 


¢lim�→�H لدینا:�� � lim�→�H
�'� � 
¢lim�→LHوَ  ∞��� � lim�→LH
�'� � �∞. 


′¢ ولدینا:، `قابلة للاشتقاق على  ¢ ثمّ تشكّل جدول تغیراتھا: ¤ )دراسة اتجاه تغیرّ الداّلة2�� � 3�% � 2� � �
3� � 2� �∞ 
>?0               �∞   � 

+  -  +  ¢′
�� 
;∞��على كل من المجالین  متزایدة تماما ¢ إذن: ?<Cوَ  �0 ; �∞C ،على المجال  متناقصة تماماوC0; >?h؛ 

 ویكون جدول تغیراتھا كالتالي:
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�∞      d      
>?                      0               �∞   � 

+ - + ¢′
�� �∞  �9 

�?9>  �∞ 

¢
�� 

¤ لة)تبیان أنّ المعاد3�� � P  تقبل حلا وحیداg 9 حیث, @k B g B 9, @¥: 

;�1,46على المجال  متزایدة تماماو مستمرة ¢ لدینا: 1,48�?<Cعلى  متزایدة تماما لأنھا(  ; �∞C( 

1,46
¢¡ ولدینا:� � �0,02¢
1,48� � 1,46
¢أي: �0,05� 
 ¢
1,48� B 0.


¢المعادلة  مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن:�� � 1,46حیث  dتقبل حلا وحیدا  0 B d B 1,48 ،


¢أي:d� � 0. 

 :�حسب قیم  ��
¤ )استنتج إشارة4
 �  ∞�                         d                            ∞�  في الجدول التالي: `على المجال  ��
¢) نلُخص إشارة 3من السؤال 

+ - ¢
��
II( ّ(مُقدرة بالطّن) من منتوج بكلفة متوسطة  ¦مؤسسة صناعیة تنتج یومیا كمیةD§ (مُقدرة بملایین الدنّانیر) معرّفة

0�على ; 
§Dبــ :  �10¦� � �% ¦% � ¦ � 1 � �% ln
¦% � 1�. 

� من ¨ )تبیان أنّ من أجل كل عدد حقیقي1P; 9P�، E′©
¨� � ¤
¨�¨>L9: 


§Dلدینا:¦� � �% ¦% � ¦ � 1 � �% ln
¦% � 1�

′§Dومنھ:¦� � ¦ � 1 � �% � %ªª�L�� � ¦ � 1 � ªª�L� � 
ª���nª�L�p�ªª�L� � ª+�ª���ª�L� � £
ª�ª�L�. 

g(بأخذ  جدول تغیراتھا:ثمّ تشكیل  ©E )تعیین اتجاه تغیرّ الكلفة المتوسطة2 ≃ 9, @ ( 


′§Dلدینا:¦� � £
ª�ª�L�:إشارة  ومنھD§′
0�على المجال  �¦
¢من إشارة  �¦; %¦ لأنّ ( �10 � 1 A 0(

10  d  1 ¦ 

+ - D§′
¦�
1�على المجال  متناقصة تماما §D إذن:; d� َعلى المجال  متزایدة تماما، و�d; 10�.

  ویكون جدول تغیراتھا كالتالي:

10  d  1 ¦ 

+ - D§′
¦�
38,69   0,15  

 0,04 

D§
¦�
  )تعیین الكمیةّ التي تنُتج یومیا بأقل كلفة متوسطة ثمّ تحدید ھذه الكلفة المتوسطة:3

¦الكمیة التي تنُتج یومیا بأقل كلفة متوسطة ھي  � d ≃ 
§D، وَ ¬1,47d� ≃ 40000r أي:، 0,04

- 

- 
- - 

- 

- 

- 

+ 
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Eأي:( طن یومیا: 2لإنتاج  E)ایجاد الكلفة الإجمالیة 4>�( 

2
Dلدینا:� � 2D§
2� � 2 ­�% 
2�% � 2 � 1 � �% ln
2% � 1�® � 2 ­1 � �% ln
5�®
2
Dإذن:� ≃ .390000r أي: 0,39

@ @

I (لدینا : ¢
�� � �' � � � £r وَ  2 � `. 

 :`على  ��
¤ واستنتاج إشارة �9
¤بقراءة بیانیة تعیین 
9
¤لدینا: من البیان،� � P  �∞  1  �∞ � 

+ - ¢
��
II (: لدینا �
�� � � � £rوَ  ����� � ��∞; 0� ∪ �0;�∞�،


 المعلم المتعامد والمتجانسفي المستوي المنسوب إلى  �التمثیل البیاني لــ nDopوv; wx; yx�. 


�LH→�456وَ  ��
��H→�456 )أ) حساب1��: 


�lim�→�H لدینا:�� � lim�→�H� � lim�→�H لأنّ  ∞� ����� � lim�→�H ��� � lim�→�H �� � 0 .


�lim�→LH وَ  �� � lim�→LH� � lim�→LH لأنّ  ∞� ����� � lim�→LH ��� � lim�→LH �� � 0. 

P→�456 ب) حساب �
 وتفسّیر النتیجة بیانیا: ��


�	→�limدینا:ل�� � lim�→	 �
������ � 
	→�limلأنّ  ∞��
� � 1�� � 1 ،lim�→	 �% � 0L  َوlim�→	 � � 0. 

 .nDopلـ محور التراتیب مقارب تفسّیرھا البیاني:


′� ،�)تبیان أنھّ من أجل كل عدد حقیقي غیر معدوم 2�� � ¤
;∞��قابلة للاشتقاق على كل من المجالین  � : ?��� 0�;�0وَ   �∞�
�� ولدینا:، �� � 1 � �n��p�%�
����
���� � 1 � ���%��L%��3 � 1 � ��L%�+ � �+L��%�+ � £
���+
 تھا:ثمّ تشكّیل جدول تغیرّا � استنتاج اتجاه تغیرّ الداّلة-

 � ∞�  0  1  ∞� نلُخصھا في الجدول التالي: ��
��إشارة 

+ -� 

+ -- ¢
�� 
+ - + �′
��

إذن: 
�، وَ متناقصة تماما على المجال 120; ∞� ;1� متزایدة تماما على كل من المجالین �12∞; 0� وَ 

ویكون جدول تغیراتھا كالتالي:   112؛ 
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�∞              1                       0           d    �∞  � 

+  -         +  �′
�� 
 �∞                            �∞  

  
  

01  

�∞       
  
  

                �∞  

�
�� 
Gذا المعادلة  �∆
 )أ) تبیان أنّ المستقیم3 �   :nE�p مقارب مائل للمنحنى �

�lim�→�H لدینا:�
�� � �� � lim�→�H �� � ����� � �� � lim�→�H �� ����� � � lim�→�H���� � lim�→�H��� � 0      

�lim�→LH وَ    �
�� � �� � lim�→LH �� � ����� � �� � lim�→LH �� ����� � � lim�→LH���� � lim�→LH��� � 0  

Iذا المعادلة  �∆
المستقیم  إذن: �   .∞�وعند  ∞�عند  nDopللمنحنى  مقارب مائل �


 والمستقیم nE�pب) دراسة الوضع النسبي للمنحنى ∆�:  


�ندرس إشارة الفرق �� � G.  


� لدینا:�� � I � ��L��� ،:إشارة الفرق من إشارة البسط ( ومنھ�� � 1(  �∞              1                      0                  �∞   � 

-  +   +  �� � 1 

-  +  +  �
�� � � 
D�  یقع  

 تحت∆�  


D�  یقع  

فوق ∆�  


D�  یقع  

فوق ∆�        

  

الوضع 
 النسبي


� )تبیان أنّ المعادلة4�� � P  تقبل حلا وحیداg ��9 في المجال, @;�9, ?�:  
;��1,4على المجال  متزایدة تماماو مستمرة � لدینا: �1,3�;∞��على  متزایدة تماما لأنھا(  0�(  

�1,4
�¡ ولدینا:� ≃ �0,18�
�1,3� ≃ �1,4
�أي: �0,06� 
 �
�1,3� B 0.  


�المعادلة  مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن:�� � ;��1,4في المجال  dتقبل حلا وحیدا  0 �1,3� ،


�أي:d� � 0.  

  :nE�p ثمّ المنحنى �∆
 )رسم5


D�<< <
ÄŞÏè<
∆� 
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Gمعادلاتھا، والمستقیمات التي  nE�p مساحة الحیزّ المستوي المحددّ بالمنحنى ~)حساب 6 � �، 

 � � �وَ  9 � ?: � �� � �
�����'� � C�� � ln �h�' � �ln 3 � %'��. �

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6
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