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���exp لدینا: � 
وَ  	��� � ��∞;�∞�.  

@ @
  
  

    بحیث: �على  قابلة للاشتقاق �  وحیدة توجد داّلة 

�  �� � �    � ��0� � 1  
الداّلة  ونسمیھا ، ’’���’‘نرمز إلیھا بالرمز 

  الأسیة النیبیریة.

  نتائج من التعریف:

� exp�0� � 1. 

�كل عدد حقیقي من أجل  �، exp′��� � exp���.  

  .صحیحعدد   �وَ  حقیقیان عددان  �و �
  �  exp���  !         
  �  exp��� " exp���� � 1    

�) exp���� � #
���	� (  

  �  exp�� � �� � exp��� " exp���          

  �  exp�� � �� � ���	�
���$�     

  �  exp���� � �exp����%   )� ∈ '(  

�)والترمیز   )العدد  :  
   أي: الأسیةبالداّلة  1 صورة ھو   �العدد   �

exp�1� � � ≃ 2,72  

�ومن أجل  �الخاصیة حسب  � �  نجد: -
exp��� � �exp�1��% � �% )� ∈ ' ( 

���exp  اصطلاحاً: � �	   

�(من أجل كل  ∈ � (  

  .صحیحعدد   �وَ  حقیقیان عددان  �و �

  �  �. � 1                                   � ��	�� � �	  0   

�  �	 " �/	 � 1  �)  �/	 � #
01  0 (  

  �  �	2$ � �	 " �$                             �  �	/$ � 01
03     

�  �%	 � ��	�%   )� ∈ '(  

	 lim
	→28

�	 � �∞   
  lim
	→/8

�	 � �كل عدد حقیقي   من أجل  02 ،��	�� � �	  0  

  .�على  متزایدة تماماً  ''���''الداّلة  إذن:
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	�نعلم أنّ   من جدول التغیرات: ! 
� 0 9 �� 9 � :یعني 1 9 0
� �� � � :یعني         1 � 0
� 1 9 �� 9 0 :یعني  � 9 � 9 1
� �	 � :یعني           �   1

.عبارة جبریة �یمُكن أن یكون  

 : فإنّ ، �على  متزایدة تماماً  '':�)'' الداّلة  بمأنّ 

� �; = :یعني >�   >
� �; 9 = :یعني >� 9 >
� �; � = :یعني >� � >
. عبارتان جبریتان أو  عددان حقیقیان  <وَ  =

?@���A

(

 نتائج:
lim بمأنّ �

	→/8
�	 � ��B? فإنّ  02A عند   محور الفواصل كمُقارب یقبل�∞.

�exp�0  لدینا:� � �. � �exp′�0وَ  1 � 1
��B?  إذن:A  0عند النقطة ذات الفاصلة یقبل  ً :�∆�،  مماسا � � exp′�0� �� � 0� � exp�0�
:�∆�أي: � � � � 1.

:0عند  ′′exp′′للداّلة  تعریف العدد المشتقباستعمال �

limلدینا: 
	→.

���	�/���.�
	/. � exp′�0� ،:إذن �  lim

	→.
01/#
	 � 1.

�الداّلة � ↦ � � �للداّلة   أحسن تقریب تآلفيھي  1 ↦   0بجوار  	�

	�  أي: ≃ � � .0قریب من  �من أجل  1
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���F لدینا: ∘ H���� � �I�	�  
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  لرفع �الات �دم التعیين.   ت �سُ�تعمل هذه ا�نها� 

  

  
  
  

  

  

  
  
  
  

  

�)إشارة   � � -  

�∞                    0                    �∞   � 
+  -  �	 � 1 

  
 
  
  
  
  
  
  
  

���’‘لدراسة نھایة داّلة  ∘ J’’  
المبرھنة الخاصة  نستعمل 

  . بنھایة داّلة مركبة

���’‘وَ  '' J  ''للداّلتین  ∘ J’’  
    :حیث، Kعلى  نفس اتجاه التغیرّ

H  معرّفة علىK.  
ً  ''���'' الداّلة  لأنّ    . متزایدة تماما

?(J���A� � J����(J���  

��J)?إشارة  �A�   

���Jمن إشارة  �   

��J) :لأنّ �  !.  

�التزاید المقارن للداّلتین  � ↦ (��وَ   ↦ �:  

  � lim
	→28

01
	 � �∞   lim

	→/8
��	 � 0/    

�التزاید المقارن للداّلتین  � ↦ (��وَ   ↦ �L:  

  � lim
	→28

01
	M � �∞   lim

	→/8
�%�	 � 0/  

)L ∈ N∗(  

P نضع: � �	  
PQ=  بحل المعادلةنقوم بعد ذلك  � >P � R � 	� لأنّ ( في حالة وجودھا �نستنتج قیم  ثمّ  0  0 .(  

Sنأحذ قیم  �  الوضع. وذلك بالعودة إلى �لإیجاد   ! 
  

�Tالمعادلة التفاضلیة   � � UT ،  الحلول ھي الدوّال� ↦ R�;	 حیث R ∈ �.  

�Tالمعادلة التفاضلیة   � � UT � V ،  الحلول ھي الدوّال� ↦ R�;	 � <
R حیث ; ∈ �.  

��Wإذا أعُطي شرط مثلاً   �!� � T! ،  نعُوض في الحلول، نقوم بإجادR للمعادلة التفاضلیة. وحید ، ویصُبح الحل  

�U(Xلدراسة إشارة العبارة  � � V(� � Y �=>R Z 0�  
�∆نحلّلھ باستعمال الممیز   >Q � 4=R  

�  ∆ ! U(X� � V(� � Y � U�(� � S′��(� � S′′�  

�  ∆� !       U(X� � V(� � Y � U�(� � S��X  

�  ∆9 !             U(X� � V(� � Y  
القواعد المعروفة یمُكن تلخص إشارتھ في جدول باستعمال 

  لإشارة كثیر حدود من الدرجة الثانیة. 
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2�[)Uإشارة �^ � V 

`2	_�= :فإنّ  موجبین  <و  = :إذا كان � � >  0.  

`2	_�= :فإنّ   سالبین  <و  = :إذا كان � � > 9 0.  

`2	_�= :فإنّ  مختلفین في الإشارة، <و  = :إذا كان � � > 
  ولمعرفة إشارتھ الإشارة متغیرة 

`2	_�= نحل المعادلة والمتراجحات � � >  0،  

                                        =�_	2` � > 9 0،  

                                       =�_	2` � > � 0  

  مبرھنة وتعریف: 

>� بحیث Vعدد حقیقي وحید  یوجد  � =  0 ،
،  =للعدد  اللوغاریتم النیبیريیسمى ھذا العدد 

ln ونرمز إلیھ بالرمز '' < أي''  = � ln =.  

  الخاصیة الأساسیة:
;�0من حقیقیان عددان  �و � �∞�،  

�   ln���� � ln � � ln �  

  نتائج: 
;�0من حقیقیان عددان  �و �   . صحیحعدد  �وَ  ،�∞�

     � ln a#	b � � ln �    

     � ln a	$b � ln � � ln �   

     � ln��%� � � ln �   )� ∈ '(   

     � ln √� � #
Q ln �    

الداّلة اللوغاریتمیة النیبیریة'' نسمي ''
، ’’de’‘الداّلة التي نرمز إلیھا بالرمز 

من  �بكل عدد حقیقي ترُفق  والتي
�0; ln  العدد الحقیقي �∞� �.  

  نتائج من التعریف:
�من أجل  � ∈ �وَ  � ∈ �0;�∞�،  �	 � �� :یعني  � ln �    

�من أجل  � ∈ �0;�∞� ،�fg	 � �. 

�من أجل  � ∈ � ،ln��	� � �. 

.�  :بمأنّ  � � ln :فإنّ  1 1 � #�  :وَبمأنّ ، 0 � ln :فإنّ  � � � 1.  
  الداّلة العكسیةھي  ''deاللوغاریتمیة النیبیریة ''الداّلة  )1حسب النتیجة 

  .''���الأسیة النیبیریة '' للداّلة 

إلى   متناظران بالنسبة �de@�وَ  ���A@?في معلم متعامد ومتجانس، 

�المستقیم ذو المعادلة   �   . )المنصف الأوّل( �
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:ln لدینا: � ↦ ln���  َو
fg � �0;�∞�.  

@ @
  
  

  

�∞          (            1                    !    � 

+   �ln ��′ 
�∞     

  
                                           �∞  

ln � 

  

deإشارة  � �   

�∞                  1                         !    � 
+  -   ln � 

  

  

  

  

  

  

  

  

@ @
@ @

Zòàèß@òÄyýß  إشارة عبارة جبریة تتضمن  لدراسةأو متراجحاتو لحل معادلاتتسُتعملde.  

  
  
  
  
  
  
  
  

lnیكون للعدد  � �  إذا وفقط إذا كان:            معنى �   موجب تماماً)  lnما بعد ( 0 
���H  إذا وفقط إذا كان:   معنى ����ln�Hیكون للعدد  � ً  ln(ما بعد . 0    ) موجب تماما
���H  إذا وفقط إذا كان:   معنى |���ln|Hیكون للعدد  � Z 0  . 
���H  إذا وفقط إذا كان: معنى %����ln�Hیكون للعدد  � Z �  في حالة ،0 � 2i .زوجي  
                                                                   H��� �  في حالة ،0  � 2i �     فردي. 1

	 lim
	→28

ln � � �∞         
  lim
	j→.

ln � �

�∞
;�0من  �كل   من أجل �∞�،  �ln ��� � #

	  0  

;�0على  متزایدة تماماً  ''de''الداّلة  إذن: �∞�.  

lnنعلم أنّ   ln لأنّ (متغیرة الإشارة  � � ∈ �( 
  ومن جدول التغیرات:

� ln � 9 0 :یعني        0 9 � 9 1  
� ln � � � :یعني        0 � 1  
� 0 9 ln � 9 1 :یعني 1 9 � 9 �  
� ln � � � :یعني        1 � � 
� ln � � :یعني        1   �   

 )  lnاستعمل كلمة ما بعد  ( عبارة جبریة �یمُكن أن یكون  
;�0على  متزایدة تماماً  ''de'' الداّلة  بمأنّ    فإنّ  ،�∞�
� ln =  ln = :یعني <  >  
� ln = 9 ln = :یعني < 9 >  
� ln = � ln = :یعني < � >  
  . موجبتان تماماً عبارتان جبریتان  أو  موجبان تماماَ عددان حقیقیان  <وَ  =

1 
0 - - 

+ + 

+ 
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�ln لدینا: ∘ H���� � ln�H����  

@ @
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  نتائج:
lim بمأنّ  �

	j→.
k�� �   محور التراتیب كمُقارب لھ. یقبل �%�Bl فإنّ  ∞�

�ln�1  لدینا: � � �lnوَ  0 -�� � #
- � 1 

ً  1عند النقطة ذات الفاصلة یقبل  ��Bfg  إذن: :�′∆�،  مماسا � � �ln -�′�� � 1� � ln 1        

:�′∆�أي: � � � � 1. 

   1عند  ′′ln′′للداّلة  تعریف العدد المشتقباستعمال  �

 lim
m→.

fg�#2m�/fg�#�
m � lim

	→#
fg�	�/fg�#�

	/# � �ln lim  � إذن:، 1�′
	→.

fg�	2#�
	 � lim

	→#
fg�	�
	/# � 1.  

�الداّلة  � ↦ � � �للداّلة   أحسن تقریب تآلفيھي  1 ↦ ln   1بجوار  �

ln  أي: � ≃ � �   .1قریب من  �من أجل  1
  

de’‘لدراسة نھایة داّلة  ∘ J’’  
المبرھنة الخاصة  نستعمل 

  . بنھایة داّلة مركبة

de’‘وَ  '' J  ''للداّلتین  ∘ J’’  
    :حیث، Kعلى  نفس اتجاه التغیرّ

H و معرّفة ً   .Kعلى  موجبة تماما
ً  ''de'' الداّلة  لأنّ    . متزایدة تماما

  �de�J������ � Jn���
J���  

   ملاحــــظة:

�de|J���|�� � Jn���
J���  

?@���A 

( �@de� 

( 
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  لرفع �الات �دم التعیين.   ت �سُ�تعمل هذه ا�نها� 

  

  
  
  

  

  

  
 
  
  
  
  

  

  
  
  
  
  
  

  . oنعُين أولا مجمو�ة التعریف   lnلحل معادلات (أو مترجحات) تتضمن  ملاحظة #مة !داً:

  

  

  

 

 
  

	  lim
	→28

�	 � �∞    
  lim
	→/8

�	 � 02  

� lim
	→.

01/#
	 � 1  

�  lim
	→28

01
	 � �∞   

  lim
	→/8

��	 � 0/  

�  lim
	→28

01
	M � �∞   

  lim
	→/8

�%�	 � 0/  

  

) � ∈ N∗  (  

	  lim
	→28

ln � � �∞    
  lim
	j→.

ln � � �∞  

� lim
	→.

fg�	2#�
	 � lim

	→#
fg�	�
	/# � 1  

�  lim
	→28

fg 	
	 � 02     lim

	j→.
� ln � � 0/  

�  lim
	→28

fg 	
	M � 0

2     lim
	j→.

�% ln � � 0/  

  

 ) � ∈ N∗  (  

�التزاید المقارن للداّلتین  � ↦ de��وَ   ↦ �:  

  � lim
	→28

fg	
	 � 02      lim

	j→.
� ln � � 0/    

�التزاید المقارن للداّلتین  � ↦ de��وَ   ↦ �L:  

  � lim
	→28

fg	
	M � 0

2    lim
	j→.

�% ln � � 0/  

)L ∈ N∗(  

P نضع: � ln �  
PQ=  بحل المعادلةنقوم بعد ذلك  � >P � R � � لأنّ ( في حالة وجودھا �نستنتج قیم  ثمّ  0  0 .(  

  وذلك بالعودة إلى الوضع. �لإیجاد   Sنأحذ قیم  �

��U�deلدراسة إشارة العبارة  ���X � Vde��� � Y  �=>R Z 0�  
�∆نحلّلھ باستعمال الممیز   >Q � 4=R  

�  ∆ ! ،U�de����X � Vde��� � Y � U�de� � S′��de� � S′′�  

�  ∆� !، U�de����X � Vde��� � Y � U�de� � S��X  

�  ∆9 !،     U�de����X � Vde��� � Y  
  الثانیة. یمُكن تلخص إشارتھ في جدول باستعمال القواعد المعروفة لإشارة كثیر حدود من الدرجة  

�[�Udeإشارة � � ^� � V  
= تنحل المعادلة والمتراجحا � ln�p� � q� � >  0،  

                                         = ln�p� � q� � > 9 0،  
                                        = ln�p� � q� � > � 0  
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< <

< <

< <

< <

@ @
����بالعبارة:  �داّلة معرّفة على  �  � �� � ��	
� � حیث  �

تمثیلھا البیاني في مستو منسوب   ���عددان حقیقیان ولیكن   �وَ  �

;��إلى معلم متعامد ومتجانس  ��; ��� .  

)بقراءة بیانیة للمنحنى 1��� :  

  .���2′�، ���0، ����3أ) عیّن   
  . ���′�إشارة   �ب) عیّن حسب قیمّ    
  
  
  
  
. �مشتقة الداّلة   ′�) عینّ، مع التبریر، المنحنى المُمثل للداّلة 3)، (2)، (1ج) من بین المنحنیات الثلاثة ( 

  
����، �من  �)أ) بیّن أنّھ من أجل كل  2 � �� � 3�	
� � 3 .  
  .�ب) شكّل جدول تغیرّات الداّلة   

  یقبل مستقیما مقاربا یطُلب تعیین معادلة لھ. ���جـ) بیّن أنّ    

����د) بیّن أنّ المعادلة    � ;�0تقبل في المجال   �2   .1,52وَ  1,50محصور بین   �حلا وحیدا   �∞�
���!كما یلي:   �المعرّفة على  !)نعتبر الداّلة  3 � ��� � 4�	
  العدد الحقیقي حیث:  #ولیكن  �

# � $ ����%�&

'.  

  .�على  �ثمّ استنتج داّلة أصلیة للداّلة   ���′!أ) احسب    
4,5مُبررا الحصر التالي   #ب) أعط تفسیرا بیانیا للعدد     ( # (   بإعتبارات بیانیة مَحضة.  5
 .#جـ) احسب العدد    
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@ @
����بالعبارة:  � الداّلة المعرّفة على مجموعة الأعداد الحقیقیة �  )لتكن1 � 	'� � 	� � � � 2.  

lim نَقبل أنّ (. ∞� وعند ∞� عند � أ. احسب نھایة الداّلة  
�→-.

�
/01 � 0 (  

����2تحُقق:  ′� وأنّ داّلتھا المشتقة �  قابلة للاشتقاق على � ب. بیّن أنّ الداّلة   � �	� � 1��2	� � 1� .  
  وشكّل جدول تغیراتھا. � ثمّ استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة ���′�  إشارة �  جـ. ادرس حسب قیم  
;��  والمتجانسفي المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد  � منحنى ���) 2 ��; ;∞�3 على المجال ��� 13  
4 الذي معادلتھ �%� أ. بیّن أنّ المستقیم   � �� �   .∞� بجوار ��� مُقارب مائل للمنحنى 2

  . �%� والمستقیم ���  ادرس الوضعیة النسبیة للمنحنى    
���� ب. بیّن أنّ المعادلة   � �2,11  حیث 5و � تقبل حلین 0 ( � ( 0,81وَ  �2,10 ( 5 ( 0,82 
  فسّر النتیجة ھندسیاً.و
  .��� والمنحنى �%�جـ. ارسم المستقیم    
;∞�3 على المجال � للداّلة ! )عیّن داّلة أصلیة3 13. 

  

@ @
����بالعبارة:  �∞�;��1 المعرفة على المجال � جدول التغیرّات المُقابل ھو للداّلة � �� � 1�	7
�،    

تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد   ��� لیكن

;��  والمتجانس ��; ���.  

  1في النقطة ذات الفاصلة  ���  المماس للمنحنى �∆�  )بیّن أنّ معادلة1

4 ھي: � �� � 3.  
  

  

���9بالعبارة:  �∞�;��1  ھي الداّلة المعرّفة على المجال 9) 2 � ��	7
� � 1.  
  . 9 ادُرس اتجاه تغیرّ الداّلة -أ  
  . �∞�;��1 المجالعلى  ���9 ، ثمّ استنتج إشارة�9�1  احُسب-ب  
���:بالعبارة:  �∞�;��1  ھي الداّلة المعرّفة على المجال :) 3 � �� � 1�	7
� � � � 3.  
���:، �∞�;��1  من المجال  �  لاحظ أنّھ من أجل كل-أ   � ���� � � �   ، ثم استنتج أنّ: 3

lim
�→-.

:��� � �∞.  

���2:، �∞�;��1  من المجال �  بیّن أنّھ من أجل كل-ب   �   .:  تغیرّات الداّلة، ثم استنتج جدول ���9
���:تحقّق أنّ المعادلة: -جـ   �   یطُلب تعیینھ.  �∞�;��1  تقبل حلا وحیدا في المجال 0

  . �∆�  بالنسبة إلى المستقیم ���  ، ثمّ استنتج وضعیة المنحنى���:  حددّ إشارة -د  

 والمنحنى �∆� أنشئ كلا من المماس-ھـ  ��� . 

  

@ @

����كما یلي:  ∗�  معرّفة على � الداّلة العددیة � 2� � 1 � 7
/1
تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب   ���و  7

;�� إلى المعلم المتعامد المتجانس ��; ���.  
lim أ) احسب-1

�<→&
limو ����

�=→&
  . فسّر النتیجتین ھندسیا. ����

lim  ب) احسب  
�→-.

limو  ����
�→
.

����.  
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4 ذا المعادلة �∆� أ) بیّن أنّ المستقیم-2 � 2� �  ، مُقارب مائل للمنحنى1���.  

����غیر معدوم، فإنّ: � ب) تحقّق أنّھ، من أجل كل عدد حقیقي   � 2� � 2 � /1
/1
 لمستقیم، ثمّ استنتج أنّ ا7

4  ذا المعادلة �′∆� � 2� �   ، مُقارب للمنحنى2��� .  

����2غیر معدوم، فإنّ: � بیّن أنھّ، من أجل كل عدد حقیقي-3 � '/01
>/1-'
�/1
7�0.  

  ، ثمّ شكّل جدول تغیرّاتھا.� استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة  

و �′∆�، �∆� مثلّ بیانیا كلاً من-4��� .  

$احسب العدد:-5 ����%�'
 ، ثمّ فسره ھندسیا. 7

  

@ @
;�0  معرّفة على � الداّلة العددیة ����كما یلي:  �∞� � 6�1 � 2��	
� � 5    

;�� تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ��� ��; ���.  

I(1احسب (  lim
�→-.

lim  یعُطى(ثمّ فسّر النتیجة ھندسیاً.  ����
�→-.

�	
� � 0(  

  ثمّ شكّل جدول تغیرّاتھا. � )ادرس اتجاه تغیرّ الدالة2  

  )أنشئ3  ���.  

����  )أ) بیّن أنّ المعادلة4   � ;�0  تقبل في 3,5   حیث: 5، �  حلین مختلفین 73
0,7 ( � ( 2,9وَ  0,8 ( 5 ( 3 .  

;�0  ب) حل بیانیاً في المجال     ����المتراجحة:  73 B 3,5  .  
;�0  المعرّفة على 9  بحیث تكون الداّلة �، � )أ) عینّ العددین الحقیقیین5     بـ:  73

9��� � ��� � ��	
;�0 المعرّفة على :  داّلة أصلیة للداّلة � ���:بــ:  73 � 6�1 � 2��	
�.  
;�0 على � ب) استنتج داّلة أصلیة للداّلة     73.  
IIالكلفة الھامشیة( �C �0  ینتمي إلى المجال �(مقدرة بالطن) من منتوج، حیث  � لصناعة كمیة; 73  
����Cأي:  � تنُمذج بالداّلة   �   (الكلفة مقدرة بملایین الدنانیر).  ����

10 )حددّ كمیة المنتوج بحیث تكون الكلفة الھامشیة أقل ما یمكن، وما ھي قیمة ھذه الكلفة؟ (تدُور النتیجة إلى1  ' (  
  ملیون دینار؟ 3,5 )ما ھي كمیات المنتوج التي من أجلھا لا تتجاوز الكلفة الھامشیة2  
  مشیة.)نذُكّر أنّ دالة الكلفة الإجمالیة دالة أصلیة لدالة الكلفة الھا3  

����Dمعرفة بــ: �D أ) بیّن أنّ الكلفة الإجمالیة     � �12� � 6�	
� � 5� � E حیث  E  .عدد حقیقي  
��D�0 ملیون دینار (أي 2إذا علمت أنّ المصاریف الثابتة  E  ب) حددّ قیمة     � 2 .( 

  

@ @

����بِــ: �الداّلة المعرّفة على  � � F/G1
/G1-7� 3.  

;��منحناھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ��� ��; ���.  

����لدینا:  �)أ) بیّن أنّھ من أجل كل عدد حقیقي 1 � F
/1-7� 3 .  

  ؛ ثمّ فسّر النتیجتین ھندسیا. ∞�وعند  ∞� عند  � ب) احسب نھایة الداّلة  
  ثم شكّل جدول تغیراتھا. � )ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة2

  مع محور الفواصل. ���)أ) جِد فاصلة نقطة تقاطع المنحنى 3
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  .�Ω�0;�1في النقطة   ���للمنحنى  ��Hب) اكتب معادلة المماس   

�����لدینا:  �جـ) بیّن أنّھ من أجل كل عدد حقیقي    � ���� �   یقبل مركز تناظر.  ���ثم استنتج أنّ  �2

  في نفس المعلم.  ���لمنحنى  وا ��Hد) أرسم المماس   

�والمستقیمات التي معادلاتھا:  ���)أحسب مساحة الحیز المستوي المُحدد بالمنحنى  4 � 0 ،� � � ln 3   

4وَ  � 0. 

���:بِــ: �الداّلة المعرّفة على   :) 5 � ;��منحناھا البیاني في المعلم   ���L، و�|�|�� ��; ���.  
  داّلة زوجیة. :أ) بیّن أنّ    

 ثمّ ارسمھ في نفس المعلم السابق.  ���L، اشرح كیف یتم رسم المنحنى  ���ب) اعتماداً على المنحنى   

  

@ @
����كما یلي:  �المعرّفة على   �الداّلة العددیة للمتغیرّ الحقیقي   � � 	� � 2	
� � 3 .  

  اختر الجواب الصحیح من بین الأجوبة الثلاثة المقترحة مع التعلیل. 
  الإجابة جـ)   الإجابة ب)   الإجابة أ)                            

����حلّي المعادلة   1 � lnو  0  ھما  0 �و  0  2 ln lnو  0  2 3  

 �M ∞� ∞�  ھي ∞�یؤول إلى  �عندما  ����نھایة    2

''NOPعلى المجال   3 ; �∞N  لیست رتیبة   متناقصة تماما   متزایدة تماما  �الداّلة  

4  Q   �0على المجال  �القیمة المتوسطة للداّلة; 23 ،
  إلى الوحدة ھو: Qمُدوّر  

1  2  1  -  

 

  

@ @

�Rحیث  �Rالمعرّفة على   �  نعتبر الداّلة � 3�∞; 0� ∪ ����كما یلي: �∞�;30 � 7
' 	

� � 7
/1
7  

;��تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ��� ��; ���.  

lim)أ) احسب النھایات: 1
�→
.

���� ،lim
�<→&

limوَ  ����
�=→&

  وَفسّر بیانیا النتائج المُحصل علیھا. ����

limایة ب) احسب النھ  
�→-.

���� .  

���′�، �Rمن  �)أ) بیّن أنّھ من أجل كل  2 � 7
' 	

� � /1
�/1
7�0 .  

  ثمّ شكّل جدول تغیراتھا. �ب) استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة   

4ذا المعادلة  �∆�مع المستقیم  ���)ادرس الوضعیة النسبیة للمنحنى  3 � 1.  

 ــ4 lnعند النقطة ذات الفاصلة   ���المماس للمنحنى   ��H)عیّن معادلة ل 3 .  

;30المعرّفة على  9)نعتبر الداّلة  5 ���9كما یلي:  �∞� � ���� � T
F �� � ln 3� � 1.  

   .9الجدول المُقابل یمُثل جدول تغیرات الداّلة 
9�lnأ) احسب       . �حسب قیم   ���9واستنتج إشارة   �3

;30ب) ادرس على المجال     بالنسبة إلى  ���وضعیة المنحنى   �∞�

  ، ثمّ فسّر ذلك بیانیا.��Hالمماس 
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��ln)احسب 6 ;∞�3على المجال  ���وَ  ��Hثمّ أرسم المماس  �2 0� ∪ 30; 33.

@ @
I(  9كما یلي :  �الداّلة المعرّفة على  9لتكن��� � 2� � 1 � 	'� .

 .9)ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة 1
. ���9)استنتج إشارة 2

II  كما یلي :  �معرّفة على ال �)نعتبر الداّلة���� � �' � � � 7
' 	

'�

;�� تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ��� ��; ‖��‖حیث  ��� � 2VQ.

lim  )احسب1
�→
.

limوَ  ����
�→-.

lim  یعُطى:( .����
�→-.

/01
�0 � �∞(

ثمّ شكّل جدول تغیرّاتھا. � )ادرس اتجاه تغیرّ الدالة2
����  )أ) بیّن أنّ المعادلة3 � �0,25حیث   �تقبل حلا وحیدا   0 ( � ( �0,24.

;X0إحداثیاھا  Wیقبل نقطة انعطاف   ���ب) أثبت أنّ المنحنى   
7' Y.

 .Wفي النقطة  ���للمنحنى   ��Hجـ) اكتب معادلة المماس 
وَ  ��Hارسم )4���. 

والمستقیمات التي معادلاتھا ���للحیز المستوي المحددّ بالمنحنى   ���W)أ) احسب بالسّنتمتر مربع المساحة  5

� � 0 ،� � �4و  � 0 .

��Wب) تحقّق أنّ � � 7
Z �4�

Z � 12�' � 6� � 3�VQ'.

@ @
I(  �0المعرّفة على  9نعتبر الداّلة العددیة; ���9بِـ : �∞� � 1 � �1 � ��	
�-7.

;�0من  �ثمّ بیّن أنّھ من أجل كل   9ادرس اتجاه تغیرّ الداّلة  �∞� :9��� [  . (لا یطُلب حساب النھایات) 0
II  �0معرّفة على المجال  ال �)نعتبر الداّلة العددیة; ����بِـ :  �∞� � � � �	
�-7
;��  تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ���و ��; ��� .

lim  )أ. احسب1
�→-.

4ذو المعادلة   �∆�. ثمّ بیّن أنّ المستقیم ���� � مقارب للمنحنى  ����. 

.�∆�بالنسبة إلى المستقیم  ���ب. ادرس وضعیة المنحنى 

;�0من المجال  �)بینّ أنّھ من أجل كل  2 �∞� :�2��� �  .� ثمّ شكّل جدول تغیرّات للداّلة ���9
���� ة)بینّ أنّ المعادل3 � 3,75حیث  �تقبل حلاً وحیداً   4 ( � ( 3,77.

وَ  �∆�، ��Hارسم   ثمّ   1عند النقطة ذات الفاصلة  ���للمنحنى   ��H)اكتب معادلة المماس 4���. 

;�0المعرّفة على   !)نعتبر الداّلة العددیة 5 ���!كما یلي:  �∞� � 7
' �

' � �� � 1�	
�-7.

;�0على المجال   �ھي داّلة أصلیة للداّلة   !أ. بیّن أنّ الداّلة  �∞�.

$ب. أوجد القیمة المضبوطة للعدد  ����%�F
، ثمّ أعط تفسیرا ھندسیا لھذا العدد. 7

0(مقدرة بآلاف الوحدات) حیث  [لإنتاج كمیة  \�)تنمذج الكلفة الھامشیة 6 B ] B المعرّفة سابقا �بالداّلة  7
�[�\�أي:  � [حیث: �[�� ∈ �0;  . (الكلفة الھامشیة مقدرّة بملایین الدنانیر) 73
 ملایین دینار؟  4أ. ما ھي كمیة المنتوج التي من أجلھا لا تتجاوز الكلفة الھامشیة  
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حسب القیمة المتوسطة للكلفة الإجمالیةھي داّلة أصلیة لداّلة الكلفة الھاشمیة. ا �Dب. نذكّر أنّ داّلة الكلفة الإجمالیة 
وحدة.  4000وحدة و 1000عندما تنتج الشركة ما بین  

@ @
I (9   3الداّلة العددیة المعرّفة على المجال�∞; ���9كما یلي : 03 � 2� � 6 � 	'�-7.

lim)أ) احُسب 1
�→
.

9��� .

;∞�3على المجال  9س اتجاه تغیرّ الداّلة ب) ادر ثمّ شكّل جدول تغیرّاتھا. 03
���9  )أ) بیّن أنّ المعادلة2 � �3حیث   �تقبل حلا وحیدا   0 ( � ( �2,9.

;∞�3على المجال   ���9استنتج إشارة  ب) 03.
II (� 3معرّفة على المجال الداّلة ال�∞; ����كما یلي : 03 � �2�' � 12� � 	'�-7

;��  تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد ��� ��; ���.

. 0,5VQوعلى محور التراتیب   1VQحیث الوحدة على محور الفواصل 
;∞�3من المجال   �)أثبت أنّھ من أجل كل عدد حقیقي 1 03 :�2��� � �29���.
;∞�3على المجال  � )استنتج اتجاه تغیرّ الداّلة2 03 .
lim  )احسب3

�→
.
 .�ثمّ شكّل جدول تغیرّات الداّلة  ����

���)بینّ أنّ: 4� � �2��� � 5� � ;��4على المجال  ���  ، ثمّ ارسم����وأعط حصرا للعدد   6 03.

التكامل: �)احسب بدلالة 5
7
'$ ����%�&

ثمّ فسّر النتیجة بیانیا. _
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< <

< <

< <

< <

@ @
����  لدینا: � �� � ���	
 � �وَ  � �   عددان حقیقیان. �وَ  �، حیث �

  ،����)بقراءة بیانیة للمنحنى  1

  :����′�، ����، ����� أ) تعیین

����3من البیان لدینا:  � ���0؛ �3 � 0    

�����2وَ                   �   ).مُوازي لمحور الفواصل ) ��المماس عند النقطة ذات الفاصلة (( 0

��′� إشارة �ب) تعیین حسب قیّم  � :  
�2;∞��على المجال   متزایدة تماما � من البیان لدینا:� �  ∞�                         ��                              ∞�  إذن:   ∞�;�2 على المجال   متناقصة تماماو 

-  +  �′��� 

   لأنّ: )2(  المنحنى ھو �مشتقة الداّلة  ′�ج) المنحنى المُمثل للداّلة 

�من أجل   � ∈ ��∞;�2����′�أي: فوق محور الفواصلیقع  )2المنحنى (،  " 0 . 

�ومن أجل   � ∈ ���′�أي: تحت محور الفواصلیقع  )2المنحنى (،  ∞�;�2  # 0.  

���، �من  �)أ) تبیان أنّھ من أجل كل 2� � �� � ��$	� � � :  

����3% لدینا: ،)أ) 1من  � �3��0� � 0							����2� � ���′�  :بحیث 		0 � 1�	
 � �	
�� � �� � �1 � � � ���	
   

��3%  ومنھ:              � ���	�	(� � � � �3	�0 � ���	) � � � 0													�1 � ��2� � ���	�	*� 	� ��3% أي: 0 � ���( � � � �3	… �1�� � � � 0	……………… . �2��3 � ���* 	� 0	…………�3�        

�  نجد:) 3من ( � � نجد:) 2، وبالتعویض في (3 � ����إذن: ، �3 � �� � 3��	
 � 3 .  

 �  ∞�                         ��                    -        ∞�  : �  ب) تشكیل جدول تغیرّات الداّلة

-  +  �′��� 

                                 $� � �  
  ��                                                            �∞  

���� 


lim بحیث،→	2 ���� � lim
→	2 �� � 3��	
 � 3� � 3لأنّ:  ∞� lim
→	2�� � 3� � �∞lim
→	2 �	
 � �∞						    


lim  وَ       →42 ���� � lim
→42 �� � 3��	
 � 3� � lim
→42 5 
67 � (67 � 38 � �3  

����2  وَ         � ��2 � 3��	�	*� � 3 � �* � 3  

2-  
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  دلة لھ:یقبل مستقیما مقاربا یطُلب تعیین معا  ���� جـ) تبیان أنّ 


lim  بمأنّ:→42 ���� � �3،  

9المستقیم ذو المعادلة  فإنّ:  �   .  ∞�عند  �:�مُقارب لــ (المُوازي لمحور الفواصل) �3

���  د) تبیان أنّ المعادلة� � ,> محصور بین ;حلاً وحیداً    ∞�;�   المجالتقبل في  �� ,>وَ  �< >�:  
;0 على المجال  تمامامستمرة ومتناقصة   �لدینا:   �  )  ∞�;�2 على المجال   متناقصة تماما لأنھّا(  ∞�

���0?ولدینا:  � � 0														lim
→42 ���� � �2  أي:، �3 ∈ ��3; 0�    

����المعادلة  حسب مبرھنة القیم المتوسطة  إذن: � ;0 تقبل في المجال  �2   .  -حلاً وحیداً    ∞�

���1,50@وبمأنّ:  ≃ �1,996��1,52� ≃   ) ���1,52	و  ���1,50محصور بین   - 2( أي:، �2,011

1,50 فإنّ: E - E 1,52.  

���F)لدینا: 3 � ��� � 4��	
H�وَ   � Iالعدد الحقیقي حیث: I؛ � � J ����K�)	*.  

��′L  أ) حساب�:  F′��� � �1 M �	
 � �	
��� � 4� � ��1 � � � 4��	
 � �� � 3��	
  
  :�على   � ج داّلة أصلیة للداّلة نتااست

���′F  :بمأنّ  � �� � 3��	
�أصلیة للداّلة  F :فإنّ   ↦ �� � 3��	
   
� :وبالتالي  ↦ F��� �   . �ھي أصلیة للداّلة  �3

  :Oب) إعطاء تفسیرا بیانیا للعدد 

� ستقیمین اللذّین معادلتیھما: الفواصل والموحامل محور  �:�  مساحة الحیزّ المستوي المحددّ بالمنحنىھو  Iالعدد   � �2، � � 0.  
,P  تبریر الحصر التالي > E O E   باعتبارات بیانیة مَحضة: <

   :Oجـ) حساب العدد  

I  لدینا: � J ����)	* K� �  ��� � 4��	
 � 3��	*)
 

I ومنھ: �  ��0 � 4��	) � 3�0�� � Q����2� � 4��	�	*� � 3��2�R  

I  وعلیھ: � �4 � ��2�* � 6� � �10 � 2�*.   

  

@ @
����  لدینا:)1 � �*
 � �
 � � � �وَ  2 � �.  

�STU (علماً أنّ  :∞� وعند ∞� عند �  أ. حساب نھایة الداّلة→42 �$�� � �(  


limلدینا:  �→	2 ���� � lim
→	2��*
 � �
 � � � 2� � 3لأنّ:  ،∞� lim
→	2 �*
 � lim
→	2 �
 � 0lim
→	2��� � 2� � �∞						. 


lim  وَ  �→42 ���� � lim
→42��*
 � �
 � � � 2� � lim
→42 V�*
 51 � W67 � 
6X7 � *6X78Y � �∞، 

3لأنّ:  lim
→42 �*
 � �∞																																				
lim
→42 W67 � lim
→42 
6X7 � lim
→42 *6X7 � 0 .  

���� تحُقق، ′� وأنّ  � قابلة للاشتقاق على �  ب. تبیان أنّ الداّلة� � �$� � <���$� � <� :  
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�   وھي: �على   مجموع دوّال قابلة للاشتقاق لأنھّا �على  قابلة للاشتقاق � ↦ �*
�؛  ↦ ��
�وَ   ↦ �� � 2،  
�����  ولدینا: � 2�*
 � �
 � 1 )1 (  


�� ولدینا من جھة أخرى: � 1��2�
 � 1� � 2�*
 � �
 � 2�
 � 1 � 2�*
 � �
 � 1 )2( 

�����إذن: � ��
 � 1��2�
 � 1�.  

  وتشكیل جدول تغیراتھا: �  ثمّ استنتاج اتجاه تغیرّ الداّلة ���′� إشارة �  جـ. دراسة حسب قیم
�$�من إشارة  �����إشارة   � �$�لأنّ:  �> � < Z �   �
 � 1 Z 
�  یعني 0 Z � وعلیھ 1 Z ln1 :أي � Z 0  �
 � 1 � 
�  یعني 0 � � وعلیھ 1 � ln1 :أي � � 0  �
 � 1 E 
�  یعني 0 E � وعلیھ 1 E ln1 :أي � E 0  �∞                            0                           �∞  � 

+  -  �′��� 

�على المجال  متناقصة تماما � إذن:�∞; 0�;0 على المجال   متزایدة تماما، و �∞ .  
 �  ∞�             -           0            \                 ∞�    جدول تغیرّاتھا كالتالي:ون ویك

+  -  �′��� �∞                                                          �∞  
  
                                  ��  

���� 

;[�  جانسالمعلم المتعامد والمت في المستوي المنسوب إلى � منحنى �:�) 2 _̂; � على المجال �̀_�∞; 1�  
b الذي معادلتھ ��a  المستقیمأ. تبیان أنّ  � �� �   :∞�  بجوار ���  مُقارب مائل للمنحنى �


lim  لدینا:→	2 ���� � ��� � 2�� � lim
→	2��*
 � �
� � 
limلأنّ: ، 0→	2 �*
 � lim
→	2 �
 � 0 .  

9 الذي معادلتھ ��K المستقیم إذن: � �� �   . ∞� بجوار �:� مُقارب مائل للمنحنى 2
  : ��a  والمستقیم ���  النسبیة للمنحنىدراسة الوضعیة 

���ندرس إشارة الفرق � � ��� � ���� لدینا:، �� � ��� � 2� � �*
 � �
 � �
��
 � 1�  
����إشارة الفرق  � ��� � 
��من إشارة   �2 � 1�  �∞                            0                            �∞   � 

+ - �
 � 1 

+  -  ���� � ��� �   یقع  �:� �2
      ��K فوق

  یقع  �:�
  ��K  تحت

 الوضع النسبي 

���  ب. تبیان أنّ المعادلة � � ,��  حیث cو  ;  تقبل حلین � << E ; E ��, ,�و  �> d< E c E �, d� 
  وتفسیر النتیجة ھندسیاً:

  :;بالنسبة لـ  
�على   متناقصة تماما لأنھّا(  �2,10;�2,11�على المجال   متناقصة تماما و مستمرة � ��∞; 0� ( 

@  ولدینا: � ���2,11� ≃ 0,00346���2,10� ≃ ����2,11 أي: �0,00746 M ���2,10� E 0   

����  دلةمعاال مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن: � �2,10;�2,11�في المجال   - تقبل حلاً وحیداً  0 .    

�:� 
  ��K یقطع
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  :c  بالنسبة لـ
0,81�على المجال   متزایدة تماماو مستمرة � �; ;0 على  متزایدة تماما لأنھّا(  0,82 �∞ ( 

���0,81@  ولدینا: � ≃ �0,0048��0,82� ≃ ���0,81 أي: 0,0646 M ��0,82� E 0   

����  المعادلة سطةمبرھنة القیم المتوحسب  إذن: � 0,81�في المجال   \ تقبل حلاً وحیداً  0; 0,82 .    
  .\و -المنحنى یقطع حامل محور الفواصل في نقطتین فاصلتیھما،  تفسیر النتیجة ھندسیاً:

  :���  والمنحنى ��a جـ. رسم المستقیم

 
�  على المجال  � للداّلة L )تعیین داّلة أصلیة3�∞; <� :  

�على المجال   مستمرة �  بمأنّ �∞; 1����F    من الشكل دوّال أصلیة تقبل  فإنھّا،  � W* �*
 � �
 � W* �* � 2� � g  حیث)g ∈ �.( 

  

@ @
����  لدینا: � �� � 1��W	
�وَ   �  �1;�∞   .  

b ھي، 1في النقطة ذات الفاصلة  ����  المماس للمنحنى �∆� ادلةأنّ مع )تبیان1 � �� � � :  

9من الشكل:   �∆�معادلة  � ���1��� � 1� � ��1�  

����1@ولدینا:  � �1�W	W � �1			��1� � �1 � 1��W	W � �����  بحیث، 2 � 1�W	
 � �W	
�� � 1� � ���W	
 .  

9 د:بالتعویض نج � ��� � 1� � :�∆�إذن: 2 9 � �� � 3.  

���j  لدینا:)2 � ���W	
 � k�  وَ  1 �  �1;�∞  .  

2-1-2-3-4-5

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

��� 

�a� 

- \ 
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���′j    ولدینا:،  ∞�;�1 قابلة للاشتقاق على المجال   l:  j  دراسة اتجاه تغیرّ الداّلة-أ � �1 M �W	
 � �W	
 M ���� � �� � 1��W	
.  
��من إشارة   ���′jإشارة   � 1�   �∞                             1                            �<    � 

+  -  j′��� 

;�1 على المجال  متناقصة تماما j إذن: 1�;1 على المجال   متزایدة تماما، و �∞ .  
  : ∞�;>�   على المجال ���l  ، ثمّ استنتاج إشارة�>�l  حساب-ب

�j�1  لدینا: � ��1� M �W	W � 1 � �1 � 1 � 0  

���j،   ∞�;�1 من المجال  �من أجل كل   الي:وبالت  " j�1�  :أيj��� " 0.  

���m  لدینا:)3 � �� � 1��W	
 � � � n�  وَ  3 �  �1;�∞ .  
���m،  ∞�;�1   من المجال �  نلاحظ أنّھ من أجل كل-أ � ���� � � � 3 � ���� � 9�∆� ،  

�STU  استنتاج أنّ →42 o��� � �∞ :  


lim  لدینا �الداّلة  من جدول تغیرّات→42 ���� � 
lim وبمأنّ ، 0→42�� � 3� � 
limفإنّ:  ∞�→42 m��� � �∞.  

���o،   ∞�;>�   من المجال �  تبیان أنّھ من أجل كل -ب� � l��  :o  ، ثم استنتاج جدول تغیرّات الداّلة�
���m  لدینا: � ���� � � � ����m ومنھ: 3 � ����� � 1 � ���W	
 � 1 � j��� " 0  

 �        >�                            1                              ∞�   ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي:،  ∞�;�1 على المجال  متزایدة تماما m وبالتالي:

+  +  m′��� �∞         
  

                                                                �P  

m��� 

�m��1  بحیث: � ���1� � ��1� � 3 � 0 � 4 � �4 .  
��oالتحقّق أنّ المعادلة  -جـ� �   یطُلب تعیینھ:  ∞�;>�   تقبل حلا وحیدا في المجال �
� m �1 على المجال   متزایدة تماماو مستمرة;�∞ . 

?ولدینا:  � m��1� � �4lim
→42 m��� � 0أي: ، ∞� ∈  �4;�∞   

���mالمعادلة   القیم المتوسطة ھنةمبرحسب  إذن: �    ∞�;�1   تقبل حلا وحیدا في المجال 0
  تعیین الحل: 

���m  بمأنّ  � ���� � ���mحل المعادلة    وبالتالي:، فاصلة نقطة التمّاس ھي الحل فإنّ  �∆�9 � �ھو 0 � 1 .  

 �                  >�                              1                            ∞�  :�∆�  تقیمبالنسبة إلى المس ����  ، ثمّ استنتاج وضعیة المنحنى���o تحدید إشارة-د

+ - m��� 

+  -  ���� � ��� � 3� �:  یقع  �

    �∆� فوق
  

�:  قع ی �

  �∆�تحت  

 الوضع النسبي 

+ 
+ + 

- - - 

�:� 
 �∆� یقطع
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  : ����  والمنحنى �∆� إنشاء كلا من المماس-ھـ

 
  

@ @

����لدینا:  � 2� � 1 � W67	W  َو � � �∗ � ��∞; 0 ∪ �0;�∞  .  

�STU أ) حساب-1r→� ����STUو  �s→� ���  ھندسیاً:، وتفسیر النتیجتین �


limلدینا: r→) ���� � lim
r→) 52� � 1 � W67	W8 � 
lim وَ  ،∞�s→) ���� � lim
s→) 52� � 1 � W67	W8 � �∞  

 لأنّ:

tuv
uwlim
→)�2� � 1� � �1lim
r→)��
 � 1� � 0	

lim
s→)��
 � 1� � 04.  

:�لــ ربقامُ حامل محور التراتیب  التفسیر الھندسي للنتیجتین:� .  

�STU  ب) حساب→42 ����STUو  �→	2 ����:  

� lim
→42 ���� � lim
→42 52� � 1 � W67	W8 � 3لأنّ: ∞� lim
→42�2� � 1� � �∞lim
→42��
 � 1� � �∞. 

� lim
→	2 ���� � lim
→	2 52� � 1 � W67	W8 � 3لأنّ: ∞� lim
→	2�2� � 1� � �∞lim
→42��
 � 1� � �1.  

2 3 4 5 6-1-2

2

3

-1

-2

0 1

1

x

y

���� 
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b  ذا المعادلة �∆�  أ) تبیان أنّ المستقیم-2 � �� �   : ����  ، مُقارب مائل للمنحنى>


lim  لدینا:→42 ���� � �2� � 1�� � lim
→42 5 W67	W8 �   ؛ 0


lim  وَ  →	2 ���� � �2� � 1�� � lim
→	2 5 W67	W8 � �1   

9 ذا المعادلة �∆� المستقیم إذن: � 2� �   . ∞�عند  �:� للمنحنى مُقارب مائل، 1

���غیر معدوم، فإنّ،  � ب) التحقّق أنّھ، من أجل كل عدد حقیقي� � �� � � � $�$�، ثمّ استنتاج أنّ  >	

b  ذا المعادلة �′∆� المستقیم � �� �   :����  ، مُقارب للمنحنى�

����  لدینا: � 2� � 1 � W67	W � < � < � 2� � 2 � W67	W � <  

����ومنھ:  � 2� � 2 � W67	W � 67	W67	W � 2� � 2 � W467	W67	W � 2� � 2 � 6767	W (وھو المطلوب)  


lim  :علیھو→42 ���� � �2� � 2�� � lim
→42 5 6767	W8 � lim
→42 x WW	 yz7	{ � 1  


lim  وَ →	2 ���� � �2� � 2�� � lim
→	2 5 6767	W8 � 0   

9 ذا المعادلة �′∆� المستقیم إذن: � 2� �   . ∞�عند  �:� للمنحنى مُقارب مائل، 2

����غیر معدوم، فإنّ  �  يحقیقعدد ، من أجل كل  تبیان أنّھ-3� � �$��	>$�4��$��قابلة للاشتقاق على كل من المجالین   �  : ��>	�∞; 0�وَ   0;    ولدینا:،  ∞�

 ����� � 2 � 67�67	W�X � *�67	W�X	67�67	W�X � *�6X74W	*67�	67�67	W�X � *6X74*	|67	67�67	W�X � *6X7	}674*�67	W�X  

  ، ثمّ تشكیل جدول تغیرّاتھا:�  استنتاج اتجاه تغیرّ الداّلة 

��$��من إشارة البسط   ���′�إشارة   � >$� � ��  
~ بوضع: � �
*~2 د:جن  � 5~ � �∆ ممیزه( 2 ��5�* � 4�2��2� � 9 Z 0(  

′~لھ جدران متمایزان ھما،  � 	�	}�4√�*�*� � }4(| � ��~وَ  2 � 	�	}�	√�*�*� � }	(| � W*   

~من أجل   � � 
� معناه: 2 � �نجد: 2 � ln 2. 

~من أجل   � � W* :معناه �
 � W* :نجد� � ln W* � � ln 2. �∞           ln 2           0          � ln 2         �∞   � 

+  -    -  +  �′��� 

�على كل من المجالین  متزایدة تماما � إذن:�∞;� ln 2�ln وَ   2 ;�∞   ،  
� على المجال  متناقصة تماماوَ          ln 2 ; 0�وَ   0; ln 2�ln          ∞�  ویكون جدول تغیراتھا كالتالي: ،  2            0                 � ln 2         �∞   � 

+  -    -  +  �′��� �∞                    �∞   
 2 ln 2 

  �2 ln 2 � 3   
  �∞                          �∞     

���� 

��lnحیث: 2� � 2 ln 2 � 1 � W6��X	W � 2 ln 2 ،  
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��� وَ  ln 2� � 2�� ln 2� � 1 � W6���X	W � �2 ln2 � 1 � Wyz��X	W � �2 ln2 � 1 � W	yX � �2 ln2 � 3 

 :����و �′∆� ،�∆� تمثیل بیانیا كلاً من-4

Jحساب العدد:-5 ����a� ، ثمّ تفسیره ھندسیا: >�

J  لدینا: ����K�*W � J 52� � 1 � W67	W8K�*W �  �* � � � ln��
 � 1��W*
J نھ:مو ����K�*W �  2* � 2 � ln��* � 1�� �  1* � 1 � ln��W � 1��

J  وعلیھ: ����K�*W � 2 � ln��* � 1� � ln�� � 1� � 2 � ln�� � 1��� � 1� � ln�� � 1�
J وبالتالي: ����K�*W � 2 � ln�� � 1� � ln�� � 1� � ln�� � 1� �  2 � ln�� � 1���. �

�والمستقیمات التي معادلاتھا: �:�ھو مساحة الحیزّ المستوي المُحدد بـ سیا:تفسیره ھند � 1، � � 9وَ  2 � 0.

@ @
����لدینا:  � 6�1 � 2���	
 � � وَ  5� �  0;�∞ .

I(1( حساب  STU�→42 ����STU (علماً أنّ  ثمّ تفسیر النتیجة ھندسیاً: �→42 �$	� � �( 


limلدینا: →42 ���� � lim
→42�6�	
 � 12��	
 � 5� � 3لأنّ:  5 lim
→42 �	
 � 0	lim
→42 ��	
 � 0.

9المستقیم ذو المعادلة   التفسیر الھندسي للنتیجة:  � . ∞�عند  �:�(المُوازي لمحور الفواصل) مقارب لـ 5

;0 معرّفة وقابلة للاشتقاق على  � ثمّ تشكّیل جدول تغیرّاتھا: � الداّلة )دراسة اتجاه تغیرّ 2 ����� ولدینا: ،  ∞� � 6 �2�	
 � ���	
��1 � 2��� � 6�	
��2 � 1 � 2�� � 6�	
�2� � 3�. 

2 3 4 5 6-1-2-3-4-5-6

2

3

4

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y �∆′�

�∆�

�:�
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���من إشارة  ���′�إشارة   �  ∞�  . ∞�;� على   ��
��0  � 

+  - �′���
;�0على  متناقصة تماما  � إذن: *)�على تماما متزایدة ، وَ �*) ; ؛ �∞�

 ∞�ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي:
��0  � 

+  - �′���
5   11 

  � 5��8
����

� حیث 5(*8 � �12�	�X � 5.

 :����  )إنشاء3

��� نّ المعادلة)أ) تبیان أ4� � �, ;�   تقبل في < ��,� حیث: c ،;  حلین مختلفین  � E ; E �, d  
,�وَ  � E c E � : 

;��جال  على الم• ���. 

;�0على المجال  متناقصة تماماوَ  مستمرة �الداّلة  � (*�،

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12-1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-1

0 1

1

x

y

����

b � �, >
b � >

��; c
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?ولدینا:  � ��0� � 11� 5(*8 ≃ �وَ  ���0محصور بین  3,5  أي: ،2.32 5(*8   

����المعادلة   مبرھنة القیم المتوسطةحسب  إذن: � ;�0تقبل في المجال  3,5   .-حلاً وحیداً   �*)

@ :رىولدینا من جھة أخ ��0,7� ≃ 3,8��0,8� ≃ ���0,8 أي:، 3,39 E 3,5 E 0,7إذن: ���0,7 E - E 0,8.  

���على المجال   • ; ��.  

*)�على المجال   متزایدة تماماوَ  مستمرة �الداّلة  � ; *)�على المجال متزایدة تماما  لأنھّا( �7 ; �∞�( ، 

�?ولدینا:  � 5(*8 ≃ 2,32��7� ≃ �ن محصور بی 3,5  أي: ،4,93    ���7وَ  8*)5

����المعادلة  مبرھنة القیم المتوسطة حسب  ذن:إ � *)�تقبل في المجال  3,5 ;   .\حلاً وحیداً   �7

���2,9@ :ولدینا من جھة أخرى ≃ 3,42��3� ≃ ���2,9 أي:، 3,5 E 3,5 E 2,9إذن: ���3 E \ E 3.  

;�   بیانیاً في المجالب) حل  �����  المتراجحة، � # �, > :  

����حلول المتراجحة،   # ;0  في المجالبیانیاً  3,5 7�  المستقیم الواقعة تحت  �:�نقط فواصل ھي  

9ذو المعادلة   � �من البیان:  التقاطع؛نقط  مع فواصل 3,5 �  -; \�  .  

;�   المعرّفة على l  بحیث تكون الداّلة �، � )أ) تعیین العددین الحقیقیین5 ����lبـ:  � � ��� � ��$	� 
;�   المعرّفة على o  داّلة أصلیة للداّلة ����oبــ:  � � ��< � ���$	�.  j   داّلة أصلیة للداّلةm  0 على المجال; 7�.�∗�  معناه:  . . j���� � m���   

����j  لدینا: � ��	
 � ���	
���� � �� � �� � � � ����	
��  تصُبح �∗�   � � � ����	
 � �6 � 12���	
�� ومنھ:  � � � 6�� � ��	وبالتالي:  �12 � 6		� � 12   

���jإذن: � �12� � 6��	
     .  

;�   ىلع � ب) استنتاج داّلة أصلیة للداّلة ��:  
����  بمأنّ: � m��� � ���F فإنّ: 5 � j��� � ;0 على المجال  �ل ـ داّلة أصلیة F  حیث ،�5 7�.  

II(0   ینتمي إلى المجال �(مقدرة بالطن) من منتوج، حیث  � لصناعة كمیة �:  الكلفة الھامشیة; 7�����:أي: �  تنُمذج بالداّلة  �   ن الدنانیر). ییلا(الكلفة مقدرة بم ����

  )�	�>  لنتیجة إلى(تدُور ا )تحدید كمیة المنتوج بحیث تكون الكلفة الھامشیة أقل ما یمُكن، وقیمة ھذه الكلفة:1

�تقبل قیمة حدیة صغرى من أجل   �الداّلة  لدینا: � �، قیمتھا *) 5(*8 ≃ 2,32.  

  ملیون دینار. 2,32طن، وقیمة ھذه الكلفة ھي  1,5كن ھي میُ  كمیة المنتوج بحیث تكون الكلفة الھامشیة أقل ما ومنھ:
,�  لھامشیةالكلفة ا )كمیات المنتوج التي من أجلھا لا تتجاوز 2   ملیون دینار: <

����حلول المتراجحة  لدینا: # ;0 ، في المجال 3,5 7��حیث: �ھي    ∈  -; \�.  
� حیث: �ملیون دینار، ھي  3,5یة مشھاكمیات المنتوج التي من أجلھا لا تتجاوز الكلفة ال ومنھ: ∈  -; \� .  

  لفة الھامشیة لدالة الكالكلفة الإجمالیة داّلة أصلیة )نذُكّر أنّ داّلة 3
���� معرّفة بــ، �� أ) تبیان أنّ الكلفة الإجمالیة� � �<�� � ��$	� � >� �   عدد حقیقي:  �  حیث �

���′�:  لدینا: � 12�	
 � �12� � 6����	
� � 5 � �12 � 12� � 6��	
 � 5  
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���′�: ومنھ: � 6�1 � 2���	
 � 5 � ���� � :����  
����:معرّفة بـ،  �:  الكلفة الإجمالیة ن:إذ � �12� � 6��	
 � 5� �   عدد حقیقي.  �  حیث �

����� أي( ارملیون دین 2إذا علماً أنّ المصاریف الثابتة  � ب) تحدید قیمة � � :(  

���0:نضع:  � 6نجد: 2 � � � �ومنھ: 2 � �4   

    .�4ملیون دینار ھي   2ثابتة إذا علماً أنّ المصاریف ال  � قیمة إذن:

  

@ @

����لدینا:  � |6�76�74W � � وَ  3 � � � ��∞;�∞ .  

��� لدینا، �)أ) تبیان أنّھ من أجل كل عدد حقیقي 1� � P$�4< � �  :  

����  لدینا، �حقیقي من أجل كل عدد  � |6�76�74W � 3 � |6�7
6�75W4 yz�78 � 3 � |674W � 3.  

   جتین ھندسیا:النتی ر ی؛ ثمّ تفسّ ∞�وعند  ∞� عند �  ب) حساب نھایة الداّلة


limلدینا: →	2 ���� � lim
→	2 5 |674W � 38 � 4 � 3 � 
limلأنّ:  1→	2 �
 � 0   


lim                   وَ          →42 ���� � lim
→42 5 |674W � 38 � 
limلأنّ:  �3→42��
 � 1� � �∞ .  

  تین: یجنتالتفسیر الھندسي لل
9المستقیم ذو المعادلة  �   .  ∞�عند  �:�(المُوازي لمحور الفواصل) مقارب لـ 1

9لمعادلةوَالمستقیم ذو ا �   . ∞�عند  �:�(المُوازي لمحور الفواصل) مقارب لـ �3

�����ولدینا:  � معرّفة وقابلة للاشتقاق على �  ثم تشكّیل جدول تغیراتھا: � )دراسة اتجاه تغیرّ الداّلة 2 � 4 5 	67�674W�X8 � 	|67�674W�X E 0  

 �  ∞�                                                         ∞�  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي: ، �على  اما  متناقصة تم � وبالتالي:
-  �′��� 

                                                                  1  
  
  
  
  �� 

���� 

���نحل المعادلة  ( مع محور الفواصل: ����  )أ) ایجاد فاصلة نقطة تقاطع المنحنى 3� � � (  ���� �  :تكُافئ 0
|674W � 3 � 0   

 ومنھ:                 
|	(�674W�674W � 0   

 وعلیھ:                
	(674W674W � 0     


��3 ومنھ:                  � 1 � 
�وَ  0 � 1 � �إذن:  0 � ln W( � � ln3                

  : �>�;��Ω  في النقطة ����  للمنحنى  ���ب) كتابة معادلة المماس  
9من الشكل   ���معادلة  � ���0��� � 0� � ��0�  

�3���0لدینا: و � 	|6��6�4W�X � 	|| � �1��0� � �1																Ω	 رتیب ت :���إذن: ، 	 9 � �� � 1.     

����  لدینا، �جـ) تبیان أنّھ من أجل كل عدد حقیقي  � � ���� �   یقبل مركز تناظر: ����  استنتاج أنّ ثمّ  ��
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����لدینا:  � |674W � �����وَ  3 � |6���7�
6���7�4W � 3 � |67674W � 3   

�����ومنھ:  � ���� � 5 |67674W � 38 � 5 |674W � 38 � |�674W�674W � 6 � 4 � 6 � �2    

  یقبل مركز تناظر: ����  استنتاج أنّ 
�����لدینا:  � ���� � -��2من الشكل   �2 � �� � ���� � -حیث  \2 � \وَ  0 � �1.  
:�لـ  مركز تناظر ھي  �Ω�0;�1النقطة  إذن:�.  

  في نفس المعلم:  ����  لمنحنىوا ���  د) رسم المماس

 

�والمستقیمات التي معادلاتھا: ����)حساب مساحة الحیز المستوي المُحدد بالمنحنى  4 � � ،� � �S��  
bو � � :    

� نجد: ،ھي مساحة الحیز �تكن ل � J �����K�)	 ��( � J 5|�	6�7�6�74W � 38K�)	 ��(  

� ومنھ:                                   �  4 ln��	
 � 1� � 3��	 ��() � �4 ln 2� � �4 ln 4 � 3 ln 3�  

�إذن: � ��4 ln 2 � 3 ln 3��. �. 

���mلدینا:  )5 � n�وَ  �|�|�� � ;[�م منحناھا البیاني في المعل �n:�، و� _̂; _̀�.  
  داّلة زوجیة: oأ) تبیان أنّ 
�� فإنّ  �من  �عدد حقیقي  من أجل كل  ∈ ����mولدینا:  � � ��|��|� � ��|�|� � m���.  

 داّلة زوجیة. m إذن:

  رسمھ في نفس المعلم السابق:ثمّ  ���o  ، شرح كیف یتم رسم المنحنى����  ب) اعتماداً على المنحنى 

���mلدینا:  � ��|�|� � @����; � " 0			�����; � # ;0 على المجال   �:�على   منطبقیكون  �n:�   ما یلي:ومنھ نستنتج ، 0 �على المجال  �n:�من  نرسم الجزء المتبقي، و ∞��∞; 0� 

    داّلة زوجیة. m  نّ:لأ ،بالتناظر بالنسبة إلى محور التراتیب

2 3 4-1-2-3-4
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@ @
����لدینا:  � �
 � 2�	
 � �وَ  3 � �.  

  اختیار الجواب الصحیح من بین الأجوبة الثلاثة المقترحة مع التعلیل: 
  /الإجابة الصحیحة ھي الإجابة أ)،  1

����  لدینا: :لأنّ  � 
� :تكُافئ 0 � 2�	
 � 3 � 0   


� أي:                                   � *67 � 3   

 ومنھ:                                 
6X74*	(6767 � 0   


*�  وعلیھ:                                 � 3�
 � 2 � 0   

~ بوضع:و � �
*~			�∗� نجد:  � 3~ � 2 � �∆ :∆نحسب الممیز   0 9 � 8 � 1 Z 0    

�~ھ: ومن � (4W* � ′′~وَ  2 � (	W* � 
�وبالعودة إلى الوضع نجد: 1 � 
�وَ  2 � 1   

�إذن: � �0; ln 2�   .      

  /الإجابة الصحیحة ھي الإجابة ب)،  2


lim  :بمأنّ  :التعلیل→42 �
 � 
limوَ  ∞�→42 �	
 � 
lim:فإنّ  0→42 ���� � �∞.  

  حة ھي الإجابة أ)،  الصحی/الإجابة 3
���′�  ولدینا: �على  معرّفة وقابلة للاشتقاق  �  التعلیل: � �
 � 2�	
 � �	
��*
 � 2�  

*��من إشارة   ���′�إشارة   �                              ∞�  �على   �2

S���                        �∞  � 

+  -  �′��� 

**���المجال على  إذن: ; ً  �الداّلة  �∞�   .متزایدة تماما

  التعلیل: /الإجابة الصحیحة ھي الإجابة أ)، 4

   لدینا: � W¡	¢ J ����K�¡¢ � W* J ��
 � 2�	
 � 3�K�*) � W*  �
 � 2�	
 � 3�� إذن: *( ≃ 1.  

  

@ @

����لدینا:  � W* �
 � W67	W  َو � � ��∞; 0 ∪ �0;�∞ .  �:;[�توي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس تمثیلھا البیاني في المس � _̂; _̀�.  

�STU  )أ) حساب النھایات،1→	2 ���� ،STU�r→� ����STUوَ  �s→� ���  وَتفسّیر بیانیا النتائج المُحصل علیھا:  �


limلدینا:  �→	2 ���� � lim
→	2 5W* �
 � W67	W8 � 
limلأنّ: 1→	2 �
 � 
limوَ  0→	2��
 � 1� � �1   


limوَلدینا:  �r→) ���� � lim
r→) 5W* �
 � W67	W8 � 
limوَ  ∞�s→) ���� � lim
s→) 5W* �
 � W67	W8 � �∞   


lim لأنّ:r→)��
 � 1� � 
limوَ  	0s→)��
 � 1� � 
limوَ  04→)��
� � 1.           
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  ئج المُحصل علیھا: ر البیاني للنتاالتفسی

9المستقیم ذو المعادلة  � مقارب   محور التراتیب، و∞�عند  �:�(المُوازي لمحور الفواصل) مقارب لـ 1

:�لـ�.  

�STU  ساب النھایةب) ح→42 ����:  


lim  بمأنّ →42 �
 � 
limوَ  ∞�→42��
 � 1� � 
limفإنّ: ∞�→42 ���� � �∞.  

� من �)أ) تبیان أنّھ من أجل كل 2�، �′��� � <� $� � $��$�� ل من المجالینعلى ك معرّفة وقابلة للاشتقاق �  : ��>	�∞; 0�وَ   0;   ولدینا:  ، ∞�

 ����� � W* �
 � 5 	67�67	W�X8 � W* �
 � 67�67	W�X  

  ثمّ تشكّیل جدول تغیراتھا: �  ب) استنتاج اتجاه تغیرّ الداّلة

�����لدینا:  � W* �
 � 67�67	W�X Z 0 ،  

�على كل من المجالین متزایدة تماما  � إذن:�∞; 0�وَ   0;  �                     ∞�                            0                           ∞�  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي: ،  ∞�
+    +  �′��� �∞                    

  
                           �∞  

�∞              
  

                              1  

  ���� 

b  ذا المعادلة  �∆� مع المستقیم ����  ى)دراسة الوضعیة النسبیة للمنحن3 � < :  

���الفرق ندرس إشارة � � �على   >�.  

����  لدینا: � 1 � W* �
 � W67	W � 1 � 67�67	W�	*	*�67	W�*�67	W� � 67�67	W�	*67*�67	W� � 67�67	(�*�67	W�   

����إشارة الفرق  � 
��من إشارة الجداء  1 � 3���
 � 1�  �∞                ln 3                         0                   �∞                     � 

+    -  �
 � 1 

+  -  -  �
 � 3 
+  -  +  ���� � 1 �:  یقع  �

  �∆�   فوق

�:  یقع  �

  �∆�   تحت

�:  یقع  �

  �∆�فوق   
  

 الوضع النسبي 

  : ��Sعند النقطة ذات الفاصلة   ����المماس للمنحنى   ��� ـ)تعیین معادلة لـ4

9من الشكل   ���دلة معا � ���ln 3��� � ln 3� � ��ln 3�  

���ln%لدینا:  3� � W* ���( � 6���
�6���	W�X � �|		��ln 3� � W* ���( � W6���	W � ** � :���إذن: ، 1 9 � �| � � �| ln 3 � 1.     

  
  

�:�   
 �∆�  یقطع
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���j)لدینا: 5 � ���� � �| �� � ln 3� � k�  وَ  1 � �0;�∞ .  

���j  نلاحظ أنّ: � ���� � 5�| � � �| ln 3 � 18 � ���� � 9��� .  

�حسب قیم   ���l واستنتاج إشارة ���l�S  أ) حساب :  

j�ln  لدینا: 3� � ��ln 3� � �| �ln 3 � ln 3� � 1 � 1 � 0 � 1 � 0  

ً  j  بمأنّ  0�على المجال   متزایدة تماما; j�lnوَ   ∞� 3� � ln                ∞�    ھي كالتالي: ���j  إشارةفإنّ  0 3                         0  � 

+  -    j��� 

   تفسیر ذلك بیانیا:، ثمّ ���  بالنسبة إلى المماس ����وضعیة    ∞�;��  ب) دراسة على المجال

�من أجل  لدینا: ∈ �0; ln 3  ،j��� E ���� أي: 0 � 9��� E   .   ���تحت  یقع  �:� إذن: 0

�من أجل  وَ        � ln 3 ،j��� � ���� أي: 0 � 9��� �       .���یقطع  �:� إذن:  0

�من أجل  وَ        ∈ �ln 3 ;�∞  ،j��� Z ���� أي: 0 � 9��� Z    .���فوق  یقع  �:� إذن:  0

I�lnنقطة انعطاف  یقبل  �:�  لبیاني:التفسیر ا 3 ; 1�.  

�جال  على الم  ����وَ  ���  ثمّ رسم المماس �����S )حساب6�∞; � ∪ ��; �� :  

��ln  لدینا: 2� � W* ���* � W6��X	W � ** � WW � 0.  
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@ @
I(:لدینا  j��� � 2� � 1 � �*
k�وَ   � �   .  

���′jولدینا: ، �على  معرّفة وقابلة للاشتقاق  l:  j )دراسة اتجاه تغیرّ الداّلة 1 � 2 � 2�*
 � 2�1 � �*
�.  

>�من إشارة  ���′lإشارة   � $�� �  ∞�                          0                             ∞�  �على   �

-  +  j′��� 

�على المجال  متزایدة تماما  j إذن:�∞; 0�;0 على المجال  تمامامتناقصة و  �∞ .  
��l )استنتاج إشارة2�:  

�j�0  لدینا: � 2�0� � 1 � �*�)� � ���j، �من  �من أجل كل   بالتالي:، �2 # j�0�     

���jأي:                                                                                                # ���jإذن:  �2 E 0.       

II(:لدینا ���� � �* � � � W* �*
�وَ   � � .  �:;[�  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس�	تمثیل البیاني ل ـال � _̂; _̀� ،‖_̂‖ � 2g  .  

�STU )حساب1→	2 ����STUوَ  �→42 ����STU (علماً أنّ: :�→42 $���� � �∞ (  


limلدینا:  �→	2 ���� � 
lim لأنّ  ∞�→	2��* � �� � lim
→	2��*� � 
limوَ  ∞�→	2��*
� � 0 . 


limلدینا: و �→42 ���� � lim
→42 ��* 51 � W
 � W* M 6X7
X 8� � %لأنّ  ∞� lim
→42��*� � �∞													
lim
→42 5� W* M 6X7
X 8 � �∞.  

�����ولدینا: ، �على   للاشتقاقمعرّفة وقابلة  �  ثمّ تشكّیل جدول تغیرّاتھا: � )دراسة اتجاه تغیرّ الداّلة 2 � 2� � 1 � �*
 � j��� E 0.  
 �  ∞�                                                          ∞�  ھا كالتالي: ویكون جدول تغیرّات ، �  على متناقصة تماما � إذن:

-  �′��� 

                                                               �∞	  
  �∞   

���� 

��� عادلة)أ) تبیان أنّ الم3� � ,��حیث   ;لا وحیدا  تقبل ح � �> E ; E ��, �P:  
 ) �على  متناقصة تماما  لأنھّا(  �0,24;�0,25�على المجال متناقصة تماما  و مستمرة � �

@ولدینا:  � ���0,25� ≃ 0,01���0,24� ≃ ����0,25أي: ، �0,01 M ���0,24� E 0  .  

����  المعادلةمبرھنة القیم المتوسطة حسب  ذن:إ � �0,25حیث   -ا تقبل حلا وحید 0 E - E �0,24.  

;�5 إحداثیاھا ¤یقبل نقطة انعطاف   ����  ب) إثبات أنّ المنحنى 	<� 8:  

������لدینا:  � j′���.  �∞                              0                          �∞  � 

-  +  �′′��� 
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;��0  نقطة انعطافیقبل  �:� إذن:، مغیرة إشارتھا 0ند انعدمت ع ���′′�  أنّ:نلاحظ  �أي: ،����0 50; 	W* 8.  

  : ¤النقطة  في  ����  للمنحنى  ���  ـ) كتابة معادلة المماسج

9من الشكل   ���معادلة  � ���0��� � 0� � ��0�  

����0?لدینا: و � j�0� � �2��0� � � W* ترتیب 	�			
:���إذن: ،  9 � �2� � W*.  

  :����وَ  ��� رسم)4

 

مات التي معادلاتھا  والمستقی ����  للحیز المستوي المحددّ بالمنحنى �;�¤  ساب بالسّنتمتر مربع المساحة)أ) ح5 � � � ،� � bو  ; � � :  
;	- على المجال سالبة و مستمرة �الداّلة   :بمأنّ  0�   فإنّ: 

 ��-� � 5J �����K���)¥ 8 M 4g * � 5J 5��* � � � W* �*
8 K���)¥ 8 M 4g *
 

�-�� ومنھ: � �� W( �( � W* �* � W| �*
�¥) M 4g * � VW| � 5� W( -( � W* -* � W| �*¥8Y M 4g *  

�-��  وعلیھ: � 5W| � W( -( � W* -* � W| �*¥8 M 4g * � 51 � |( -( � 2-* � �*¥8 g *   

�;�¤ ب) التحقّق أنّ  � <� �P;� � <�;� � �; � ��¦§�:  

�-��  لدینا: � *-  یعني: 0 � - � W* �*¥ � *-ومنھ: 0 � - � W* *-2  أي: ¥*� � 2- � �*¥  

�-�� وبالتالي: � 51 � |( -( � 2-* � �*¥8 g * � V1 � |( -( � 2-* � �2-* � 2-�Y g *
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�-�� ومنھ: � 51 � |( -( � 2-* � 2-* � 2-8 g * � 51 � |( -( � 4-* � 2-8 g *
�-�� إذن: � W( �4-( � 12-* � 6- � 3�g * (وھو المطلوب). 

@ @
I( :لدینا  j��� � 2� � 6 � �*
4W  َو�k � ��∞; 0�.

�STU )أ) حساب1→	2 l���: 


lim  بمأنّ →	2�2� � 6� � lim
→	2�2�� � 
limوَ  ∞�→	2 �*
4W � 
limفإنّ: 0→	2 j��� � �∞. 

�  على المجال  l ب) دراسة اتجاه تغیرّ الداّلة�∞; ���على  معرّفة وقابلة للاشتقاق  j ثمّ تشكّیل جدول تغیرّاتھا:  �∞; 0�����j  ولدینا:،  � 2 � 2�*
4W � 2�1 � �*
4W�  

>�من إشارة  ����lإشارة   � $��� لأنّ: �>4 Z �   1 � �*
4W Z 4
*��  یعني 0W Z 4
*� وعلیھ �1W E �2 ویكون 1 � 1 E � أي: 0 E � W* 1 � �*
4W � 4
*��  یعني 0W � 4
*� وعلیھ �1W � �2 ویكون 1 � 1 � � أي: 0 � � W* 1 � �*
4W E 4
*��  یعني 0W E 4
*�  وعلیھ �1W Z �2 ویكون 1 � 1 Z 0 أي: 0 " � Z � W*
0 � W* �∞  � 

- + j′���
�;∞��على المجال   متزایدة تماما j إذن: W*على المجال   متناقصة تماما، و��� W* ; 0�. 

  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي:

0 � W* -�∞  � 

- + j′���
 4 

6 � �   �∞ 

j���
��l )أ) تبیان أنّ المعادلة2� � ��  حیث ;تقبل حلا وحیدا   � E ; E ��, �: 

� j على المجال   متزایدة تماماو مستمرة��;∞��على  متزایدة تماما لأنھّا(  �3;�2,9 W*�(

�j��3@  ولدینا: � ≃ �0,007j��2,9� ≃ �j��3 أي: 0,192 M j��2,9� E 0
���j  المعادلة مبرھنة القیم المتوسطةحسب  ذن:إ � �3حیث   - تقبل حلاً وحیداً  0 E - E �2,9. 

�  على المجال  ���l  استنتاج إشارة ب)�∞; ��   :  

0   -   �∞ � 

+ - j���
II( :لدینا  ���� � �2�* � 12� � �*
4W  َو� � ��∞; 0�. �:;[� المعلم المتعامدتمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى  � _̂; _̀�  .

 .  0,5gوعلى محور التراتیب    1gالفواصل  الوحدة على محور حیث

+
+

++ 
+

-
- -
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�  مجالمن ال �)اثبات أنّھ من أجل كل عدد حقیقي 1�∞; ��،  ����� � ��l���على  معرّفة وقابلة للاشتقاق  �  :  ��∞; 0������    ولدینا:،  � �4� � 12 � 2�*
4W � �2�2� � 6 � �*
4W� � �2j��� 
�  على المجال � لة)استنتاج اتجاه تغیرّ الداّ 2�∞; �� :  

�����لدینا:  � �2j��� :من إشارة �����إشارة  ومنھ  �j���   

0                                  -                         �∞  � 
-  +  �′��� 

�على المجال   متزایدة تماما � إذن:�∞; -�;- على المجال   متناقصة تماما، و 0�.  
�STU )حساب3→	2 ���  : �  ثمّ تشكیل جدول تغیرّات الداّلة �

3  بمأنّ  lim
→	2��2�* � 12�� � lim
→	2��2�*� � �∞lim
→	2 �*
4W � 
limفإنّ: ،																																																			0→	2 ���� � �∞.  

  : �  جدول تغیرّات الداّلة

0                                   -                         �∞  � 
-  +  �′��� 

                                 ��-�   
  �                                                             �∞    

���� 

�;��  )تبیان أنّ 4 � ��;�; � >� � � :  
�-��  لدینا: � � �2-* � 12- � �*¥4W

 

�-�j ولدینا من جھة أخرى � � -2أي: 0 � 6 � �*¥4W � 4W¥*�وعلیھ:  0 � 2- � 6.  

�-�� وبالتالي: � �2-* � 12- � 2- � 6 � �2-* � 10- � 6 � �2-�- � 5� � 6.  
  : �;��  اعطاء حصراً للعدد

�3  لدینا: E - E @ ومنھ: �2,9 5,8 E �2- E 62 E - � 5 E 2,1   

11,6  وعلیھ:                                  E �2-�- � 5� E 12,6    
17,6 ویكون:                                  E �2-�- � 5� � 6 E 18,6   

17,6أي:                                          E ��-� E 18,6.  

;�P   على المجال ���� رسم �� :  
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  التكامل، ;)حساب بدلالة 5
<� J ����a�  ثمّ تفسیر النتیجة بیانیا:  ;�

  لدینا:
W* J ����K�)¥ � W* J ��2�* � 12� � �*
4W�K�)¥ � W* �� *( �( � 6�* � W* �*
4W�¥)  

 ومنھ:
W* J ����K�)¥ � W| � � W( -( � 3-* � W| �*¥4W  

�والمستقیمات التي معادلاتھا:  �:�مساحة الحیز المستو المحدد بالمنحنى نصف ھي   تفسیر النتیجة بیانیا: � ؛ - � � 9وَ  0 � 0.   

  

@ @
I(:لدینا  j��� � 1 � �1 � ���	
4W   َو�k �  0;�∞ . 

��l ، ∞�;�  من �ثمّ تبیان أنّھ من أجل كل   l  دراسة اتجاه تغیرّ الداّلة� Z �:  j  0 معرفة وقابلة للاشتقاق على المجال; ���′j  ولدینا: ،  ∞� � ��	
4W � ���	
4W��1 � �� � �	
4W��1 � �1 � ��� � �	
4W��2 � �� 

��من إشارة  ���′lإشارة   �  �  0                               2                             ∞�  . ∞�;� على   ��

+  -  j′��� 

;0 على المجال متناقصة تماما  j: إذن 2�;2 على المجال  متزایدة تماماوَ   �∞    . 

;0 من  �من أجل كل   نلاحظ أنّھ �∞  ،j��� " j�2� ) ّلأن j�2� � 1 � W6 قیمة حدیة صغرى لـj(  

���j أي:                                        " 1 � W6 Z ���jإذن: 0 Z 0.  
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II(:لدینا ���� � � � ��	
4W  َو� �  0;�∞   .  

;[�  لمتعامد والمتجانسالمنسوب إلى المعلم اتمثیلھا البیاني في المستوي  �:�و _̂; _̀� .  

�STU  )أ. حساب1→42 ���b  ذو المعادلة �∆�، ثمّ تبیان أنّ المستقیم � � �  : ����  مقارب للمنحنى 


lim  لدینا: �→42 ���� � lim
→42���1 � �	
4W�� � 
lim لأنّ: ∞�→42 �	
4W � 0. 


lim  ولدینا: �→42 ���� � �� � lim
→42���	
4W� � lim
→42 5� 
678 � 
limلأنّ: ، 0→42 67
 � �∞.    

9ذو المعادلة  �∆�المستقیم  ذن:إ �   . ∞�عند  �:�للمنحنى  مقارب مائل �

����ة الفرق  ندرس إشار( :�∆�بالنسبة إلى المستقیم  ����  ب. دراسة وضعیة المنحنى� � �� (  

�من أجل  لدینا: ∈  0;�∞ ، ���� � � � ��	
4W " ;0 على  �∆�فوق یقع  �:�إذن: 0 �∞ .  

����،   ∞�;�   من المجال �)تبیان أنّھ من أجل كل  2� � l��;0 على المجال معرفة وقابلة للاشتقاق  �  : �  ثمّ تشكیل جدول تغیرّات للداّلة � �����  نا: ولدی،  ∞� � 1 � �	
4W � ���	
4W���� � 1 � �1 � ���	
4W � j��� Z 0 
;0 على  متزایدة تماما � إذن:  �  0                                                             ∞�  ویكون جدول تغیرّاتھا كالتالي:،  ∞�

+  �′��� �∞                        
  

                                                                    0  

���� 

��� )تبیان أنّ المعادلة3� � P   ًحیث ;تقبل حلاً وحیدا  �, �> E ; E �, �� :  
3,75�على المجال متزایدة تماما  و مستمرة � �; ;0 على تزایدة تماما م لأنھّا(  3,77 �∞ ( 

���3,75@ولدینا:  � ≃ 3,99��3,77� ≃ ���3,75أي: ، 4,01 E 4 E ��3,77�  .  

����  المعادلةمبرھنة القیم المتوسطة حسب  ذن:إ � 3,75حیث   -تقبل حلا وحیدا  4 E - E 3,77.  

  :1عند النقطة ذات الفاصلة  ����  للمنحنى ���  )كتابة معادلة المماس4

9من الشكل   ���معادلة  � ���1��� � 1� � ��1�  

����1@ولدینا:  � j�1� � 1��1� � :���إذن: ، 																2 9 � � � 1.  

  :����وَ  �∆�  ،��� رسم
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;0 على  داّلة عددیة معرّفة F  )لدینا:5 ���Fكما یلي:   ∞� � W* �* � �� � 1��	
4W.  

;	0 داّلة معرّفة وقابلة للاشتقاق على   F  : ∞�;�   على المجال �  داّلة أصلیة للداّلةھي  Lأ. تبیان أنّ الداّلة   ���F    ولدینا: ، ∞� � � �  �1��	
4W � ���	
4W��� � 1�� � � �  �1 � � � 1��	
4W� � � � ��	
4W � ���� 

;0 على المجال  �ھي داّلة أصلیة للداّلة  F إذن: �∞  .  

J  مة المضبوطة للعددب. ایجاد القی ����a�P<:ثمّ إعطاء تفسیرا ھندسیا لھذا العدد ،  

J  لدینا: ����K�|W �  F����W| � F�4� � F�1�  

J ومنھ: ����K�|W � 5W* �4�* � �4 � 1��	|4W8 � 5W* �1�* � �1 � 1��	W4W8  

J  وعلیھ: ����K�|W � 8 � 5�	( � W* � 2 � W�* � 5�	(.  

�والمستقیمات التي معادلاتھا: �:�ھو مساحة الحیز المستو المحدد بالمنحنى   تفسیره الھندسي � �  ؛1 � 4 

9وَ  � 0.  
0قدرة بآلاف الوحدات) حیث  (م ©لإنتاج كمیة  ¨:)تنُمذج الكلفة الھامشیة 6 # © #   المعرّفة سابقا  �بالداّلة   7

�©�¨: أي: � ©:حیث �©�� ∈  0; 7� . )الكلفة الھامشیة مقدرّة بملایین الدنانیر( 

  ملایین دینار: 4أ. ایجاد كمیة المنتوج التي من أجلھا لا تتجاوز الكلفة الھامشیة 
;0 على المجال  متزایدة تماما  �  لدینا: 7��-��وَ   � ���� ومنھ: ،4 # �  إذا وفقط إذا كان 4 ∈  0; -�    

�©�¨:  أي:                                                                             # ©  ذا كانإذا وفقط إ 4 ∈  0; -�  
  لداّلة الكلفة الھاشمیة.  داّلة أصلیةھي  �:ب. داّلة الكلفة الإجمالیة 
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  وحدة: 4000وحدة و  1000حساب القیمة المتوسطة للكلفة الإجمالیة عندما تنتج الشركة ما بین 
�لداّلة   داّلة أصلیةھي  Fالداّلة وَ  ¨:لداّلة الكلفة الھاشمیة  داّلة أصلیة ھي  �:الكلفة الإجمالیة   لدینا:

�©�¨: بمأنّ:وَ  � �©��: فإنّ: �©�� � F�©� ،المتوسطة للكلفة الإجمالیة عندما تنتج الشركة ماالقیمة  وبالتالي
ª  حیث ªوحدة ھي العدد الحقیقي  0040وحدة و 1000بین  � W|	W J :¨�©�K©|W � W( �W�* � 5�	(� � W�« � }6��( .


