
 

 الهندسة في الفضاء
                    

 تماريـــــــــــن                        

 
  01التمرين

 المسافة بين نقطة و مستو .   -التعامد و التوازي 

;نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس , ;O i j k قيم ، تمثيلا وسيطيا لمست D 

و معادلة ديكارتية لمستو  P :                 

 

1 2

: 2

3

x

D y

z







 


 
   

    R      و  : 2 3 1 0P x y z      . 

  في كل سطر من الجدول التالي :  الجواب الصحيح اختر
أ ( الجواب )  ب ( الجواب )  جـ ( الجواب )   

1السطر     1;3;2A D      2; 1; 1B D       3;1; 4C D   

2السطر   1;2;3u   هو شعاع

توجيه لـ:  D  

 2;1;1v   هو شعاع توجيه

لـ:  D  

 3;1;4w  هو شعاع

توجيه لـ:  D  

3السطر   D  محتواة في P   D يوازي تماما P   D يثقب P  

4السطر     ' 1;3; 2A P      ' 1;3;2B P     ' 1;3; 1C P   

5السطر المستوي   1Q  الذي

معادلته 
2 3 1 0x y z    

يعامد المستوي  P 

المستوي  2Q  الذي معادلته

4 5 2 3 0x y z     

يعامد المستوي  P 

المستوي  3Q  الذي

معادلته 
3 2 1 0x y z     

يعامد المستوي  P 

6رالسط المسافة بين  

النقطة 1 1; 3;2M    و

المستوي   P 14هي 

المسافة بين 

النقطة 1 1; 3;2M    و

المستوي   P 14هي  

المسافة بين 

النقطة 1 1; 3;2M    و

المستوي   P  2هي 3 
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 02التمرين  

 المسافة بين نقطة و مستو    -المرجح     -معادلة ديكارتية لمستو ، تمثيل وسيطي لمستقيم   
 

;و متجانس  إلى معلم متعامد منسوب  ضاءفال  , ;O i j k . 

2الذي معادلته Pنعتبر المستوي   2 4 0x y z  6;2;3و النقطA ،1;2;4B و

4; 2;5C. 

 .Pتعينّ مستو و بينّ أن هذا المستوي هو  Cو  A  ،B(بينّ أن النقط  1

 قائم. ABC( بينّ أن المثلث 2-1( )2

 .Pو يعامد المستوي  Oلذي يشمل ا( اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم 2-2)    

 . OK. احسب المسافة Pعلى  Oالمسقط العمودي للنقطة  K( نسمي 2-3)    

 . OABC( احسب حجم رباعي الوجوه 2-4)    

;مرجح الجملة  G(نسمي 3 3 , ;1 , ;1 , ;1O A B C. 

    (3-1 )I  هي مركز ثقل المثلثABC بينّ أن.G تمي إلى تنOI. 

 .Pو المستوي  G( عينّ المسافة بين 3-2)    

 

 03التمرين  

   -المرجح    -تفاطع مستقيم و مستقيم    -معادلة مستو  –مستقيم يعامد مستو   -الاستقامية   

 نقطية . مجموعة  

;إلى معلم متعامد و متجانس  منسوب  ضاءفال , ;O i j k . 

 . C(3;2;4)و  A (2 ; 1 ; 3)  ،B(-3;-l;7)نعتبر النقط  

 ليست على استقامة واحدة. Cو  Bو  Aبينّ أن  (1

2) 

7 2

3

4

x t

y t t

z t

R  هو تمثيل وسيطي للمستقيمd. 

 . (ABC)يعامد المستوي  d( بينّ أن 2-1)

 . (ABC)( اكتب معادلة ديكارتية للمستوي 2-2)

3 )H هي تقاطعd  و(ABC) . 

;هي مرجح الجملة  H( بينّ أن 3-1)       2 , ; 1 , ;2A B C. 

 من الفضاء حيث : Mللنقط  1( عينّ الطبيعة و العناصر المميزّة للمجموعة 3-2)      

                   2 2 0MA MB MC MB MC 

 من الفضاء حيث : Mللنقط  2( عينّ الطبيعة و العناصر المميزّة للمجموعة 3-3)      

                   2 2 29MA MB MC 
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 04التمرين 

 تقاطع مستو و كرة .  -المسافة بين نقطة و مستو  

;إلى معلم متعامد و متجانس  منسوب  ضاءفال , ;O i j k . 

 الجزء الأول                            
 a, b , c   و d أعداد حقيقية حيث  (a , b, c) (0 ; 0 ; 0 ) . 

 P 0 = هو المستوي الذي معادلتهcz + d ax + by +  . 

;نعتبر النقطة  ;I I II x y z  و الشعاع; ;n a b c . 

 تساوي: Pو المستوي  Iعلى أن المسافة بين  نالهدف في هذا الجزء الأول هو البرها

    
2 2 2

I I Ia x b y c z d

a b c
 

 .Pو يعامد  Iهو المستقيم الذي يمر بالنقطة  ( 1

 .  I, zI, y Ia , b, c , d , xبدلالة  عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم    

 . Pو  ة تقاطعنقط Hنسمي  (2

IH حيث k(بينّ أنه يوجد عدد حقيقي 2-1)   k n . 

 . I, zI, y Ia , b, c , d , xبدلالة    k( عبرعن 2-2)  

( استنتج أن :2-3)  
2 2 2

I I Ia x b y c z d

a b c
  . 

 

 الجزء الثاني                                           
;1التي مركزها  Sيمس الكرة  y + z -x - 0 = 11الذي معادلته  Qالمستوي   1;3 . 

 . Sعينّ نصف قطر الكرة  (1

 . Qو يعامد  الذي يشمل  لمستقيماكتب تمثيلا وسيطيا ل (2

 .Qو Sاستنتج احداثيات نقطة تقاطع  (3
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 05التمرين    

 

 .تقاطع مستقيمات    -تمثيل وسيطي لمستقيم     -معادلة ديكارتية لمستو  
 

;إلى معلم متعامد و متجانس  منسوب  ضاءفال , ;O i j k . 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . [EF]هي منتصف P،   [AD]هي منتصف Oت، يمثل الشكل السابق متوازي مستطيلا

 ؟z = 2 ( ما هي مجموعة نقط الفضاء التي معادلتها 1-1(  )1

 . (ABF)( عينّ معادلة للمستوي 1-2)     

 . (EF)( استنتج جملة معادلتين تميزّ المستقيم 1-3)     

 .Pو   A ، Gعينّ إحداثيات النقط  (2-1)(  2

 ( ارسم النقطة2-2)      
1
0; ; 0
2

Q. 

 . (APQ)( اكتب معادلة للمستوي 2-3)     

 . [AG]و  [PQ]( ارسم  القطعتين 3-1(  )3

G( هل 3-2)      APQ .؟ علل 

 .(PQ)و (AG)برمجية للهندسة  ثم نطلب تمثيل نقطة تقاطع  ل( ننشئ الشكل السابق باستعما4 

 لذي تتوقعه؟ما هو الجواب ا    
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 06التمرين    

 تقاطع مستو و كرة . –المسافة بين نقطة و مستو  -تمثيل وسيطي لمستقيم     -معادلة ديكارتية لمستو   

  

 . عينّ في كل حالة مما يلي الجواب الصحيح  

;إلى معلم متعامد و متجانس  منسوب  ضاءفال  , ;O i j k . 

 . z3 - y+  x 0 = 4 +  الذي معادلتهPو المستوي    ; S(1- (0 ; 2   نعتبر النقطة 

 

 هو : Pو يعامد  Sالذي يمر بالنقطة  D(  تمثيل وسيطي للمستقيم 1 

  

      

1الجواب 2الجواب  3لجوابا  4الجواب   

1

1 2

3

x t

y t

z

t R

 

2

1

1 3

x t

y t

z t

t R

 

1

2 2

3

x t

y t

z t

t R

 

2

1

3 3

x t

y t

z t

t R

 

 

 هي : Pمع المستوي  Dتقاطع المستقيم  Hالنقطة  تإحداثيا(2

    

1الجواب 2الجواب  3الجواب  4الجواب   

4;0;0  6 9 3
; ;
5 5 5

 
7 2 1
; ;
9 3 3

 
8 25 9
; ;

11 11 11
 

 

 تساوي : Pو المستوي  Sالنقطة المسافة بين  (3

1الجواب 2الجواب  3الجواب  4الجواب   

11

3
 

3

11
 

9

11
 

9

11
 

 

 هي: Pتقاطع هذه الكرة و المستوي  .  3و نصف قطرها  S( نعتبر الكرة التي مركزها 4

;1:   النقطة   1الجواب       5; 0I 

   و نصف قطرها  Hالداّئرة التي مركزها    :   2اب الجو    
10

11
 3    

 2  و نصف قطرها  Sالداّئرة التي مركزها     :   3الجواب     

و نصف قطرها  Sالداّئرة التي مركزها    :    4الجواب     
10

11
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 07التمرين  

 . تعامدال -الجداء السلمي    

 ABCDEFGH   مكعب طول حرفهa (a .)عدد حقيقي موجب تماما 

 . (AFH)و المستوي  (EC)نقطه تقاطع المستقيم  Iنسمي  

 

 

 

 

 

 

 

   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1) (HF) المستقيم يعامد بينّ أن المستقيم (AG). 

EAالجداءات السلمية التالية:  a( احسب بدلالة 2-1) (2 AF ،AB AF  وBC AF . 

 . AFيعامد  EC( استنتج أن 2-2)
 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.mathonec.com


 

 

  

 

 

 08التمرين   

 أقصر مسافة بين مستقيمين . -  تعامدال -الجداء السلمي   

;إلى معلم متعامد و متجانس  منسوب  ضاءفال , ;O i j k . : نعتبر المستقيمين 

   1

3 4

2
:

1

x

y
D

z









 


  


  
  R

و      2

6

1
:

2 2

x

y
D

z









 


 


 
  R

                    

(عينّ تمثيلا وسيطيا للمستقيم 1    تاذي يعامد 1D  و 2D . 

ب أقصر مسافة بين المستقيمين ( احس2 1D  و 2D . 

 

 

 09التمرين   

 المسافة بين نقطة و مستو .  -التعاهد    -الجداء السلمي   

ABCDEFGH مكعب مركزه O  1و طول حرفه . 

نعتبر المعلم المتعامد و المتجانس   ; , ,A AB AD AE . 

 . BHو  FDاحسب  (1

HOFاحسب قيمة مقربة للزاوية  (2 . 

 . (EGB)يعامد المستوي  (FD)برهن أن المستقيم  (3

 . (EGB)عينّ معادلة ديكارتية للمستوي  (4

 . (EGB)و المستوي  Oاحسب المسافة بين النقطة  (5
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 حلول                                                    
  

 01التمرين 
)   الجواب )جـ (الجواب الصحيح هو  : 1في السطر  •   ; ;3 1 4C D   عدد حقيقي ( ، لأنه يوجد 

    حيث

3

4

1 2

2

3

1







 

 

   

   1  . 

 

 لأن :  ( بالجواب )الجواب الصحيح هو  : 2في السطر •

2 التمثيل الوسيطي المعطى                     

1

1

3

2

1

x

y

z











 



  

يبينّ أن   2; 1; 1r   شعاع توجيه 

للمستقيم                      D  و 2;1;1v   يوازي 2; 1; 1r    لأنه يوجد عدد حقيقيt 

rحيث                      t v   1t  . 

                     2;1;1v   هو شعاعا توجيه آخر للمستقيم D. 

 

 لأن :  ( جـالجواب )الجواب الصحيح هو  : 3في السطر •

                    2; 1; 1r   توجيه للمستقيمشعاع  هو  D 

                    1;2; 3n   هو شعاع ناظمي للمستوي P 

0rلدينا                      n•   إذنr  لا يعامدn  و منه D  لا يوازي P 

                    ( D  لا يوازي Pو ليس محتواة في  تماما P ) 

 ملاحظة:      

نقطة                  ; ;M x y z  من الفضاء تنتمي إلى P  و إلى D  إذا و فقط إذا كان             

   

2 3 1 0

1 2

2

3

x y z

x

y

z







   


 


 
   

أي  

     1 2 2 2 3 3 1 0

1 2

2

3

x

y

z

  







       


 


 
   

أي  

13

3

23

3

19

3

4

3

x

y

z




 

  

 


 


                                               

إذن  D  يثقب P  في النقطة التي إحداثيتها
23 19 4

; ;
3 3 3

 
 
 
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لأن الاحداثيات  ( بالجواب )الجواب الصحيح هو  : 4ي السطرف • 1;3;2   للنقطة'B تحقق 
معادلة المستوي                  P  2) التي هي 3 1 0x y z   .) 

 

 لأن:  ( بواب )الجالجواب الصحيح هو  : 5في السطر •

                     1;2; 3n    هو شعاع ناظمي لـلمستوي P 

                      2 4;5;2n   هو شعاع ناظمي لـلمستوي 2Q 

و                    
1 0n n•   إذنn  يعامد

2n  نستنتج أن ، 2Q  يعامد P . 

 

 لأن:  ( أالجواب )الجواب الصحيح هو  : 6في السطر •

المسافة بين النقطة  1 ; ;1 3 2M   1لذي معادلته و المستوي ا 2 3 1 0x y z     هي 

 
     

 
22 2

1 2 3

1 2 3

1 14 14 14 14
14

1414 14

1 3 2      
  

 







  . 

 

 02التمرين  
 تعينّ مستو Cو  A  ،Bنبينّ أن النقط  ( 1  

;0;2لدينا      2AB  1و; 4; 1AC . 

 AB k AC  تكافئ

2

0 4

2

k

k

k

أي  

2

0

2

k

k

k

 

ABحيث   kد أي عددفي آن واحد إذن  لا يوج 2و  0أن يكون  kلا يمكن للعدد الحقيقي   k AC 

 . (ABC)و، هو المستويتعينّ مست Cو  A  ،B، نستنتج أن النقط  ACلا يوازي  AB  و منه

   

 Pنبينّ أن هذا المستوي هو    

       + 4 = 0  6x  2- 2+ 32 x    النقطة   إذنA  تنتمي إلىP. 

     + 4 = 0    4x  2- 2+ 12 x   النقطة   إذنB  تنتمي إلىP. 

   + 4 = 0      4x  2- 2+ 1x  2  النقطة   إذنC  تنتمي إلىP. 

 . (ABC)هو المستوي  P، إذن المستوي Pتنتمي إلى  C و A  ،Bالنقط    

 

 قائم ABCنبينّ أن المثلث ( 2-1( )2

2 لدينا         1 0 4 2 1 0AB AC 

 و منه متعامدان AC)( و (AB)متعامدان  إذن المستقيمان  ACو  ABالشعاعان       

 . A في قائم ABCالمثلث       

 ( تمثيل و سيطي للمستقيم 2-2)  

;بصفة عامة       ;n a b c  0يعامد المستوي الذي معادلتهax by cz d. 

;1;2لدينا      2n يعامدP  و هو أيضا شعاع  توجيه للمستقيم. 
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    ; ;M x y z  تكافئOM n  إذن

2

2

x

y

z

 Rو  

 OK ( حساب المسافة2-3)  

 إذن و إلى  Pتنتمي إلى  Kالنقطة  = (OK).و P (OK)لدينا     

     

2

2

2 2 4 0

x

y

z

x y z

أي     

2

2

4 4 4 0

x

y

z
أي       

2

2

4

9

x

y

z                 

و أخيرا  

4

9
4

9
8

9
4

9

x

y

z
:  Kنجد عندئذ إحداثيات   

8 4 8
; ;
9 9 9

K. 

:  OKنستنتج حساب  
2 2 28 4 8 4

9 9 9 3
OK 

  OABCحجم رباعي الوجوه ( حساب 2-4) 

 .[OK]و ارتفاعه  ABCهي  OABCقاعدة رباعي الوجوه     

2 إذن   AB 8² = 4 + 4 =  لدينا    2AB 3  و نجد كذلك 2AC. 

26  هي : ABC مساحة  المثلث   
2

AB AC
Aire ABC cm 

OABC  :3نستنتج حجم رباعي الوجوه   
6 8

3 3

OK
Volume OABC cm 

 OIتنتمي إلى  Gنبينّ أن   (3-1( )3 

               "I  مركز ثقل المثلثABC "    يعني     "I  1;مرجح الجملة , ;1 , ;1A B C" 
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                G   هي مرجح الجملة; 3 , ;1 , ;1 , ;1O A B C. 

;هي مرجح الجملة  G :نستعمل خواص المرجح )التجميعية(                3 , ;3O I 

 . (OI)تنتمي إلى المستقيم  Gإذن  [OI]منتصف  هي  Gأي                

 Pو المستوي  Gالمسافة بين ( حساب 3-2)     

لدينا               
1

3
OI OA OB OB  إذن إحداثياتI هي 

8

3
2

3
5

I

I

I

x

y

z

 

           G  هي منتصف[OI]  إذن
1

2
OG OI نستنتج إحداثيات ،G   :

4

3
1

3
5

2

G

G

G

x

y

z

 

        2 2 4 0x y z  هي معادلة ديكارتية للمستويP ، المسافة بينG  و المستويP 

هي       
2 2 2

2 2 4 2

32 1 2

G G Gx y z
 . 

 

 03التمرين  

1) A  وB  وC ليست على استقامة واحدة 

;5لدينا     2;4AB  1;1;1وAC . 

 AB k AC  تكافئ

5

2

4

k

k

k

 

حيث   kفي آن واحد إذن  لا يوجد أي عدد4و  2،  5أن يكون  kلا يمكن للعدد الحقيقي 

AB k AC و منه  AB  لا يوازيACج أن النقط  ، نستنتA  ،B  وC  ليست على استقامة

 . واحدة
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2) )2-1( d يعامد المستوي ABC)( 

;نعينّ شعاعا  ;n ستوي يعامد  الم(ABC) 

       ; ; 5; 2;4n AB   و; ; 1;1;1n AC 

إذن        
0

0

n AB

n AC
أي  

5 2 4 0

0
أي  

5 2 4 0
 

إذن     
3 9 0

أي  
3

2
2و منه       ; 3 ;n . 

;2لاحظ أن  3;1v  شعاع توجيه للمستقيم(d)  انظر التمثيل الوسيطي المعطى للمستقيم((d).) 

2; 3;1v  يعامد أيضا المستوي  (ABC)  إذن ،(d)  يعامد(ABC) . 

 

  (ABC)( معادلة ديكارتية للمستوي 2-2)

     ; ;M x y z  إلىتنتمي  (ABC)  إذا و فقط إذا كان AM v    0أيAM v . 

;2 لدينا      1; 3AM x y z  2و; 3;1v ، إذن : 

    ; ;M x y z  إلىتنتمي (ABC) 2 فقط إذا كان إذا و 2 3 1 3 0x y z   

2أي      3 4 0x y z . 

    2 3 4 0x y z  هي معادلة ديكارتية للمستوي)(ABC . 

 

3) (3-1 )H  هي مرجح الجملة; 2 , ; 1 , ;2A B C 

• H(x;y;z)  تنتمي إلى(ABC) إذنإحداثياتها   و إلى (d)   : تحقق 

                  

2 3 4 0

7 2

3

4

x y z

x t

y t

z t

أي  

2 7 2 3 3 4 4 0

7 2

3

4

t t t

x t

y t

z t

 

 

أي                   

1

7 2 5

3 3

4 5

t

x t

y t

z t

 ) H   .- ; 5-.( 5; 3و منه 

 

;4;7لدينا  • 2HA  ،2;2;2HB  ،8;5; 1HC : إذن 

     2 2 0HA HB HC ، نستنتج أنH هي مرجح الجملة ; 2 , ; 1 , ;2A B C 

 

 

  

: 
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  1المجموعة   ((3-2)      

• H هي مرجح الجملة ; 2 , ; 1 , ;2A B C : 2 إذن 2MA MB MC MH 

• MB MC CM MB CB 

0MH إذا و فقط إذا كان  1  إلىتنتمي  Mإذن  CB   هي المستوي الذي  1، نستنتج

 هو شعاع ناظمي له. BCو  Hيشمل النقطة 
 

  2   المجموعة  (3-3)

H هي مرجح الجملة ; 2 , ; 1 , ;2A B C : 2 إذن 2MA MB MC MH 

هي الكرة التي  2، نستنتج أن  29MHا و فقط إذا كانإذ  2  إلىتنتمي  Mإذن : 

  .29و نصف قطرها  Hمركزها 

 الجزء الأول     04التمرين 

1) ; ;n a b c مي للمستوي هو في نفس الوقت شعاع ناظP  الذي يشمل و شعاع توجيه للمستقيم 

I   و يعامدP. 

; ;M x y z    يكافئ; ;I I IIM x x y y z z  يوازي; ;n a b c  أي  يوجد عدد

IMحيث   tحقيقي  t n إذن ،

I

I

I

x x ta

y y tb

z z tb

.....أي  

I

I

I

x x ta

y y tb

z z tb

 

 . تشك تمثيلا وسيطيا للمستقيم  الجملة 

 

2()2-1 )H  وI  إذن نقطتان من،IH  يوازيn   لأنn  :إذن يوجد عدد        شعاع توجيه لـ 

IHحيث  kحقيقي         k n. 

  (2-2)
IH k n

H P
إدن   

0

H I

H I

H I

H H H

x x ka

y y kb

z z kb

ax by cz d

 

0Iو منه       I Ia x ka b y ka c z ka z d 

2أي        2 2 0I I Iax ka by kb cz kc d 

2أي        2 2
I I Ik a b c ax by cz d 

2لدينا        2 2 0a b c  لأن; ; 0;0;0a b c  إذن
2 2 2

I I Iax by cz d
k

a b c
 ز
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  (2-3)2 2 2 2 2 2
2 2 2

I I Iax by cz d
IH k n k a b c a b c

a b c
  

منه               
2 2 2

I I Iax by cz d
IH

a b c
  . 

 

 الجزء الثاني                                           

;1الذي مركزها  Sمماس للكرة   y + z -x - 0 = 11الذي معادلته  Qالمستوي  1;3. 

 ، و بتطبيق نتيجة الجزء الأول ، نجد :Qو  يساوي المسافة بين  Sللكرة   rنصف القطر  (4

     
2 22

11
2 3

1 1 1

x y z
r . 

2)1, 1;1n   شعاع ناظمي للمستويQ. 

    ; ;M x y z  1يكافئ; 1; 1M x y z  1يوازي; 1;1n 

Mحيث   tأي  يوجد عدد حقيقي       t n إذن  أي ،

1

1

3

x t

y t

z t

أي  

1

1

3

x t

y t

z t

 

 و المستقيم  Qن هي نقطة تقاطع Qو المستوي  Sتقاطع الكرة  T( النقطة 3

تحقق الجملة :  Tيات إذن إحداث   

1

1

3

11 0

x t

y t

z t

x y z

أي  

1

1

3

1 1 3 11 0

x t

y t

z t

t t t

 

أي   

1

1

3

2

x t

y t

z t

t

أي  

3

3

5

x

y

z

;3إذن   3;5T . 

 05التمرين 

التي  ذي يمر بالنقطةهي المستوي ال z = 2من الفضاء حيث  M(x ; y ; z)( مجموعة النقط 1-1( )1

 .  (EFH)، هو المستوي (xOy)و  يوازي المستوي  (2 ; 0 ; 0)إحداثياتها 

 

;، إذن 1نفس الفاصلة   Fو A  ،B(  للنقط 1-2)    ;M x y z ABF  1 =يكافئ x . 

 . x 1 =هي  ABFمعادلة المستوي             
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 . (EF)متقاطعان وفق المستقيم  (EFH)و  (ABF)( المستويان 1-3)  

                 (EFH)(ABF) ) z;  y;  xM(  يكافئ 
1

2

x

z
 

 2( )2-1( ، )2-2) 

• OA i  0;0;1إذنA . 

• 2OG OD DH HG i j k  2;1;1إذنG . 

• 1;0;2E  2;1;1وF  إذن
1
1; ;2
2

P. 

 

             
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

0axمن الشكل  (APQ)معادلة المستوي ( 2-3)      by cz d  وd, a , b , c  هي أعداد 

 .)a ; b ; c  ( ( 0 ; 0 ; 0 )حقيقية حيث                 

 ، إذن إحداثيتها تحقق  (APQ)تنتمي على  A(1 ; 0 ; 0 ) , P( 1 ; 1/2 ; 2), Q(0 ; 1/2 ; 0)النقط               

 أي : (APQ)معادلة                

               

0

2 0
2

0
2

a d

b
a c d

b
d

2إذن   0

2

a d

d d c d

b d

2منه  

2

a d

b d

d
c
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2:  (APQ)نجد معادلة للمستوي     0
2

d
d x d y z d  

2أي                                                      1 0
2

z
d x y 

;فإن   0dبماأن      ; 0;0;0a b c  2و منه 1 0
2

z
x y 

2أي      4 2 0x y z . 

  2 4 2 0x y z    هي معادلة ديكارتية للمستوي(APQ) . 

 

3(  )3-1( ،)3-2 ) 

      G APQ  يكافئ  إحداثياتG  تحقق معادلة المستويAPQ. 

2و  )G- (2 ; 1 ; 1لدينا         4 2 2 Gإذن  0 APQ . 

 

4 )G APQ  إذن المستويAPQ  لا يشمل المستقيمAG  ،A النقطة المشتركة الوحيدة  هي 

 .AGو  APQبين     

) لا  (PQ)و  (AG) ليست على استقامة واحدة لا توجد أي نقطة مشتركة للمستقيمين Qو  A  ،Pالنقط     

 في آن واحد(. (PQ)و (AG)يوجد أي مستو يشمل 

 06التمرين  

1 )1;1; 3n 0 = 4 +  شعاع ناظمي للمستوي الذي معادلته z3 - y+  x . 

 شرح :    

    ; ;M x y z D  1يعني; 2;SM x y z   1;1يوازي; 3n  أي يوجد عدد حقيقيk 

SMحيث      k n : إذن

1

2

3

x k

y k

z k

أي    

1

2

3

x k

y k

z k

 

1kنضع      t  و نجد

1 2

2 1

3 3 3

x k t

y k t

z k t

 

 . 4الجواب الجواب الصحيح هو  

 

 :شرح آخر   

 في كل حالة : tبدلالة  SMنعبر عن إحداثيات الشعاع  
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1الجواب 2الجواب  3الجواب  4الجواب   

3 2

3

t

SM t  

1

1

1 3

t

SM t

t

 2

3

t

SM t

t

 

1

1

3 3

t

SM t

t

 

 

;1;1الشعاع الوحيد الذي يوازي  3n    هو الشعاعSM  1:  4في الجوابSM t n . 

  

;( الإحداثيات 2 ;x y z  للنقطةH  تقاطع المستقيمD  و المستويP : تحقق 

    

2

1

3 3

3 4 0

x t

y t

z t

x y z

أي   

2

1

3 3

2 1 3 3 3 4 0

x t

y t

z t

t t t

 

إذن     

2

1

3 3

14

11

x t

y t

z t

t

و  نستنتج     

8

11
25

11
9

11

x

y

z

 

  . 4الجواب الجواب الصحيح هو  

 

هي :  Pو المستوي  S( المسافة بين النقطة 3
2 2 2

1 2 3 0 4

1 1 3
أي  

3

11
 . 

   . 2الجواب الجواب الصحيح هو     

 

و الكرة هي الدائرة  Pأقصر من نصف قطر الكرة ،إذن تقاطع المستوي   Pو  S( المسافة بين 4

 و نصف قطرها   ( Pعلى    S هي المسقط العمودي  لـ :  H)     H التي مركزها 

2
2 3
3

11
r  أي

10
3
11

r. 

 

   . 2الجواب الجواب الصحيح هو  
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 07التمرين 

 .متعامدان EFGH للمربع (EG) و  (HF)( القطران1 

 .( EFH) المحتواة في (HF) يعامد المستقيم (EA)إذن ( EFH) يعامد المستوي (EA) المستقيم    

 ( يشمل AEG) المستوي( ) AEG) يعامد المستوي،  (EA)و (EG) يعامد الذي (HF) المستقيم   

 ( (EA)و (EG)المستقيمين     

   (HF)  يعامد  كل مستقيمات المستوي (AEG) و بالخصوص (HF) يعامد (AG). 

 
 2 ) 

2 2 20EA AF EA AE EF EA EA EF a a  1)-2(   

 . متعامدان EFو  EA لأن            

          2 20AB AF AB AE EF EA a 

          BC يعامد المستوي )AEF) إذن BC يعامدAF 0 و منهBC AF . 
 

 (2-2)2 2 0 0EC AF EA AB BC AF AE EF a a  

 متعامدان . AFو  ECإذن           

 08التمرين    

 1 ) 1 1 1 1; ;A X Y Z  نقطة من 1D إذن 
1

1

1

3 4

2

1

X

Y

Z







 


  
   

 

      2 2 2 2; ;A X Y Z نقطة من 2D إذن
2

2

2

6

1

2 2

X

Y

Z







 


 
  

 

إحداثيات الشعاع 
1 2A A  هي

2 1

2 1

1 2

3 4 6

3

3 2

X X

Y Y

Z Z

 

 

 

    


   
    

 

  1 4;1;1u  هو شعاع توجيه للمستقيم  1D 

  2 6;1;2u  هو شعاع توجيه للمستقيم 2D. 
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المستقيم   1 2A A  يعامد 1D و 2D  1إذا و فقط إذا كان 2 1

1 2 2

0

0

A A u

A A u

 • 


• 

 

أي                                                                     
2 3 2

27 41 27

 

 

 


 
و نجد  

1

0









 

نستنتج أن   1 1; 1;0A    ، 1 0;1;2A  إذن 1 2 1;2;2A A. 

المستقيم     الذي يعامد 1D  و 2D  و المستقيم 1 2A A  الذي يمر بالنقطة 1 1; 1;0A   و شعاع 

توجيهه   1 2 1;2;2A A . 

نقطة   ; ;M x y z  من الفضاء تنتمي إلى  المستقيم   يعني 
1 1 2A M t A A   t R 

أي   

1

1 2

0 2

x t

y t

z t

 


 
  

 أي   

1

1 2

2

x t

y t

z t

  


  
 

 

 

1

1 2

2

x t

y t

z t

  


  
 

هو تمثيل وسيطي للمستقيم     .المطلوب 

( اقصر مسافة بين المستقيمين 2  1D  و 2D  2هي 2 2

1 2 1 2 2 3A A    . 

 09التمرين  

2BD: نجد  Cقائم في  BCDالمثلث  (1  .باستعمال مبرهنة فيتاغورس 

3FD: نجد  Bقائم في  FBDالمثلث       .باستعمال مبرهنة فيتاغورس 

3BHنجد بنفس الكيفية أن    . 

OFنحسب الجداء السلمي   (2 OH• : بطريقتين مختلفتين 

•    1 1 1

4 4 4
OF OH DF BH DB BF BH DB BH BF BH•  •   •  •  •

 2 21 1

4 4
OF OH DB BF•      . 

• 
3

cos cos
4

OF OH OF OH  •      . 
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نستنتج أن 
3 1

cos
4 4

      أي
1

cos
3

     109و الحاسبة تعطينا  ≈ . 

يعامد شعاعين من المستوي  FDنبينّ أن  (3 EGB : 

:  GE  يعامد FDنبينّ أن  •

 FD GE FG GH HD GE FG GE GH GE HD GE•    •  •  •  إذن  •

2 2 0 0FD GE FG GH•      . 

FDنحسب بنفس الكيفية  • GB•  0و نجدFD GB•  . 

نستنتج أن المستقيم   FD  يعامد المستوي EGB . 

4 )  1;1; 1FD   شعاع ناظمي للمستوي  EGB  إذن EGB يقبل معادلة ديكارتية من الشكل 

0x y z d      . النقطة بماأن  1;0;0B تنتمي إلى المستوي  EGB 1 فإنd     .

1نستنتج أن   0x y z     معادلة ديكارتية للمستوي EGB . 

 المسافة بين النقطة  (5
1 1 1

; ;
2 2 2

O
 
 
 

  و المستوي  EGB هي  :

   
2 22

1 1 1
1

32 2 2

61 1 1

   



   

                         

                                        

 

. 
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