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  ا	��ءات ا	�������

 	����ا�� ���  .إ���ت 
��ت ���� ���� ا��������ت و ��  .ا���ه�ن 	����ا�� � 
��ت �  ��  .ا���ه�ن 	����ا����� ���� # 
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              أه��
 ا,.�-,ل 	����ا��ا�*�ض �) ه'ا ا�&��ط ه� إ	�از                  

���0ت  �
 ا �4ب ���2ع �  :8:-اد ا8و�7 ا��6�0�
 5�� ا��0-و
 �&#-�  :113 =  

         9 2 1 33 ):    و=� > أن                   += )2219 +=  

        36 3 2 1 333 ):   و=� > أن            ++= )232136 ++=  

       1004 3 2 1 3333 ):   و=� > أن     +++= )24321100 +++=  
 
��ة ا���0�< ا������ @&��0-وم : و ��5 B0��C :-د �آ �أ� (�  nنE�   

  ( )233333 ...4321   ...4 3 2 1 nn +++++=+++++  

B�4= np  
���Fا�″( )233333 ...4321   ...4 3 2 1 nn +++++=+++++ ″    

1: #��&&� ا��GHI أن p 8ن 
I�I� 111 23 ==  

                       2p  8ن 
I�I�( ) 9212 1 233 =+=+  

                       3p  8ن 
I�I�( ) 363213 2 1 2333 =++=++ 

                       4p  8ن 
I�I�( ) 10043214 3 2 1 22333 =+++=+++  

(�
ه� أن  ����Fا� np0-وم ؟ وإذا آ�ن� ��5 B0��C :-د �آ �أ� (� 
I�I�     

�) ا���HHIت (  ا��2اب =0< ، آ�� =��ه) ذ�L ؟  @�&�  ) . 8=@ #��- :-د 5�� 
�0-وم  ��5 B0��C :-د �آ �أ� (�   �Eنn ا,.�-,ل ا�'ي P�4# 	����ه�ن أ=@ 


���Fا� np�4# 
I�I�  7ا�� )ا���ه�ن ( ا,.�-,ل����	  .  

np B0��60-د ا���	 GR0�� 
���n BR# آ�� 
��0�)ا��H-ار :    )5 4 +n  ��H#   
 7R: 
�4H3 ا�.   

�) أ��  0=n نE� 0p 8ن 
I�I�6540 �4
 :7R 6 ، ا�0-د +=Hا� ��H# 3.   

1�) أ��  =n نE� 1p 8ن 
I�I� 9541 �4
 :7R 9 ، ا�0-د +=Hا� ��H# 3.   

�) أ��  2=n نE� 2p 8ن 
I�I� 21542 =+ ، 21 7R: 
�4Hا� ��H# 3 .  

 (�� PYا��ا (��) أن   �	�����	 GHIا�� �&&��) أ�� آ� npأ=@ , #� 
I�I�   

 B0��60-د ا�R� 
��Z n )  ت�HHIا�� (� @�&�    ا,.�-,ل   ، P�4#) #��- :-د 5�� 

  ا���ه�ن 	����ا��

��ط =1  
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�)n آ�  	����ه�ن أ=@ �) أ�� 	����ا�� n نE� ( )54 +n 7R: 
�4Hا� ��H# 3 .   

          
                      

( )nu 
������ 
��0
 	�� #BR :-د#�:  

 2 0 =u  َ1 2 3  و −=+ nn uu :-د �آ �أ� (�  B0��Cn.   

 
n23  وَ  nu =\�ض أن ا���R6ب ه� ��Hر= −  B0��C :-د �آ �أ� (�n .  

 B�4= np  
���Fا� ″  B0��C :-د �آ �أ� (�n ، n
nu 23 −= ″   

 
���Fإن آ�=[ ا� ^I�= np 
_C�
 أو I�I� .  

  :أآ�� ا�2-ول ا����B  -أ

   

 ا�&�-ب a �� (� �Z�6=0@ اYو (�
 	���I,ت  �� ه� ا���F�) ا�'ي #�HR0ا��� bc�  :  
 0=n ،  1=n  ،  2=n  ،  3=n  َ4  و=n.   

 
���Fه�ن أن ا���R�np (��R �� 7R: ��0= ، 
I�I� :  

�) أ�� GHI�=np أن  
I�I� 0=n.   


 np=\�ض أن I� (ه��= ،  
�Y�\ا� d'7 هR: وا:���دا ، 
I�I� 
1+np.  

�) أن =c-&: eRF�4' أن �# 
���Fا�np
I�I� .   

�) ا���ه�ن  f�&ا��ا,.�-, #7�4 ه'ا ا�����	ل    
  �Iا�:  

  :إآ��ل ا�2-ول  -أ

  

4  3  2  1  0  n  

          nu  

          n23 −  

4  3  2  1  0  n  

13−  5−  1−  1  2  nu  

13−  5−  1−  1  2  n23 −  

BY�#ل ا��,-�.�� -#-� f�= ل���ط  ا�*�ض �) ه'ا ا�&��ط ه� إد=2  
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  :��F�)و�Y  -ب 

 	���I,ت  HR0ا��� bc��&ا� 
a �� (� �Z�6=0ا=n، 1=n ، 2=n ، 3=n   َو   

 4=n (��) أن =eRF�4 أ=@ �#  B0��C :-د �آ �أ�n  نE�n
nu 23 −=.   

�) أ�� آ� :-د �C�B0  @���ه�ن أ=ا n نE� n
nu 23 −=:   

 B�4= np  
���Fا� ″  B0��C :-د �آ �أ� (�n ، n
nu 23 −= ″  


ا��I� (� GHI0p:   

0 2  : ا��6ف ا8ول ه� =u  ،   ه� B=�j223 :ا��6ف ا� 0 =−  


 0p  :إذن .  ا��6ف ا8ول #�4وي ا��6ف ا�B=�j   و	�����E� Bن I�I�  


 np=\�ض أن I�I� أي   :n
nu 23 −=  


  أي np+1 و=��ه) أن I�I�  :1
1 23 +

+ −= n
nu  

 �&#-�  :32 1 −=+ nn uu ، ا���ا�� 
�Y�� (�n و
nu 23 −=  

 B�����	و  : ( ) 1
1 233226323232 +

+ −=−×−=−−=−= nnn
nn uu  

  @&�: و
1+np 
I�I�  

�)  :إذن  B0��C :-د �آ �أ�n نE� n
nu 23 −=    

   :ا,.�-,ل 	����ا��  
R: 

7 ا,.�-,ل 	����ا�� ه� =�ع �) ا,.�-,,ت P�4# 	����ه&��� 
I�    

 B7 ا���-أ ا����R: ��0- ه'ا ا,.�-,ل# ، B0��C 0-د	 GR0�� :  
   :���أ ا�����ل �	��ا�� 

np B0��60-د ا���	 GR0�� 
���n B�� ، 
_C�
 أو I�I� ن���) أن ��# ،   


 =��ه) 	����ا�� ���Fا� 
I� 7R: np  B0��C :-د �آ �أ� (�n ، ���=   

  
  :ا���ا � ا�����

 ا8و�7 R ا���:  �= GHI 
I� (�0p .  


�=�jا� 
R أ=@  =\�ض  :ا��� B0��C :-د �آ �أ� (�n
���Fن ا�E� np 
I�I�  


  ،  :7Rا:���داو   �Y�\ا� d'ه) ه��= 
���Fا� 
I�
1+np.   

 
j��jا� 
R �0 ) :ا,.�&��ج ( ا����
=b�&�4 إذا �GHI ا����Cن ا��4	�Hن ���Fأن ا�    
 npB0��C :-د �آ �أ� (� 
I�I� n.   

  
a ��:  
�Y�\ا� ، 
�=�jا� 
R ا��� B� ″np 
I�I� ″ ا���ا�� 
�Y�� 7�4�   
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�� أ��ى 	��ا ا	���أ ��:   

  ���lت أن HR0�� 
��� B0��60-د ا���	n B0��C :-د �آ �أ� (� ، 
I�I� n  

 ^�  0   nn ≥ �0�  :  ، =GHI ا���C�) ا������) 
    
�c-ا�	ا, 
�) أ�� ا����� 
HHI� 
���F) أن ا��0=�ّn.   

 ورا��
 ، 	�0&7 =�ّ�) أن    ���Fا� :  

 

 آ�\������) أ��  
I�I� 
���Fض أن ا��\=       p  
I�I� ��=) أ�و =�ّ ،   
 
�) أ�� ا�����       1+p.   

��ة ا,.�-,ل 	����ا��  � :  
��ة ا,.�-,ل 	����ا�� 	4�6
 و#��) ��nره� آ���   BR#:   

&: 7R: �ا��� �Yإذا ا.�06&� و ، >R. B� �0دnا� -  
(�
 ا8و�7 ��'ا ا�R4< وا.�06&� 	0- ذ�L ا,=��Hل  �Rا�   



 ا�� �&=E� ، ��Z�� B	L�' =6�4�� ا��0nد إ�7  �� 
 آ�\� �Rا�  
 >R4ت ه'ا ا�� �� ��7 ��R: .  

  
��jل  1 :   

�nن 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ� ���ها� (nنE�  ار-Hا�� ( )19  −n 7R: 
�4Hا� ��H#8    

  B�4=np   
���Fا� ″  B0��C :-د �آ �أ� (�n ،  ار-Hا��( )19  −n ��H#   

 7R: 
�4H8 ا�  ″  

I� (� GHI0ا��p:   

 �&#-� : 01119  0 �4
 :7R 0، ا�0-د  −=−=Hا� ��H# 8 @&�
 0pوI�I�  


 np=\�ض أن I�I� أي   :( )19  −n 7R: 
�4Hا� ��H# 8 د :   أي-: -��#  

  P�I�k ^�I	 kn 819  =−،   


  أي np+1 و=��ه) أن I�I�  :( )19  1 −+n 7R: 
�4Hا� ��H# 8    

 Kn	I�K ^#��- :-د �I�P :  أي  819  1 =−+   

 �&#-� :19 919  1 −×=−+ nn،    

 ا���ا�� �Y�� (�kn:  و 819  =− @&�189 :  و  += kn  

 B�����	و :  
  

  @&�: و
1+np 
I�I�  

( )
( ) Kkk
knn

8198889             

118919 919  1

=+=+×=
−+=−×=−+
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�) أ��  :إذن n (� n نE�  ار-Hا��( )19  −n 7R: 
�4Hا� ��H# 8      

  ) >Zر ���  ) 1 #\�4ّ ا���jل رZ< 1ا�
��jل  2:   

 �4= BnR   
���Fا� ″  B0��C :-د �آ �أ� (�n نE�  ار-Hا��( )14  −n ��H#   

 7R: 
�4H5 ا�  ″  

I� (� GHI0ا��R:   

 �&#-� : 0111 40 �4
 :7R 0، و	�� أن ا�0-د  −=−=Hا� ��H# 5نE� 0R 
I�I�  


 nR=\�ض أن I�I� أي   :( )14  −n 7R: 
�4Hا� ��H# 5   

 kn	I�k ^#��- :-د �I�P :  أي  514  =−  

1R و=��ه) أن  +n أي  
I�I�  :( )14  1 −+n 7R: 
�4Hا� ��H# 5 د:   أي-: -��#  

 P�I�  K ^�I	 Kn 514  1 =−+  

 �&#-� :14 414  1 −×=−+ nn،    

 ا���ا�� �Y�� (�kn : و 514 154:   أي −=   += kn  

 B�����	و :  
  

  @&�1R: و +n ��5�
I�I 
���Fأي أن  ا� nR 
  . 5�� ورا��


 :إذن ���Fا�nR 
I�I� ��5)0R َو 
I�I� nR 
     )5�� ورا��
  ) >Zر ���  ) 2 #\�4ّ ا���jل رZ< 2ا�
3��jل   :  

 B�4= nQFا�    
���″  B0��C :-د �آ �أ� (�n نE�  ار-Hا��( )19  +n ��H#   

  7R: 
�4H8ا�  ″  


 nQ=\�ض أن I�I� أي   :( )19  +n 7R: 
�4Hا� ��H# 8 د :   أي-: -��#  

 P�I�  k ^�I	 kn 819  =+  

1Q و=��ه) أن  +n أي  
I�I�  :( )19  1 ++n 7R: 
�4Hا� ��H# 8   

 Kn	I�K ^#��- :-د �I�P :  أي  819  1 =++   

 �&#-� : 19 919  1 +×=++ nn،    

 ا���ا�� �Y�� (�kn : و 819 189:   أي +=   −= kn  

( )
( ) 35345            

115414 414  1

+=+×=
−+=−×=−+

Kk
knn
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 B�����	و  :  
   

  @&�1Q: و +n 
I�I� 
���Fأي أن ا�  nQ 
  . ورا��


I� (� GHI0 ا��Q:  

 �&#-� : 21119  0 �4
 :7R 2، ا�0-د  +=+=Hا� ��H# , 8 @&�
 5�� 0Q وI�I� 

 :إذن ���Fا�nQ  
I�I� ��5)0Q َو  
I�I� ��5nQ 
     ) ورا��

 )  >Zر ���  ) 3 #\�4ّ ا���jل رZ< 3ا�

  :���- ��ث ����ت أ.�.�
 هB  : ا��F���ت ا��B #�0�4� ���� ا���ه�ن 	����ا�� 
��4واة   
I� 7R: ا���ه�ن.  
  
&#���� 
I� 7R: ا���ه�ن.  
�4
 :7R :-د  Hا� ��H# ار-H�  ) . أو ��r:� �0-د ( ا���ه�ن أن 
 �CGcا:    


���Fإذا آ�=[ ا�np�4واة�R� ا-�H0� �jا��6ف ا8آ (���4واة ، =�-أ 
1+np  

 �sإ�7 ا��6ف ا �n= ا���ا�� 
�Y�� .���0ل�	و   .  

���Fإذا آ�=[ ا�npا���ا�� 
�Y�� (�
 ، =�-أ &#����  7R: ل�nIR�

1+np.   

 �����   - 1 - ا����   - 2 - ا��  - 3 - ا�
  

  

  

  
  

  

  
  

0p
I�I�   

np
   ورا��
0R 
I�I�  

nR  ��5
  ورا��
0Q  ��5
I�I�  

nQ
   ورا��

 
���Fا� np
I�I�   
���Fا�   nR
_C�
  ا   ���F� nQ
_C�   

( )
( ) Kkk

knn

8198889            

118919 919  1

==−×=
−−=+×=+

−

+
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��RIل  ��� (#1 :   

�0-وم ��5 B0��C :-د �آ �أ� (� �r=  n:   2222   ... 3 2 1 nns ++++=  


  ns+1 �< اآ�4s t وَ t4  1s  ،2s  ،3sا�,-	ns .  

�)n	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�  *n  :( )( )121
6
1 ++= nnnns.   

 �Iا�:   
1s:  11 2 �4ب 

1 ==s  

2s:  5 2 1 22 �4ب 
2 =+=s  

3s:  14 3 2 1 222 �4ب 
3 =++=s  

4s:  304  3 2 1 2222 �4ب 
4 =+++=s  


	�آ� 1+ns  
�,-	ns:   

 ( ) ( )222222
1 1    1    ... 3 2 1  ++=++++++=+ nnn nn ss 

) :إذن    )2
1 1     ++=+ nnn ss  

�)nن 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ� ���ها�  *nنE� :  

 B�4= np  
���Fا� ″ ( )( )121
6
1 ++= nnnns ″  

 
I� (� GHI1ا��p:   

1 1 ا��6ف ا8ول ه�  =s  ،    ه� B=�jا��6ف ا�  


1p  :إذن .  وي ا��6ف ا�B=�j  ا��6ف ا8ول #�4 و	�����E� Bن I�I�   


np=\�ض أن I�I� أي  :  


 أي np+1 و=��ه) أن I�I�  :( )( )( )322
6
1  11 ++= ++ nnnns  

 �&#-�  :   
  
  
  
  

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )[ ] ( ) ( )( )[ ]3221
6
167 21

6
1

         

16121
6
11121

6
1

         

1    1    ... 3 2 1  

2

2

222222
1

+++=+++=

++++=++




 ++=

++=++++++=+

nnnnnn

nnnnnnnn

nnn nn ss

( )( )121
6
1 ++= nnnns

( )( ) 132
6
1112111

6
1 =××=+×+×


��RI� ���ر#) 

( )( )121
6
1 ++= nnnns
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  @&� :و
1+np  
I�I�  

�) أ�� آ�  :إذن n(� *n نE� ( )( )121
6
1 ++= nnnns  

��RIل  (#��� 2:   
�)n	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�   nنE�  1 2 +≥ nn.   

�Iا� :   
 B�4= np  
���F2 1 ″ ا� +≥ nn ″  

 
I� (� GHI0ا��p :  

�) أ��  0=n �&#-�  :10 20 
≤11:  أي ≤+HHI� B0: إذن .   وهp 
I�I�   


=\�ض I�np 2 1:  أي +≥ nn  (و=��ه 
I�
1+np  أي:    


 ا���ا�� �-#&� �Y�� (�  :1 2 +≥ nn @&�  :   و

):  أي  ) nn n 2 1 22 ++≥× @&�):  و ) nn n 2 1 2 1 ++≥+  

2 02 و	�����E� 0≥n Bن n∈n و	�� أن  ≥n 2 1 أي ≥n  


               =b�&�4 أن Z�0وا�                                   
Z�0ا� (�   

 ( ) 1 1 2 1 ++≥+ nn 2 2:  أي 1 +≥+ nn   @&� :و
1+np
I�I�  

�) أ�� آ�  :إذن n(� nنE�  1 2 +≥ nn.   

��RIل  (#��� 3:   
  
)=���0 ا������� )nu BR# ��	 
  : ، ذات ا�I-ود ا�����
 ، ا����0

 1 0 =u  َو  nn uu  11 +=+ B0��C :-د �آ �أ� (� n.   

�)nأ=@ �) أ�� آ� 	�ه) 	����ا��   n نE�  
)ا������� )nu ا#-ةu�� .    

�Iا� :   
)ا�������
 (  :�'آ��  )nu ا#-ةu�� (  v����) أ�� آ�  (#n(� n،               (  

)أن���Rه�ن   )nu���) أ�� آ�  #�\B أن =��ه) أ=@ uا#-ةn(� n،   

  B�4=np  
���Fا� ″ nn uu   1 ≥+ ″  


I� (� GHI0ا��p :  

 �&#-�   :211 1 01 =+=+= uu  

( ) nnn n 2  1  2 2 ++≥+

1  2 ≥n ( ) nn n 2  1 2 1 ++≥+

2 2 1 +≥+ nn

nn uu   1 ≥+

nn uu   1 ≥+
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�) أ��  0=n �&#-�  :01   uu 12: أي  ≤ ≥ 
HHI� B0:إذن  .  وهp 
I�I�   


np=\�ض أن I�I� أي  :nn uu   1 ≥+  


 أي np+1و=��ه) أن  I�I�  :12   ++ ≥ nn uu  

 �&#-� nn uu   1 ≥+ @&�11 و     1 ++ ≥+ nn uu .  
   ″ ا�2'ر ا���	�B0 ″	�� أن ا�-ا�

��uا#-ة ����� :7R ا���2ل  [ [∞+ ; 0
) و�) ا���0#� آ�  -ود ا������� )nu
����  

b�&�4=  :1     1 1 أن  ++ ≥+ nn uu 12:  أي   ++ ≥ nn uu  

  @&� :و
1+np 
I�I�  

�) أ�� آ� :-د �C�npB0 :إذن   
I�I�n
) ، و	�����B ا������� )nu ا#-ةu��. 

��RIل   (#���4: w��� ا���ه�ن 	����ا�� ا.���0ل �Z:-ة ا�0 x�H&ا�   
( )nu

 :-د#������  BR# ��	 
��0�    :2 0 =u  

                                                
1 2
2 

1 +
+=+

n

n
n u

uu �آ �أ� (� n(� n    

   .E� 1≠nuن �Cn�B0 أ�� آ� :-د �)  أ��[ أ=@ 

 �Iا�:   B�4=np  
���F1 ″ ا�≠nu ″  

I� (� GHI0ا��p :  

�) أ��  0=n �&#-� : 1 0 ≠u 12:  أي ≠ 
HHI� B0 :إذن .  وهp 
I�I�  


np=\�ض أن I�I� 1:  أي≠nu 
I� (و=��ه
1+np 1 1:  أي ≠+nu  

 x�H&ا� w�  :  �'آ�� 	�H:-ة ا�0
E� 1 1ن nu≠1 إذا آ�ن (  ≠+nu (  v���1 1 إذا آ�ن (  # =+nu نE� 1=nu (  

E� 1 1ن nu≠1إذا آ�ن :  و	�����B 	-ل أن =��ه) أ=@  ≠+nu  
1 1إذا آ�ن :  #�\B أن =�ّ�) أ=@  =+nu نE� 1=nu  

1 1 : إذا آ�ن  =+nu 1:  أي
1 2
2 =+

+
n

n
u

u
E�: 122ن   +=+ nn uu  @&�    nu=1 :و

  @&� :و
1+np
I�I�  

�) أ�� آ� :-د  :إذن  B0��Cn نE� 1≠nu.   

��RIل  (#��� 5 :   
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( )nu

 :-د#������  BR# ��	 
��0�    :1 0 =u  

                                                nn uu  2 1 �) أ�� آ� +=+ n(� n    

�) ا�0-د ا��6�B0  أ��[ أ=@# ���� n نE� 20    ≤≤ nu.   

 �Iا�:   B�4=np  
���F20 ″ ا�    ≤≤ nu ″  

I� (� GHI0ا��p :  

 �&#-� : 20  0  ≤≤ u  210 :أي 
  وه≥≥   HHI� B . 0: إذنp 
I�I�  


 np=\�ض أن I�I� 20 : أي    ≤≤ nu،   

و=��ه) أن  
1+np 
I�I� 20:  أي  1  ≤≤ +nu  

 �&#-�  :20    ≤≤ nu @&�22202:  و    +++ ≤≤ nu 422: أي    ≤≤ + nu  
  
��uا#-ة ����� :7R ا���2ل ″ ا�2'ر ا���	�B0 ″ و	�� أن ا�-ا� [    �Eن0 ; +∞]

 4 2 20  ≤+≤≤ nu @&�220:  و    ≤+≤ nu 20: أي  1  ≤≤ +nu  

  @&�: و
1+np 
I�I�  

�) أ�� آ� :-د �C :إذن  B0�nنE�   20    ≤≤ nu .   

  
a ���) أ�� آ� [ :n(� n ، 20    ≤≤ nu[ # B&0]  
) ا������� )nuودة-I� [  

��RIل  (#��� 6 :   
( )nu������

 :-د#  BR# ��	 
��0�   :2 0 =u  

                                               
n

n u
u

 1
11 1 +

�) أ�� آ� +=+ n(� n    

 B0��6ا�0-د ا� (�# ����E� 21ن n أ��[ أ=@     ≤≤ nu.   

 �Iا�:   B�4=np  
���F21 ″ ا�    ≤≤ nu ″  

I� (� GHI0ا��p :  

 �&#-� : 21  0  ≤≤ u  221 :أي    ≤≤ 
HHI� B0: إذن .  وهp 
I�I�  


 np=\�ض أن I�I� 21 : أي    ≤≤ nu،   

و=��ه) أن  
1+np 
I�I� 21:  أي  1  ≤≤ +nu  

  �&#-� :21    ≤≤ nu @&�21111:  و    +++ ≤≤ nu 312: أي    ≤≤ + nu  
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��RHب ″ و	�� أن ا�-ا� ″ ����� 
nZ�&�� 7R:*r نE�  
2
1

1
1

3
1

  
 

  ≤≤
+ nu

  


 ا�0-د ��YE	2- 1 و=   :  

 @&�2:  و
2
3

3
41  1  ≤≤ ≤≤ +nu 21:  أي  1  ≤≤ +nu  

  @&�: و
1+np 
I�I�  

�) أ�� آ� :-د �C�B0  :إذن nنE�   21    ≤≤ nu .   

��RIل  (#��� 7 :   
�) أ�� آ� أ=@   أ��[ 	����ا��n(� n نE� 122 3  2 ++ + nn 0-دR� �:�r� 7.   

 �Iا�:    
  B�4=np  
���F122 ″ ا� 3  2 ++ + nn 0-دR� �:�r� 7  ″  


I� (� GHI0ا��p :  

 �&#-� :73 23  2 121  0  22 0 =+=+ 
 0p:إذن  . 7 �0R� �:�r-د 7، و  +×+I�I�  


 np=\�ض أن I�I� 122 : أي 3  2 ++ + nn 0-دR� �:�r� 7،    

و=��ه) أن  
1+np 
I�I� أي  :( ) ( ) 11221 3  2 ++++ + nn 0-دR� �:�r� 7    

 �&#-�  :  
  
  
  
  
  
  

122 و	�� أن  3  2 ++ + nn 0-دR� �:�r�
 ا���ا��   ( 7 �Y�� (�(  
7 123 و  +× n 0-دR� �:�r��0R� �:�r-د 7واPY أن ا�0-د   ( 7  7 (   ،  

) �Eن ا����2ع  ) 12122 3 7 3   2 2 +++ ×++× nnn  0-دR� �:�r�7.    
 @&�:  و

1+np 
I�I�  

�) أ�� آ� :-د �C�B0  :إذن nنE�  122 3  2 ++ + nn 0-دR� �:�r� 7  .   

2
11

1
11 

3
11   

 
 ++++ ≤≤

nu

( ) ( ) ( ) ( )

( )

[ ] 12122

12122

122

12221

212121222111221

3 7 3   2 2                            

37 3 2  2 2                           

3 72  2 2                            

3 3 2 2                            

3 2 3 2 3  2

+++

+++

++

++

++++++++++++

×++×=

×+×+×=

×++×=

×+×=

+=+=+

nnn

nnn

nn

nn

nnnnnn
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��RIل  (#��� 8 :  
a ،b،x  َوy 
I�I� أ:-اد ، n 0-وم� ��5 B0��C د-: .  

]@ إذا آ�ن أ��[ أ=  ]nba ] وَ ≡  ]nyx ] �Eن ≡  ]nbyax  ≡.   

     :k:-د �C�B0 	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�  

]إذا آ�ن   ]  nyx ] �Eن  ≡ ]nyx kk  ≡  

�Iا�  :   
] ( :�'آ��   ]nyx  ≡(  v���#   )  yx �0R� �:�r-د  −n(    

]@ إذا آ�ن ت أ=���إ ]nba ] وَ ≡  ]nyx ] �Eن ≡  ]nbyax  ≡:   

] إذا آ�ن  ]nba  ≡ P�I� د-: -��# @=E� 1k GHI# nba k1=−    

] إذا آ�ن  ]nyx  ≡ P�I� د-: -��# @=E� 2k GHI# nyx k2=−     

 �&#-�  :  

  

  @&�byax :و �0R� �:�r-د − n أي   :[ ]nbyax  ≡  

] إذا آ�ن :إذن   ]nba ] وَ آ�ن ≡  ]nyx ] �Eن ≡  ]nbyax  ≡.   

     :k:-د �C�B0 ا���ه�ن 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�  

]إذا آ�ن   ]  nyx ] �Eن  ≡ ]nyx kk  ≡  

�) أ��  
I�I� 
��F0ا�=k.   


 kp=\�ض أنI�I� إذا آ�ن  : أي[ ]  nyx ] �Eن  ≡ ]nyx kk  ≡،   

و=��ه) أن 
1+kp 
I�I� إذا آ�ن :  أي[ ]  nyx ]�Eن  ≡ ]nyx kk 11  ++ ≡  

 (� [ ]  nyx ] وَ ≡ ]nyx kk    و  t4 ا�4|ال ا8ول =b�&�4 أن ≡ 

 [ ]nyyxx kk ]:  أي ×≡×  ]nyx kk 11  ++ ≡ .  @&�: و
1+kp 
I�I�.   

�) أ�� آ�  :إذن  B0��C د-:k:    إذا آ�ن[ ]  nyx ] �Eن  ≡ ]nyx kk  ≡  

��RIل   (#���9 :  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )nbxbnxn

byxxbabxbxbyaxbyax
kkkk 2121                +=+=

−+−−=− =−+
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z @�R#�C tآ��θθ:  :�-ة �@ θ وَ 1 :-د  sincos iz +=  

n  ،θθ sincos ninzn:-د �C�B0أ=@ �) أ�� آ�  	�ه) 	����ا��  +=  
�Iا�  :   

  B�4=np  
���Fا� ″ θθ sincos ninzn += ″  


I� (� GHI0ا��p:   

0  1 ا��6ف ا8ول ه�  =z  ه� B=�jا��6ف ا� ،( ) ( ) 1θ0sinθ0cos =×× + i   

0p:إذن .  ��6ف ا�B=�j  و	�����E� Bن ا��6ف ا8ول #�4وي اI�I�  


np=\�ض أنI�I� أي  :θθ sincos ninzn +=،   

و=��ه) أن 
1+np 
I�I� أي    :( ) ( )θsinθcos 11  1 +++=+ ninzn.   

  �&#-�:   
  
  
  
  : و=R0< أن  
  

 B�����	و  :  
  

  @&� :و
1+np 
I�I�.    

�) أ�� آ� : إذن B0��C د-:n : ( ) θθ sincos θsinθcos nini n +=+  

��RIل  (#��� 10 :  
 z َو z′ آ��ن���0-و� :-دان  ��5 ^�  (� :[ ]θ  ;  rz = ، [ ]θ  ;  ′′=′ rz  

zzzz  :أ��[ أن  ′′ )  وَ  ×=× ) ( ) ( )[ ]π2 argargarg zzzz ′′ +≡×  

    :n:-د �C�B0 	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�  

 n nz z=         َو   ( ) ( )[ ]nz zn π2 arg     arg ×≡  

�Iا�  :   
zzzzإ���ت أن  ′′ )  وَ ×=× ) ( ) ( )[ ]π2 argargarg zzzz ′′ +≡×:   

( )
( ) bababa

bababa
sincoscossinsin

sinsincoscos

..

..cos
+=
−=

+
+

( )( )

( ) ( )θcosθ.sinθsinθ.cos

 

θsinθ.sinθcosθ.cos

θsinθ.sinθcosθ.sinθsinθ.cosθcosθ.cos

θsinθcosθsinθcos

        

        

. 1

nninn
ininiinn

ininzzz nn

++−=
+++=

++=×=+

( ) ( )
( ) ( )θsinθcos

θθsinθθcos

11        

1

+++=
+++=+

nin
ninzn
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-�    �&#  :[ ]θ  ;  rz ):   أي = )θsinθcos irz +=   
]:  و�-#&�  ]θ  ;  ′′=′ rz أي  :( )θθ sincos ′+′= ′′ irz  
  @&�  : و

  
  
  
  

  :  و=R0< أن 

   
 B�����	و  :( ) ( )[ ]θθθθ sincos ′++′+=× ′′ irr zz  

  
	���)ا� ) ( )[ ]θθθθ sincos ′++′+′ irrt0-د ا���آR� BjRjا�� ���zzهB ا� ′×  
]:  =b�&�4 أن  ]θθ  ;  ′+×=× ′′ rrzz  

zzzz : إذن  ′′ )  وَ  ×=× ) ( ) ( )[ ]π2 argargarg zzzz ′′ +≡×  

n ، n:-د �C�B0 ا���ه�ن 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�    nz z=     :   


I� (� GHI0ا��p :  

110ا��6ف ا8ول ه�   ==z  ه� B=�j10، ا��6ف ا�=z  . 0:إذنp
I�I�  


np=\�ض أنI�I� أي  :n nz z=     ،   

و=��ه) أن 
1+np 
I�I� 11:    أي ++ = nn zz .  

 �&#-�  :zzzzz nnn ×=×=+ 
 ا���ا�� 1  �Y�� (�n ، و nz z=       

 B�����	11:  و  ++ =×=×= nnnn zzzzzz .  @&� :و
1+np 
I�I�.    

�) أ�� آ�  :إذن   B0��C د-:n ، n nz z=        

) ، n:-د �C�B0  آ�  ا���ه�ن أ=@ �) أ�� ) ( )[ ]nz zn π2 arg     arg ×≡:   
 
I� (� GHI0ا��p :  

) ا��6ف ا8ول ه�  ) ( ) [ ]π2 01argarg 0 ≡≡z  ،  
) ا��6ف ا�B=�j ه�  ) [ ]π2 0arg0 ≡× z  . 0:إذنp 
I�I�  

( )[ ] ( )[ ]
( )( )
[ ]
( ) ( )[ ]θcosθ.sinθsinθ.cosθsinθ.sinθcosθ.cos          

θsinθ.sinθcosθ.sinθsinθ.cosθcosθ.cos          

θsinθcosθsinθcos          

θsinθcosθsinθcos

′+′+′−′=
′+′+′+′=

′+′+=
′+′+=×

′
′
′

′′

irr
rr

iirr
irirzz

iiii

( )
( ) bababa

bababa
sincoscossinsin

sinsincoscos

..

..cos
+=
−=

+
+
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 np=\�ض أن I�I� أي   :( ) ( )[ ]nz zn π2 arg     arg ×≡،   

و=��ه) أن 
1+np 
I�I� أي  :( ) ( ) ( )[ ]  π1 2 arg1        arg + ×+≡nz zn  

 �&#-�  :( ) ( ) ( ) ( )[ ]zz zz zn nn × +≡≡+1 π2 arg    arg         arg       arg)   ا�4|ال t4 1 (  


 ا���ا��  �Y�� (�) و ) ( )[ ]nz zn π2 arg     arg ×≡  

 B�����	و  :( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1 π2 arg1argarg      arg + +≡+×≡nz znzzn  
  @&� :و

1+np 
I�I�.    

�) أ�� آ�  :إذن  B0��C د-:n  نE� ( ) ( )[ ]nz zn π2 arg     arg ×≡  

��RIل   (#���11  :  

f
) :آ�� #7R:∗r  BR ا����0
  ا�-ا�
 ا�0-د# )
x

xf 1=.    

 t4 ا�-والا (�
ا����H آ�  
f:  ا�����	0
 ا����� ′ ،f ′′ ، ( )3f َو ( )4f.  

 G�. ��� b�&�.رة ا��:

 ا�&�=�H��) ا�-ا�
 ا�� )nf  ،d'ه 
I� (� GHI� >�   
  .� 	�.���0ل ا���ه�ن 	����ا� ا���0رة 

�Iا� :      

fب � 4 ′ ،f ′′ ، ( )3f َو ( )4f:   

 ( )
2

1

x
xf −=′ ،  ( )

3

2

x
xf =′′ ،  ( )( )

4
3 6

x
xf )  وَ  =− )( )

5
4 24

x
xf =  

):��رة ج �ا.�&� )( )xf n : ( )( ) ( )
1

!  1
+
×−= n

n
n

x
nxf  

 B�4= np  
���Fا� ″ ( )( ) ( )
1

!  1
+
×−= n

n
n

x
nxf ″  

�0-وم �) أ�� آ� :-د �C�B0  ا���ه�ن 	����ا�� أ=@  ��5nنE� np 
I�I� :  


I� (� GHIا��
1

p :  

   : ا��6ف ا8ول ه� 

   :ا��6ف ا�B=�j ه�  

( )( ) ( )
2

1 1

x
xfxf −== ′

( )
211

1 1! 1 1

xx
−=×−

+
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  :إذن .  ا��6ف ا8ول #�4وي ا��6ف ا�B=�j   و	�����E� Bن 
1

p
I�I�  


 np=\�ض أن I�I� أي    :( )( ) ( )
1

!  1
+
×−= n

n
n

x
nxf ،  

و=��ه) أن  
1+np 
I�I� أي    :( )( ) ( ) ( )

2

1
1 ! 1 1

+

+
+ +×−= n

n
n

x
nxf  

 �&#-�  :( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( ) ( )
2

1

1
1 ! 1 1...!  1

+

+

+
+ +×−==







 ×−==
′′

n

n

n

n
nn

x
n

x
nxfxf  

  @&� :و
1+np 
I�I�  

�0-وم �) أ�� آ� :-د �C�B0  :إذن  ��5n نE� ( )( ) ( )
1

!  1
+
×−= n

n
n

x
nxf . 
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 (#��� 1:  
�0-وم 5�:-د �C�B0 	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�   �n:   

 ( )
2

1...321 +=++++ nnn   

 ( ) 11
1...

43
1

32
1

21
1

+=+++×+×+× n
n

nn  

 ( ) 1 ! 1 !... ! 33 ! 22 ! 11  −+=×++×+×+× nnn   

( ) ( )! 1

1
1

! 1
 ...

! 4

3

! 3

2

! 2

1

+
−=

+
++++

nn
n

   

( )[ ] ( )
! 

! 2
12...5312

n
nnn =−××××   

  (#���2 :  
�0-وم :-د �C�B0 	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�   ��5n:   

131 3 2 ++ + nn  7R: 
�4Hا� ��H#5.   
122 2 3 ++ − nn 0-دR� �:�r� 7.   
 562 2 3 −+ nn 7R: 
�4Hا� ��H# 11.   
 nn �0R� �:�r-د 3 − 3.   

 (#��� 3 : 
   5≥n : 2  2�n ^:-د �C�B0 	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�   nn >  
  4≥n : 3  3�n  ^:-د �C�B0 	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�   nn >  
�0-وم :-د �C�B0 	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�   ��5n:   

     ( ) nn αα 1   1 +≥+،    α د-: B0��C .  
   :n:-د �C�B0 	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�  

     ( ) 1  1 αα −−+ nn 7R: 
�4Hا� ��H# 2α ، α 0-وم :-د� ��5 B0��C .  

 (#��� 4 :  
(��� ( )nu B� 
  : 	�� #n BR ا�������
 ا����0

    au =0 ، r∈a  
    12 1 −=+ nn uu �آ �أ� (� n (� n   


��RI� ���ر#) 5�� 
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   :B0n:-د �C�	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�  
) ، ا�������
 a=1إذا آ�ن    )nu 
�	�� .  

) ، ا�������
 a=2إذا آ�ن    )nu ����uا#-ة ��� .  

) ، ا�������
 a=0إذا آ�ن    )nu ����� 
nZ�&�� .  

 (#��� 5 :  
(��� ( )nu B� 
  : 	�� #n BR ا�������
 ا����0

    10=u   
    nuu nn −= ++ �) أ�� آ� 1 12 n (� n   

�) أ�� آ� 	�ه) 	����ا�� أ  @=B0��C د-:n نE� nun ≥   

  (#���6:   
 (���( )nu B� 
  : 	�� #n BR ا�������
 ا����0

    20 −=u   

    2 2
 1

n

n
n

u
u

u
+

�) أ�� آ� += n (� n   

  E� 0 ≥nuن n:-د �C�B0	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�  

  (#���7 :  
 (���( )nu B� 
  : 	�� #n BR ا�������
 ا����0

    20=u   

    
n

n
n u

u
u

2

 1
 

2

1
�) أ�� آ� +=+ n (� n   

   .E� 0 >nuن n:-د �C�B0	�ه) أ=@ �) أ�� آ�  

  
)	�ه) أن ا������� )nu 0-د��	 �ا8.\ (�
 و�I-ودة nZ�&�� 1.   

 b�&�.ا  
)أن ا������� )nu  ���#��= t4 وا 
���Hر	.  

 (#��� 8:   

θ ا���2ل (� BH�H  د-:] [
2
π  ;  0           ،  ( )nu 
��0� 

 :-د#������  BR# ��	 :  

     θ2 cos0 =u   

    nn uu +=+ �) أ�� آ�  21n (� n  
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  t4 1اu ، 2u.   

) : n:-د �C�B0أ=@ �) أ�� آ� 	�ه) 	����ا��   )nnu
2

θ      cos2 =  

  (#���9:   
   :n�B0:-د �C	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
θsin.2

θ2            sin
θ2 θ2     cos ...       cos  θ2cos  θcos

1

1
2

+

+ ×=×××× n

n
n  

 ^�  π2kθ ≠ ، z∈k  
�0-وم n:-د �C�B0	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�   ��5 :  

( ) ( ) ( ) ( ) θsin.
θsin

θsin
θsin...3θsin θ2sin  θsin

2

2

2
1

n
n

n
+

=++++  

 ^�  π2kθ ≠ ، z∈k  
  (#���10 :  

a َو b ، ن��H�H  دان-:  n B0��C د-: .  
    :n:-د �C�B0  	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ� 

 ( ) nnnn bbabaaba
n

nnnnn







++






+






+






=+ −− −−
...    221

2

2

1

1

0
  

): �'آ��   )!  ! 

! 

 pnp
n

p
n

−
=







 ، ( )( ) 1...21! ××−−= nnnn  

 (#��� 11 :   

 f
}{:7R ا����0
  ا�-ا�
 ا�0-د# 2−r  BR# آ��: ( )
2

1
−=

x
xf.    

 t4 ا( )xf ) وَ ′ )xf ′′  . )f f وَ ′ ′′  
H��  ه�� :7R ا�����t ا�-ا�
 ا��

 

 �R-ا��=�jا� 
H��  ) f ا8و�7  و ا�-ا�
 ا��

�0-وم n:-د �C�B0	�ه) 	����ا�� أ=@ �) أ�� آ�   ��5 :  

  ( )( ) ( )
( ) 12

 .1 ! 
+−

−= n

n
n

x
nxf .) ( )nf Bه 

 ا�&�=�H��  ) f-ا�
  �Rا�-ا�
 ا��


