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() ا������ ا�ول : *+  

1(  

�  �����( )1,0, 2AB
���

)و  − )3,1,4AC
����

− 

إذن :    
0 2 1 2 1 0

1 4 3 4 3 1
AB AC i j k
��� ���� �� �− −

∧ = − +
− −

  

 : K�� 2و 2AB AC i j k∧ = + +
���� ���� � � �

  

�  : �����( )2,2,1AB AC
��� ����


ى  ∧����� ������ �8���( )ABC  ى
��إذن ���د�� د��3ر��� ���

( )ABC  : ?3�      ��� N�3�( ) ( ) ( )2 2 1 0x y z d+ + + =  

)و -�� أن  ) ( )0, 2, 2A ABC− − )#nن  ∋ )( ) ( )( ) ( )( )2 0 2 2 1 2 0d+ − + − + 6dأي  = =  

2و-�����" :  2 6 0x y z+ + + 
ى  =��)ھ" ���د�� د��3ر��� ��� )ABC  

2(   

( ) ( ), ,M x y z S∈ ⇔  2 2 2 2 2 23 0x y z x z+ + − − − =  

                                  ⇔  2 2 22 2 23x x y z z− + + − =  

                                  ⇔ 2 2 22 1 2 1 23 1 1x x y z z− + + + − + = + +  

                 ⇔( ) ( )2 221 1 25x y z− + + − =  

                               ⇔( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
51 0 1x y z− + − + − =  

)إذن ��:9 ا�!��3  )S  �D%ا�� 
)ھ )1,0,1Ω  
5Rو أن �����8 ھ =  

  -أ  )3

      ��%��)��>�د ����X -�را����� ��� )ا���ر �,  ∆( )1,0,1Ω  ى
��)و ا���
دي ��� ا�� )ABC  

)-�� أن  )2,2,1AB AC∧
���� ����


ى  ����� ������ �8���( )ABC  و -�� أن( 
ى  ∆(��
دي ��� ا����

( )ABC  

)#nن  )2,2,1AB AC∧
���� ����

  �8d
��%��  ھ" ����8 ����( )∆  

)و �����  ) ( )1,0,1Ω ∈ ∆  

 ��%��)إذن ����? -�را���ي ��� )∆  : 
ھ

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 2
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1 1

x t

y t t

z t

ℝ

= +
 = + ∈
 = +
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)أي :  )
1 2

2

1

x t

y t t
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ℝ

= +
 = ∈
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     -ب

     ( ) ( ) ( ), ,H H HH x y z ABC∈ ∆ ∩ ⇔ 

1 2

2

1

2 2 6 0

H

H

H

H H H

x t

y t

z t

x y z

= +
 =
 = +
 + + + =

  

  

                                                              ⇔  

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

2 1 2 2 2 1 6 0

H

H

H

x t

y t

z t

t t t

= +
 − +
 =
 + + + + + =

  

  

                                                                                  ⇔   

1 2

2

1

1

H

H

H

x t

y t

z t

t

= +
 =
 = +
 = −

  

  

                                                                                 ⇔  

1

2

0

H

H

H
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y
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= −
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4(   

� : ����� ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 2 0 1 6 9 9
, 3

392 2 1
d ABC

+ + +
Ω = = = =

+ +
 

)-�� أن  )( ),d ABC RΩ <                            )5R )���ع ا�!��3  = )S (  


ى            ��)#nن : ا�� )ABC  �3�!ا� BD%�( )S  : �8����  ة�Gو#; دا  

            ( )( )( )2
2 2 2, 5 3 16 4r R d ABC= − Ω = − = =  


ى  Ω(ھ
 ا���%$ ا���
دي ���%�D و ��:9ھ�              ��)��� ا�� )ABC  Bط�%�  �D% (( )و ∆( )ABC  

               �D%أي ا�� ( )1, 2,0H − −  

 : ��() ا������ ا�!�*+  
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II.  ,3��f  ��� �#ا��ا�� ا���د�� ا����ℝ     : "�� ��-( ) ( )2 x
f x x x e x

−= − + 

  -أ )1

�  ,3��x∈ℝ : 

: ����� 

  

( ) ( )

( )

2

2

2

1

x

x

x x

f x x x e x

x x x
e

x x
x

e e

−= − +

= − × +  

)إذن  )
2

x x

x x
f x x

e e
= − +  ?3�x  ,�ℝ  

� ( )
2

lim lim
x xx x

x x
f x x

e e→+∞ →+∞
= − + =+∞ 

Hن 

2

2
lim 0 lim

lim 0 lim

lim

x

xx x

x

xx x

x

x e

e x

x e

e x

x

+

→+∞ →+∞

+

→+∞ →+∞

→+∞

     = =+∞         = =+∞     =+∞

  

)����� :  -ب )( )
2

lim lim 0
x xx x

x x
f x x

e e→+∞ →+∞
− = − =  

)إذن : ا���>��       )C  XG�� �-ر�%� ?�%�( )D  ار
�-+∞ Kد�����y x=  

   -ج

�  ,3��x∈ℝ  : 

 : �����( )
2 2 x

x x x

x x x x xe
f x x

e e e

− +
= − + =   

)إذن :  )
2 x

x

x x xe
f x

e

− +
=  ?3�x  ,�ℝ  

� ( ) ( )
2

21
lim lim lim

x
x

x xx x x

x x xe
f x x x xe

e e→−∞ →−∞ →−∞

− +
= = × − + =+∞ 

)Hن :  )
2 2

2
lim lim

lim
lim 0

x x x

xx

x

x x x
x x xe

xe

→−∞ →−∞
−→−∞

→−∞

− = =+∞
− + =+∞⇐

=
  

limو :  0x

x
e +

→−∞
=  
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 -�fℝ�� ���X%�ق ���  fا��ا��  -أ )3

    ,3��x∈ℝ :  

    : �����  

  

( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

( )

2

2 2

2

2

2

1

2 1 1

2 1

3 1

x

x x

x x

x x

x x

x

f x x x e x

x x e x x e

x e x x e

e x x x e

e e x x

e g x

−

− −

− −

−

−

−

′′ = − +

′ ′= − + − +

= − − − +

= − − + +

= − + −

=

  

)�����  x  ,�ℝإذن �3?       ) ( ) x
f x g x e

−′ =  

)�����  �����x  ,�ℝ �3?   -ب ) ( ) x
f x g x e

−′ x  ,�ℝ 0xو ��� أن �3?  =
e
− >  

)إذن إ��رة        )f x′  ھ" إ��رة( )g x   

[��� ا����ل  � ],0−∞: 

 �����( ) 0g x )إذن  ≥ ) 0f x′ ≤  

[���� ��`f��  fو ��K ا��ا��  ],0−∞  

]��� ا����ل  � [0,+∞ : 

       �����( ) 0g x )إذن  ≤ ) 0f x′ ≥  

]�9ا���� ���  fو ��K ا��ا��        [0,+∞  

  

  :�dfول ���cات ا��ا��  -ج
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� ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 112 2

0 00 0

5 5 2 5
2 2 2 2x x e

x e dx h x dx H x x x e
e e e

− −  − −   = − = − = − + + = − − = − =      ∫ ∫  

      -ب

                               
( )
( )

( )
( )

1
x x

u x x u x

v x e v x e
− −

  ′= =   ↓ ′ = =−  
ց  

  

                                                       

( )

1 11

00 0

1

0

1
0

1 1
1

2
1

2

x x x

x

xe dx xe e dx

e
e

e e

e

e

e

− − −

−

 = − − −  
      = − − −       

 = − − −   

−
= +

−
=

∫ ∫

  

  


ى ا��>`
ر -�,    -ج����9�A �A ا���( )C  و( )D  د���ھ����� ,�J�ا� ,���%��  =1xو =0xو ا��

                             

( )

( )( )

( )

1

0

1

0

1
2

0

1 1
2 2

0 0

2

2

1 1

5 2 2

3

x

x x

A f x x dx i j

x f x dx cm cm

x x e dx

x e dx xe dx cm

e e
cm

e e

e
cm

e

−

− −

= − × ×

= − × ×

= − +

 = − +   

    − −    = +           

 − =   

∫

∫

∫

∫ ∫

� �
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III.  3, ا�������� ا���د����( )nu  : "�� ��: �#0ا����

1

2
u )و  = )1n nu f u+ =  ?3�n  ,�ℕ 

1( : Bd����- ,���� 0 1nu≤ ≤  ?3�n  ,�ℕ     

�  ?d�0, أn= : 

 : �����0

1

2
u =  

00إذن :  1u≤ ≤  

�  ,3��n∈ℕ  

0!��ض أن :  � 1nu≤ ≤ 

10و ��, أن :  � 1nu +≤  ؟ ≥

�N اP#��اض : A �����0 1nu≤ ≤   ���� N�A ال وR�3)ا� II− ب- ����� f  ��� 9ا�����

[ ]0,1  

)إذن :  ) ( ) ( )0 1nf f u f≤ ≤  

10إذن :  1nu +≤ ≤  

����. أن :  �0 1nu≤ ≤  ?3�n  ,�ℕ   

   

2(  ,3��n∈ℕ : 

 �����[ ]( ) ( )0,1 0x f x x∀ ∈ − ≤  

0و -�� أن  1nu≤ ≤  

)#nن :  ) 0n nf u u− ≤  

 K�� و( ) 1 0n nn u u+∀ ∈ − ≤ℕ  

)و -�����" ا��������  )nu ��`f���  

  

3(   

)-�� أن  � )nu  رة (-����د
c`� و ��`f���0�-�8 ��%�رn# ( 

�  : ����� 

[ ]0

1
0,1

2
u = )و  ∋ )1n nu f u+ =  ?3�n  ,�ℕ  

�  : �����f  ��� ��`��[ ]0,1 

� [ ]( ) ( ) ( ) [ ]0,1 0 , 1 0,1f f f = =  

� ( )nu  �-ر�%�� 

)إذن ���8 ا��������  )nu  : د������� ?A "ھ( )f x x=  

( ) 0 1f x x x أو x= ⇔ = =  
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)-�� أن  )nu  نn# ��`f���( ) 0nn u u∀ ∈ ≤ℕ  

)إذن  ) 1

2
nn u∀ ∈ ≤ℕ  

إذن 
1

lim
2

n
n

u
→+∞

≤  

 K�� وlim 0
n

n
u

→+∞
=       

  

つづく 

 


