


       
    .4B و 1B ،2B،3Bأنشئ النقط   )1   

0 المثلثان:  nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي  )2    1n nA B B   0و 1 2n nA B B  .متشابھان  

نعرف متتالية   )3    nu : 1 بـn n nu B B  من أجل كل عدد طبيعي n.  

أثبت أن */أ          nu متتالية ھندسية أساسھا 
1
2 .  

   .nدلالةــب nuارة ـأكتب عب*/ ب         
0ع المجموع:نض*/ ج         1 2 ....n nu u u u     ،  أحسبn  بدلالةn  ثم أوجدlim n

n



            

3 المعادلة : حل في  */ أ  )4    4 2x y   
ليكن */ب          المستقيم العمودي على المستقيم 0 0A B0في النقطةA.  

تنتمي إلى المستقيم  nB تكون النقطة جلھااالتي من  n د قيم العدد الطبيعيـج*               .  

  ) اطــــنق  05 ( :التمرين الثالث    

 :zالمعادلة ذات المجھول نعتبر في مجموعة الاعداد المركبة  )1    

             3 2
... 3 3 7 0E z z z       ،   z ھو مرافق العدد المركبz .  

ن المعادلةأبين  */أ         E  تكافئ المعادلة    :  2
1 4 7 0z z z    .  

المعادلة  ل في ــح*/ ب         E .  

)متعامد ومتجانسفي المستوي المنسوب إلى معلم   )2     ; ; )o u v
 

,نعتبر النقط  ، ,C B A وD  لواحقھا    

1Azالترتيب :على               ،2 3Bz i     ،C Bz z   ،3Dz .        

)حتى يكون  nعين قيم العدد الطبيعي*/ أ          )n
B Az z البا .ـــعددا حقيقيا س  

  . ABCعين طبيعة المثلث */ ب         

أكتب العدد*/أ )3
A C

D C

z z

z z


 

        .يطلب تعيينهبتحويل نقطي  D صورة Aالنقطة أن ثم استنتج ،على الشكل الأسي

  . ACDنصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلثوجد مركز وأ*/ ب        

   4(  مجموعة النقطM لاحقتھا المستوي نمz 61:تحقق 2 3. .
i

z k e


  حيثk مسح المجالي 0;   

)عين قيسا للزاوية الموجھة  */        ; )u AB
 

ثم استنتج مجموعة النقط ،    .  

2بحيث يكون : عين قيمة العدد الحقيقي */ أ  )5    0CA CB CD   
   

 .  

عين */ ب         E  مجموعة النقطM  2حيث:من المستوي 3 2AM BM DM BM CM    
    

   

استنتج مجموعة نقط تقاطع */ جـ         E
و  .  

      

  6من  2صفحة 



  
  ) اطـــنق 07  (:التمرين الرابع    

    1(  g  للمتغير الحقيقي العددية الدالةx  المجال المعرفة على 0; بــــ :  2 xg x x e         
المجال على gاتجاه تغير الدالة أدرس   أ*/           0; .  

0ب*/ استنتج أنه :  إذا كان           1x  فإن   1
g x g

x
 
 
 

    1إذا كان  وx  فإن   1
g x g

x
 
 
 


  

المجالالمعرفة على  xللمتغير الحقيقي  fالعدديةنعتبر الدالة   )2     0;  : كما يلي   

                               
1

2 2 2 3x xf x x x e e e      

     fC
,متجانس اني في مستوي منسوب إلى معلم متعامد ــلھا البيــتمثي  ,O i j

  
 
 

.     

    h المجال  معرفة علىعددية ة ـدال 0; :بـ 
1

3xh x e e . hC ملحقال أنظر( تمثيلھا البياني(                    

ب ـأحسأ*/          lim
x

f x


و   
0

lim
x

f x
 

.   

من المجالxب*/ بين أنه من أجل كل         0; :    1
'f x g x g

x
    
  ثم احسب  ،  ' 1f.      

على المجال fتغيرات الدالةجدول  ج*/ شكل         0;.  

  :بين أن المعادلة أ*/ )3       2 2 2 xx x e h x     حلين تقبل و 1.5  ث:ــحي 1.6      

0.5 و         0.6  ،  ثم استنتج أن المنحنى fC  .  يقطع محور الفواصل في نقطتين                                    
ب*/ أدرس وضعية المنحنى         fC   بالنسبة للمنحنى hC.  

ج*/  بين ان المنحنى        fC يقبل مماسا T معادلته يطلب كتابة  1في النقطة التي  فاصلتھا.  

 أرسمأ*/  )4     T   و  fC .   ة )ــــاد مع ورقة الإجابـــق يعـــ( الملح  
المعادلةحتى تقبل  m ةقيم أوجد،   عدد حقيقي موجب تماماmب*/        E حلين متمايزين:     

                                     2.... 2 2 mE f x m m e h m   
                                            

المجالمن  xبين أنه من أجل كل  أ*/ )5     0;:        2

1

4 6 3
x

xf t h t dt x x e e        

 الـمن المج ب*/ ليكن العدد          0 ;1
  ،   

       A  دد بالمنحنيينــاحة الحيز المستوي المحــمس hC
 و  fC   : و المستقيمين اللذين معادلتاھما  

      x 
   و   

1x     .      
ج ـــاستنت *           A  (مقدرة بوحدة المساحة)  ،      ب ــحساثم  

0
lim A





.  

  
  

                                                                                                   
 
 

       انتھى الموضوع الأول 

  6من  3صفحة 



 
  :الموضوع الثاني

    
اط )ـــنق 40( :التمرين الأول

     

متجانسالفضاء منسوب الى معلم متعامد      ; ; ;O i j k
  

النقطنعتبر ، 3;1;0A، 1;2;0B، 3;2;1C                 

و      0;0;D m حيثmموجب عدد حقيقي ، Qمعرف بـ: مستوي 
  2

2 2

3
4 2 ; ,

2
5

x

y

z

 

   



  
    


 

    

BA.أحسب الجداء السلمي أ*/ )1    BC
 

  .SinABCو CosABCثم استنتج القيمتين المضبوطتين لكل من 
 .ABC أحسب مساحة المثلث ب*/        

بين أن ج*/        1;2; 2n 


للمستوياظمي ـن شعاع  ABC
  ارتية له .ــثم استنتج معادلة ديك 

 : ه ـرباعي وجوه و أن حجم ABCDبين أند*/        
2 5

6

m
V uv


  

أن: بين أ*/  )2    Qھو المستوي المحوري لقطعة المستقيم AB
:  معادلته الديكارتية 

5
2

2
x y


  . 

  

      
ب*/ استنتج ان المستويين ABCو Q

متعامدان 
 

و أنھما متقاطعان وفق مستقيم    يطلب تعيين       

 .طيـــالوسي  لهـتمثي             
أحسب  ج*/          ;d D Q

و المستقيم Dالمسافة بين النقطة mبدلالة ثم استنتج    .  

لتكن )3    mS مجموعة النقط ; ;M x y z 2:من الفضاء التي تحقق 2 2 22 9 0x y z mz m       

فان mبين أنه من اجل عدد حقيقي أ*/          mS . سطح كرة يطلب تعيين مركزھا ونصف قطرھا  

حتى يكون المستوي mعين قيمة ب*/         ABC
مماسا لسطح الكرة  mS.  

أكتب معادلة المستوي )4    P الموازي تماما للمستوي ABC سطح الكرة  و يمس mS.  

      
اط )ــنق 40( :ثانيالتمرين ال

     

نعتبر المعادلة    )1    E ذات المجھولين الصحيحينx وy :11  حيث 5 2x y    

أثبت أنه إذا كانت الثنائية أ*/          ;x y  حلا للمعادلة 2من E  فإن 4 11y  .  

استنتج حلول المعادلة */ ب         E .  

5ع :ـــنض،  عددا طبيعيا غير معدوم  nليكن    )2    2a n  11و 4b n  .  
  .      bو aعين القيم الممكنة للقاسم المشترك الأكبر للعددين */ أ        
) : بحيث يكون nالعدد الطبيعي غير المعدومعين قيم */ب         ; ) 2PGCD a b  .  

  .أوليان فيما بينھما bو aبحيث يكون العددان  nالعدد الطبيعي غير المعدوماستنتج قيم ج*/         

25نضع : ،   nمن أجل كل عدد طبيعي   )3    7 2A n n     211  و 15 4B n n   .  
)بين أن العدد */ أ         1)n   يقسم كل من العددينA وB   .  

  .Bو Aالقاسم المشترك الأكبر للعددين  nاستنتج حسب قيم  */ب       

  6من  4صفحة 



    
) اطــنق  05: (التمرين الثالث

  

     حيث : 2z  و 1zعين العددين المركبين  )1
1 2

1 2

2 1 3

( 3 2 ) (1 3)

z iz i

i z z i

   


   
 

في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس )2     ; ;o u v
 

     ذات  Bو Aالنقطتيننعتبر  ،

1A: اللاحقتين          iz        2و 3B iz     .  

  على الشكل الأسي . Azاكتب   أ*/          

1)3بين أن: */ب          3)
i

B

A

z
e

z



    ،ثم استنتج الشكل الأسي للعددBz .  

حتى تكون صورة العددnالطبيعي عددوجد قيم للـھل تج*/        

n

B

A

z

z

 
 
 

     المنصف الأول؟تنتمي إلى  

وزاويته  oالنقطة الذي مركزه rبالدوران Bصورة النقطة B'لاحقة النقطة  أوجدأ*/   )3    
6

 .    

احسب مساحة الدائرة */ب            التي قطرھا 'BB .     درة بوحدة المساحة )ــ(مق  

عين مجموعة النقط ج*/          M z  :من المستوي حيث     2

'arg arg argB B Bz z z z      

AB'حتى يكون الرباعي Cلاحقة النقطة Czعين */د          BC وجداثم ، مستطيلIzلاحقة مركز ثقله.  

fنضـــع:   )4     ros   يرمز)   إلى تركيب التحويلينs وr . (  

زاويته و 2ونسبته Oتشابه مباشر مركزه fحيث يكونsرأ*/عين العبارة المركبة  للتشابه المباش       
3


  

أوجد مساحة صورة الدائرة ب*/         بالتشابه المباشرs ( مقدرة بوحدة المساحة).     

إذا كان  ) أ*/ 5     S M M   ما طبيعة المثلث  ،OMM  ؟   

0AM: من المستوي التي يكون من أجلھا  Mعين مجموعة النقط ب*/         AM  
 

   

  )  اطـــنق 07  ( :التمرين الرابع     

: ـبـ  المعرفة على xالحقيقي للمتغيرfالعدديةنعتبر الدالة        2( ) ln 1 2 x ef x x e e        

و      fC تمثيلھا البياني في مستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس, ,O i j
  

 
 

           

x : أنه من أجل كل عدد حقيقي تحقق أ*/   )1      2( ) ln 2 x ef x x e e     
 

 

lim احسبب */          ( )
x

f x


    ،lim ( )
x

f x


.
  

       
ثم شكل جدول تغيراتھا fج*/  أدرس اتجاه تغير الدالة 

 
.  

أن المنحنىبين أ*/   )2    fCيقبل مستقيمين مقاربين D و D ھماامعادلت:  

      y x e     و    ln2y x e     عند   عند و  .على الترتيب  
وضعية المنحنىادرس ب*/        fC  بالنسبة للمستقيمين المقاربين  D و D.  

        

  6من  5صفحة 



        

ج*/ بين أن المستقيم            ذو المعادلة
1

ln 2
2

x e   ھو محور تناظر للمنحنى fC.  

 أرسم  )3     ،  D ، D و fC  

ليكن   )4    mD  : المستقيم الذي معادلته
ln 2 ln 2

2 2
y m x m e

     
 

  .وسيط حقيقي m حيث 

 بين أن جميع المستقيمات*/ أ         mD تشمل النقطة الثابتة ln 2 ln 2
;

2 2
A e
  
 

 .  

ميعدد نقط تقاطع المستق m الوسيط الحقيقي ناقش حسب قيم*/ ب         mD  و المنحنى fC .  

نضع:   )5       
ln 3

ln 2

e

e

I f x x e dx




      ،  
1

0

ln 1 n
nI X dX  ، nغير معـدوم عدد طبيعي  

  .1Iاحسب العدد  و  I فسر ھندسيا العددأ*/             
0 :بين أنب*/          ln 2nI     

اتجــاه تغير المتتالية عين*/ ج         nI  متقاربة ھااستنتج أنثم. 
باستعمال : )6     ln 1 X X  ،  من أجل كل 0;X      

أ*/ استنتج أن :        
 

ln 3
2

ln 2

1 2 1 ln 40
e

x e

e

I e dxI


 



     

1I اعط حصرا للعدد ب*/        I.  
     

        
  
  
  
  
  
  

          
                                                                                    

  
    

                                               
      

انتھى                                                                                                          
                الثانيالموضوع 

  البكالورياشھادة بالتوفيق في امتحان 
  
 

  6من  6صفحة 



 
    الملحق:   
  
  .........الاسم :  
  ......... اللقب :  
   ........القسم :  
  
  
  
  
    
  

  

  

  

  

  

  

   
  الملحق:    
  
  .............الاسم :  
  ............ اللقب :  
  ............ القسم :  
  
  
  
  
    
  

  

  

  

  

 hC

 hC



رياضي وتقني رياضي 2017تصحيح البكالوريا التجريبي   

  نقاط)   04(:التمرين الأول   : الموضوع الاول
كتابة التمثيــل الوسيطي )1 d:t

 وسيط حقيقي 

1أي أن:
2 1

2

y
x z t


    

 
ومنه:
 

 

2

1
: ;

2
1

x t

y
d t t

z t

 
   

 

 

إذن:التمثيل الوسيطي للمستقيم   dھو 
2

2 1; t

1

x t

y t

z t

 
   
   

  

تبيان أن  */ dو d ليسا من نفس المستوي:   

 1;2; 1u 


شعاع توجيه d، ' 3;1;2u


شعاع توجيه 'd 

1بماأن  1

3 1


 
ن يالشعاع فإن 1;2; 1u 


و  ' 3;1;2u



، فيكون المستقيمان  ن خطيايغير مرتبط   d  و d  

وي  إما ليسا من نفس المستوي و إما متقاطعان من نفس المست

لتكن ; ;E x y z  نقطة تقاطع d  و d أي:  

 
 
 

  2

2 3 4... 1

2 1 3... 2 ; ,

1 2 3... 3

x t t

y t t t t

z t t

   


     
    

نبحث عن الثنائية

 

 ,t t

  

بجمع  1و 3 :
4

'
5

t


  وبتعويضھا في 1 أو 3    

نجد:
2

5
t


  ،  الثنائية

2 4
,

5 5

  
 
 

 تحقق لا 2   

 ه:ـــومن d و d  ليسا من نفس المستوي  

للمستويين الديكارتية معادلة الايجاد  ) أ)2 
1

pو 
2

p 

يشملان و 4; 7;5A  و   1d P
 

و    2'd P  

المستوي تعيين معادلة 
1

p:   
1

p  يشمل 4; 7;5A   

وموجه بالشعاعين  1; 2; 1u 


شعاع توجيه   d و

 2;8; 4AD  


حيث   2;1;1D نقطة من d   

 :ليكن a;b;cn


للمستوي شعاع ناظمي  
1

p غير معدوم  

0

0

n u

n AD

  

 

 

  يكافئ
2 0 ...(1)

2 8 4 0..(2)

a b c

a b c

  
   
جمعب 1 و 2  

6نجد  3 0b c  2ومنهc b 1 :نأخذb  2نجدc  

0aو  ومنه:  0;1; 2n
ناظمي لـــــ 1 : 2 0P y z d    

 1A P
 

7معناه  10 0d  3 معناهd    
  :هـــــــــــــــــــومن 1 : 2 3 0P y z    

تعيين معادلة للمستوي 2P :لدينا 2P يشمل 4; 7;5A   
وموجه بالشعاعين  3;1; 2u 

شعاع توجيه d
و 

 0;10; 2AC 
 حيث 4; 3; 3Cمن نقطة d

  
 بنفس الطريقة 2 :11 3 15 10 0P x y z     

التحقق أنب) 
1

pو 
2

p ن وفق مستقيمامتقاطع 
  

0بما أن: 1

11 3

 

فإن  0;1;2n


و 11; 3; 15n  


 غير

وعليه يكون المستويان مرتبطين خطيا 1Pو 2P  متقاطعين

وفق مستقيم .     :لدينا   

1 9
11

: 3 22 ;
11

x

y
z



 










 

   


  

 1 : 2 3 0P y z   ،  2 :11 3 15 10 0P x y z     
   22 3 2 11 3 0     0يكافئ . 0   
  :ومنه المعادلة تقبل مالا نهاية من الحلول    1P    

   1
11 9 3 3 22 15 11 10 0

11
         

 
0يكافئ . 0   

  :المعادلة تقبل مالا نهاية من الحلول ومنه    2P    
نستنتج أن      1 2P P    

على  A لـ المسقط العمودي A'د إحداثيات اجإي أ*/) 3
المستوي Q:  ; ;A x y z   ، 11;1; 1

Qn 


لـ ناظمي  Q  

و A  .  :11بما أن 2A A Ax y z   فإن A Q  

Aوبالتالي A 
  يـــوازيQn

 يوجـدk  حيث
Q

AA k n 
    

 4; 7; 5AA x y z     
  أي  

4 11

7

5

x k

y k

z k

 
  
    

يكافئ
11 4

7

5

x k

y k

z k

  
   
    
، A Q  معناه  

     11 11 4 7 5 2 0k k k        10  معناه

41
k    

54نجد: kبالتعويض عن قيمة   297 215
; ;

41 41 41
A    

 
  

 استنتاج المسقط العمودي لــب)  على المستوي Q:  
المسقط العمودي للمستقيم على Q هوالمستقيم BA  

تعيين طبيعة المجموعة )4 0حيثM A M B 
 

  

 هي سطح كرة قطرها A B،17150
11.9

121
AB       

43 النقطة ومركزها    5
; 2;

22 2
I   
 

منتصف   AB  

  
01



0نقاط)   04( :التمرين الثاني 0 8A B ،S المباشر التشابه  

1ونسبته  0Aمركزه 
2

3وزاويته 
4
 ،: 1n nB S B    

   :4B و 1B ،2B،3Bانشاء النقط )1

 1 0B S B يكافئ 

 
0 1 0 0

0 0 0 1

1

2
3

, 2
4

4

k

A B A B

A B A B  

 

  



 

،k   

 2 1B S B معناه  

 
0 2 0 1

0 1 0 2

1

2
3

, 2
4

2

k

A B A B

A B A B  

 

  



 

،k   

 3 2B S B معناه  

 
0 3 0 2

0 2 0 3

1

2
3

, 2
4

1

k

A B A B

A B A B  

 

  



 

،k   

 4 3B S B معناه  

 
0 4 0 3

0 3 0 4

1

2 2
3

, 2
4

1

k

A B A B

A B A B  

 

  



 

،k   

   
  
  
  
  
0 نياثبات أن المثلث )2 1n nAB B   0و 1 2n nA B B  من  متشابھان

  :nأجل كل عدد طبيعي

 1n nB S B  0 معناه 1 0

1

2n nA B A B   
و 0 0 1

3
, 2

4n n kA B A B    
 

  ،k   ،:بما أن  

0
0 1

0 0

1
12
2

n
n

n n

A BA B
A B A B

    و 
0 1

0 2

0 1 0 1

1
12
2

n
n

n n

A BA B
A B A B




 

  و 

   0 1 0 2 0 0 1 0 0 1

1 1
, , ,

2 2n n n n n nA B A B A B A B A B A B   
   
 

     
  

0فإن المثلثين 1n nAB B   0و 1 2n nA B B  متشابھان  

1)ومنه: ( ضلعان و زاوية محصورة بينھما  2

1

1

2
n n

n n

B B
B B

 



  

اثبات أن/*)أ3 nu 1متتالية ھندسية أساسھا
2

نعرف  :

متتالية nu1 بـn n nu B B  من أجل كل عدد طبيعيn. 
1 1 2

1

1

2
n n n

n n nu

u B B
B B

  



 ه:ــومن nu ھندسية أساسھا  تتاليةم

1
2 

0  دھا الأولــــح و 0 1u B B   

  :nبــدلالة nuب*/ كتابة عبـارة

n:0من أجل كل عدد طبيعي 0 1

1 1

2 2

n n

n B Bu u        
   

     
0نضع المجموع: ج*/ 1 2 ....n nu u u u     ،  

limثم إيجاد nبدلالة n حساب  n
n




:n م.ح.م.ھندسية  

 

1

1

0 0 1

1
1

12
2 1

1 21
2

n

n

n u B B





                   
 

        

0 ومنه:  1lim 2n
n

B B


  

 المعادلة :  */  نحل في) أ4 1 ...3 4 2x y   
 1 3 افئـــيك 4 2x y  افئــــــيك 3 2 4x   

يكــــافئ        7 3 7 2 4x   افئــــيك 2 4x   

4ومنه:  2x  ،  المعادلةبالتعويض في 1نجد  

3 1y   :إذن   4 2;3 1 ;S        

 التي من اجلھا تكون n تعيين قيم العدد الطبيعي ب*/

تنتمي إلى المستقيم  nBالنقطة :  

لدينا:   العمودي على 0 0A B0في النقطةA وكذلك       

     
 

0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2

0 1 0

, , , ...

3 3 3 3
.... , ...

4 4 4 4

n

n n n

A B A B A B A B A B A B

A B A B    


  

     

     

   

nB تنتمي إلى  معناه 0 0 0,
2n kA B A B   

 
،k   

3نجد: 

4 2
n k

    1 يكافئ
3 4

2
n k

   
 

  

3يكـــافئ  2 4n k   3  افئـــيك 4 2n k   
4ھـــي  nومنه قيـم  ' 2n k   ،'k   

  نقاط)   05( :لثالتمرين الثا

أن المعادلة*/نبين أ )1 E تكافئ  2
1 4 7 0z z z   

لدينا :
 

  3 2
... 3 3 7 0E z z z     

  2
1 4 7 0z z z   يكافئ

3 2 2
4 7 4 7 0z z z z z     

  

يكافئ                        
3 2

3 3 7 0z z z             
  

المعادلةفي حل ن /ب*  E  :  

 E تكافئ
2

( 1)( 4 7) 0z z z     

)2يكافئ  1)( 4 7) 0z z z   يكافئء 
2( 1)( 4 7) 0z z z      

2 يكافئ 

1

4 7 0

z

z z




    
،

 
 2

12 2 3i     

        1 2 3z i    2  و 2 3z i   
20



 :ومنه  1; 2 3 ; 2 3S i i      

  حتى  يكون العدد المركب n تعيين قيم العدد الطبيعي/أ*)2

( )n
B Az z لدينا :عددا حقيقيا سالبا  

( ) (2 3 1) (3 3 )n n n
B Az z i i       

)6ومنه  ) (2 3)
n

in n
B Az z e



      

 ( )n
B Az z معناه: عددا حقيقيا سالبا

arg( ) 2n
B Az z k     2ومنه

6

n
k

   
     

12   إذن 6 ;n k k    
   ABCتعيين طبيعة المثلث ب*/

3 3 2 3C AAC z z i    

3 3 2 3B AAB z z i    
 

                                   

 2 3 2 3C BBC z z i       

AB: بما ان AC BC   المثلث فإنABCمتقايس الأضلاع 

Aالعدد  ةباكت أ*/ )3 C

D C

z z

z z




  لأسي:على الشكل ا 

2
1 2 3 3 3

3
3 2 3 1 3

i
A C

D C

z z i i
e

z z i i

     
  

     
وعناصره Dإلى  Aالذي يحولطبيعة التحويل   استنتاج*/

23 :المميزة
i

A C

D C

z z
e

z z





معناه  23

i

A C D Cz z e z z


   

الذي  المباشر بالتشابه  Dالنقطةصورة  A النقطةمعناه 

وزاويته  3و نسبته  Cالنقطةمركزه 
2


  

 ACDونصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلثتعيين مركز /ب
 

23لدينا:
i

A C

D C

z z
e

z z





معناه  

3

( ; ) 2 ;
2

A C

D C

z z

z z

CD CA k k
 

 
 


   

 
  

ومنه  مركز الدائرة المحيطة  Cقائم في  ACDالمثلثاذن 

لوترمنتصف ا Iالنقطة ھو ACDبالمثلث AD
  

3   ھالاحقت 1

2 2 2
A D

I

z z
z i


    

تعيين قيس للزاوية الموجھة  /* 4 ;u AB
 

 :  

)لدينا : ; ) arg( ) 2 ;
6B Au AB z z k k
     

 
  

استنتاج /* النقط  مجموعة M z  : حيث    

61 2 3
i

z ke


   معناه( )A B Az z k z z     

AMمعناه       k AB 
 

يمسح المجال  kمن أجل ومنه : 0;  المجموعة   

ABوشعاع توجيھه   Aه النقطة ؤمستقيم مبدھي نصف 


  

62:لاحقته  3 3 3
i

e i


   
2حيث قيمة العدد  ن يعي*/تأ ) 5 0CA CB CD   

   
 

 2 0CA CB CD   
   

  
ھي مرجح الجملة  Cالنقطةمعناه  ( ; 1), ( ; 2), ( ; )A B D   

2

1 2
2

1 2

A B D
C

A B D
C

x x x
x

y y y
y






      
    
   

يكافئ 

1 4 3
2

1

0 2 3 0
3

1







   


    

3 ومنه  

نيعيت /ب* Eلنقطا مجموعةM : من المستوي حيث    

 * ... 2 3 2AM BM DM BM CM    
    

   

 *2  تكافئ 3 2MA MB MD BM MC   
    

  
 *تكافئ   2 3 2MA MB MD BC    

   
  

 *تكافئ   1 2 3 2CM BC   


CM تكافئ BC  

ومنه مجموعة النقط    E  النقطةھي قرص مركزه C 
2قطره  ھو :ونصف   3BC   

قرصالاستنتاج مجموعة  نقط تقاطع  /جـ* Eو نصف 

المستقيم  AB :  القرصلدينا EمركزهC  ونصف قطره 
2 3BC   2و 3AC معناه A تنتمي إلى القرص  E  

ومنه تقاطع القرص  E  المستقيمونصف   AB        
 ھو القطعة المستقيمة AB .  

  نقـــاط ) 07( التمرين الرابع:
1(  g  معرفة على 0; بــــ :  2 xg x x e         

المجال على gاتجاه تغير الدالة   ةسادر أ*/ 0;:  

قابلة للاشتقاق على g الدالة 0;:   2' 2 xg x x x e 
   

بما ان  ' 0g x   الدالةفإن g متزايدة تماما على 0;  

0إذا كان :  استنتاج أنه ب*/ 1x  فإن   1
g x g

x
 
 
 

    

1xإذا كان و                         فإن   1
g x g

x
 
 
 


  

0إذا كان   1x   فــإن
1

x
x


 

متزايدة تماما gو لدينا 

على  0;  ،إنـــف
 

  1
g x g

x
 
 
 


   

1xإذا كان     فــإن
1

x
x


 
  متزايدة تماما على g لديناو

    0;، إنـــف
 

  1
g x g

x
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2(fمعرفة على 0; :   
1

2 2 2 3x xf x x x e e e     

ب ـاحس أ*/ lim
x

f x


و  
0

lim
x

f x


:   

 lim
x

f x


 
 

 ، 
0

lim
x

f x


 


  

من المجالxنبين أنه من أجل كل ب*/  0; :

    1
'f x g x g

x
    
  ثم حساب  ،  ' 1f:  

قابلة للاشتقاق على fالدالة  0;دالتھا المشتقة 'f :  

      
   

1
2

2

1 1
' x xf x x e e g x g

x x
      
   

  ومنه:    1
' 1 1 0

1
f g g

    
 

    

على المجال fتغيرات الدالةجدول  تشكيل ج*/ 0;:  

إشـــــارة 'f x :  
f متزايدة تماما على 1; 
f متناقصة تماما على 0;1  
  
  
  
  
  
:بين أن المعادلةنأ*/) 3   2 2 2 xx x e h x  لـتقب 

1.5  :حيــث و حلين 1.6     0.5و 0.6    

   2 2 2 xx x e h x  
 

افئتك   2 2 2 0xx x e h x     

تكافئ   0f x  :لدينا ، 0.5 1.25f   ، 0.6 0.74f   

ومتناقصة تماما على مستمرة  fبما ان الدالة 0.5;0.6  
    0.6 0.5 0f f  فان حسب مبرھنة القيم المتوسطة   

 فإن المعادلة   2 2 2 xx x e h x  
 

  تقبل حل وحيد 

0.5حيث:   0.6   ،  0f    
  لدينا: 1.5 0.60f   ، 1.6 0.44f   

ومتزايدة تماما على مستمرة  fبما ان الدالة 1.5;1.6  
    1.6 1.5 0f f  فان حسب مبرھنة القيم المتوسطة   

 فإن المعادلة   2 2 2 xx x e h x  
 

  تقبل حل وحيد 

1.5حيث:  1.6   ،  0f    
استنتاج أن */ fC  نقطتين يقطع محور الفواصل في:  

بما ان المعادلة   0f x  تقبل حلين و فإن fC  
   و فاصلتيھما  نقطتين يقطع محور الفواصل في

 دراسة وضعية المنحنى ب*/ fC  بالنسبة للمنحنى hC:  

الفرق  ندرس إشارة     2 2 2 xf x h x x x e   
   

2 2 2 0x x   من أجل كل  0;x   4 لأن    

 ومنه : fC  يقع فوق hC على المجال 0;  

بين ان المنحنىن ج*/ fC يقبل مماسا T   في النقطة التي

  يطلب كتابة معادلته : 1فاصلتھا
على  قابلة للاشتقاق fبماان الدالة 0;تمثيلھا فإن fC 

من  يقبل عند كل نقطة فاصلتھا  0; مماسا 

       : ' 1 1 1T y f x f  
،   ' 1 0; 1f f e 

 

ومنه:   :T y e    

رسم أ*/) 4  Tو fC:    

  
  حتىmقيم إيجادب*/
المعادلة تقبل E  

  :      حلين متمايزين
  وسيط حقيقيmلدينا 
0mحيث   

 
  

المعادلة  Eافئــــتك  

   f x f m 
 

  

إشارة f m:  

  
  
  

          
لــــمن أج

 
1m 

 
المعادلة  E تقبل حلا مضاعفا

  
.  

 
المعادلة  :هـــومن E  حلين متمايزينتقبل

  
لما
  

   0;1 1;m   
  

من المجال xنبين أنه من أجل كل  ) أ*/5 0;:   

     2

1

4 6 3
x

xf t h t dt x x e e        

 لدينا:     2

1 1

2 2
x x

tf t h t dt t t e dt        

  الدالة: 2 2 2 tt t t e   مستمرة على 0;تقبل  فھي

على  لا أصليةادو 0;.  

   2 24 6 3 ' 2 2t tt t e e t t e         

       

   

 

'
2 2

1 1

2

2 2 4 6 3

4 6 3

x x
t t

x

t t e dt t t e e dt

x x e e

       

   

 
  

 hC

 fC

 T

       2.... 2 2 mE f x m m e h m   

04



استنتـاجب*/ A بـ مسـاحة الحيز المستوي المحدد hC 

و fC و المستقيمين اللذين معادلتاھماx   1 وx     

حيث  المساحة) (مقدرة بوحدة   0;1  :  

          
1

1

A f t h t dt f t h t dt




            
  

   
  

2

2

4 6 3

3 4 6

A e e

e e u a





  

 

      

   
  

 حساب */ 
0

lim A





:

   2

0 0
lim lim 3 4 6 3A e e e

 
  

 
       

  

  الموضوع الثاني

  نقاط) 04(:  التمرين الاول
(3;1;0)A،(1; 2;0)B’ (3; 2;1)C وD (0; 0; m )   

Bحساب ) أ*/1 A B C
 

:(2; 1; 0)BA 


 ،(2; 0;1)BC


  

 :لدينا      2 2 0 1 1 0 4BA BC     
 

  

و  CosABCالقيمتين المضبوطتين لـ استنتاج */

SinABC:   لدينا  CosBA BC BA BC ABC  
   

 

ومنه: 
4 4

55 5

BA BC
ABC

BA
os

B
C

C


  



 

 
  

 :لدينا
2 2

1sin CosABC ABC   

   ومنه
3

in
5

s ABC 
 

أو
   

3
sin

5
ABC    

  :ABCSولتكن ABCب مساحة المثلثاحس ب*/
1 1 3 3

sin 5 5
2 2 5 2ABC AS BA BC aC uB        

بين أنن ج*/ 1;2; 2n 


للمستويشعاع نـاظمي   ABC :  

بما أن     1 2 2 0 2 1 0n BC    
 

  وكذلك  

      1 2 2 1 2 0 0n BA     
 

   
;1)فإن 2; 2)n 


مي للمستويظنا شعاع  ABC  

 مستويديكارتية لل معادلة استنتاج  */ ABC:    
لدينا     : x 2 2 0ABC y z d    

   A ABC3 تكافئ 2 0d   5تكافئd    

    :ومنه  :x 2 2 5 0ABC y z     
   :رباعي وجوه ABCDتبيان أن  د*/

لا تنتمي الى المستوي  Dالنقطة نبين أن  ABC
 

 لدينا 0 2 0 2 5 0m    5أي

2
m   إذن: D ABC  

  رباعي وجوه ABCDومنه:  حقيقي موجبعدد  mنلأ

ھوABCDحجم رباعي الوجوه نبين أن */
2 5

6

m
V uv


   

لدينا
1
3ABCD ABCV S h  ،  ,h d D ABC ھو الارتفاع

   2 5 2 5
;

31 4 4

m m
d D A BC

  
 

 
  

1ومنه  3 2 5 2 5
3 2 3 6

m mV uv    
  

بين أنن أ*/ )2 Qھو المستوي المحوري لقطعة المستقيم

 AB 5معادلته الديكارتية
2

2
x y


  :منها هناك عدة طرق 

3إحداثيات*
(2; ;0)

2
Iمنتصف ABتحقق التمثيل الوسيطي لـ

 Qوالشعاع 2, 1,0AB 
 توجيهه  يعمودي على شعاع
   2; 4; 5 1;2;0u uو   
  ومنه Qمستوي محوري لـ AB  

*/تعيين  معادلة Q: لدينا   

 

 

 

 

  2

2 2 .... 1

3
: 4 2 .... 2 ; ,

2
5 ..... 3

x

Q y

z

 

   



  

    

 

5z) نجد:1من (   

يكافئ 
5

z 


2) نجد:1في ( بالتعويض 2
5

z
x      

  

2ومنه: 
2

5

z
x     ونعوض قيمة  ) نجد:2في (  

3 2
4 2 2

2 5 5

z z
y x             

5ومنه : 
2

2
x y


     

ومنه معادلة Q:4هي 2 5 0x y       

 بطريقة آخرى:*/ Q 3يشمل
2; ;0

2
I  
 
 

منتصف  AB  

و 2;1;0AB 
  والتمثيل الوسيطي يحققشعاع ناظمي له  

  5
: 2

2
Q x y


   المستقيم المستوي المحوري لقطعةومنه AB

 
ج ان المستويينااستنتب*/ ABCو Q  وھمامتعامدان 

متقاطعان وفق مستقيم تمثيـله  الوسيطي يطلب تعيين:  

.  أنبما  1.( 2) 2.(1) 0.( 2) 0n AB      
  فإن Q

و   ABC متعامدان فهما متقاطعان وفق مستقيم  .
  

 تعيين التمثيل الوسيطي للمستقيم*/ :  

     

 
 

2 2 5 0.... 1

4 2 5 0....... 2

x y z

x y

   

    ) نجد:1) من (2بطرح (  

05



5 2 10 0x z    نضعz t )t ( نجد وسيط حقيقي  

2
2

5
x t 

 
4و 3

5 2
y t  :إذن

 

2
2

5
4 3

: ;
5 2

x t

y t t

z t










 

   



 

  

 حساب ج*/  ;d D Q ج بدلالة ااستنتثمm المسافة بين

Dو  :   4(0) 2(0) 5 5 5
;

216 4 20
d D Q

  
  

 
   

بماأن Qو ABC فيثاغورس متعامدان فإن حسب مبرهنة
 

 

                2 2 2
; ; ;d D d D Q d D ABC  

  
ومنه:    

2 25 2 5 16 80 145
;

4 3 6

m m m
d D

       
 

  
m تبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي)أ*/3 mSسطح كرة  
          :يطلب تعيين مركزھا ونصف قطرھا 

2  :لدينا 2 2 22 9 0x y z m z m       
 :ومنه  22 2 9x y z m    :إذن mS 

  سطح
3rو نصف قطرها  D(0;0;m)كرة مركزها النقطة  .  

ABC)المستوي حتى يكونm تعيينب*/  لسطحا مماس(
الكرة  mS:

 (ABC مماس لسطح الكرة( mSيعني

  D; 3d ABC  :2أي أن 5
3

3

m 
  2 :ومنهm  

ABC)الموازي تماما للمستوي(P)معادلة المستوي )4 ) 
ويمس mS:

(P) :لدينا  : x 2 2 0y z d     
مماس لــ(P)المستوي  mS يعني : 

   4
; 3

3

d
d D P

 
 

 
4أي 9d       

13d  :ومنه   5أوd هو المستوي ABC   
 : إذن  : x 2 2 13 0p y z             

  نقاط) 04(: التمرين الثاني
)أ*/إثبات أن :1 4 11y   ، ...11 5 2E x y   

11 5 2x y  5يكافئ 11 2y x   ومنه  5 2 11y  أي 

أي 5 20 11y  : ومنه  4 11y   

استنتاج حلول المعادلة ب*/ E:  

   4 11y   11معناه 4y k     معk  ، نعوض قيمة

y في المعادلة( )E  : 5نجد 2x k   
 ومنه:   11 4;5 5 /S k k k       

)تعيين القيم الممكنة لـ)أ*/2 ; )d PGCD a b :   

5 2a n  11و 4b n   ،*n  
11 5 11(5 2) 5(11 4) 55 22 55 20 2a b n n n n          

2ومنه :
d : إذن 2 1;2d D  .

 

  

:  بحيث يكون nتعيين قيم العدد الطبيعي غير المعدومب*/
( ; ) 2PGCD a b :   لدينا( ; ) 2PGCD a b   

2bيقسم  2معناه  bيقسم 2و aيقسم  2 معناه   a 
11يقسم  2أي  4 2(5 2)n n    يقسم  2وبالتاليn . 

2عدد زوجي يكتب من الشكل : nومنه  / *n          
 بحيث يكون nالعدد الطبيعي غير المعدومج قيم ااستنت ج*/

  من السؤال السابق :أوليان فيما بينھما bو aالعددان 
)من أجل  ; ) 2PGCD a b   قيمn: 2 / *n     

)حيثnقيم  : ومنه ; ) 1PGCD a b  : 2ھي 1/n      
) أن العدد نبين*/أ) 3 1)n   يقسم كل من العددينA وB 

25 7 2A n n     211  و 15 4B n n  ،n   

 ( 1)(5 2) 1A n n a n     ،  1 11 4 ( 1)B n n b n      

)ومنه : 1)n    يقسم كل من العددينA وB  
 القاسم المشترك الأكبر للعددين n ج حسب قيمااستنت ب*/

A وB:  
( ; ) ( ( 1); ( 1)) ( 1) ( ; )PGCD A B PGCD a n b n n PGCD a b     

  ومنه نميز حالتين :
)إذا كان:1الحالة  ; ) 2PGCD a b   2معناه / *n    
) نجد : ; ) (2 1)2 4 2PGCD A B       

):إذا كان2الحالة  ; ) 1PGCD a b 2 معناه 1/n      
) نجد : ; ) (2 1 1)1 2 2PGCD A B        

  نقاط) 50( الثالثالتمرين 

                  حيث :   2zو   1zالعددين المركبين تعيين)1

 
 

1 2

1 2

2 1 3... 1

( 3 2 ) (1 3) .. 2

z iz i

i z z i

   


   
 نضرب طرفي المعادلة  

الأولى
 

1)نجد  – iفي( 2

1 1 2

2 3......(1')

3 2 3...(2)

iz z i

z iz z i i

   


           
13 :)2و ( )1'مع (بج 3(1 )z i    1ومنه 1z i   

2  ) نجد :'1بالتعويض في ( 2 3z i    

42الأسي :على الشكل  Azكتابة )أ*/2
i

A ez



  .   

1)3نبين أن :/ب* 3)
i

B

A

z
e

z



    :
 

2 3 (2 3 )(1 ) (1 3) 3(1 3)

1 2 2
B

A

z i i i i

z i

       
  


  

1)3ومنه:     3 )
(1 3) (1 3)

2

i
B

A

z i
e

z
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  : Bzللعدداستنتاج الشكل الأسي */ 

3 34(1 3) 2 (1 3)
i ii

B Az z e e e
 


     

1)122ومنه : 3)
i

Bz e


 
 

            
حتى تكون صورة العددnقيم للعدد الطبيعي تعيينج*/

n

B

A

z

z

 
 
 

    ل إن وجدت :تنتمي إلى المنصف الأو 

arg معناه
4

n

B

A

z
k

z

 
 

  
 

1)3لدينا :  3)
n n

inB

A

z
e

z

 
  

  
  

أي : arg 2
3

n

B

A

z n

z

 
 

 
 

 ومنه : 
3 4

n
k

   ،k   

4أي 12 3n k  ،(12;4) 4PGCD  4ومنه  3تقسم  لا
  تحقق المطلوب . nلايوجد قيم لـتقبل حلول اذن  لا المعادلة

بالدوران Bصورة النقطة B' لاحقة النقطةإيجاد أ*/ )3

r الذي مركزه النقطةo ه وزاويت
6

  

6من الشكل : rعبارة الدوران 
i

z e z



    

6 6 12 122(1 3) 2(1 3)
i i i i

B Bz e z e e e
     

       
122 (1 3 ) 2 3

i

B Bz e z i




       
) حساب مساحة الدائرةب*/ ) التي قطرھا BB :لدينا

2S R،
2' 2

1
2 2 2 2

B Bz z iBB
R   
               

s. ومنه : u a                                                 
ن مجموعة النقطيعيت ج*/ M z  :من المستوي حيث

     2

'arg arg argB B Bz z z z    أي أن  

 2arg 2
12 12Bz z k
     ومنه arg

12Bz z k
     

تفسيرھا : ; /
12

u BM k k
   

 
   

)ومنه مجموعة النقط ھي المستقيم  )OB  ماعدا النقطةB .  

AB'حتى يكون الرباعي Cلاحقة النقطة Czتعيين*/د BC 
   :مستطيل

 ; arg arg( ) arg( )A B
A B B B

B B

z z
B B B A z z z z

z z


 


         

 

 

 ; arg(1 2 3 ) arg(2 ) 2
2

B B B A i i i k
           

 

 نجد :ه ومن ; 2 /
2

B B B A k k
     

    

BBيكفي أن نبين : AC 
 

معناه : 
1

1
C

C

x

y


 

1Czومنه   i   

B:لدينا  بطريقة اخرى Bz z   معناهBوB  متناظرتان  

2)بالنسبة لمحور الفواصل ولدينا : 3; 1)B    1)و; 1)A    
لھما نفس الترتيب  معناه ينتميان إلى المستقيم  BوAأي : 

1yمعادلته    : موازي لمحور الفواصل ومنه نجد
1C Az z i   .  

AB'المستطيل لاحقة مركز ثقلIzإيجاد */ BC

4
A B B C

I

z z z z
z   


 
1ومنه  4 2 3 1 3 3

4 2I

i i
z

     
   

نحيث يكوsرالعبارة المركبة  للتشابه المباش تعيينأ*/)4 

f تشابه مباشر مركزهOزاويته و2ونسبته
3


:f ros  

S  تشابه مباشر مركزهO  ونسبتهk  وزاويته أيro s 

6وزاويته  kونسبته  Oتشابه مباشر مركزه 

   

2k ومنه :  و 2
6 3

    أي 2
2

    

22ھي : Sومنه عبارة التشابه
i

z e z


   2ونكتبz iz    

مساحة صورة الدائرة إيجادب*/ شربالتشابه المباs :  

) مساحة صورة الدائرة ) ھي'S : 2حيث 4 .s k s ua  .  

 ) أ*/ إذا كان5 S M M ، طبيعة المثلث إيجادOMM :  

22
i

z e z


  : 22 ومنه
iz

e
z


  معناهarg 2

2

z
k

z

 

   

معناه  ; 2
2

OM OM k
   

 
2و 

z

z


 2أيz z   

2OMمعناه OM 
 

OMMومنه :المثلث     قائم فيO  
 من المستوي التي يكون من M مجموعة النقط تعيين/ب*

0AM أجلھا : AM  
 

 : AAM z z


 ،( 1; 1)AM x y 


  

)و  )AAM z z 


2)أي   )AAM iz z 


)ومنه  2 1;2 1)AM y x   


   
0AM AM  

 
معناه       1 2 1 1 2 1 0x y y x         
3معناه                      2 0x y     

3مجموعة النقط المطلوبة ھي مستقيم معادلته  2 0x y  .
  نقاط ) 07(  :التمرين الرابع

 : xعدد حقيقي التحقق أنه من أجل كل)أ*/1
  2( ) ln 2 x ef x x e e     

  
  

 

 

        

2
2

2

2 2 2

2
( ) ln 1 2 ln

ln 2 ln ln 2

x e
x e

x e

x e x e x e

e
f x x e e x e

e

x e e e x e e


 



  

 
         

 

        

 

lim النھايات  باحس ب */ ( )
x

f x


  ،lim ( )
x

f x


  

  :f دراسة اتجاه تغير الدالةج*/ 

:قابلة للاشتقاق على fالدالة 
 

 

2

2

1 2
'( )

1 2

x e

x e

e
f x

e
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'( ) 0f x 
 

معناه  21 2 0x ee     معناهln 2x e   

  
lnمتزايدة تماما على  fالدالة 2;e      

;متناقصة تماما على  fالدالة ln 2e  
   

تشكيل جدول تغيراتھا
 

:  

  
أنبين ن ) أ*/2 fCيقبل مستقيمين مقاربين D و D 

yمعادلتاھما: x e  و ln2y x e    عند 
  : بما أنعلى الترتيب  عندو

     2( )lim lim ln 1 2 ln1 0x e

x x
f x x e e  

 
         

     2( )lim ln2 lim ln 2 ln2 0x e

x x
f x x e e 

 
              

فإن:
 

 D مستقيم مقارب لـ fC  عند  

و   'D مستقيم مقارب لـ fC  عند  

وضعية المنحنى ةسادر ب*/ fC لـ بالنسبة  D و D  

 دينا:ل     2( )ln 1 2 x ef x x e e           
2( )1 2 1x ee   اه ـــمعن 2( )ln 1 2 ln1 0x ee    

ومنه:     0f x x e  
 

إذن fCم.م ع فوقــيق D  
 لدينا:     2( )ln 2 ln 2 ln 2x ef x x e e             

2( )2 2x ee    اه ـــمعن  2( )ln 2 ln2x ee   :ومنه  

   ln2 0f x x e     إذن fCم.م ع فوقــيق 'D
  

         x من أجل كل عدد حقيقي     

بين أن المستقيمن ج*/  ذو المعادلة 
1

ln 2
2

x e  

ھو محور تناظر للمنحنى  fC:  

 : من xمن أجل كل 
ln2

2
2 e x       

  ، لدينا من 

 

 2( )

ln 2
ln 2 2

2

ln(2 )

2

x e

f e f e

x e e f x

x x



          
     

  

ومنه:   1
: ln 2

2
x e  للمنحنىمحور تناظر fC  

رسم   )3   ، D ، D و fC:  
بين أن جميع المستقيماتن */أ )4 mD الثابتة  تشمل النقطة

ln2 ln2
;

2 2
A e  
 

     :  ln2 ln2
:

2 2mD y mx m e     
 

  

  .وسيط حقيقي m حيث
ln 2 ln 2

2 2
y m x m e     

 
  معناه 

ln 2 ln 2
0

2 2
m x e y      
 

  معناه 

ln 2
0

2
x e    وln 2

0
2

y  :جميع المستقيمات ومنه  

 mD الثابتة  تشمل النقطةln2 ln2
;

2 2
A e  
   

عدد نقط  m حسب قيم الوسيط الحقيقي ةناقشم ب*/ 
ميالمستق تقاطع mD و المنحنى  fC :  

المستقيم  mD  يدور حول النقطة الثابتةln2 ln2
;

2 2
A e  
 

  

1mإذا كان    فإن mD ھو D لاتوجد نقط تقاطع  

1mإذا كان    فإن mD ھو 'D لاتوجد نقط تقاطع  

0mإذا كان   فإن mD  ھو 0 : ln 2D y   لاتوجد نقط

  تقاطع
إذا كان  1;1m  لاتوجد نقط تقاطع هفإن  

إذا كان  ; 1m   واحدة تقاطع ةتوجد نقط  هفإن  

إذا كان  1;m  واحدة تقاطع ةتوجد نقط  هفإن  

  المستوي ھومساحة الحيز :Iالتفسير الھندسي العدد ) أ*/5
المحدد بالمنحنى fC   والمستقيم المقارب D والمستقيمين

ln اللذيم معادلتيھما 2x e  ، ln 3x e   

1I: حساب العدد 
1

1

0

ln 1I X dX 
 

بالمكاملة بالتجزئة
   

بوضع:    ln 1u X X   ،  1
'

1
u X

X



  

                      ' 1v X        ، v X X  

 

 

   

1
1

1 0
0

1 1
1

0
0 0

1

0

1 1
ln 1

1

1
ln 1 1

1

ln 1 ln 1 ln 4 1

X
I X X dX

X

X X dX dX
X

X X X X

 
     

      

        



   

0نبين أن ب*/   ln2nI لدينا : 
1

0

ln 1 n
nI X dX   

0 1X 1  معناه 1 2nX   معناه 0 ln 1 ln2nX     

ومنه: 
1 1

0 0

0 ln 1 ln2nX dX dX    0اذن ln2nI   

تعيين اتجـاه تغير المتتالية/ج* nIثم استنتاج أنھا متقاربة: 

   

 0 1...

0 1

1
n

X

X

 

 





بضرب أطراف المتباينة   1 فيnXنجد  
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رسم   )3  ، D ، D و fC:  

  

  

  

  

  

  

 

 

  

  
  

  

  

10 n nXX    10أي 1 1n nXX     
   10 ln ln1 1n nXX   ،*n  أي أن  

   
1 1

1

0 0

0 ln ln1 1n nXX dX dX    نستنتج أن   

10 n nI I  ومنه: المتتالية nI متناقصة تماما على*   

 بما ان nI محدودة من الاسفل بالصفر) 0 ln2nI 
  متقاربة نحو الصفر ومتناقصة تماما فإنھا

تعيين اتجـاه تغير المتتاليةج*/ nIثم استنتاج أنھا متقاربة: 
 0 1...

0 1

1
n

X

X

 

 





 بضرب أطراف المتباينة  1 فيnXنجد 

10 n nXX    10أي 1 1n nXX     
   10 ln ln1 1n nXX   ،*n  أي أن  

   
1 1

1

0 0

0 ln ln1 1n nXX dX dX    نستنتج أن   

10 n nI I  ومنه: المتتالية nI متناقصة تماما على*   

 بما ان nI محدودة من الاسفل بالصفر) 0 ln2nI 
  ھا متقاربة نحو الصفرإنومتناقصة تماما ف

  :باستعمال )6 ln 1 X X  ، من اجل كل  0;X      

استنتاج أن : أ*/  
ln 3

2

ln 2

1 2 1 ln 40
e

x e

e

I e dxI


 



     

 ln 1 X X  ، من اجل كل  0;X    

:لدينا 21 2 0x ee   :بوضع 
 21 2 x eX e    :نجد    

    2 20 ln 1 2 2x e x ee e       وبالتالي  

 
    

ln 3 ln 3
2 2

ln 2 ln 2

0 ln 1 2 2
e e

x e x e

e e

e dx e dx
 

   

 

      

   ومنه: 
ln 3

2

ln 2

10 1 ln 4 2 1 ln 4
e

x e

e

I eI dx


 



     
  

اذن: 
ln 3

2

ln 2

1 2 1 ln 40
e

x e

e

I e dxI


 



     

1I حصرا للعدداءاعط ب*/ I:

 
ln 3

2

ln 2

1 2 1 ln 40
e

x e

e

I e dxI


 



     

     
ln 3 ln 3

n 3
2 2 2

n 2
ln 2 ln 2

1
2 2

6

e e
e

x e x e x e

e
e e

e dx e dx e
       


 

       

1

1
1 ln4

6
0 I I   :1ومنه

5
40 ln

6
I I
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