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 بعض نھایات الدوال المرجعیة: 
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العملیات على النھایات: 
u  وv  دالتان، a یمثل عدد حقیقي أو أو، l و'l  ، عددان حقیقیان l  عدد حقیقي  موجب تماما

و  l  ،نقبل دون برھان المبرھنات التالیة عدد حقیقي  سالب تماما: 

)(lim xu
ax

  )(lim xv
ax

   )()(lim xvxu
ax



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
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 ،0'l  

l        0  

l        0  

l        0  

l        0  

0      0  ت.ع.ح  

0      0  ت.ع.ح  

  l        

  l        

  l        

  l        

        ت.ع.ح  

        ت.ع.ح  

     ت.ع.ح    ت.ع.ح  

  ت.ع.ح  0  0  0  0

  التي لا یمكن فیھا استنتاج  و ھي الحالات" حالة عدم التعیین"لـ  ھي اختصار "ح ع ت"

0:حالات  4وھي النھایة مباشرة  
, , , 0

0


 


.  

 و عند  ∞+حساب نھایة دالة كثیر حدود عند−∞:  
.) )لدالة كثیر حدود نحسب نھایة حدھا الأعلى درجة عند و عند لحساب النھایة عند

   و عند  ∞+نھایة دالة ناطقة عند−∞:  
)لدالة ناطقة نحسب نھایة حاصل قسمة الحدین الأعلى درجة عند و عند  لحساب النھایة عند 

(.  

ــــــــات لنھایــــا. 1
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نھایة دالة ناطقة عند عدد حقیقي�:  

.مباشرة في عبارة الدالة   aنعوض قیمة   aلحساب نھایة دالة ناطقة عند عدد حقیقي 
   

حساب نھایة دالة مركبة:  
a،b وc تمثل أعددا حقیقیة أوأو.u ،v وf دوال حیثf v u  لحساب نھایةf  عندa  :  

  نحسب نھایةu  عندa و لتكنb  :أي    lim
x a

u x b



  

 نحسب نھایةv  عندb  و لتكنc   :أي    lim
x b

v x c



  

  نستنتج أخیرا أن : lim
x a

f x c


  

 حساب النھایات بالمقارنة:f،u وv  دوال وl حقیقي عدد.  
إذا كانتlxu

x



)(lim وlxv

x



)(lim و كان)()()( xuxfxv  فإن lim

x
f x l


. 

إذا كانت


)(lim xu
x

)()(و كان   xuxf  من أجلx  كبیر بالقدر الكافي  فإن lim
x

f x


 .  

إذا كانت


)(lim xu
x

)()(و كان   xuxf  من أجلx  كبیر بالقدر الكافي   فإن lim
x

f x


 .
 

 ى حالتي النھایة عندتمدد ھذه المبرھنات إلوعند عدد حقیقي. 

  

 

  

 المستقیمات المقاربة:  

المستقیم المقارب الأفقي: 
إذا كانت   axf

x



)(lim  أو  axf

x



)(lim  فإن منحني الدالةf مستقیما مقاربا أفقیا معادلتھ   یقبلay .  

المستقیم المقارب العمودي: 
إذا كانت 



)(lim xf
ax


أو  



)(lim xf
ax



 
أو 



)(lim xf
ax



 
أو



)(lim xf
ax


یقبل  fفإن منحني الدالة   

axمستقیما مقاربا عمودیا معادلتھ  .  

قیم المقارب المائلالمست: 

إذا كانت  0)()(lim 


baxxf
x

   0)()(lim 


baxxf
x

یقبل مستقیما مقاربا  fفإن منحني دالة 

baxyمائلا معادلتھ     بجوار)(  .  
بالنسبة لمستقیم المقارب المائل  دراسة الوضع النسبي لــمنحني الدالة:  

)(لدراسة الوضع النسبي لــ fC منحني الدالةf  بالنسبة إلى المستقیم)( الذي معادلتھ من الشكل

baxy   ندرس إشارة : )()( baxxf 

    إذا كان  0)()( baxxf  فان)( fC  تحت)(. 

  إذا كان  0)()( baxxf  فان)( fC  فوق)(. 

  إذا كان  0)()(  baxxf فان)( fC  یقطع)(. 

 

 السلــــــــــوك التقــــــاربي



الأستاذ بلجودي حمــــــــــو                               2022بكالوریا                                    الدوال العددیة               

 

3 

 المتقاربانالمنحنیان: 
إذا كانت  0)()(lim 


xgxf

x
  )  0)()(lim 


xgxf

x
متقاربان gو منحني الدالة  fفإن منحني الدالة ) 

)(بجوار   .  

 دراسة الوضع النسبي لـــمنحنیان: 
)(نسبي لــلمنحنیانلدراسة الوضع ال fC و)( fC  الممثلان للدالتینf  وg   على الترتیب ندرس إشارة:

 )()( xgxf 

    إذا كان  0)()( xgxf  فإن)( fC  تحت)( gC. 

  إذا كان  0)()( xgxf  فإن )( fC  فوق)( gC. 

  إذا كان  0)()(  xgxf فإن )( fC  یقطع)( gC. 

  

  

 
  
  

الاستمراریة على مجال: 
f مستمرة على مجالI یعني أنf مستمرة عند كل عدد حقیقي منI.  

تكون الدالة : ھندسیاf مستمرة على مجالI لمجال دون رفع عندما یمكن رسم منحنیھا البیاني على ھذا ا

  .القلم 

  نقبل بأن كل الدوال المقررة في ھذا المستوى مستمرة على كل مجال من مجموعة تعریفھا.  

مبرھنة القیم المتوسطة:  
1لإثبات وجود حلول للمعادلةkxf )( في مجال ;a b ستعمال مبرھنة القیم المتوسطة نتبع الخطوات با

  :التالیة

 نتحقق من استمراریة الدالةf على المجال ;a b.  

نتحقق من أن العددk محصور بین f a و f b.  

ا كانت  الدالةإذf على المجال رتیبة تماما ;a b  فإن المعادلةkxf )( تقبل حلا وحیدا في المجال ;a b 

20لإثبات وجود حلول للمعادلة)( xf في مجال ;a b  باستعمال مبرھنة القیم المتوسطة نتبع الخطوات

  :التالیة

نتحقق من استمراریة الدالةf على المجال ;a b. 

 0نتحقق من أن)()( bfaf .  

إذا كانت  الدالةf  على المجال تمامارتیبة ;a b0، فإن  المعادلة)( xf تقبل حلا وحیدا في المجال

 ;a b . 

 

 

 

 

  

: الاستمراریــــــــــة و مبرھنة القیم المتوسطة .  2  
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كانت إذا .مع  

العدد المشتق  Aیسمى . aتقبل الاشتقاق عند 

ف�إن  

معام��ل توجیھ��ھ

  

  vu   الدالة  

  '' vu   المشتقة  

xf

ax

(
lim (  

I0h 

ku

 :مشتقات دوال أخرى
 : من لاشتقاق على مجال

 f '(x) f(x) 

u

u

2

'
  

)(xu  

' nuun  2n و  n
xuNn )(,  

1

'




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  2n و

 n
xu

Nn
)(

1
,  

cos(' uu   ))(sin( xu  

sin(' uu 
  

))(cos( xu  

 

I

الإشتقاقیة

          2022بكالوریا                                    

عددان حقیقیان من و . من دالة معرفة على مجال

h
lim  حیثA عدد حقیقي فإن الدالةf تقبل الاشتقاق عند

 .ونرمز لھ بـ

 ):مماس منحني دالة(التفسیر الھندسي 
 الاش�تقاق عن�د إذا قبل�ت م�ن دالة معرف�ة عل�ى مج�ال

معام��ل توجیھ��ھمماس��ا منحنیھ��ا یقب��ل عن��د النقط��ة

 

  :المشتقات و العملیات

 :مشتقات دوال مألوفة

 f '(x) f(x) 

  الثابت  الحقیقي   

    

 x 

  ) و (  

    

  
  

    

    

 :والعملیات على الدوال
 .عدد حقیقي و من دالتان قابلتان للاشتقاق على مجال

    

' 

v

vu
  uvvu  ''  'ku  

   :اشتقاق دالة مركبة

  

( أو  نحسب عند 
ax

afx



 )()

Iaa hI

 f a

If0x

  0 0;A x f x T

  0 0 0y f x x x f x  

0a

1x

aa

nxnxNn2n 


1

x

1

2x

cossin x

sincos x

Ik

u

v
u vku

 )(')(')()'( xuvxuxvou 

fa
h

afahf
h

)()(
lim

0




مشتقات دوال أخرى
لاشتقاق على مجالدالة قابلة ل 

من اجل كل 
x  من I ،  

0u  

  1n

0u  

  )u

  )u

u

الإشتقاقیة. 3  
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العدد المشتق: 
دالة معرفة على مجال

A
h

afhaf





)()(
lim

0

ونرمز لھ بـعند للدالة

  التفسیر الھندسي
دالة معرف�ة عل�ى مج�ال

منحنیھ��ا یقب��ل عن��د النقط��ة

  

:ومعادلتھ

  

المشتقات و العملیات
 

مشتقات دوال مألوفة
مجالات قابلیة 

  الاشتقاق
f '(x)

  

 

 

  

و 

 

 

 

 
  

 والعملیات على الدوالالمشتقات
دالتان قابلتان للاشتقاق على مجال و 

0,
²

'



v

uv

  
   

اشتقاق دالة مركبة

ــــرقطـــــــــــ:  

لدراسة قابلیة اشتقاق دالة

f

fa

f

 0f x

  0 0 0y f x x x f x  

0

1

a

1nnx 

 ;0

 0;
2

1

x


 0;
1

2 x

cos x

sin x

uv

u

v
)0(, v

f
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  فإن  إذا كان

یقبل الممثل للدالةو المنحني تقبل الاشتقاق عند   ) عدد حقیقي(     

  .مماسا معامل توجیھھ عند النقطة ذات الفاصلة

 دالةالممثل لل و المنحني لا تقبل الاشتقاق عند   أو 

مماسا موازیا لحامل محور  یقبل عند النقطة ذات الفاصلة

  .التراتیب

l
h

afhaf

h






)()(
lim

0
 

'و
)()(

lim
0

l
h

afhaf

h







  
  

ll'و كان    

من الیمین و من الیسار و  aتقبل الاشتقاق عند الدالة

المنحني الممثل و .aلكنھا غیر قابلة للاشتقاق عند 

نصفي  aیقبل عند النقطة ذات الفاصلة  للدالة 

  . l'و  lمماسین معاملا توجیھھما 

لإیجادf ‘(a)  النقطة ذات الفاصلة  معامل توجیھ  المماس عندa    ن ھذا المماس و نختار  نقطتین مبیانیا

:فیكون  وحیث ولتكن مثلا 
 

  

 أفقیا فان  النقطة ذات الفاصلة إذا كان المماس عند.  

  

 

  

 اتجاه التغیردراسة  :  
')(اشارة ندرس  ثمfالدالة المشتقة للدالة f'نحسب ،  fالدالة  اتجاه تغیر لدراسة  xf اتجاه التغیر و نستنتج  

. 

   المماسات:  
 

 كتابة معادلة المماس  عند نقطة فاصلتھا معطاة و لتكنx0   : 
')(نقوم بحساب  0xfو)( 0xf  ثم نطبق الدستور التالي:)())((' 000 xfxxxfy .  

و لیكن   مماس معامل توجیھھ معطىa :  
axfبحل المعادلة  0xنبحث عن  )('   . كما في الطریقة الأولى  0xثم نقوم بكتابة معادلة المماس عند .  0

  مماس أفقي: 
')(0بحل المعادلة  0xنبحث  0 xf  .0بة معادلة المماس عند ثم نقوم بكتاx  كما في الطریقة الأولى  

 معادلتھ من الشكل    )△  (مماس موازي لمستقیمy=ax+b : 
axfبحل المعادلة  0xنبحث عن  )('   . ریقة الأولى كما في الط 0xثم نقوم بكتابة معادلة المماس عند .  0

شفعیة دالة:  
  

تبیین أن الدالةf    زوجیة: 
fD ،fDxكل من xنبین انھ من اجل  )()(و )( xfxf   .  

الدالة  تبیین أنf   فردیة: 
fD ،fDxكل من xنبین انھ من اجل  )()(و     )( xfxf   .  

 مركز التناظر: 

l
h

afahf
h






)()(
lim

0
lfa fCf

al




 h

afahf
h

)()(
lim

0



 h

afahf
h

)()(
lim

0

fa fCf

a

f

f

AB AA yxA ; BB yxB ;
AB

AB

xx

yy
af




)('

a0)(' af

دراسة الــــــــــــــــدوال. 4  
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);(لتبیین أن النقطة  baW ھي مركز تناظر لمنحني الدالةf یكفي أن نبین انھ من اجلx كل منfD  ‘

fDxa  bxfxafو  )2( 2)()2( .  

 محور التناظر: 
axلتبیین أن النقطة المستقیم ذو المعادلة    ھو محور تناظر لمنحني الدالةf  یكفي أن نبین انھ من اجل كل

xمنfD,
fDxa  )2()(و )2( xfxaf   .  

  نقاط التقاطع مع المحورین: 
  

 مع حامل محور الفواصل (xx’) : 
لتعیین نقاط تقاطع fC  منحني الدالةfمع حامل محور الفواصل 'xx  نقوم بحل المعادلة  0f x   . و

تكون حلول المعادلة   0f x   ھي فواصل نقط تقاطع fC مع محور الفواصل x x  و التي تراتیبھا

  . معدومة 

 مع حامل محور التراتیب(yy’)  : 
fلتعیین نقطة تقاطع.  0یمة دالة معرفة على مجال یحوي الق fC  منحني الدالةf مع حامل محور

التراتیب  'yy 0(نقوم بحساب(f  

afلیكن مثلا  )0( حیثa  . ومنھa نقطة تقاطعترتیب  ھي fC  مع 'yy و التي فاصلتھا معدومة.  

 استنتاج  تمثیل بیاني  لدالة انطلاقا من تمثیل بیاني لدالة اخرى: 
f دالة‘ fC تمثیلھا البیاني .)( gC‘)( hC‘)( kC‘)( uC‘)( vCالتمثیلات البیانیة للدوالg‘h‘k‘u‘v  على

  :الترتیب 

    (  Cf )  ة استنتاج تمثیلھا انطلاقا منكیفی  عبارة الدالة 
)()( xfxg   )( gC  نظیر)( fC  بالنسبة الى محور الفواصل  

)()( xfxh   )( hC  نظیر)( fC  بالنسبة الى محور التراتیب.  

)()( xfxk   )( kCمنطبق على fC في المجالات التي یكون فیھ fC  فوق محور

الفواصل و مناظر لــ fC  بالنسبة إلى محور الفواصل في المجالات التي

یكون فیھ fC  تحت محور الفواصل.  

)()( xfxu   )( uC منطبقا على fC  في المجال ;0 

و بما أن الدالة زوجیة یكون الجزء من 0;  مناظر للجزء الأول

  .بالنسبة إلى محور التراتیب 

baxfxv  )()(  )( vC ھو صورة fC  بانسحاب شعاعھ


 jbia  .   
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نـــــــتماری  
ةـــــــــمحلول  
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  -1-التمرین 
x  احسب النھایات المطلوبة في كل حالة من الحالات التالیة .متغیر حقیقي: 

  15²2lim 3 


xxx
x

    25²2lim 3 


xxx
x

    323lim 3 


xx
x

  

  423lim 3 


xx
x

    55²2lim 4 


xxx
x

    65²2lim 4 


xxx
x

  

  

  -2-التمرین 
x متغیر حقیقي  ، احسب النھایات المطلوبة في كل حالة من الحالات التالیة: 

1
1²

122
lim

3





 x

xx
x

  2
1

122
lim

3

1






 x

xx

x


  3
1²

12
lim 




 x

x
x

  

4
1

12
lim

1






 x

x

x


  5
1²3

15²2
lim 




 x

xx
x

  6
1

1
3lim 












 x
x

x
  

  

  -3-التمرین 
  

x متغیر حقیقي  ، احسب النھایات المطلوبة في

  :كل حالة من الحالات التالیة 
1

2
lim

2

0




 x

xx

x

  2
1

32
lim

2

1






 x

xx

x

  

  

  -4-التمرین 
  

x متغیر حقیقي  ، احسب النھایات المطلوبة في كل حالة من الحالات التالیة: 

  15²lim 


xx
x

  
22

1
lim

0













x
xx


  32

1
lim 











x

xx

    421lim 


xx
x

  

  5222²lim 


xxx
x

    6222²lim 


xxx
x

  7
3

5
lim

9














 x

x

x


    81²22²lim 


xxx
x

  
  

  -5-التمرین 

f الدالة المعرفة على 3R  كما یلي :
3

75²
)(






x

xx
xf: )( fC تمثیل بیانھا في م م إلى المعلم المتعامد

oالمتجانس  i j
 

( ; , ).  

من   xبحیث   من أجل كل عدد حقیقي   cو   a ،b عین الثوابت الحقیقیة. 1 3R    فإن :

3
)(




x

c
baxxf  

)استنتج أن المنحنى . 2 )fC یما مقاربا مائلا یقبل مستق( )D عند   و عند   یطلب تعیین معادلة لھ

. 

)(ادرس وضعیة المنحنـى. 3 fCبالنسبة إلى المستقیم( )D 

  -6-التمرین 
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)( fC تمثیل بیانھا في م م إلى م المتعامد

g.)( gC تمثیلھا البیاني في م م إلى المعلم

 .ثم فسر النتیجتین ھندسیا

o i j( ; , ).  

الذي معادلتھ   D)'(و بالنسبة إلى المستقیم 

:تقبل حلا واحدا على كل مجال من المجالات









2

5
;3،








 1;

2

3
،








1;

2

1
.  

  ت     .شعبة ع

المعرفة على 

)( g    

  :مفسرا النتیجة بیانیا عند ة المعرفة على المجموع

   ت.شعبة ع 2009

Da

          2022بكالوریا                                    

:كما یلي  الدالة المعرفة على 
1²

22²)(



x

x
xxxf .

)(22²:كما یلي   الدالة المعرفة على المجموعة    xxxg

 )(lim xf
x 

و   )()(lim xgxf
x




)(حدد الوضعیة النسبیة للمنحنیین  fC و)( gC . 

xxxf:كما یلي   Rالدالة المعرفة على المجموعة   1²2)( 

oتمثیل بیانھا في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  i j


( ; , )

 f
x 
lim . ماذا تستنتج بالنسبة لـ)( fC ؟  

 xf
x

(lim


)(ماذا تستنتج بالنسبة لـ .  fC ؟  

xyالذي معادلتھ  D)(بالنسبة إلى المستقیم     و بالنسبة إلى المستقیم

)(3²3: بـ  ھي الدالة المعرفة على  3  xxxf  

  . و عند عند fادرس نھایات الدالة 

  .fثم ادرس تغیرات الدالة   fمشتقة الدالة 

 f x  تقبل حلا واحدا على كل مجال من المجالات

شعبة ع 2008جزء من بكالوریا                        
المعرفة على gالمقابل ھو التمثیل البیاني للدالة العددیة 

)(13²3:كما یأتي  3  xxxxf  

0(g و إشارة








2

1
g .  

وحید من المجال علل وجود عدد حقیقي








2

1
0:یحقق 0;

المعرفة على المجموع أدرس قابلیة اشتقاق الدالة,في كل حالة من الحالات التالیة 

    

      

  
    

2009من بكالوریا                                    

f

Da

xf )(  ;0D0a

f*D1a

                                    الدوال العددیة             

 

f الدالة المعرفة على

oالمتجانس  i j
 

( ; , )  

g  الدالة المعرفة على المجموعة

  .المتعامد المتجانس 

)(احسب . 1 xg

حدد الوضعیة النسبیة للمنحنیین . 2

f الدالة المعرفة على المجموعة

 -7-التمرین 

)( fC تمثیل بیانھا في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس

xx:احسب . 1 )(

xx:احسب . 2 3) 

)(ادرس وضعیة . 3 fC 

xy 3.   

  -8-التمرین 
f   ھي الدالة المعرفة على

ادرس نھایات الدالة ) 1

مشتقة الدالة  f'أحسب ) 2 

0fبینّ أن المعادلة ) 3  x 

                  -9-رین التم
المنحني  C المقابل ھو التمثیل البیاني للدالة العددیة

المجال  كما یأتي  1;

0(بقراءة بیانیة حدد. 1

علل وجود عدد حقیقي. 2

  

  -01-التمرین 
في كل حالة من الحالات التالیة 

1  

2

3

 

                                    -11-التمرین 

)sin(3)( xxf 

xxx 4²1 

x
xx

1
1)( 
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دالة معرفة على  1R ي تمثیلھا البیان و  .:بـ.  

 ماذا تستنتج ؟  و احسب. 1

 .أعط تفسیرا ھندسیا للنتائج . 2

 .0عند النقطة ذات الفاصلة  و اكتب معادلتي المماسین. 3

  -21-التمرین 
الشكل الموالي ھو التمثیل البیاني  C    لدالةf معرفة على ا ، ومثلن

المماسات  T  و D للمنحني C عند النقطتینA  وB   على الترتیب

حیث  2;0A  و 0;2B  .  

.)1(f ،)1(f  ،)2(، f)0(بقراءة بیانیة عین. 1 f  

0(عین('f ،)1('f ،)1(' f  ،)2('. f  

 خمن وجود نقطة انعطاف للمنحني .  

  

   عین معادلتي كل من T  و D مماسي المنحني C  عند النقطتینA  وB   على الترتیب.  

cbxaxxfمعرفة بالشكل fعلما أن الدالة .  2    .أعداد حقیقیة  cو  a  ،bحیث )(3

   -31-التمرین 

3:  كما یليالمعرفة على  fنعتبر الدالة العددیة  2( ) 3 4f x x x     

( )fC  تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلي  المعلم المتعامد و المتجانس ; ;O i j
 

.  

 ∞ -و  ∞ +عندfأحسب نھایات الدالة . 1

 .fأدرس اتجاه تغیر الدالة. 2

 .fشكّل جدول تغیرّات الدالة . 3

)بینّ أنّ المنحنى . 4 )fC یقبل نقطة انعطافA یطُلب تعیین إحداثیاتھا. 

)x:2بین أنھ من أجل كل عدد حقیقي . 5 ) ( 1)( 4 4)f x x x x     

):المعادلة حل في  . 6 ) 0f x       . المنحنى ثمّ استنتج نقط تقاطع( )fCمع  حامل محور الفواصل 

)للمنحنىD)(أكتب معادلة المماس . 7 )fC     1في النقطة ذات الفاصلة. 

)و D)(أنشئ المماس كلا من  . 8 )fC. 

9 .g
)()(بـــ الدالة المعرفة على   xfxg  ،( )fC  تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلي  المعلم المتعامد و

)المتجانس  , , )o i j
 

 .  
)(اشرح كیفیة رسم  gC انطلاقا من)( fC ثم ارسمھ في نفس المستوي السابق. 

  -41-التمرین 

fالدالة العددیة المعرفة على 3 بـ :
3

46
)(






x

x
xf و f

C   تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى

المعلم المتعامد و المتجانس  , ,o i j
 

  .  

lim)(احسب. 1 xf
x 

 ،)(lim xf
x 

،)(lim
3

xf
x




،)(lim
3

xf
x




  .و  فسر النتائج ھندسیا 

')(احسب . 2 xf الدالة المشتقة للدالةf  ثم شكل جدول تغیرات الدالةf.  

f
1

4
)(




x
xxf f

C

h

fhf

h

)0()(
lim

0





h

fhf

h

)0()(
lim

0







)(T)'(T

)( fC
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)(عین نقط تقاطع. 3 fC   مع محوري الإحداثیات.  

)(للمنحنى  T)(اكتب معادلة المماس. 4 fC2ي فاصلتھاعند النقطة الت  .  

3xمن اجل . 5  بین أن:
3

)(



x

b
axf  حیثa  وb  عددان  حقیقیان یطلب تعیینھما.  

)3;4(بین أن النقطة . 6 Wھي مركز تناظر لـــ)( fC. 

)(و T)(أنشئ. 7 fC .  

46)3(0عدد و إشارة حلول المعادلة  mناقش بیانیا تبعا لقیم الوسیط الحقیقي   . 8  xmx .  

                         -51-التمرین 

المعرفة على fلدالةنعتبر ا 1;1fD  ِبـ
1²

3²3
)(

3






x

xx
xf  

 fC تمثیلھا البیاني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ;O i j
 

. 

 . العمودیة استنتج المستقیمات المقاربة .عند أطراف مجموعة تعریفھا fأحسب نھایات الدالة. 1

 .ثم شكل جدول تغیراتھا fأدرس اتجاه تغیر الدالة. 2

مماسT)(أكتب معادلة . 3 fC  0عند النقطة ذات الفاصلة . 

، fDمن xلبین أنھ من أجل ك. 4
1²

3)(



x

x
xxf 

بین أن المستقیم. أ. 5  3ذو المعادلة xy مستقیما مقاربا مائلا للمنحني fC عندو عند. 

أدرس وضعیة المنحني. ب fC بالنسبة للمستقیم المقارب المائل . 

بین أن . 6 fC   یقطع حامل محور الفواصل في ثلاث  نقاط فواصلھا وو  حیث : 

5.26.2    3.14.1و    8.09.0و   . 

بین أن النقطة . 7 3;0  مركز تناظر للمنحني fC. 

أرسم المستقیمات المقاربة و المماس المنحني. 8 fC.  

                -61-التمرین 
I( نعتبر الدالةg  المعرفة على  ِ43بـ)( 3  xxxg. 

lim)(احسب . 1 xg
x 

lim)(و xg
x 

.  

 .gأدرس تغیرات الدالة. 2

، إشارةxاستنتج، حسب قیمثم g)1(احسب . 3 g x.  

II( نعتبر الدالةf  المعرفة على  ِبـ
1²

2
)(

3






x

x
xf  و لیكن fC  المنسوب إلى المعلم المتعامد و  مالبیاني في

المتجانس ; ;O i j
 

. 

lim)(احسب . 1 xf
x 

lim)(و xf
x 

.  

، من xبین أنھ من اجل  كل. 2
 ²1²

)(
)('




x

xxg
xf 

 .ثم شكل جدول تغیراتھا fاستنتج اتجاه تغیر الدالة. 3

عین معادلة لـِ . 4 T مماس المنحني fC 0 عند النقطة ذات الفاصلة. 
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احسب . أ.5 xxf
x




)(lim و xxf
x




)(lim ثم استنتج أن   ذو المعادلةxy  مستقیم مقارب مائل لـــ

 fCعند  و. 

ادرس وضعیة المنحني . ب fC  لــ بالنسبة  . 

ھل توجد مماسات لھا نفس معامل توجیھ المستقیم . 6 ؟ 

بین أن . 7 fC  یقطع حامل محور الفواصل في نقطة وحیدة  فاصلتھا 3.12.1: حیث   

ارسم المستقیم. 8 و المنحني fC.  

  -71-التمرین 
  :الجزء الأول 

g  دالة معرفة على المجموعةR 33:كما یلي)( 3  xxxg.  
lim)(احسب . 1 xg

x 
lim)(و xg

x 
.  

 .ثم شكل جدول تغیراتھا.gتغیرات الدالةأدرس . 2

)(0بین أن المعادلة. 3 xg  تقبل  فيR  ؛ حلا  وحیدا  . 2.21.2:تحقق من أن    .  

استنتج إشارة . 4 g x علىR . 

بین أن . 5 C  یقبل نقطة انعطاف یطلب تعیینھا.  

  :الجزء الثاني 

f   الدالة المعرفة على المجموعة 1;1R  كما یلي:
1²

32
)(

3






x

x
xf   و fC اني في المستوي البی

المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ;O i j
 

.  

 . العمودیة استنتج المستقیمات المقاربة . عند حدود مجالات تعریفھا fاحسب نھایات. 1

من  xتحقق من أنھ ؛ من أجل كل عدد حقیقي . أ. 2 1;1R   ؛  یكون :
 

 

 
2

2

2
'

1

x g x
f x

x





. 

 . fادرس تغیرات الدالة  و شكل جدول تغیرات الدالة . ب

عین ؛ دون حساب ؛ . 3   
lim
x

f x f

x







 .فسر  النتیجة بیانیا .  

:بین أن. 4 3)( f.لعدد استنتج حصرا ل f . 

)بین أن المستقیم  . أ. 5 )  الذيxy 2 معادلة لھ  مستقیم مقارب للمنحنى)( fC. 

)(ادرس وضعیة. ب fC بالنسبة إلى( ) 

)(0لةبین أن المعاد. 6 xf  تقبل حلا  وحیدا  1.12.1:حیث   .فیر النتیجة ھندسیا. 

)أنشئ كلا من . 7 )المنحنى)( fC  . 

المعرفة على hنعتبر الدالة. 8 1;1R 1بـــ
1²

32
)(

3







x

x
xh

 
و   hC تمثیلھا البیاني في معلم ; ;O i j

 
 . - 

استنتج كیفیة رسم hC  انطلاقا من)( fC.  

mxf: ھو المجھول  xحلول المعادلة الآتیة حیث   ؛ عدد و إشارة mناقش ؛ حسب قیم الوسیط الحقیقي . 9 )(  

  -81-التمرین 
  :الجزء الأول 
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  المقابل ھو التمثیل البیانيC)(المنحني 

  :كما یليRالمعرفة على gللدالة 

126)( 3  xxxg.  

  : بقراءة بیانیة . 1

 2(حدد إشارة(gو)1(g. 

 برر وجود عدد حقیقيمن المجال 

 1;2  0یحقق أن المعادلة)( g. 

تحقق حسابیا أن. 2 47.1;48.1 . 

استنتج إشارة . 3 g x علىR .  

  :الجزء الثاني 

f   الدالة المعرفة على المجموعةR  كما یلي:
2²

4²
)(

3






x

xx
xf و fC  البیاني في المستوي المنسوب

المتعامد و المتجانسإلى المعلم  ; ;O i j
 

. 

  .عند حدود مجالات تعریفھا fاحسب نھایات. 1

:؛  یكون   Rمن  xتحقق من أنھ ؛ من أجل كل عدد حقیقي . أ.2
 ²2²

)(
)(




x

xxg
xf. 

 . fدالة  و شكل جدول تغیرات الدالة ادرس تغیرات ال. ب

)بین أن المستقیم  . أ. 3 )  1الذي xy معادلة لھ  مستقیم مقارب للمنحنى)( fC. 

)(ادرس وضعیة. ب fC بالنسبة إلى( ).  

)(بین أن . 4 fCیقبل مماسین موازیین لـــ( )) .لا یطلب تعیین معادلتیھما( 

)(0بین أن المعادلة. 5 xf  تقبل حلا  وحیدا  4.13.1:حیث  .فسر النتیجة ھندسیا. 

)شئ أن. 6 )المنحنى)( fC  ) .2.1نأخذ)( f ( 

  -91-التمرین 
  :الجزء الأول 

g  دالة معرفة على المجموعةR 23²3:كما یلي)( 3  xxxxg.  

lim)(احسب . 1 xg
x 

lim)(و xg
x 

.  

 .و شكل جدول تغیراتھا  gأدرس تغیرات الدالة. 2
ثم استنتج إشارة g)2(بین أن احسب. 3 g x  إشارة و)( xg علىR. 

  :الجزء الثاني 

f   الدالة المعرفة على المجموعة 1R  كما یلي:
)²1(

16²62
)(

3






x

xxx
xf  و fC  البیاني في

المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; ;O i j
 

. 

  . العمودیة ود مجالات تعریفھا ، استنتج المستقیمات المقاربة عند حدfاحسب نھایات. 1

من  xتحقق أنھ ؛ من أجل كل عدد حقیقي . أ.2 1R    ؛
 3

1

)(2
)('






x

xg
xf. 

 . fادرس تغیرات الدالة  و شكل جدول تغیرات الدالة . ب
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من  xبین أنھ  من أجل كل عدد حقیقي . أ. 3 1R  :
 ²1

1
22)(




x
xxf 

)بین أن المستقیم  . ب )  22الذي  xy معادلة لھ  مستقیم مقارب للمنحنى)( fC. 

)(ادرس وضعیة.  ج fC بالنسبة إلى( ).  

)(0بین أن المعادلة. 4 xf  تقبل حلا  وحیدا  2.03.0حیث     
 .ثم فسر النتیجة ھندسیا

)أنشئ . 5 ) المنحنى)( fC  . 

mxxf: ؛ عدد و إشارة  حلول المعادلة mناقش  حسب قیم الوسیط الحقیقي . 6  2)( 

 

  

  

  

  

  

  



الأستاذ بلجودي حمــــــــــو                               2022بكالوریا                                    الدوال العددیة               

 

15 

  

  

  

  

  

  

  
  
  

  

  ول ــــــــــــــــحل
  التماریــــــــــــــــن
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  -1-حل التمرین 
  1lim5²2lim 33 


xxxx

xx
    2lim5²2lim 33 


xxxx

xx
  

  3lim23lim 33 


xxx
xx

    4lim23lim 33 


xxx
xx

  

  5lim5²2lim 44 


xxxx
xx

    6lim5²2lim 44 


xxxx
xx

  

  

  -2-حل التمرین 

12lim
²

2
lim

1²

122
lim

33







x
x

x

x

xx
xxx

  2
0

3

1

122
lim

3

1







 x

xx

x


  

30
2

lim
²

2
lim

1²

12
lim 










 xx

x

x

x
xxx

  4
0

3

1

12
lim

1










 x

x

x


  

5
3

2

²3

²2
lim

1²3

15²2
lim 










 x

x

x

xx
xx 

6lim
1

1
3lim 





x

x
x

xx 
  

  -3-حل التمرین 

1
2

lim
2

0








 

 x

xx

x    لإزالتھا نقوم بتحلیل البسط  إلى جداء عاملین     0/0عیین من الشكل الة عدم التح ،

  .ثم نختزل 

  22lim
)2(

lim
2

lim
00

2

0









x
x

xx

x

xx

xxx

  2
1

32
lim

2

1






 x

xx

x     لإزالتھا نقوم بالاختزال   0/0حالة عدم التعیین من الشكل ،.  

  43lim
)1(

)3)(1(
lim

1

32
lim

11

2

1













x
x

xx

x

xx

xxx  
  -4-حل التمرین 

 
    1²lim5²lim 


xxx

xx          
22

0

1
2

1
lim

0














x
xx

  


32

1
lim

0





















 x
xx  

421lim 















  xx

x
  ).نزیلھا باستعمال المرافق( ت من الشكل.ع.حھي :    

    
      0

21

3
lim

21

)2()1(
lim

21

2121
lim21lim 














 xxxx

xx

xx

xxxx
xx

xxxx
 

  5222²lim 


xxx
x  

 6222²lim 

















xxx
x     ت من الشكل.ع.حھي یلھا باستعمال التحلیلو نز.  
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    .1lim2)
²

22
1(lim2)

²

22
1²(lim222²lim 























 xxxx
x

xx
xx

xx
xxxx 

7
0

4

3

5
lim

9















 x

x

x


  
  81²22²lim 


xxx

x
.و نزیلھا باستعمال المرافقت من الشكل.ع.ح

     
     1²22²

12
lim

1²22²

1²22²
lim

1²22²

1²22²1²22²
lim1²22²lim
















 xxx

x

xxx

xxx

xxx

xxxxxx
xxx

xxxx
  

ت من الشكل.ع.ح


 و نزیلھا باستعمال التحلیل:

 

  1
2

2

1
1

²

22
1

)
1

2(
lim

1²22²

12
lim 





















xxx
x

x
x

xxx

x
xx  

  -5-حل التمرین 

 :  cو  bو  aتعیین الثوابت الحقیقیة .  1
  

3

3)3(²

3

33²

3

3

3 

















x

cbxbaax

x

cbbxaxax

x

cxbax

x

c
bax

  

:    نجد  fو بالمطابقة مع عبارة الدالة














73

53

1

cb

ba

a

و منھ  














73

53

1

cb

b

a

و منھ  














76

2

1

c

b

a

إذن   














1

2

1

c

b

a

  

  :(D)یقبل مستقیما مقاربا مائلا( Cf)استنتج أن المنحنى .2
من xحسب السؤال السابق فانھ من أجل كل عدد حقیقي    3R  فإن :

3

1
2)(




x
xxf  

)(2)(: لدینا xgxxf   مع :
3

1
)(




x
xg.  و بما أن :

0
3

1
lim)(lim 












 x
xg

xx
  

)إذن المستقیم  )D 2ذو المعادلة xyمستقیم مقارب مائل للمنحني)( fCبجوارو.  

 :(D)بالنسبة إلى المستقیم( Cf)دراسة وضعیة المنحنـى. 3

yxfارةندرس إش )(  أي إشارة
3

1

x
yxf، نلخص إشارة.     )( و الوضع النسبي في الجدول

  :التالي
                3                   

  x
  

yxfإشارة   -    + )(
  

)( fC فوق)(D
  

  )( fC D)(تحت    
  

  الوضع النسبي

 

 -6-حل التمرین 
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حساب . 1 )()(lim xgxf
x




 : 

    0
1

lim
²

lim
1²

lim22²
1²

22²lim)()(lim 















 xx

x

x

x
xx

x

x
xxxgxf

xxxxx
  

)(نستنتج أن fC و)( gC   متقاربان بجوار  .  

   حساب )()(lim xgxf
x




:  

    0
1

lim
²

lim
1²

lim22²
1²

22²lim)()(lim 















 xx

x

x

x
xx

x

x
xxxgxf

xxxxx
  

)(نستنتج أن fC و)( gC   متقاربان بجوار  .  

 :(D)بالنسبة إلى المستقیمf(C(دراسة وضعیة المنحنـى. 2

)()(ندرس إشارة xgxf   أي إشارة
1² x

x .  

إشارة  -
1² x

x  من إشارةx 01²لأن x  من اجل كلx  من.  

yxfنلخص إشارة  )(الجدول التالي و الوضع النسبي في:  
                              0                            

  
  

x
  

+  -  )()( xgxf 
  

)( fC  
  فوق

)( gC
  

)( fC  
  تحت

)( gC
  

 الوضع

  النسبي

  

 -7-حل التمرین 

حساب . 1 xxf
x




)(lim  :  

       )1²(2lim21²2lim1²2lim)(lim xxxxxxxxxf
xxxx




 حالة عدم التعیین من الشكل  

:، نستعمل المرافق 
  

 

0
)1²(

1
2lim

)1²(

²1²
2lim

)1²(

)1²)(1²(
2lim)1²(2lim


















































xxxx

xx

xx

xxxx
xx

xx

xx

  
xy: نستنتج أن المستقیم  ذو المعادلة   قارب مائل م)( fC .  

حساب.2 xxf
x

3)(lim 


 : 

       )1²(2lim21²2lim31²2lim3)(lim xxxxxxxxxf
xxxx




   

:،  نستعمل المرافق  حالة عدم التعیین من الشكل 
  

 

0
)1²(

1
2lim

)1²(

²1²
2lim

)1²(

)1²)(1²(
2lim)1²(2lim





















































xxxx

xx

xx

xxxx
xx

xx

xx

  

 

 

)( fCو)( gC یتقاطعان

  A)2,0(في النقطة
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xy: نستنتج أن المستقیم  ذو المعادلة  3  مقارب مائل)( fC . 

y=xالذي معادلتھ  (D)بالنسبة للمستقیمf(C(دراسة وضعیة. 3
yxfندرس إشارة   )(   أي إشارة xx 21²2   

لدینا   xxxx  yxfومنھ إشارة  1²221²2 )( من إشارة xx 1²  

0x:0من أجل   x 01²مما یؤِدي إلى xx   .  

²1²لدینا : 0xمن أجل   xx    . بجذر الطرفین ینتج:xx 1²    01²أي xx   

R :01²منxإذن من أجل   xx  . نستنتج أن)( fC  فوق : D .  

:=3x-yالذي معادلتھ   (’D)بالنسبة إلى   ( Cf)دراسة وضعیة
yxfندرس إشارة   )(   أي إشارة xx 21²2   

لدینا   xxxx  yxfارة ومنھ إش 1²221²2 )(من إشارة xx  1² :  

01²یكون : 0xمن أجل   xx   .  

²1²لدینا : 0xمن أجل   xx    . بجذر الطرفین ینتج:xx  1²   01²أي xx   

R :01²منxذن من أجل  إ xx .  

)(نستنتج أن  fC یقع فوق 'D . 

  -8-حل التمرین 

  :∞+و عند ∞−عند fدراسة نھایات الدالة . 1
  



33 lim3²3lim)(lim xxxxf
xxx          



33 lim3²3lim)(lim xxxxf
xxx

  

  :fثم دراسة تغیرات الدالة   fمشتقة الدالة  ’fحساب . 2
xxxf 63)(' ²    إشارة ،)(' xf:063 ²  xx، 0x    2أوx .  

')(إشارة  xf ملخصة في الجدول التالي:  

            0            2-      

  
x  

               +0   -     0   +  )(' xf  

f  متزایدة تماما على المجالین 2;  و ;0متناقصة تماما على المجال 0;2 .  

(�)� تبیین أن المعادلة.  3 = :تقبل حلا واحدا على كل مجال من المجالات التالیة �











2

5
;3،








 1;

2

3
،








1;

2

1
:  

 لدینا مما سبق الدالةf مستمرة و متزایدة تماما  على 2; و من ثم على






 


2

5
)3(3:و لدینا.3; f

(125.0و
2

5
( f 0:و منھ)

2

5
()3(  ff 

)(0المعادلة مبرھنة القیم المتوسطة إذن حسب  xf تقبل حلا وحیدا في المجال






 


2

5
;3 .  

مستمرة و متزایدة تماما  على fو ;0 و من ثم على





1;

2

(125.2:و لدینا.1
2

1
( f1(1و( f  أي:

0)1()
2

1
( ff   

)(0المعادلة مبرھنة القیم المتوسطة إذن حسب  xf تقبل حلا وحیدا في المجال








1;

2

1 .  
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مستمرة و متناقصة تماما على fو 0;2 و من ثم على







 1;

2

3
(375.0:و لدینا.

2

3
( 


f1(1و( f ومنھ:

0)1()
2

3
( 


ff  

)(0المعادلة ة القیم المتوسطة مبرھنإذن حسب  xf تقبل حلا وحیدا في المجال








 1;

2

3 .  

 -9-حل التمرین 

)�و اشارة (�)�تحدید . 1
�

�
) : 

1)0( g         0و
2

1









g  

  :g(a)=0 یحقق]1/2;0[من المجال aتعلیل وجود عدد حقیقي. 2
مستمرة و متزایدة تماما  على g:من التمثیل البیاني   و من ثم على 1;






2

1
()0(0و لدینا.0;

2

1
( gg  

وحید من المجال ومنھ حسب مبرھنة القیم المتوسطة فانھ یوجد عدد حقیقي








2

1
)(0:یحقق 0; g.  

  -01-حل التمرین 
  

    ‘   ‘  

3
)sin(3

lim
)sin(3)sin(3

lim
)()(

lim
0

0

00









 h

h

h

h

h

fhf
hhh




  

')(3 و لدینا تقبل الاشتقاق عند إذن الدالة f .  

  . مماسا معامل توجیھھ یقبل عند النقطة ذات الفاصلة  المنحني الممثل للدالة 

    ‘   ‘  





















 














0

4
1

4²

4
1lim

4²
lim

4²
lim

14²1
lim

)0()0(
lim

00

000

hh

h

h

hh

h

h

h

hhh

h

hhh

h

fhf

hh

hhh

  

مماسا موازیا لحامل   0 یقبل عند النقطة ذات الفاصلة المنحني الممثل للدالة و  . 0عند غیر قابلة للاشتقاق  الدالة 

  .محور التراتیب

     ‘   ‘  

  

  

  

دھا المشتق من  و عد -2  ھو  1 من الیمین و من الیسار و عددھا المشتق من الیمین عند 1تقبل الاشتقاق عند الدالة

  .1و بما أنھما مختلفان فھي غیر قابلة للاشتقاق عند    0 ھو 1 الیسارعند

1()sin(3)(  xxfDa

f

f3

xxxxf 4²1)(  2(  ;0D0a

ff

3(
x

xxf
1

1)( *D1a

   

 















;1;
1

1

1;00;;
1

1
1

1)(

x
x

x

x
x

x

x
xxf

2
1

2
lim

)1(

112²
lim1

1
1

lim
1

1

1
)1(1

lim
)1()1(

lim
00000























 h

h

hh

hh

h
h

h

h
h

h

h

fhf

hhhhh


0
1

lim
)1(

11²
lim1

1
1

lim
1

1

1
11

lim
)1()1(

lim
00000





















 h

h

hh

h

h
h

h

h
h

h

h

fhf

hhhhh


f
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 . 0و  -2یھما توجیھ  نصفي مماسین معاملا یقبل عند النقطة ذات الفاصلة  لمنحني الممثل للدالة ا: ھندسیا 

  -11-حل التمرین 

 حساب. 1
h

fhf

h

)0()(
lim

0






و   
h

fhf

h

)0()(
lim

0






  :  

  :   لدینا

  

  .من الیسار و عددھا المشتق من الیسار ھو  0تقبل الاشتقاق عند نستنتج أن 

  

  .من الیمین  و عددھا المشتق من الیمین  ھو  0تقبل الاشتقاق عند  نستنتج ان

لا تقبل  إذن: لكن العدد المشتق من الیمین و الیسار غیر متساویان أي 

  . 0الاشتقاق عند 

  :تفسیر الھندسیي للنتائج ال. 2
   - 3و  -5معاملا توجیھیھما  0یقبل نصفي مماسین عند النقطة ذات الفاصلة  منحني الدالة

  :كتابة معادلتي نصفي المماسین . 3
 : معادلة المماس

 :    معادلة المماس

   -21-حل التمرین 

1 .   0(تعیین(f ،)1(f ،)1(f ،)2(. f   :  

  ‘   ‘‘  

 0( تعیین('f ،)1('f ،)1(' f  ،)2('. f  : 

   لة عند النقطة ذات الفاص و بیانیا ھو معامل توجیھ مماس المنحني  1ھو العدد المشتق عند

1.  

  . :إذن .  0المماس عند ھذه النقطة ھو مماس أفقي أي معامل توجیھھ یساوي 

   عند النقطة ذات  و بیانیا ھو معامل توجیھ مماس المنحني  -1ھو العدد المشتق عند

  .-1الفاصلة 

 : إذن .  0المماس عند ھذه النقطة ھو مماس أفقي أي معامل توجیھھ یساوي 

  عند النقطة ذات الفاصلة  و بیانیا ھو معامل توجیھ مماس المنحني  0ق عند ھو العدد المشت

0 .  

:إذن .  و الذي یشمل النقطتینالمماس عند ھذه النقطة ھو المستقیم 
 

  . 

f1

   

 
























;0;
1

4

0;11;;
1

4

1

4
)(

x
x

x

x
x

x

x
xxf

5
1

5
lim

)1(

5²
lim

)1(

444²
lim

4
1

4

lim
)0()(

lim
00000


























 h

h

hh

hh

hh

hhh

h
h

h

h

fhf

hhhhh


f5)0('1 f

3
1

3
lim

)1(

3²
lim

)1(

444²
lim

4
1

4

lim
)0()(

lim
00000


























 h

h

hh

hh

hh

hhh

h
h

h

h

fhf

hhhhh


f3)0('2 f

h

fhf

h

fhf

hh

)0()(
lim

)0()(
lim

00









f

f

)(T45)0()0)(0('1  xfxfy
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  عند النقطة ذات الفاصلة و بیانیا ھو معامل توجیھ مماس المنحني -2ھو العدد المشتق عند

2- .  

:  إذن .و الذي یشمل النقطتینة ھو المستقیم المماس عند ھذه النقط

 

 تعیین معادلتي مماسي المنحني عند كل من النقطتینA    وB:  
 عدد حقیقي حیث من الشكل  و منھ معادلة   -3ھو  معامل توجیھ المماس.  

 .   أيیشمل و لدینا  
  .   : ھي  إذن معادلة 

 عدد حقیقي حیث من الشكل  معادلة  و منھ  9ھو  معامل توجیھ المماس .  

 . أي یشمل و لدینا 
  . : ھي  إذن معادلة 

  : معرفة بالشكلعلما أن الدالة . 2

حساب الدالة المشتقة  بدلالةa   وb:  
  : و لدینا  قابلة للاشتقاق على الدالة

 تعیینa   وb   وc باستعمال النتائج السابقة:  

و ) 2(ثم نجمع  -1في ) 2(نضرب المعادلة .   نھوم  ومنھ   لدینا

 : إذن.      نجد) 2(في المعادلة  نعوض قیمة    .  و منھ:ینتج ) 3(

   -31-حل التمرین 

f دالة معرفة على 4²3: بـ)( 3  xxxf  

  : - ∞و  ∞ +عند fحساب نھایات الدالة . 1
    



33 lim4²3lim)(lim xxxxf
xxx

  

    

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 : fاتجاه تغیر الدالة . 2
fقابلة للاشتقاق على  ولدینا من اجل كلx من :)2(363)(' 2  xxxxxf  

0)(' xf 3)2(0تعني  xx 0ومنھx  2أوx  .  

  :نلخص إشارة في الجدول أدناه  
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  :یطُلب تعیین إحداثیاتھا

  
)ھي نقطة انعطاف  للمنحني )fC.  

4²4)44²)(1( 3 xxxxxx   

² x  

  

x x  في نقطتین ھما 0;1B  و 0;2C . 

'f  

f(C :  

          2022بكالوریا                                    

  : fتشكّیل جدول تغیرّات الدالة 
                     0                     x  

                                                           

                       4-  

)(xf 

یطُلب تعیین إحداثیاتھا Aبیینّ أنّ المنحنى یقبل نقطة انعطاف
'')(x ،66لدینا من أجل كل عدد حقیقي  xxf  

x و " 0f x   1من أجلx     1(2و( f  
إذن  مغیرة إشارتھا 2;1 A ھي نقطة انعطاف  للمنحني

x²+4x-f(x)=(x+1)(  
x ،)(4²344²عدد حقیقي 3 xfxxxxx 

     : f(x)=0المعادلة 
44²)(1(  xxx  1أيx 044أو  x

2المعادلة تقبل حلا مضاعفا ھو 
2

4





x  

  :استنتاج نقط تقاطع المنحنى مع  حامل محور الفواصل 
إذن. 2و  -1تقبل حلین ھما  fC یتقاطع معx x

  :1في النقطة ذات الفاصلة  كتابة معادلة المماس 

   1 1 1y f x f     1(2و لدینا( f  1(3و(' 

53:ھي D)(و بالتالي معادلة المماس.   xy  

(D) والمنحنى) f(C:     4)0( f   

   
f (انطلاقا منC)g(شرح كیفیة رسم التمثیل البیاني  لــ

 .بالنسبة إلى محور الفواصل  )

  

 بـ :
3

46
)(






x

x
xf  

  :حساب النھایات و  تفسیر النتائج بیانیا

                                    الدوال العددیة             

 

تشكّیل جدول تغیرّات الدالة .  3
                  2          

                                                           
       0  

  

                            

بیینّ أنّ المنحنى یقبل نقطة انعطافت. 4
لدینا من أجل كل عدد حقیقي

 " 0f x   1من أجل

"f مغیرة إشارتھا 1تنعدم عند

x²+4x-(4:تبیین أن .  5
عدد حقیقي لدینا من أجل كل

المعادلة  Rحل في . 6

  0f x   4(0معناه 

0  المعادلة تقبل حلا مضاعفا ھو

استنتاج نقط تقاطع المنحنى مع  حامل محور الفواصل 
المعادلة   0f x   تقبل حلین ھما

كتابة معادلة المماس . 7
:ھيD)(معادلة  1 1 1y f x f  

3)1(2و منھ   xy  .

(D)إنشاء المماس.  9

شرح كیفیة رسم التمثیل البیاني  لــ. 9
)( gC ھو نظیر  لـ)( fC

   -41-حل التمرین 

fدالة معرفة على 3

حساب النھایات و  تفسیر النتائج بیانیا. 1
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مستقیم مقارب أفقي لــ4yالمستقیم ذو المعادلة  fC.  
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مستقیم مقارب عمودي لــ3xالمعادلة  المستقیم ذو fC.  

  :و تشكیل جدول التغیرات  f’(x)حساب . 2

fقابلة للاشتقاق على 3 ولدینا:
)²3(

6

)²3(

)46()3(4
)('
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






xx

xx
xf

  
منxمن أجل كل  3‘0)(' xf.إذنfمتزایدة تماما على المجالین 3;  و ;3.  

  :جدول التغیرات

                            3                             x  

4 -  

  

  

    
  

             4 -  
)(xf 

  :تعیین نقط تقاطع المنحني مع محوري الإحداثیات . 3

 :مع حامل محور الفواصل

0)( xf 0یكافئ
3

46






x

x 046ومنھ  xومنھ
2

3
x  5.1;0(إذن النقطة(Aنقطة تقاطع fC مع 'xx.  

 :مع حامل محور التراتیب
2)0( f.  0;2(إذن النقطة( B نقطة تقاطعھي fC مع  'xx. 

  :  2كتابة معادلة المماس  عند النقطة التي فاصلتھا . 4

')2)(2()2(:ھيT)(معادلة fxfy     2(2لدینا( f  2(6و(' f  

6)2(1062:ھي T)(و بالتالي معادلة للمماس  xxy. 106إذن:)(  xyT  

  :bو  aایجاد . 5

لدینا
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  :ھي مركز تناظر   W(3 ;-(4النقطة  تبیین أن. 6

من أجل 3x  ، 3)( x  و منھ 3)6(  x  أيfDx  )6( 
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)3;4(إذن النقطة  W ھي مركز التناظر لـــ)( fC.  

  : (Cf)و  (T)كل من إنشاء . 7



الأستاذ بلجودي حمــــــــــو                            

25 

إذا كان    ) المناقشة أفقیة 3;m المعادلة

lim
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 fC.  

ي لــ fC.  

f 

')(و علیھ إشارة 3xو  xf   

          2022بكالوریا                                    

  
 :المناقشة البیانیة لحلول المعادلة   
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mxfأي   )( )المناقشة أفقیة

  .المعادلة لا تقبل حلولا 

mالمعادلة تقبل حلا وحیدا سالبا.  

  .المعادلة تقبل حلا وحیدا معدوما

mالمعادلة تقبل حلا وحیدا موجبا.  

  

المعرفة على 1;1fD  ِبـ
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 :نھایات عند أطراف مجموعة تعریفھا
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 : العمودیة استنتاج المستقیمات المقاربة 

fCم عمودي لــ.م1xإذن المستقیم ذو المعادلة 

ي لــم عمود.م 1xإذن المستقیم ذو المعادلة 
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  :  نلخصھا في الجدول التالي  

                                    الدوال العددیة             

 

المناقشة البیانیة لحلول المعادلة   . 8
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  .تقبل حلا وحیدا موجبا
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    2إذا كانmالمعادلة تقبل حلا وحیدا معدوما

    إذا كان  ;2m

   -15-حل التمرین 

المعرفة على fلةنعتبر الدا
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             3              1                     -1            3              x  

                 +0      -    -        -        0       +  )(' xf  
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، Dfمن xتبیین أنھ من أجل كل .  4
1²

3)(



x

x
xxf   : 

)(،   fDمنxمن أجل كل
1²

3²3

1²

)1²)(3(

1²
3

3

xf
x

xx

x

xxx

x

x
x 














  
 بیین أنت. أ.5   ذو المعادلةy=x+3  مستقیم مقارب مائل: 

  0
1

lim
1²

lim)3(
1²

3lim)(lim 













 xx

x
x

x

x
xyxf

xxxx

  

إذن المستقیم   3ذو المعادلة xy مستقیم مقارب مائل لـ fC عند و. 

 دراسة وضعیة المنحني بالنسبة للمستقیم المقارب.  ب :  

yxfندرس إشارة )( أي إشارة
1² x

x:  

               1                       0                      1-                                x  
               +                             0                     -             x 

+      0                         -                      0       +           1² x 
            +          -            0          +    -  yxf )(  

 fC 
 فوق
  

   fC  
 تحت
   

 fC  
یقطع
   

 fC  
  فوق
   

   fC  
  تحت
   

الوضع   

  النسبي

5.26.2:یقطع حامل محور الفواصل في ثلاث  نقط  (Cf)تبیین أن. 6   3.14.1و   و

8.09.0   . 
f  المجالمستمرة و متزایدة تماما على 3;  ن ثم على المجال و م 5.2;6.2  و لدینا ،:









002.0)5.2(

005.0)6.2(





f

f
)6.2()5.2(0أي   ff.  

)(0حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة  xf تقبل  حلا وحیدا  5.26.2حیث   .  

f المجالو متناقصة  تماما على مستمرة 1;3    و من ثم على المجال 3.1;4.1 : 4.1(014.0:و لدینا( f

)3.1(018.0و  f.  
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3.14.1حیث تقبل حلا وحیدا     .  

 9.0;8.0:  

8.09.0حیثتقبل حلا وحیدا    .  

 وو  حیث : 

 


3 43lim)(lim xxxg
xx

 

 .إذن متزایدة تماما على 

  :إذن إشارتھا كالتالي 

g  







 x

x
xf

xxx
lim

1²

2
lim)(lim

3

  

          2022بكالوریا                                    

)(0حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة  xf  تقبل حلا وحیدا

المجالمستمرة و متناقصة  تماما على  1;1   و من ثم على المجال9

0(f 083.0و)9.0( f.  

)(0حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة  xf  تقبل حلا وحیدا

یقطع حامل محور الفواصل في ثلاث  نقاط فواصلھا 

4.1   8.09.0و   . 

تبیین أن النقطة  3;0   مركز تناظر للمنحني:  
 1;1)( x   و منھfDx  )( 

3
1²

3)()( 



 x

x

x
xxfxf.  

)(كز التناظر لـــھي مر fC. 

  .رسم المستقیمات المقاربة و المماس و المنحني

  
  

)(43بـِ  المعرفة على  3  xxxg.  

 :  




3lim x
x

 


3 3lim)(lim xxxg
xx

  :gدراسة تغیرات الدالة 
،33)(' 2  xxg ،0)(' xg  إذن متزایدة تماما على

  :g(x)استنتاج  إشارة
إذن إشارتھا كالتالي  1xوتنعدم من اجل متزایدة تماما على 

                     1                      x  

    0  -  )(xg

بـِ  المعرفة على 
1²

2
)(

3






x

x
xf  

:  




x
x

x
x
lim

²
lim

3







 x

x
xf

xx 1²

2
lim)(lim

3

 ، Rمن  xتبیین أنھ من اجل كل 
 ²1²

)(
)('




x

xxg
xf  :  

                                    الدوال العددیة             

 

حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة 

f مستمرة و متناقصة  تماما على

8.0(057.1:و لدینا  

حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة 

إذن   fC  یقطع حامل محور الفواصل في ثلاث  نقاط فواصلھا

5.26.2   3.1و

تبیین أن النقطة . 7
من أجل 1;1x  ،

26)3(و  
1²





x

x

إذن النقطة  3;0ھي مر

رسم المستقیمات المقاربة و المماس و المنحني.  8

   -61-حل التمرین 

I (نعتبر الدالةg  المعرفة على

: حساب النھایات. 1
 



3lim4 xx
x

دراسة تغیرات الدالة .  2
،من xمن اجل  كل

استنتاج  إشارةو )g-(1حساب. 3
0)1( g    .g متزایدة تماما على

                   

        +       

II(نعتبر الدالةf  المعرفة على

:حساب النھایات. 1




x
x

x
xx
lim

²
lim

3

تبیین أنھ من اجل كل .  2
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،من xمن اجل  كل     

   ²1²

)(

²1²

)43(

²1²

4²3

²1²

42²33

²1²

)2(2)1²(3
)('

3

44432
























x

xxg

x

xxx

x

xxx

x

xxxx

x

xxxx
xf

  

 :و جدول تغیراتھا fاستنتاج اتجاه تغیر الدالة . 3
')(إشارة xf نلخص الإشارة في الجدول التالي .من إشارة البسط: 

               0                 1                 x  

      +          +       0     -  )(xg  

  +    0   -              -  x 

             +   0       -   0     +  )(' xf 

f المجالینمتزایدة تماما على 1; و ;0 ومتناقصة تماما على 0;1.  

 :جدول التغیرات 

              0                 1              x  
                             

2

3


  

  2-    

)(xf 

 :  0تعیین معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة .4
')0)(0()0(:ھيT)(معادلة fxfy   0(2، لدینا( f 0(0و(' fو بالتالي معادلة المماس)(T  ھي :

2y.  

 حساب. أ.5 xxf
x




)(lim  و xxf
x




)(lim:  

  0
1

lim
²

lim
1²

2
lim

1²

2
lim

1²

2
lim)(lim

333
































 xx

x

x

x

x

xxx
x

x

x
xxf

xxxxxx
  

  0
1

lim
²

lim
1²

2
lim

1²

2
lim

1²

2
lim)(lim

333




































 xx

x

x

x

x

xxx
x

x

x
xxf

xxxxxx
  

  :الاستنتاج
المستقیم   ذو المعادلةxy مستقیم مقارب مائل لـــ  fC  عند و. 

 دراسة وضعیة المنحني  بالنسبة للمستقیم.  ب : 

درس إشارة  ن xxf )( أي إشارة
1²

2





x

x .إشارة
1²

2





x

x من إشارة البسط:  

                   2                       x  

    -           0           +  yxf )(  

 fC  
  تحت
   

 fC

یقطع   
 fC  
  فوق
   

 الوضع النسبي

 ھ المستقیمھل توجد مماسات لھا نفس معامل توجی. 6  ؟: 



الأستاذ بلجودي حمــــــــــو                            

29 

02²0ومنھ  x . ھذه المعادلة لا تقبل حلول

  :a محور الفواصل في نقطة وحیدة  فاصلتھا

:  و لدینا 








073.0)3.1(

111.0)2.1(

f

f
)2.1()3.1(0أي   ff  .

   . حلا وحیدا 1.

.12.1 .  

 


3 lim33lim)(lim xxxg
xxx

 

  :كما ھو موضح في الجدول أدناه 

  

و متناقصة تماما على  1;1  








lim

(g

x
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 ²1²

4²3

0

0

4

0





x

xxx
ومنھ   ²1²4²3 000

4

0  xxxx  ومنھ

إذن لا توجد مماسات موازیة لـــ .  

محور الفواصل في نقطة وحیدة  فاصلتھا یقطع حامل

)(0لا توجد حلول للمعادلة xf  في المجالین 1;  و 0;1 .  

المجالمستمرة و متناقصة تماما  على  ;0 و من ثم على 3.1;2.1  و لدینا

)(0حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة  xf تقبل في المجال3.1;2.

.3حیث ي نقطة وحیدة  فاصلتھا یقطع حامل محور الفواصل ف

  و المنحني(Cf)  :  

  
  

)(33بـِ  المعرفة على  3  xxxg.  

 :  




3lim x
x

 


3 3lim)(lim xxxg
xx

  :gدراسة تغیرات الدالة 

  ،33)(' 2  xxg.  

كما ھو موضح في الجدول أدناه xg)(و إشارة.1xو1xتقبل حلین ھما 

                   1                    x  

 -         0       +  )(' xg  

متزایدة تماما على  1;و ;1. و متناقصة تماما على

                 1                   x  

      1      

   

)(xg  

 :حلا  وحیدا  Rتقبل  في   g(x)=0تبیین أن المعادلة 
)(0لا توجد حلول للمعادلة xg  في المجال 1; .  

المجالمستمرة و متناقصة تماما  على  ;1  و لدینا  :





)(lim

5)1(

xg

                                    الدوال العددیة             

 

1)(' 0 xf  10تكافئ 
x

إذن لا توجد مماسات موازیة لـــ

یقطع حامل(Cf)تبیین أن .  7

لا توجد حلول للمعادلة

f مستمرة و متناقصة تماما  على

حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة 

إذن  fC یقطع حامل محور الفواصل ف

رسم كل من .  8 

   -71-حل التمرین 

  :الجزء الأول 
المعرفة على  gنعتبر الدالة

: حساب النھایات. 1
 



3lim3 x
x

دراسة تغیرات الدالة .  2
 من xمن اجل  كل

')(0المعادلة  xg  تقبل حلین ھما

             1                   

    +   0       -

متزایدة تماما على fالدالة 

  :جدول التغیرات 
                1                 

  

     5 
تبیین أن المعادلة .3

لا توجد حلول للمعادلة

f مستمرة و متناقصة تماما  على
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نلاحظ أن   )(0حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة إذن  50; xg  تقبل في حلا وحیدا .  

2.21.2التحقق من أن      :  
039.0)1.2( g  2.2(048.1و( g  1.2()2.2(0و منھ( gg  2.21.2إذن  . 

  :g(x)استنتاج  إشارةو . 4
0)( xg  في المجال 1; .  

في المجال  ;1،gمستمرة و متزایدة تماما و تنعدم من اجلx .وعلیھ  إشارة)(xg  كالتالي :  

                                  x  

       +  0  -  )(xg  

  :یقبل نقطة انعطاف یطلب تعیینھا  (C)تبیبن أن .5
x ،xxfلدینا من أجل كل عدد حقیقي 6)(''   

"f مغیرة إشارتھا أي  0تنعدم عند " 0f x   0من أجلx و " 0f x   1من أجلx 1(3و( f. إذن

 3;0 A  ھي نقطة انعطاف  للمنحني(C).  

  :الجزء الثاني 

f   الدالة المعرفة على المجموعة 1;1R  كما یلي:
1²

32
)(

3






x

x
xf

  
 :نھایات عند أطراف مجموعة تعریفھاالحساب . 1

.2lim
²

2
lim

1²

32
lim)(lim

33








x

x

x

x

x
xf

xxxx
.2lim

²

2
lim

1²

32
lim)(lim

33








x

x

x

x

x
xf

xxxx  

.
0

1

1²

32
lim)(lim

3

11








 x

x
xf

xx









 0

1

1²

32
lim)(lim

3

11 x

x
xf

xx


  

.
0

5

1²

3
lim)(lim

3

11








 x

x
xf

xx









 0

5

1²

32
lim)(lim

3

11 x

x
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 : العمودیة استنتاج المستقیمات المقاربة 
م عمودي لــ.م 1xالمستقیم ذو المعادلة fC 1والمستقیم ذو المعادلةx م عمودي لــ.م fC.  

 :التحقق أن. أ.2 ²1²

)(2
)('




x

xxg
xf

 :  
من  xمن أجل كل 1;1R، لدینا 

   

     ²1²

)(2

²1²

)33(2

²1²

6²62

²1²

64²66

²1²

)32(2)1²²)(6(
)('

34

443
























x

xxg

x

xxx

x

xxx

x

xxxx

x

xxxx
xf

  

  :و تشكیل جدول تغیراتھا fاستنتاج اتجاه تغیرات   . ب
')(إشارة  xf  من إشارة)(xxg  نلخص إشارة ،)(' xf   في الجدول أدناه:  

                  1              0         1-                      x  

   +         0   -   -  -  -  )(xg  

   +        +  0   -       -  x 
              +0    -    -  0    +    +  )(' xf 
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ومتناقصة تماما على المجالین ;1  و 1;0 

x  

( )f x  

  .الفاصلة مماسا أفقیا  یقبل عند النقطة ذات 

:من جھة أخرى 
1²

32
)(

3








f  بـــ  3بتعویض

  :مستقیم مقارب مائل 

  2
lim)(lim 






 x

x
yxf

xx

  

 .و عند عند

:  

  : و الوضع النسبي في الجدول أدناه

  

و من ثم على المجال  1.1;2.1  : 2.1(003.1:و لدینا( f 
)(0حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة  xf تقبل في المجال 1.1;2.1   حلا
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متزایدة تماما على المجالات 1; و 0;1و ;ومتناقصة تماما على المجالین

               0          1 -                           

          3    

           

       
  

                    

( )f x

 تعیین دون حساب



 


 x

fxf
x

)()(
lim :  

)()(
lim 




 




f
x

fxf
x

 

یقبل عند النقطة ذات  fمنحني الدالة     :تفسیر  النتیجة بیانیا 

f(a)=3a: 

333   333ومنھ    ،   من جھة أخرى










1²

33

1²

32
)(

333









f 

 :f(a)استنتاج حصر للعدد
633.6.ومنھ  3.6)(6.أي  f . 

مستقیم مقارب مائل  y=2xذو المعادلة 

lim
1²

2232
lim2

1²

3 333















 x

xxx
x

x
xx

xyذو المعادلة 2 مستقیم مقارب مائل لـ fC عند

 دراسة وضعیة المنحني بالنسبة للمستقیم المقارب 

أي إشارة 
1²

32





x

x .نلخص إشارةyxf )(و الوضع النسبي في الجدول أدناه

  :تقبل حلا  وحیدا   f(x)=0تبیین أن المعادلة 
مجال المستمرة و متزایدة تماما على  1;   و من ثم على المجال

حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة   

                                    الدوال العددیة             

 

fمتزایدة تماما على المجالات

  :جدول تغیراتھا
           1         

           
  

)(f  

       
  



تعیین دون حساب. 3

 
0

²1²

)(2
)(' 











g
f

تفسیر  النتیجة بیانیا 

f(a)=3aببین أنت. 4

)(0لدینا  g  0ومنھ

 33   ینتج:  





3

1²

)1(3 2







استنتاج حصر للعدد 
2.21.2لدینا   ومنھ

 بیین أنت. أ.5   ذو المعادلة

0
2

lim
1²

32





 xx

x
x

إذن المستقیم   ذو المعادلة

دراسة وضعیة المنحني بالنسبة للمستقیم المقارب. ب

yxfندرس إشارة )( 

تبیین أن المعادلة . 6
 f  مستمرة و متزایدة تماما على

)1.1(0609.1و  f.  

  . وحیدا 
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  .مع حامل محور الفواصل 

بانسحاب شعاعھ 


j  .  

f(x)=ImI  
myقیم ذو المعادلةمع المست        

 .فإن المعادلة تقبل  حلا وحیدا سالبا 

 .لمعادلة تقبل حلا مضاعفا موجبا و حلا سالبا

 .المعادلة تقبل حلین موجبین و حلا سالبا 

g(a)=0 :  
و من ثم على 1;2 .2()1(0و لدینا(  gg  .

وحید من المجال 1;2  0:یحقق)( g.  

:إذن .  0.0035و  - 0.12

  :كالتالي  xg)(وعلیھ  إشارة

:
2²

4²
)(

3






x

xx
xf. معلم ; ;O i j

 
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ھي فاصلة نقطة تقاطع:تفسیر النتیجة ھندسیا  fC  مع حامل محور الفواصل

)0(3   :و المنحنى f  

  
 : (Cf)انطلاقا من(Ch)شرح كیفیة رسم 

²

2
)(

3






x

x
xh.    )( hC ھو صورة fC  بانسحاب شعاعھ

f(x)=ImIالمناقشة البیانیة لعدد و إشارة  حلول المعادلة 
f ھي فواصل نقاط تقاطع المنحنى ) fC مع المست

m  أي أن )();(  ffm   فإن المعادلة تقبل  حلا وحیدا سالبا

fm)(أو  fm)(أي أن لمعادلة تقبل حلا مضاعفا موجبا و حلا سالبافإن ا

m أي أن    );()(;  ffm   المعادلة تقبل حلین موجبین و حلا سالبا

 

و       01 g  

 g(a)=0یحقق[-;2-] 1من المجال  aتعلیل وجود عدد حقیقي 
و من ثم على مستمرة و متزایدة تماما على 

وحید من المجال ومنھ حسب مبرھنة القیم المتوسطة فانھ یوجد عدد حقیقي

 .  ->a>1.48-1.47:التحقق حسابیا أن
0035.0)47.1( g. 0.12محصور بین  0نلاحظ ان

g(x):  
وعلیھ  إشارة. xو تنعدم من اجلمستمرة و متزایدة تماما  على

                           x  

  0  -  )(xg  

:كما یلي  Rالدالة المعرفة على المجموعة   

                                    الدوال العددیة             

 

تفسیر النتیجة ھندسیا 

انشاء . 7  و المنحنى

شرح كیفیة رسم . 8

1)(1لدینا 
1

3



xf

المناقشة البیانیة لعدد و إشارة  حلول المعادلة . 9
mxحلول المعادلة )(

 0m.  

 إذا كان )(;0 fm 

 إذا كان)(fm  أي أن

  إذا كان  );(f

  -81-حل التمرین 

  :الجزء الأول 

1.  0)2( g         و

تعلیل وجود عدد حقیقي 
 g:من التمثیل البیاني 

ومنھ حسب مبرھنة القیم المتوسطة فانھ یوجد عدد حقیقي

التحقق حسابیا أن.2
12.0)48.1( g 0035و

 47.1;48.1 . 

g(x)استنتاج  إشارة. 3
gمستمرة و متزایدة تماما  على

                  
          +  

 f   :الجزء الثاني 
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 ²2²

)4²(2)2²)(2²3(
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3







x

xxxxxx
xf  

 :نلخص الإشارة في الجدول التالي 

  
  

  
  :- ∞و  ∞ +

  )1(
2²

4²
lim)1()(lim

3













x

x

xx
xxf

xx

  )1(
2²

4²
lim)1()(lim

3













x

x

xx
xxf

xx

  .و ند  

  .من إشارة البسط 
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 :ھانھایات عند أطراف مجموعة تعریف

.lim 


x
x 2²

4²
lim)(lim

3







 x

xx
xf

xxx

 ²

(
)('




x

xg
xf :  

لدینا ،

   ²2²

12²6

²2²

82242²63 43434












x

xxx

x

xxxxxxx

 :و جدول تغیراتھاfاستنتاج اتجاه تغیر الدالة
نلخص الإشارة في الجدول التالي . xxg)(شارة البسط

المجالین ; و ;0 ومتناقصة تماما على 0;.  

∞عند(Cf)م م م لـ  y=x+1ذو المعادلة

2²

62
lim

2²

22²4²
lim)

33















 x

x

x

xxxxx
xx

2²

62
lim

2²

22²4²
lim)1

33















 x

x

x

xxxxx
xx

1ذو المعادلة  xy مستقیم مقارب مائل لـــ fC ندع

 دراسة وضعیة المنحني  بالنسبة للمستقیم : 

أي إشارة 
2²

62





x

x,إشارة
2²

62





x

x من إشارة البسط

 fو الوضع النسبي في الجدول التالي:  

                                    الدوال العددیة             

 

نھایات عند أطراف مجموعة تعریفالحساب . 1

.lim
²

lim
3




x
x

x
xx

التحقق أن .  أ.2
²2

)(



x

لدینا ،Rمن xمن أجل كل

   ²2²

)(

²2²

)126( 3









x

xxg

x

xxx

استنتاج اتجاه تغیر الدالة.ب
')(إشارة xfشارة البسطمن إ

f المجالینمتزایدة تماما على

  :جدول التغیرات 

تبیین أن -أ.3  ذو المعادلة

0
2

lim
²

2
lim 







 xx

x
xx

0
2

lim
²

2
lim 







 xx

x
xx

المستقیم   ذو المعادلة

دراسة وضعیة المنحني  بالنسبة للمستقیم. ب

ندرس إشارة  xxf )(

xxfنلخص إشارة )(
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4 x 

  
. 

 ;3.1:  

)(0حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة  xf 

 


3 lim23²3lim)(lim xxxxg
xxx

 

  .متناقصة تماما على 
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تبیین ان المنحني یقبل مماساین موازیین لــ   :  

 
1

²2²

126 24






x

xxx
ومنھ   ²2²126 2  xxx

6 24  xx  0262ومنھ  xx  ،044   
تقبل حلین متمایزین إذن یوجد مماساین موازیین لـــ 

  :تقبل حلا  وحیدا  f(x)=0دلة 
مستمرة و متزایدة تماما على المجال ;0   و من ثم على المجال4.1;





.1(

.1(

f

f
)4.1()3.1(0أي    ff .  حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة

  . حلا وحیدا  

  :تفسیر النتیجة ھندسیا 

ھي فاصلة نقطة تقاطع fC  مع حامل محور الفواصل.  

,)2)0   (Cf)والمنحنى f2.1)( f  

  
 

)(23²3بـِ  المعرفة على  3  xxxxg.  

 :  




3lim x
x

 


3 3²3lim)(lim xxxg
xx

  :gت الدالة 

  ،363)(' 2  xxxg.  

  1، و المعادلة حلا مضاعفا ھوx.  

متناقصة تماما على  gو بالتالي  من xمن اجل كل 

                                                          x  

                                    

                                           

)(xg  

                                    الدوال العددیة             

 

تبیین ان المنحني یقبل مماساین موازیین لــ . 4

')(1المعادلة  xf 1فئتكا

4²412ومنھ  4  xxx

')(1المعادلة  xf تقبل حلین متمایزین إذن یوجد مماساین موازیین لـــ

دلة تبیین أن المعا. 5
f مستمرة و متزایدة تماما على المجال

:و لدینا 




017.0)4.

003.0)3.





تقبل في المجال 4.1;3.1

تفسیر النتیجة ھندسیا 

ھي فاصلة نقطة تقاطع

 اءإنش.6  والمنحنى

  -91-حل التمرین 

  :الجزء الأول 
المعرفة على  gنعتبر الدالة

: حساب النھایات. 1
 



3lim23 xx
x

ت الدالة دراسة تغیرا.  2
 من xمن اجل  كل

0363 2  xx  ،0

')(0و منھ xg  من اجل كل

  :جدول التغیرات 
                       

                                              
                                         
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  .2xأي 

  

  

2
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3 


x
xf  

lim)(lim 


xf
xx  


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xf
x
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
(2)²1)(814²6(
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
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

 3

3

1

6²62

14²6()1(









x

xxx
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 :في الجدول أدناه 

  
  
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)g(x):0)2استنتاج  إشارةو  g   

                 x  

  +  )(xg  

g  2لماx  0و منھ)( xg  2لما x  أي

)(0و منھ   xg   2لماx   2أيx ..  

)(0و منھ   xg   2لماx   2أيx .  

  : في الجدول أدناه 

              x  

        -  )( xg   

الدالة المعرفة على المجموعة   1R كما یلي:
)²1(

16²6





x
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 :نھایات عند أطراف مجموعة تعریفھا
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
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
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
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32
lim

3

1 x

x
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

 : العمودیة استنتاج المستقیمات المقاربة 
x مستقیم مقارب عمودي لــ fC.  

 :  

R، لدینا  
4

3

1

)328²72)(1(




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 

 3
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
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
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xxxxx

  :و تشكیل جدول تغیراتھا fاستنتاج اتجاه تغیرات  
')(نلخص إشارة . من إشارة البسط والمقام  xf   في الجدول أدناه

المجالین 2;و  ومتناقصة تماما على 1; 1;2 

                                    الدوال العددیة             

 

و  )g-(2حساب . 3

          2               
    -    0  

  :)x)-gإشارة
)(0لدینا مما سبق  xg

)(0و  xg  2لماx   و منھ

)(0و  xg  2لماx   و منھ

في الجدول أدناه  xg)(نلخص إشارة  

              2

          +         0        

  :الجزء الثاني 

f   الدالة المعرفة على المجموعة

نھایات عند أطراف مجموعة تعریفھاالحساب . 1

.2lim
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
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)( xf

استنتاج المستقیمات المقاربة 
1المستقیم ذو المعادلة

 : التحقق أن. أ.2

من xمن أجل كل 1
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 3
1

)(2)2
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استنتاج اتجاه تغیرات  . ب
')(إشارة xf  من إشارة البسط والمقام

f المجالینمتزایدة تماما على

  :جدول التغیرات 
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إذن المستقیم   ذو المعادلة  

:  

R  

و   ;1  .  

 2.0;3.0 :  

حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة 

 
f(x)=2x+m :  

mxyمع المستقیم ذو المعادلة   2

          2022بكالوریا                                    


22)(  xxf : 

   
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x
x 




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


  
 :(Cf)م م م لـ  y=2x+2ذو المعادلة

 
 
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1
22lim)(lim 
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





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x
xyxf

xx
إذن المستقیم 

مستقیم مقارب مائل لـ fC عند و. 

ة المنحني بالنسبة للمستقیم المقارب :

أي إشارة 
)²1(

1





x
1من  xمن اجل كللدینا . 

(C  تحت)( المجالین  كل من في 1;

  : aتقبل حلا  وحیدا  f(x)=0تبیین أن المعادلة
المجالمستمرة و متزایدة تماما على   2و من ثم على المجال   1;









)3.0(

)2.0(

f

f
)3.0(064.0:أي   f  . حسب مبرھنة القیم المتوسطة فإن المعادلة

تقبل في المجال 2.0;3.0  حلا وحیدا .  

   :تفسیر النتیجة ھندسیا 
اطع fC  مع حامل محور الفواصل.  

:     0)( f  ،1)0( f  

 f(x)=2x+mالمناقشة البیانیة لعدد و إشارة  حلول المعادلة
xf )( ھي فواصل نقاط تقاطع المنحنى fC 

                                    الدوال العددیة             
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تفسیر النتیجة ھندسیا 
اطعھي فاصلة نقطة تق

:والمنحنى اءإنش. 5

المناقشة البیانیة لعدد و إشارة  حلول المعادلة. 6
mxحلول المعادلة  2

  )مناقشة مائلة(
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  إذا كان 1;m  فإن المعادلة تقبل  حلین سالبین. 

  1إذا كانm فإن المعادلة تقبل حلا معدوما و حلا سالبا. 

  إذا كان 2;1m معادلة تقبل  حلین مختلفین في الإشارة فإن ال. 

  إذا كان  ;2m المعادلة لا تقبل حلولا. 

 

 


