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����� �������� �����ا �����ر�� 1ر�� ا������  2011  
  )إ��اد ا����ذ �	اب 
	را���� ( 

  
� 2010ا����ب ����	ر�� (   :ا"ولا������  �   ) �#	م ! ���

 $% &'  �� ا���اد ا���آ��	� )c �  6  010 : ا��*�د�
2 =+− zz.   


3  ا���*�(� وا��*#1 ا��0.	ب إ�/ ا� %$ ا��.�	ي  � ��  ���*
 ،                  
 ��izA ا�#��� 8'��6ه�� B و A ا��560 −= izB و    3 += 3 .   

 ��� وزاو��= A ا��وران ا�;ي (�آ:r 9 و�
2
π.   

�� أن ا������ ا���آ�� �#�وران - ّ� r $ه  :iziz 42 −+=′.   
 C �C�6'8 $ا�� �izC ا�560 37    .D r	ر!�C ����وران D و =−

 - �izD:  ه$  E6F! D أن 8'6� ا�560 35+=.   

�� أن ّ�  :i
zz
zz
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 G#Hا�� �*��I J�01 ا��K BCD.   

 ( Bac Pondichéry Avril 2010 ) :ا�&�%$ ا������  

     .                      (:ود ��*#1 (�*�(� و(� �
3  ا��MNء
� %$ آ& '��� (� ا��OPا ����! Q) R5S أو T�FU� VOأ  �� :�8�Fت ا����

 =� $5��& و�H�! 1 ا�;ي�):   ا��.�6 )
13
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r ي	ازي ا��.�	�      

 =� �032:  ا�;ي (*�د�    =−+ + zyx.   

) ا��.�	��ت  )P ، ( )P′ و ( )P ′′ V�   :  ا��$ (*�د�C!8 �#/ ا���!
 32    =+− zyx  ،  6232    =−+ zyx  َ1244   و    =+− zyx  

 �56� (��Yآ
��C� 3 أي � .  

5��ن ��Z ه�� ا�	�H�! ن ا�#;ان���  :  ا��.�6

 ( )
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*��� ا�60]   :( )2 ; 0 ; 1−A ، ( )0 ; 4 ; 1 B و ( )2 ; 4 ; 3 −−C .  

( )  ,  ; vuO

( )   ,  ,  ;  kjiO
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)(*�د�� �#�.�	ي   )ABC $1:  ه =+ zx.    


*��� ا�60]   :( )3 ; 1 ; 1−A ، ( )0 ; 1 ; 2 B و ( )5 ; 1 ; 4 −C .  
�560#�� C ا�560�  ���� ا����ر� TOآ�� A و B.   

      ( Bac Centres Etrangers Juin 2010 S ) :ا������ ا�&��'  

  ����f /#� �] ا��ا�� ا�*�د�� ا��*�% ):  �ــ 0 ; +∞] )  
1

56
+

−=
x

xf   

] �#/ ا�� �ل f ادرس ا! �9 !�ّ�� ا��ا�� - أ [∞+ ; 0      .   
] '& %$ ا�� �ل - ب [∞+ ; 0�) ا��*�د� )  xxf = :)���� &Fإ�/ ا� :)�
 ، α.   
�� أ
= إذا آ�ن - Oـّ� [ ]  ; 0 α∈x ن_% ( ) [ ]  ; 0 α∈xf.   

�� أ��M أ
= إذا آ�ن ّ� [ [∞+∈  ; αx ن_% ( ) [ [∞+∈  ; αxf.   

 ( )nu ــ� �%�*) �� ��د������) :  

 00=u $*��I آ& ��د &Oو(� أ  n ، ( )
1 

5
6  1 +

−==+
n

nn u
uu f.   

)               ، ا��.�6�1    ار�1 %$ (*#1 (�*�(� و(� �
3- أ     ا�;ي (*�د��= ∆(
    xy =   $0F0وا��( )c �    . f ا���H& �#�ا�

  - ، E��.ود  ����*��ل ا���1 ا��Fو��ون '.�ب ا� &Dا	Nر ا�	F) &)�' /#� &H)  
    0u، 1u، 2u  ، 3u 4  وu.   
� -ب ���0 '	ل ا! �9 !��� ا�������`! Qa ( )nu و �C��6ر!.  

�*$  أ
= (� أO& آ& ��ه� �����اQO- أ�I د�� n،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu.   
� -     ب�) ا��J�0 أن ا������ )nu �C���C
 V.'1 اK �  . (��6ر�

� (  :ا������ ا��ا�)  �      )�2010#	م ! ���

  �
*��� ا��ا�� ا�*�د�f /#� �   : آ�� �#$ r∗ ا��*�%

  ( )
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−
−= xe

xxf  ــ� :)�
 ، ( )fC ب	ي ا��0.	ا��.� $% $
���#�C ا��H���   

                3
  . إ�/ ا��*#1 ا���*�(� ا��� �
)ا'.V  - أ )

∞−→x
xf lim و  ( )

∞+→x
xf lim                                                     .   

) ا'.V - ب )
>→ 0

  lim
x

xf و ( )
<→ 0

  lim
x

xf � �  .  و%ّ.� ه��0�� ا��0

( )  ,  ; jiO

( )  ,  ; jiO
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  �    �O &�b 1Kول آ& ( �ل (� ( ��$ !*��f /#� �CNادرس ا! �9 !�ّ�� ا��ا�
  �C!ا��ّ�!.  

��  -أ ّ� $0F0أن ا��( )fC��#c�) ���� (�6ر���6�.) &�6� ( ) و∆( )∆′  ��C�   (*�د��

 V�xy:  �#/ ا���! =+1  و = xy.   
� -ب�*aادرس و ( )fC �) &إ�/ آ ��.0��� ( ) و∆( )∆′.   

 �) أK�d أن ا�560 )2
1 ; 0 ω $0F0�#� �e�0! :ه$ (�آ ( )fC.   

�� أن ا��*�د��  - أّ�( ) 0=xf &�6!  ��#'α و β G�'  :12ln << α  
3.14.1و    −<<− β.   

) ه& !	�O (����ت �0F0�#$ - ب )fC 1�) !	ازي ا��.�6    ؟∆(

) ار�O - 1ـ ) و∆( )∆′ $0F01 ا��K ( )fC.   

�1 ا- دg V.' ��
��� hg�
  $6�6Fا� [��	�m �  : ��د وإ�bرة '#	ل ا��*�د�
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 - 4 - 

  
  
   :ا"ولا������  

�  6  010  '& ا��*�د�
2 =+− zz:   

  ���� (�آ��� (��ا6%�� ه��   %_ن∆>0إذا آ�ن  :!;آ#' &�6! �  :ا��*�د�

     a
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∆−+−=  

�: ه;9 ا��*�د�� ه	 ّ�)  :( )22 2  4  4 ii ==−=∆  
�� (�آ��� (��ا6%�� ه�� #' &�6! �iz:  ا��*�د� −= iz  و  1 3 += 3 2.   

��ن أن ا������ ا���آ�� �#�وران �! r $ه iziz 42 −+=′:   
  ��) ا������ ا���آ�� �#�وران ا�;ي (�آ:9:!;آ )00 zM =وزاو�� θ  &�� E%�� وا�;ي   

 �56
 ( )zM �) ا�560 )zM ):    ه$ ′′ )0
θ

0 zzezz i −=−′   

=�) :   %_ن و�# )AA zzezz
i −=−′ 2
π

izA:  و
*#1 أن    −= ie  و  3
i =2
π

  

 � 
 k�	*����و   :( )iziiz +−=+−′ iziz: و(0=   3 3 42 −+=′.   

 �izD ه$ D ا��E6F أن 8'6� ا�560 35+=:   

 �0���  :( ) DCr ):   و(0= = ) iiiiiziz CD 35423742 +=−+−=−+=  
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 G#Hا�� �*��I ا����0ج BCD:   
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BDBC:   وه;ا �*0$ أن  )  و =2 ) [ ]ππ 2 
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 =BD ; BC  .   

 G#Hأن ا�� J�0�.
 BCD �   .1c�g B %$ ا�560

�T اFU!� 1gر �#.#.1 
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   : ا������ ا�&�%$

] �#/ ا�� �ل f درا�� ا! �9 !�ّ�� ا��ا�� -أ  [∞+ ; 0  :   

] (� ا�� �لx (� أO& آ& [∞+ ; 0 ، ( )
( )

0
1

5  
2

>
+

=′
x

xf  

 �] (�:ا��ة !��(� �#/ ا�� �ل f و�#�= %_ن ا��ا� [∞+ ; 0 .   
] '& %$ ا�� �ل -ب  [∞+ ; 0 �) ا��*�د� ) xxf =:   

 ( ) xxf =  m%���  x
x

=
+

−  
1

2  015:   و(0= 56 =−− xx  

�� (����:�� ه�� ∆=29 (�ّ�: ه;9 ا��*�د�� ه	 #' &�6! �  : و������$ %_ن ا��*�د�

 
2

 925 1
−=x  و  

2
 925 2

+=x ��� ،  [ [∞+∈  ; 0x &Fن ا�_% =�   و�#

 �) ا�	'�� �#�*�د� ) xxf  ه	 =
2

 925 +=α.   

��ن أ
= إذا آ�ن -Oـ�! [ ]  ; 0 α∈x ن_% ( ) [ ]  ; 0 α∈xf:   
] إذا آ�ن  ]  ; 0 α∈x  ن_%( ) ( ) ( )[ ]  ; 0 αfff x ∈ �   (�:ا��ة !��(�  f �ن ا��ا�

] �#/ ا�� �ل  ) :و
*#1 أن  .  0 ; +∞] ) 1 
10

560 =
+

−=f  و  ( ) αα = f    

):  و������$  ) [ ]  ; 1 α∈xf ��� ، :[ ] [ ]  ; 0  ; 1 αα ⊂ =�):  و�# ) [ ]  ; 0 α∈xf   
] إذا آ�ن : إذن  ]  ; 0 α∈x ن_% ( ) [ ]  ; 0 α∈xf.   

��ن أ
= إذا آ�ن �! [ [∞+∈  ; αx ن_% ( ) [ [∞+∈  ; αxf:   
] إذا آ�ن  [∞+∈  ; αx أي  :α≥x ن_% ( ) ( )αff x ≥ �   (�:ا��ة  f �ن ا��ا�

] !��(� �#/ ا�� �ل  ): و
*#1 أن  .  0 ; +∞] ) αα = f $������و   :( ) α≥xf    
):  أي  ) [ [∞+∈  ; αxf.   
] إذا آ�ن : إذن  [∞+∈  ; αx ن_% ( ) [ [∞+∈  ; αxf.   

 00=u $*��I آ& ��د &Oو(� أ  n ، ( )
1 

5
6  1 +

−==+
n

nn u
uu f.   

)ر�1  - أ )∆  ،( )c &�H�!ود و�F0 ا�u، 1u، 2u  ، 3u 4  وu :  &�Yا� �n
  .أ
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��-ب�`! Qaو  ��) '	ل ا! �9 !��� ا������ )nu و �C��6ر!:  
 ��) (� ا��Y& ���� أن 
`ّ�� أن ا������ )nu ا�*�د 	F
 �  α (�:ا��ة !��(� و(��6ر�

56� !QI�6 ا��.�6�α 1ا�*�د  ( 
 �#D�% 	ه ( )∆ $0F0ا�� Q) ( )c(   

�*$  أ
= (� أO& آ& ا���ه�ن �����اQO-أ �I د�� n،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu:   

  $�.
np  ��D�`ا� ″  $*��I آ& ��د &Oأ �)n  ،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu  ″  

�FD �) E6F0 ا��p :    

  �0���  :α≤≤≤    0 10 uu أي  : α≤≤≤  1  0 0  �66F) $وه  .  
�0p:إذن  F�FD .   


�Nض أن np أي �F�FD : α≤≤≤ +    0 1 nn uu  

�و
��ه�   FD
1+np أي  :α≤≤≤ ++    0 21 nn uu .  

 QOا���ا ��a�% �)  �0��� ،: α≤≤≤ +    0 1 nn uu �   (�:ا��ة !��(�  f و��� أن ا��ا�

]  �#/ ا�� �ل ):  %_ن 0 ; +∞] ) ( ) ( ) ( )αffff nn uu ≤≤≤ +    0 1   

≥≥≥≥α:   و������$  ++    10 21 nn uu   
 ) ( ) 1 0 =f  ، ( ) αα = f ، ( )nn uu f  1 )  و += )12   ++ = nn uu f(    

4u3u2u1u0u x

y

( )∆

( )c
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:  و(0= 
1+np �F�FD .  

�*$ & آ&(� أO :إذن  �I د�� n،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu.   
� -ب�) ا����0ج أن ا������ )nu �  : (��6ر�
  ��� (��6ر�� :!;آ�� و(�Fودة (� ا��#/ ه$ (�����  .  آ& (����

 ، =

� أ�Oو E��.ال ا�p.آ& (� ا� &Oأ �)$*��I د�� n،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu   

 ��) وه;ا �*0$ أن ا������ )nu �  . (�:ا��ة و(�Fودة (� ا��#/ ، 
.�J�0 أ
�C (��6ر�

  ��� ا��������C
)'.�ب  )nu:  ض أن�N
 ( )nu $6�
F	 ��د '6 �  L (��6ر�

:  و(0=  
∞+→∞+→ + ==

nn
Lnn uu 1  lim  lim /#� &UF
  ،  :

1 
5

6  1 +−=+
n

n u
u  

:   و������$ 
1  

5
6  +−=

L
L أي  :( ) LLf =  


.�J�0 أن- ب -  و(� ا�.pال  :  α=L .  
 :إذن  

∞+→
=

n nu α  lim )   E��.ا� ��� ا��`�FD آ�p� ه;ا(    

  
   :ا�&��'ا������  

  T�FD  

 $�.
 ( )D =� $5��& و�H�! 1 ا�;ي�):  ا��.�6 )
13

    2
2

−=
∈−=

+=

tz
tty

tx
r  

 ( )3 ; 2 ; 1  −u 1��= �C;ا ا��.�6O	! ع�*b 	ه .  
 $�.
) و )P =� �032:  ا��.�	ي ا�;ي (*�د�    =−+ + zyx   

 ( )1 ; 2 ; 1  n ي	ا ا��.�;C� $�e�
  . ه	 b*�ع 
 �0���  :( ) 0132211   . =×+×−+×=vu =0)و    :    vu ⊥  

1�
.�J�0 أن ا��.�6  ( )D ي	ازي ا��.�	� ( )P.   

6� أ�Sى  ��I :  

 QI�6! [6
 �� GF�0� ( )D و ( )P �  :       وذ�F� s& ا� �#
  

 �) ��0 '& ا��*�د� ) ( ) ( ) 313 22 2  =−+−++ ttt �� �HF� t � 
  :31=  
 &�F�.) 1.   وه;ا�
.�J�0 أن ا��.�6( )Dي	و ا��.� ( )P �
��Y) �56آ ��C� 3�� .  

32
13
   2
2

=++
−=

−=
+=

zyx
tz

ty
tx
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)ا��.�6�1  : إذن  )D ي	ازي ا��.�	� ( )P.   

  mI�S  

QI�6! [6 ا��.�	��ت  �� GF�#� ( )P ، ( )P′ و ( )P ′′ �
6	م �F& ا� �# :  

 
1244
6232
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zyx
):      و(0=  )

( ) 1243  24
6233  22
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+−=

zyzy
zyzy

zyx
  

:  و������$ 
047
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32
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=−

+−=

zy
zy

zyx
 ���ا 
UF& �#/ ا� �#Sوأ    :

047

32

  
   

=−
=+−

zy
zyx

  

�� %$ ا��MNء �	�.) QI�6! ة��Sا� �  ا��.�6�1 %$ ا��MNء (*ّ�ف  (  !�H& ه;9 ا� �#
 ��*I�6�) ���	�.�� ����� (*�د���� د���ر!#� � . (  

) �#�.�	��ت : إذن  )P ، ( )P′ و ( )P 6���Y) 1ك ′′�.) .  
  T�FD  

 ���� ( )D $5��#= ا�	�H�! 1 ا�;ي�):         ا��.�6 )
32

    1
23

−=
∈+=

+−=

tz
tty

tx
r  

 ���) و� )D′1 ا���#= ا�	��5$  ا��.�6H�! ي;:  ( )
6

   2 2
72

−−=
∈+=

+=

′
′′

′

tz
tty

tx
r  

 ����
QI�6! [6 ا��.�6 �� GF�#� ( )D و ( )D′ �
6	م �F& ا� �# ، :  

 
632

   221
7223

−−=−
+=+
+=+−

′
′
′

tt
tt
tt

 .      � 
 �� �C;9 ا� �#�
�Hا�و�/ وا� ��  : (� ا��*�د��

 1−=t 1  و−=′t $% �����
UF& �#/   و��*	�k ه�!�� ا�6 �H��Hا� �   ا��*�د�
 55 66� دو(� −=−F) $أن . وه J�0�.
  ����)ا��.�6 )D و ( )D′  �*I�6�) ن  

56� !��C*I�6 ه$ 
) و ) 5 ; 0 ; 5 −A.   
6���ن ا�:  إذن �.�( )D و ( )D′ �*I�6�)ن.   

 T�FD  
  �0��� :( ) 2 ; 4 ; 2 −AB  و  ( )4 ; 4 ; 4 −−AC   

  ����*Yأن ا� Taوا AB و AC$6�
= � 8	�O ��د '6� ��5S ��5�!�) ��v k  
 G�F� ABAC k = [60وه;ا �*0$ أن ا� A ، B و C $C% ، ���.d %$ ا���6(�   

 ��	�.) ��ّ*! ( )ABC.   
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� أ�Sى CO �)   :( )ABCA∈ 1 12 �ن =+−  ،    
 ( )ABCB∈ 1 10 �ن )   و  += )ABCC 3 12 �ن ∋ =−    

��ت آ& (� ا�60] Kأي أن إ'�ا A ، B و C�+= E6F!  1 ا��*�د� zx.   
+= 1 : إذن  zx ي	�.�#� �) ه$ (*�د� )ABC.   

  mI�S  
  ��� C و A ، Bا�B 9�0*)  :  [60 و TO�) A ا��560�� C: !;آ�  .  %$ ا���6(

 �0���  :( )2 ; 2 ; 3 −−CA  و  ( )5 ; 2 ; 2 −−CB.   
  ����*Yأن ا� Taوا CA و CB$6�
= � 8	�O ��د '6� ��5S ��5�!�) ��v k  

 G�F� CBCA k = [60وه;ا �*0$ أن ا� A ، B و C ���.d %$ ا���6(� .  
 �
.�J�0 أ
= 8 ���� ا����ر ا�560 C ���560#� TOآ�� A و B .   

  
    : ا������ ا��ا�) 

)ب �'. -أ  )
∞−→x

xf lim :  


*#1 أن   
∞−→

=
x

xe 0  lim  =0)و 
∞−→

−=
−x xe

1
1 

1
   lim .   إذن:  ( )

∞−→
∞−=

x
xf lim  

) ب�'.  )
∞+→x

xf lim:       


*#1 أن   
∞+→

+∞=
x

xe  lim  =0)و 
∞+→

=
−x xe

0
1 

1
   lim .   إذن :( )

∞+→
+∞=

x
xf lim                                               

� ا��ا�� -ب ��C
 V.' f �0� 0 :  ( )
>→

−∞=
0

  lim
x

xf  و  ( )
<→

∞+=
0

  lim
x

xf  

 ��)�0F0�#$  ه	 (.�6�1 (�6رب x=0ا��.�6�1 ا�;ي (*�د��=  :  ه��0 )fC.   

��ادر  �  : f ا! �9 !�ّ�� ا��ا�
 �� ��6�bZق �#/ آ& (� ا�� ���� f ا��ا�#��g ] [ و −∞ ; 0 ] [∞+ ; 0 ،    

) ، x�) ∗r و(� أO& آ& )
( )

0  
 1 

1 2 >
−

+=′
x

x

e
exf .   

[ (�:ا��ة !��(� �#/ آ& (� ا�� ���� fا��ا��  و������$ %_ن  [ و −∞ ; 0 ] [∞+ ; 0   
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   :�O fول !�ّ��ات 
  
  
  
  
  
  
  

��ن أن ا��-أ �!  $0F0( )fC��#c�) ���� (�6ر���6�.) &�6� ( ) و∆( )∆′:   

 ��� آ�� �#$ f إذا آ�
d ا��ا�� : !;آ%�*)   :( ) ( )xxx baf ϕ++=d
     وآ�
 ( )

∞+→
=

x
x 0 lim ϕ1  ا�;ي (*�د���baxy=   %_ن ا��.�6 += &c�) 1 (�6رب�    ه	 (.�6

  �    .+∞ �0F0�#�f �0$ ا���H& �#�ا�

  �0���: ( )
1 

1

−
−= xe

xxf  و��� أن  :
∞+→

=
−

−
x xe

0
1 

1
   lim 1�) %_ن ا��.�6 )∆  

xy ا�;ي (*�دا!=  $0  (.�6�1 (�6رب (�c& ه	 =F0�#�( )fC �0�∞+.    

:  و��� أن 
∞−→

+=
−

−
x xe

1
1 

1
   lim  1�) %_ن ا��.�6 =+1 ا�;ي (*�دا!= ′∆( xy  	ه   

 &c�) 1 (�6رب�6�.)  $0F0�#�( )fC �0�∞−.    

� -ب�*aو �) درا� )fC /إ� ��.0��� ( )∆:   

) ، x�) ∗r (� أO& آ& )
1 

1

−
−= xe

xxf =0)و  :( )
1 

1

−
−=− xe

xxf  

�Nرة ا��bق  و������$ %_ن إ( ) xxf ) ه$ إ�bرة − )1  −− xe ��!xا Jc��0و(0= ا� :  
[ إذا آ�ن -  [ 0 ; ∞−∈x ن	�� ( ) 0>− xxf  =0)و ( )fC ق	% Q6� ( )∆.   

[ إذا آ�ن -  [∞+∈  ; 0 x ن	�� ( ) 0<− xxf  =0)و ( )fC dF! Q6� ( )∆.   

  ��*aو �)درا� )fC /إ� ��.0��� ( )∆′:   

) ، x�) ∗r (� أO& آ& ) ( )
1 

 
1  

−
−=−− x

x

e
exxfق    و������$ %_ن�Nرة ا��bإ   

 ( ) ( )1  −− xxf رة�bه$ إ ( )1  −− xe )   �0ن>xe (  ��!xا Jc��0و(0= ا�:  
[ إذا آ�ن -  [ 0 ; ∞−∈x ن	�� ( ) 0>− xxf  =0)و ( )fC ق	% Q6� ( )∆′.   

x

( )xf ′

( )xf

0
+

∞+

∞+
+

∞−

∞+

∞− ∞−
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[ إذا آ�ن -  [∞+∈  ; 0 x ن	�� ( ) 0<− xxf  =0)و ( )fC dF! Q6� ( )∆′.   

 �) إK��ت أن ا�560 )2
1 ; 0 ω $0F0�#� �e�0! :ه$ (�آ ( )fC:   

 ��  :، ���x�) fD �0 إذا آ�ن (� أO& آ&: !;آ

 
( )

( ) ( )



=−+

∈−

baff

a

xx

x fD

22

2
  

 �) %_ن ا�560 )ba  ; Ω � .f ه$ (�آ: !0F0�#� �e�0$ ا���H& �#�ا�

−∋∗ %_ن x�) ∗r(� أO& آ&:  ����0  rx و ( ) ( ) 1...==−+ xx ff  

  �) و������$ %_ن ا�560 )2
1 ; 0 ω $0F0�#� �e�0! :ه$ (�آ ( )fC.   

��ن أن ا��*�د�� -أ �! ( ) 0=xf ��#' &�6! α و β:   
  :      إذا آ�ن .�1 ا���	�5�  !;آ�� ����ه0� ا�6

      f ة �#/ ا�� �ل���.) [ ]ba    ؛ ; 
      f ا�� �ل /#� �)��! ���] ر! ]ba    ؛ ; 
      ( ) ( ) 0 <× ba ff.   

)ا��*�د��   %_ن ) 0=xf!  ا��[ (� ا�� �ل 6α�Z' & و' [ba  ; .   


z'Z أ
�C (.���ة و(�:ا��ة !��(� �#/ �O �) fول !���ات  [ ]1 ; 2ln   

 sز��دة �#/ ذ� :( ) 30.02ln −≈f و  ( ) 42.01 ≈f   )  22ln =e(    
):  و(0=  ) ( ) 012ln <× ff.   

 �
.�V.' J�0 (��ه0� ا�6�1 ا���	�5� أن ا��*�د� ( ) 0=xf ا��   6! α�Z' &  و'
 G�'  :12ln << α    .   

]��ة و(�:ا��ة !��(� �#/  
z'Z أ
�O �) f�.) �Cول !���ات  ]1.3 ; 4.1 −−   
 sز��دة �#/ ذ� :( ) 075.04.1 −≈−f و  ( ) 071.03.1 ≈−f   

):  و(0=  ) ( ) 03.14.1 <−− × ff.   
 �
.�V.' J�0 (��ه0� ا�6�1 ا���	�5� أن ا��*�د� ( ) 0=xf ا��   6! β�Z' &  و'

 G�'  :3.14.1 −<<− β    .  
  �DZS :�) ا��*�د� ) 0=xf��#' &�6!αو β  G�':  
  12ln <<α   3.14.1  و −<<− β .   

) وO	د (����ت �0F0�#$ -ب )fC ازي	1  !�)ا��.�6 )∆:   
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 �����CC (�.�و��� : !;آO	! Z)�*) ن إذا و%6] إذا آ�ن���  .  ��	ازى (.�6
 1�) ا��GF �� ا������ت ا��$ !	ازي ا��.�6 )∆ �) �pول إ�/ '& ا��*�د� ) 1=′ xf  

:  و(0= 
( )

1  
 1 

1 2 =
−

+ x

x

e
e   $������و: 

( )
0

 1 2 =
−x

x

e
e.   

)  و  x �)∗r ، 0>xe و��� أ
= ، (� أO& آ& ) 0 1 2 >−xe ن_%   �   ه;9 ا��*�د�

 
( )

0
 1 2 =

−x

x

e
e &' �C� 3�� $% ∗r.   

)�ت �! 8 ���) $0F0�#	�O : إذن  )fC 1�) !	ازي ا��.�6 )∆.   

)ر�O -  1ـ )∆  ،( ) و ′∆( )fC :  &�Yا� �n
  .ا

�Yg�0ا�� - د  ��
��  :ا��

 �0��� : ( ) mm xe =− ):   و(0= 1− ) xxx eee mm   1  ×=×− −   

):  و������$  ) xemm  1 ):   و(0= −=×  ) mmmm xe    1 −×=−−   

mm:  أي  xe −×=− ):  و(0= 1    )  1  1  −=− xem =�mxe:  و�#
=

−
−

1

1    

��ا Sوأ  :mx
e

x x +=
−

−
1

): إذن  .  1 ) mf xx += ...  ( )E  

 �) ا��GF �� ��د '#	ل ا��*�د� ) mf xx +=[6
   �pول إ�/ ا��GF �� ��د 
 $0F0ا�� QI�6! ( )fC 1�) (Q ا��.�6 )m∆ =ا�;ي (*�د�� mxy +=.   

)ا��.�6���ت  (  )∆  ،( )  و ′∆( )m∆ =�O	3 (*�(& ا��N
 �C� ن� �    )1 (�	از�
) %_ن m=0 إذا آ�ن -  )m∆ /#� E�50� ( ) و������$ %_ن ∆( )m∆ Q56� 8 ( )fC   


.�J�0 أ    �)ن ا��*�د� )E 8	#' &�6! 8 .  
) %_ن m=1 إذا آ�ن -  )m∆ /#� E�50� ( ) و������$ %_ن ′∆( )m∆ Q56� 8 ( )fC   

 �
.�J�0 أن ا��*�د�   ( )E 8	#' &�6! 8 .  
[ إذا آ�ن -  [1 ; 0∈m ن_% ( )m∆ ��� Q6� ( ) و ∆(    و(	ازي ���C و������$ %_ن  ′∆(

   ( )m∆ Q56� 8 ( )fC �
.�J�0 أن ا��*�د�  ،  ( )E 8	#' &�6! 8 .  

[ إذا آ�ن -  [0 ; ∞−∈m ن_% ( )m∆ Q56� ( )fC ��O	) �C�#D�% وا'�ة �56
 $%   

 �
.�J�0 أن ا��*�د�   ( )E ��O	) وا'�ا Z' &�6! .  
[ إذا آ�ن -  [∞+∈  ; 1m ن_% ( )m∆ Q56� ( )fCوا'�ة �56
 $%    ����� �C�#D�%  
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 �
.�J�0 أن ا��*�د�    ( )E ����� وا'�ا Z' &�6! .  
  

  

  

  

  

  

  
  
  
 
  
  
  
  
  
  

( )fC

( )∆′

( )∆

x

y

ω

( )fC
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  2011 �����ا �����ر�� 2ا������ ر�� 
  )إ��اد ا����ذ �	اب 
	را���� ( 

�ولاا������  :  ) Bac Pondichéry Avril 2010 ( 


���� ا��������  ( )nu��� ��  : آ�� ��� n ا����

 10=u����" و&� أ$# آ# ��د  n ، 2
3
1     1 −+=+ nuu nn.    

   .3u  و 1u،  2u ا,+* 

   .n ، 0 ≥nu≤4 أ�0/ أ
. ، &� أ$# آ# ��د "���� - أ
≤− n ، 3≤5 ا��1�2 أ
. ، &� أ$# آ# ��د "���� - ب nun.   
) ا��1�2 
���4 ا�������� - $ـ )nu                                                  .   

 �5�� ( )nv��� ��:  �ــ n ا�������� ا����
2
213 2   −+−= nuv nn   

) أن  أ�0/-   أ )nv �4����7 أ��� *�        .و,ّ�ه� ا�ول  &������ ه8� ����2

 ، n  &� أ$# آ# ��د "���� ا��1�2 أ
. ،-  ب
4
21 

2
3 

3
1 

4
25   −+







= nu
n

n     

nS ?�,  :nn ، ا��<�	ع n ا,+* ، ��>�� - $ـ uuuS   ...      10 +++=.   

�ا ����� ا��� �:   )Bac Polynésie Juin 2010 S(   

 ����
 ،                        @
�A &���&� و&�<��& ��� ا��CDء ا��2+	ب إ� :  
 ���8E2ا� ( )1 ; 1 ; 1 A و ( )0 ; 2 ; 3 B ؛  
) ا��+�	ي  )P�8  ا�E2��� ّر��B و AB .� ��H�
  ؛ ��Iع 
) ا��+�	ي  )Q .� ي &��د��J042 ا� =++− zyx ؛  

) �L8 ا��5ة  )S ه�M&�آ �ا�� A �8ه�N OP
   .AB و

) �ّ�� أن &��د�� د��5ر��7 ���+�	ي  )P �082:  ه =−−+ zyx.   

) اآ�* &��د�� د��5رL8+� ��7 ا��5ة  )S.   

) وا��+�	ي A ا,+* ا��+��� ��� ا��8E2 - أ )Q.   
)ن ا��+�	ي  ا��1�2 أ-     )Q ا��5ة L8+� س��& ( )S .   
) ه# ا��+�	ي - ب )P ا��5ة L8+� س��& ( )S؟   

 �8E2�5 ا��� ( )1 ; 2 ; 0 −C �8E2�� ا��+�	ي A ا��+SE ا���	دي ��� ( )Q.   
) �ّ�� أن ا��+�	��� -   أ )P و ( )Q ن��"�E�& .  
) ���5 - ب )D ���	�+ا�� T"�E7 A�E�+& ( )P و ( )Q.   

 A�E�+��) �ّ�� أن �U�7# و��8� � )D 	ه   :( )
tz

tty
tx

34
 512    

−=
∈−=

=
r  

) > ��27� إ�� ا��+�VEW7 A A�E أن ا��8E2 - $ـ )D.   

+�� - د ( )R �8E2��� ي ا����ف	ا��+� A A�E�+وا�� ( )D.   
  .# ا�<��� ا[�W�W\ ��7 أو ]�"�Z ؟  ��# إ$���Y  ه
 » �& �8E
) آ#  )R ���8E2ا� �� ��   . » C و B &�+�و�� ا��+�

( )   ,  ,  ;  kjiO
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  )  STL  Bac Métropole Juin 2010(  :� ��!ا ����� ا�

 �
@  &�<&���&� و&��A  ا��+�	ي ا���آ* &2+	ب إ�� .                  

�� &<�	�� ا���اد ا���آ��  #, cا����د�� ( )E : 016  4  2 =+− zz.   

 ���8E2ا� ����
 A و B ه����E,< ����322  ا� izA 322  و =− izB +=.    
   .Bz  و Az �ّ�� ا�8	��� و���ة �5# &� ا���د�� ا���آ���-   

 �5�� C �E,`�8 ذات ا�E2ا� izC 2 32 −−=  

D@ ا��ا�bة C و A ، B �ّ�� أن ا�SE2  - أ   �) ��27� إ� )c �8ه�N OP
8�* ����7 &�آMه� و� .  

) أ
cd  ا��ا�bة - ب )c SE2وا�  A ، B و C.   

 �5�� D �E,`�8 ذات ا�E2ا� izD 4 =.   

  -  �8E2أن ا� ��ّ�C �8E2رة ا�	\ �ه D eMي &�آJوران ا����� O .وزاو�� 
3

2π.   

 �8E2أن ا� ��ّ� E	\  �8E2رة ا�A�W+
)  ��27� إ�� ا��ا�bة OB  ا�Jي ���I. ب ��> )c.   
  - �A� �8E2ا� E #5dا� �� .  

  Bac Liban Juin 2010 S )(   :��ا#"اا������  
  : ا�&%ء ا�ول 

  �5��g ��� ��[ ا��ا�� ا���د�� ا���� ):  �ــ 0 ; +∞] )  ln2  2 xxxg +−=   

� ا��<�ل ��hgات ا��ا��  ادرس 7�� ] [∞+ ; 0      .   

)�ّ�� أن ا����د��   ) 0=xg و,��ا `, #�E7 α ?�, 32.131.1 << α.      

  A�N *+, ، 1�2ا��x رة�Iإ ، ( )xg   .         

 �  : ا�&%ء ا� ��

���� ا��ا�� ا���د��  fا��<�ل ��� ��[ ا����    :  �ــ 0 ; +∞]

( ) ( )22  ln  2   xxxf −+=  

[ &� xأ�0/ أ
. ، &� أ$# آ#  [∞+ ; 0 ، ( ) ( )
x

xx g
f

 2=′    .   

� ا��<�ل f ا��1�2 اh7 e�>7ّ�� ا��ا�� �� ] [∞+ ; 0.   

  : ا�&%ء ا� ��! 
�� ا��+�	ي    @
�A &���&� و&�<��& �
+��               ا��2+	ب إ� ،   ( )Γ ا����� #Uا��� �2W2ا�� ln    

  ) .ا��ا�� ا��	�iر����� ا�������2 (  
 �5�� A  ���0ا�,j�8 ذات اE2ا� ( 
M �& �8E  و  0 ; 2(  ( )Γ ��\�Dذات ا� x  .   

 ��8�7� ������رة AM أ�0/ أن ا��+� ( )xfAM  =.   

 �5�� h ��� ��[  ا��ا�� ا���� ):    �ــ 0 ; +∞] ) ( )xx fh  =.    

� ا��<�ل h و f �ّ�� أن ���ا���� -   أ�� ��ّhا�� e�>7ا @D
 ] [∞+ ; 0.   
) &� P �ّ�� إ,�ا�0� ا��8E2 - ب )Γ ��  . أ\�W� AM �5�� �& �h? 57	ن ا��+�

αα  1  2 :  �ّ�� أن - $ـ +=AP.   
 ( )T �2W2��) &��س � )Γ �8E2ا� �� P .  أن ��ّ�( )AP ��) ��	دي � )T.   

( )  ,  ; vuO

( )  ,  ;   jiO
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  2011 �����ا �����ر�� 3ا������ ر�� 
  )إ��اد ا����ذ �	اب 
	را���� ( 

  ) STL  Bac Métropole Juin 2010(  : ا�ول����� ا�

�آ� ���	ب إ�� �
#  ��!��� و�! �  ا����	ي ا��$�� .                  

�آ'& ��	�& ا���اد ا�$� () *+ c&د��!�) ا� )E : 016  4  2 =+− zz.   

� ا��/.�-� '�!
 A و B ��322  ا� �-� 1+/��ه izA 322  و =− izB +=.    
�آ'-�- �   .Bz  و Az �ّ-� ا�.	� & و���ة �3* �� ا�!�د�� ا�

 �3�� C &/+6ا��/.& ذات ا� izC 2 32 −−=  
�) إ�� 
=# ا��ا>�ة C و A ، B �ّ-� أن ا��/9  -   أ��> ( )cآ?ه��ه�  �. � <!--� �.@ AB
  .�  و
) أ
CD  ا��ا>�ة - ب )c 9/وا�� A ، B و C.   

 �3�� D &/+6ا��/.& ذات ا� izD 4 =.   

 وزاو��O H ����وران ا�Gي ��آ?D F ه) E	رة ا��/.& C �ّ-� أن ا��/.& - 
3

2π.   

)ا��ا>�ة   <���) إ�� OB ا�Gي H��!L ب ��1
�E A�K	رة ا��/.& E �ّ-� أن ا��/.&  )c .   
   .E � � ا��/.& - 

 ( Bac Amérique du Nord Juin 2010 S )  :ا�!� �ا������  

� ا��/9                       �?ود ��! � ��!��� و��$�
# ا�ا�=�Nء()  '�!
  ،  :  
 ( )4 ; 2 ; 1 −A  ،  ( )5 ; 6 ; 2 −B و  ( )3 ;  0 ; 4 −−C.   

  . �-�O () ا��/��-& C و A ، B �ّ-� أن ا��/9 - أ
) �ّ-� أن ا�D!�ع -    ب )1 ; 1 ; 1   −−n ي	��� � (�Q�
) ه	 L!�ع  )ABC.   
)� �!�د�& � ���	ي  �ّ--    Sـ )ABC.   

� ����/.& - أّ�) و��	دي � � ا����	ي O اآ�� <�T-6 و�-.-� � ���/-� ا�Gي � )ABC.   
) � � ا����	ي O ا���/9 ا�!�	دي � �/.& ′O �ّ-� إ+�اU-�ت ا��/.& -     ب )ABC.   

 (��
 H &./� � دي	�) � � ا����/-� O ا���/9 ا�! )BC.   
 �3-� t V/K� يGا� (/-/Kا�!�د ا� BCBH t  =.   

: أن  �ّ-� -   أ
2

 

 . 

BC

BCBOt =.   

�& - ب-@ Wا���� t &./ت ا���-Uوإ+�ا H.   

   : ا������ ا�!��" 
�اء 3 آ�ات �	داء و 2 آ�ات �-�Nء و �K� 5	ي ��Eوق � � ��ّ-? �-�\� ��� ا� �# (  آ�ات +
 1. (  

�ات �� هGا ا���Bوق  
�D� �K	ا>-� و() ^ن وا+� أر�[ آ.  
� ا��Kد�U-� ا����-�-� '�!
 :  

 A : »  9/) اء وا+�ة��   » ا�BK	ل � � آ�ة +
 B : » *@ء � � ا��N-� ة�   » ا�BK	ل � � آ

):  �ّ-� أن -  )
2
1=AP  َو  ( )

42
41=BP.   

 �3-� X &�	K���اء ا��Kات ا��� ا�!D	ا>) ا�Gي ���K� *3� 9'& �ر�[ آ�ات �!�د ا�3-ّc��  . ا�

( )  ,  ; vuO

( )   ,  ,  ;  kjiO
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� ا�!D	ا>) - أ   -ّc��   .X +ّ�د ا�/-� ا��) �Gdeه� ا�

� ا�!D	ا>) -  ب-ّc��
	ن ا1+���ل � �@ �-ّ� X.   

   )Bac Polynésie Juin 2010 S(   :ا$#ا��  ا������

  :ا�'&ء ا�ول  
  �3��g � � &)�!�]ا��$�ل  ا��ا�& ا�!�د�& ا� ):  �ــ 1 ; +∞] ) ( ) xxxg −+= 1  2  ln   

)�ّ-� أن ا��!�د�&  - أ ) 0=xg ل�$�] </'* () ا�   .  α+6 و+-�ا  1 ; +∞]
): أO'U أن -    ب ) 12 1 ln =+ α.   

 &-�����) ���3 ا� )nu ــ� &)�!�  : ا�
 10=u (!-'f آ* ��د *Sو�� أ  n ، ( ) 12   ln1 +=+ nn uu.   

 (��
 ( )Γ Hي �!�د��Gا� (�K��) ا� ) 1  2  ln += xy���!�� � !� ب إ��	���   () ا����	ي ا�
                #
  .  و��$�

��ل ا����K) - أ!���� ( )Γ ،  ود�Kا� *Eا	ر ا�=	K� � � *T�:0u، 1u، 2u3 وu  .  
n،  3   1 ��د f'-!) أO'U أ
H �� أS* آ* - ب 1 ≤≤≤ +nn uu.   
) أO'U أن ا������-& - Sـ )nu ا�!�د 	K
   .α ��/�ر�& 

  :ا�!� �ا�'&ء  
� ا��ا�&  '�!
f ل�$��(& � � ا�!�] ا� ):  �ــ 1 ; +∞] ) ( ) xexxf −−= 1 1.   
  �3-�( )fC ا�T�
#                ! � ا���!��� و إ�� ا�� () ا����	ي ا����	بf-* ا�'-�
) � �ا�& ��$��  .ا�


N[ 1 أآ'� �� أو ���وي x �� أS* آ* ��د +/-/) ، :  

( ) ( ) ( )∫∫
−−==

x tx
tetttx ddfF

1

1

1
   1   

] ��?ا��ة � � ا��$�ل F �ّ-� أن ا��ا�& - أ [∞+ ; 1.   
��ل ا����3 & ����$?>& ، أO'U أ
H �� أS* آ* ��د +/-/)- ب!���� x�� [ [∞+ ; 1،   

( ) 1  1 +−= − xexxF  
] ��x �ّ-� أ
H ، �� أS* آ* ��د +/-/)- Sـ [∞+ ; 1 ،   

) ا��!�د�&  )
2
1=xF &د��!�)  <C)�3   ا� ) xx =+ 1  2  ln.   

 aأو ���و �� ��)  . 1ي  ��د +/-/) أآ'�
aD (�K��) S?ء ا����	ي ا���Kد ��� )fC ،   

 ���-� ا� ��G �!�د���ه-/���ax و K� 1=x	ر ا�=	اE* وا� =.   

 �h-K �3	ن a �ّ-� ا�!�د 
2
1=aD .  
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ا ������ر�� ��  » 4 ا������  «   �2011
ا��� ���� �� ا�
�����ت �
��ذ �  '�اب %�را�!�$ : إ�!اد ا�

  $�

�ر��  ����  (� 1:  )��2008� .  ����
���م ������� : ا (  

 ���� !
  :   ، �� �� ا
'/. وا
! ����                       ,+ ا
*(�ء ا
!'&�ب إ
# ا
!��" ا
  ( )6 ; 2 ; 3A  ،  ( )4 ; 2; 1B   و( )5 ; 2; 4 −C.   

��4  - أ)1���
�4�ّ إ9�ا��8ت آ5 �4 ا AB  و  AC.   
��# ا= /��� وا9�ة C و A ، B ا= ' > أن ا
'/.  - ب  ?&�
 .  
   .OABC اC&9 �9" ر���+ ا
�A- B�Aـ  

2 ( 4� 
H �D/'�
��# ا
!& �ي O ا
!&/. ا
�!�دي  ( )ABC.  

 �4�ّ أن -  
3
4=OH  

3 ( 4� 
( )S �D/'
   .A و�!ّ� ��
'/JD= O �D ا
��ة ا
 + ��آIه� ا
) �4�ّ أن �/�KL -أ    )S ي� &!
) �K ا )ABC ة�Mه� دا ( )c �D/'
  . H ��آIه� ا

�ا�Mة -  ب
) ا�DN OP� C&9 ا )c.   

  $�

�ر�� �&��� وا�P Nد �Aان (�2 :  )��2008�(   
 #��       آ�ات 9!�اء �Q!5 اTر�Nم4و   2 ،1 ،−2 ��(�ء �Q!5 اTر�Nم 3 آ�ات �'Q� 7 �S �ي آ�� 

 2، 2، 1،  1.   
 1 ( ���
  .�&CQ آ�ة وا9�ة �4 ا

   ؟1 �� ه� ا9 !�ل ا
�PQل ��# آ�ة �Q!5 ا
�N" -   أ
   ؟ ,!� ه� ا9 !�ل أن ���ن 
���S أ9!�ا1 إذا آ��? ا
��ة ا
!&Q� ���Q!5 ا
�N" -  ب
��# ا
 �ا
+ آ���4 �4 ا
��� دون إر�Aع ) 2 CQ&�.  

   �� ه� ا9 !�ل ا
�PQل ��# آ���Q� 4!5 آ 5��S' رN!� ,�د�� ؟-   أ
   �� ه� ا9 !�ل ا
�PQل ��# آ���4 �4 �*� ا
��ن ؟-  ب
   ؟3 �� ه� ا9 !�ل أن ���ن ��!�ع ا
�N!�4 ا
�Zه��A - 4ـ

  $�
(�3: )   Bac Centres Etrangers juin 2008 S   (  

                 ���� !
� وا��� !
  . ا
!& �ي ا
!�آC �'&�ب إ
# ا
!��" ا
�اد ا
!�آ�� ) 1 �Tا ���!�� +, ، 59c �
2 84 0 ، ا
!��د =++ zz  .   
      +[�[!
  .��D# ا
��Qل ��# ا
��5 ا
���ي 8" ��# ا
��5 ا
 2 (A و B  �!ي \9/ �ه� &!
D/� ia �ن �4 ا 22 ab  و =− −= .    
��" ا
'/D �4  -أ   A  وB  4��! 
��# أن � " إآ!�ل ا
��5 ,+ =��ق ا.  
�4�ّ \9/� ا
'/�D - ب  C �D/'
�وران ا
_ي ��آB BI ^�رة ا
�� O ` وزاو� 

2
π.  

�وران ا
_ي ��آC BI ^�رة ا
'/A- +!&� D �Dـ 
�� A ` وزاو� 
2
π.  

 
                                                         �Q*P
             اC�N ا
�Q*P                         1/2  ا

( )  ,  ; vuO

( )   ,  ,  ;  kjiO



     - �D/'
id ه+ D �4�ّ أن \9/� ا 62 −=  
��" ا
'/D �4 - د  C و D .  +����
   ؟ABCD�� ����L ا
 3 (α +!&� ، وم��� ��d +/�/9 د�� αG ��/[!
) : ��JA ا
�!�� ا ) ( ) ( ){ }  ;  , 1 ;  , 1 ;  αCBA −  

�4 ا
���ع -   أ ��ّ� αGC
\�  .�BA ا
���ع   �

��� �!&αG J ا= ' > ��!��� ا
'/. -  ب'�α���!�!
��.  r*ا�!�!
  .أ��e ه_B ا

�+ �'α f�D �� ه+ A -  �!�Nـ αG #�� D؟   

   . α=�2*�ض ,+ ه_ا ا
&gال أن ) 4 
  ./'
�� ا�!�� e4�ّ وأ���M 4�  i�Q� ي� &!
−+=     2 24:  ا MCMBMA  

   $�
(�4:  ( )STI  2008  ACB   

�د��   �
�ا
� ا
��#  ا
!��,���f �� ا r ــ�  :( )
1 

3
 

3 +
= xe

xf  

   +!&�( )fc �
�ا�
 +����
� f ا
 !]�5 ا��� !
   .                ,+ ا
!& �ي ا
!'&�ب إ
# ا
!��" ا

��# ��Qر ا
*�ا^5 و cm 4: و9�ة ا
�Dل (    cm 2 Cا��� 
��# ��Qر ا  (  
 1 ( �
�ا
� fا���S� C&9 ا'� ∞+ .  ��=�  .,ّ&� ه_B ا
' ��� ه'
 2 ( 4��
( )D ` 
  y=3 ا
!& /�" ا
_ي ���د
�ا
� - أ   
� f ا���S� C&9 ا'� ∞−.   
) ا= ' > أن - ب  )D +'Q'!�
) �& /�" �/�رب  )fc �'� ∞−.   

�د A - +/�/9ـ�) ، x �4�ّ أ�` ، �4 أ5A آ5  )
1 

3
3 

3

3

+
−= x

x

e
exf.   


�!'Q'+  اد-  د ���&'
)رس ا
����j ا )fc "�/ &!�
 ��&'
�� ( )D                           .   

��f�I �ـ ) 3  ′ �
�ا�
 �/ �!
�ا
� ا�
 f.   

�د 9/�/+ - أ  �) ، x أ�8? أ�` ، �4 أ5A آ5  ) ( )23

3

 1 

9 
+

−=′ x

x

e
exf .   

�ا
� -  ب
��# f ا= ' > ا���l� Bّ�� ا r �Sا���l� ول�A 5�mو .  
 4 (�
)اآ C ���د )∆ +'Q'!
) �!�س ا )fc ��^�*
� ا
'/�D ذات ا'� 0.   

)ار=" ) 5  )D ، ( ) و ∆( )fc.   

 6 ( 4��
α ���!� ��A�� ��/�/9 دا��  .( )αAد�ّQ!
9�ة ا
!&��9 ه+ �&��9 ا
I�ّQ ا
!& �ي ا��   
  +'Q'!
�� ( )fcا^5 و�*
   .α=x و x=0ا
!& /�!�4 ا
�_�4 ���د
 �ه!�  ، ��Qر ا

):  أ�8? أن - أ    ) ( ) 21 3 lnln 3 ++−= ααα eA                                       .   
) ا���S� C&9 -  ب )αA ولg� ���'� α #
p9\ :αα أن  ( +∞ إ 3nl3 e=. (   

  

  
           ***   #S ا�  ***                    *** �Q*P

 �,�f***                     ***   2/2   ا��      ***  
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�ر
� �	ا��� ���� ���
����ت ����	ا 	��  «   2011 �� ا���  » 5 ا

': إ�$اد ا"! �ذ $  *�اب )�را

   '
	+�1 : ) Bac Polynésie juin 2008 (  
2 136 0 ، ا
	��د
�  ��c ، �� ��	��� ا��اد ا
	�آ��  )1 =+− zz  .  
 2 ( ���	
� ا��	
��ي ا
	�آ$ �#"�ب إ
� ا"	
���'& ا	
 وا��� ،                 )*#
��� ا�' A ، B و    

     C  �+*ا��
 ��
ia ا 23−= ، ib 23 ic و =+ 4= $,-��
�� ا� .   
� ا
#*(  -   أ�� A ، B و C.   
��ازي أ56ع OABC أ2�3 أن ا
����0 -  ب� .  
   .OABC ، ��آ< ���ازي ا�56ع Ω �ّ,> ;�*� ا
#*:� - 9ـ
3 ( @A'وأ <,ّ�( )E )*#
��ي �,��M B	��� ا"	
+++=  12 : �> ا MCMBMAMO  

4(<E�
 M �,*�"	
) '*:� �> ا )AB .  >��Fβ �*�5
 ��,G�
    �Kرة "' N	�  M . إ
� ا
�<ء ا
     :*#
�0
وران ا
Mي ��آ<�M L ا Ω N�Fوزاو 

2
π.   

i ه� N 0ّ,> أن ;�*� ا
#*:� -   أ
2
5

2
5 +− β.   

��ر -  بG' Q,آ β �:*#
�	� ا#- B,R0 N �,*�"	
) إ
� ا )BC.   

  '
	+�2 : ) Bac Polynésie juin 2008 (   
 ����	
� ا��	
��� ا
#*(  �� ا
�STء ا
	#"�ب إ
� ا�' ،                     &'���	
): وا )3 ; 2 ; 1A ،   

 ( )4 ; 1; 0B ، ( )2 ; 3; 1 −−C ، ( )5 ; 2; 4 −D ع��A
) وا )1 ; 1; 2 −n.    

,"C 2 و A ، B 0ّ,> أن ا
#*(  - أ)1 �,��*�Uا ��.   
) 0ّ,> أن - ب     )1 ; 1; 2 −n ي��"	�
 �	V�' ع��W ( )ABC.  

��ي د�EFر-,� د
� �ّ,> ��� - 9ـ   "	�
( )ABC.   
2(  <E,
( )∆ �:,U�
�N ا,X	- يM
� ا,*�"	
  : ا
  
  
  -  �:*#
�  0Dّ,> أن ا,*�"	
�	� إ
� ا#-( )∆ ��� �	�دي �,*�"	
��ي  وأن هMا ا"	
)ا )ABC.  

3( <E�
 E �:*#�
��ي Dا
	"*( ا
�	�دي "	
�� ا� ( )ABC.   
  -<,ّ0  �:*#
�E B أن اX	
   .ABC ه� ��آ< 3*� ا
  

 '
	+� 3:   )  �Fر�
�E0 �Yا>�
 )[�د -",,� وا\�: ا
���A   .  2008ا

 ( )nu ��F �	آ ����� �Fد� �,
����   :
( )

( )n

r

∈−=

∈=

+ n   nn uu

u

 ; 

  ;     

   
9
8

3
2

1

0 αα
  

1( �
�� �� N'ا9^ أ��
 �0ه> �0
3
8−=α �,
���	
) -�Eن ا )nu ��0�3 .  

2( ��F �� 2 �� آ�=α�Fد�

,� ا���	
) ، و'�ّ�ف ا )nv ��F �	آ  :
3
8 += nn uv  

    .2u  و 1u ا�"$ - أ  
) أ2�3 أن -  ب )nv �+U�Uأ <,,�- $�:F �,U
,� ه#���� q ه� ا�ول   . 0v و�ّ

� nu اآ�$ ���رة - 9ـ;0 n .  $"وا�

∞+→n nu  lim.    

  

( )  ,  ; vuO

( )   ,  ,  ;  kjiO

( )
tz

tty
tx
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  '

�ر�F ا
	�aب (    :�4+	�E02008 .  ���A
��م -���F,� : ا� . �Fد��
  )ا
ورة ا

Ι - <E�
 gل��	
�� ا� ����	
د�F ا�
[ ا
ا
� ا [∞+ ; 0 ��F �	0 : ( ) xxxg ln2−=  
) ا�"$ - أ)1 )xg′ �E
 xل��	
[ �> ا [∞+ ; 0.   
�� g 0ّ,> أن - ب    � �]\�#�� ] ]2 ; 0 ��ة �Fا>�] و� [∞+ ; 2.   

�c أن )2#�Uا ( ) 0>xg �E
 xل��	
[ �> ا );�d أن   ( 0 ; +∞] ) 02 >g. (   

ΙΙ - �Fد�
��� ا
ا
� ا�' fل��	
�� ا� ����	
[ ا [∞+ ; 0 ��F �	0 : ( ) ( )2ln  xxxf −= ، ( )c �+�,X	-    
                   &'���	
 وا����	
� ا��	
��ي ا
	#"�ب إ
� ا"	
  .               ا
�,�'� �� ا

) ا�"$ )1 )
>→ 0

  lim
x

xf �,U�,�� ه##
  . و�ّ"� هLM ا

: 0ّ,> أن - أ)2
( )
∞+→

=
x x

x
0

2ln
 lim )  ^6و <E	Fxt  :'Mآ� أن  . =

∞+→
=

t t
t 0 lnlim(   

�c أن -  ب#�Uا  :( )
∞+→

∞+=
x

xf  lim وأن   :
( )

∞+→
=

x x
xf

1  lim)   أن d�;  :( ) ( )( )
x
x

xxf
2ln

1                  −=. (   

) ا�"$ - 9ـ )( )
∞+→

−
x

xxflim �#R#	
�c أن ا#�Uا �3 ( )c، ��*F  ��0ار ∞+،  Nا-��ه �e��E� ����     

       �,*�"	
)ا )∆ N�
xy ا
Mي ���د =.   
) 0ّ,> أن ا
	#R#� -  د )c �,*�"	
9 -2R ا�F ( )∆ .  

):  0ّ,> أن -أ) 3 ) ( )
x
xx g

f =′ �E
 x<�  ] ة -	��� f  و0ّ,> أن 0 ; +∞]Fا>��� ا
	��ل  ��] [∞+ ; 0 .   

6^ 9ول -a,�ات ا
ا
� - ب  f.   
xy 0ّ,> أن - 9ـ  =	

		�س ا �
)#R#�  ه� ���د )c �+��K�� ��
   .1 �� ا
#*:� ا

4( �
) 0ّ,> أن ا
	��د ) 0=xf ا[ �� ا
	��لα -*�� �5 و�,   وأن 0 ; +∞]
2
11 << αe  .  

5( @A'أ ( ) و ∆( )c )  أن ��*'( )1 ; −eeI �#R#	�
) '*:� ا'�:�ف  )c. (   

xxxxH 0ّ,> أن -أ) 6 −ln: ֏ �
ا�
 �,�Kأ �
xx دا ln֏��� ] 3� 0ّ,> أن 0 ; +∞]∫ =
e

xx d
1

1 ln    

�-  ب
�0 ����E	
��	�ل اU�0  0ّ,> أن ، �Y>� :( )∫ −=
e

exx d
1

2 2 ln .   

��ي ا
	R[�ر 0,> ا
	#R#� - 9ـ"	
) ا�"$ �"��� �ّ,< ا )c �,*�"	
) وا )∆<FM�
�*,	,> ا"	
    وا
��ه	�  
ex و x=1 ���د =.   
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�ر
� �	ا��� �������
����ت ����	ا 	��  «   2011 �� ا���  »  7 ا

' : إ�$اد ا"! �ذ $  *�اب )�را

 '
��م ���
��� : ا�����  . �2008	��ر
	 ا����ب (  : 1 �+	�(   

�� ا"�!اد ا���آ��  ���# $% ، '(c  د��	2 346 0 ، ا��� =+− zz  .   
    و�2A ، B/�� ا�,45  �/�	#! وا��/�	12                ، ��0 ا� %$ ا��+/�ي ا���آ- ا��,+�ب إ�( ا��

 C -���/ا� )��ia : ا�/$ ��ا)65	  53 += ، ib 53 ic  و =− 37 +=  
   7��z �85,9)�5 ا� M 7 ا��+/�ي  و# z′ �85,9)�5 ا� M     ا�?ي <�	�=T �	29+>	ب M ;�رة ′
 u �5(@ذو ا� i24 −.   
izz:  �7�ّ أن - أ 24    .�T	29+>	ب  A ه$ ;�رة ا�,F5<� 0G  C �85 أن ا�,�85 ′=+−

i:  �7�ّ أن -  ب
ca
cb

2=
−
−

.    

�J - KـLأن ا�� M/,/Nا ABCاO0 ا�P	Q  وأن �
ACBCو 2=.  

 '
	+� 2:   ) 12��  	
��م ���
��� : ا�����  . �2008	��ر�(   

  :   ، �2/�� ا�,45 وا��/�	12                      %$ ا�ST	ء ا��,+�ب إ�( ا����0 ا��/�	#! 
 ( )6 ; 2 ; 3A ، ( )4 ; 2; 1B و ( )5 ; 2; 4 −C.   

�7�ّ إ)!ا�G	ت آ' #7 ا���	��7  - أ AB  و  AC.   
�( اN/5	#� وا)!ة C و A ، B اM/,/N أن ا�,45  -  ب� V+�� .  
   .OABC ا)+- )�0 ر�	�$ ا��J - W�Jـ

 7/�H �85,��( ا��+/�ي O ا��+45 ا����دي �� ( )ABC.  7�ّ أن� 
3
4=OH.   

 7/� ( )S �85,ا� 	هOة ا�/$ #�آ�   .A,�85  و��ّ� �	�X8N O ا�
) �7�ّ أن �5	YZ -أ    )S ا��+/�ي Y# ( )ABC ة�Pه� دا ( )c �85,ا� 	هOآ�# H.   
) ا)+- �8Q [\2 ا�!ا�Pة -  ب )c.   

  '
	+�3:   ) 	
��م ���
��� : ا�����  . 2008ا����ب �	��ر�(   

�( VN آ�ات )��اء وG@ث آ�ات [�Sاء آ�1 
>/�ي �  ) 1��7 ا�/���O ��7 ا��ات �	��
 9. (  
�1ا�ه?ا  2+>- ���ا�P	 و%$ _ن وا)! G@ث آ�ات 7# .   

�( آ���7 )��او
7 وآ�ة [�Sاء - أ  �  . ا)+- ا)/�	ل ا�>\�ل 

�( ا"Q' ه�  �7�ّ أن ا)/�	ل ا�>\-  ب��) آ�ة [�Sاء وا(!ة ��ل 
21
16.   

�1 ا� ه?ا 2+>- ���ا�P	 �	�//	�Y و�!ون إرJ	ع G@ث آ�ات 7# .   

�( G@ث آ�ات )��اء  -  �  .ا)+- ا)/�	ل ا�>\�ل 

'
	+�  4:  )S 2008 Bac Antilles Guyane sept (  

 �
7 ا�!ا�� ا��!د/� f )��):  �ــ r ا����%�  )
3 

4
 2

+
−+= x

x

e
exxf  

 $�+2 ( )c  ا��!�   %$ ا��+/�ي ا��,+�ب إ�( ا����0 ا��/�	#! وا��/�	f                 12ا�/��L' ا���	$2 �
   . )cm 2و)!ة ا�8�ل   ( 
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�,! f ا)+- 62	
� ا�!ا�� -أ) 1 ∞−.   
) �7�ّ أن ا��+/0�5 - ب  )1D=/د�	2  ا�?ي #�+= xy  'P	# رب	ه� #+/0�5 #5 $,<,���( )c  !,�∞−.   
) ادرس ا�����c ا�,+��� ���,>,$ - Jـ  )c  0�5/+��� ��+,�	�( )1D     .   

) ، x أV�G أ2= ، #7 أJ' آ' �!د )5�5$ -أ) 2 )
2

3
3

 








+
−=′ x

x

e
exf .   

�(  ا����%� f ادرس ا��	W ��ّ�� ا�!ا�� - ب �r  	6ول ��ّ��ا�!J '       .و<
7 ا�5�ل -أ) 3�
�7 ا���	س #	 ذا  ( )2D  $,<,���( )c  �85,ا� $%I ��;	T3 ذات ا�ln ؟               
) ، ادرس و���c ا��,>,$ � f	N/��	ل ����ات ا�!ا�� - ب  )c  )إ� ��+,�	�( )2D.   

)�7�ّ أن #�	د�� ا���	س  -أ) 4 )3D $,<,��� ( )c  ��;	T1:  ه$ 0%$ ا�,�85 ذات ا�
4
1 += xy.   

�( ا���	ل ادرس ، - ب �] ]3 ; ln∞−$,<,ا�� ���cو ، ( )c س	���� ��+,�	�( )3D    

7 اN/��	ل  ( �
 ��2	Lا���/�5 ا�f �!ا��  ′′� f)��) : �ـ r  ا����%�  ) ( )
( )23

312
 

+

−=′′
x

xx

e

eexf. (   

��,>,$ �52I' أن ا�,�85 ) 5� �i	,� Oه$ #�آ ( )c .  
  -  0Nار( )1D ، ( )2D ، ( )3D و ( )c .   

�!ا�� -أ) 6� ����7�ّ دا�� أ; g )��) : �ـ r ا����%�  )
3 +

= x

x

e
exg.   

7 -  ب�� λ 	#	�� 	��	N 	�5�5( دا!�  .( )λA$,<,��	� ا��+/�ي ا��>ّ!د O�ّ<)� ا�	)� ه$ #+	ة ا��+!(��     
 ( )c  0�5/+ا�� ،( )1D 	ه�	د�/	7 #�
?�   .λ=x و x=0 وا��+/7���5 ا�

):  أV�G أن -   ) ( )3444λ λ lnln +−= eA .   
) ا)+- - Jـ )

∞−→λ
λ lim A.   

 '
	+� 5:   ) 12��  	
   )ر
	�c	ت : ا�����  . �2008	��ر

 $% ��/�2 zz ) ا���	د�� × )E :583 =− yx.   
)��ه7 أن )��ل ا���	د��  -   )E ت	�P	,Lه$ ا� ( )yx  ;  K�( :18 −= kx  13  و −= ky Y#  z∈k.   

7- أ��  n ، x و y K�( �����Z اد!�  :  �G@G أ
  
)أV�G أن  -   )yx ���	د��  ; � '( ( )E.  

) �2/�� ا����� -  ب )S :   

  
�� nأV�G أن  -  ���� '( ( )S ن	إذا و%45 إذا آ  :[ ]24 23≡n.   

7 - أ�� k 	����Z دا!� .  ��+Q $Q	� 7�ّ�k22 )�� 3 ��+Q $Q	و�  k27 )�� 8 .   
�� F5<� 1991 أن -  ب���� '( ( )S  و�7�ّ أن ا��!د ( ) 1 1991 2008 − )��
�5' ا�5+��  24.   
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�� « ����2011 �� ا��	����ت �����ا �����ر	� ��ا��� ���  » 8 ا�
  )إ��اد ا����ذ �	اب 
	را���� ( 

  : ا�%$�	# ا"ول 
 ���� p د ��آ��� �� آ�  : آ!� �&% zآ$�� ا�#�ود ا�! �ف �� أ

                             ( ) 2420 7 23 −+−= zzzzp  
)  ,#+* أن-   أ ) 03 =p.   
� آ� ��د ��آ� β   وα ا� �د�� ا�#+�+��� ��� - ب�   :z �#�. �� أ

                              ( ) ( )( )βα ++−= zzzzp  3 2  
�ـ - %0 �1 c 2ا�! �د� ( ) 0=zp.   

�3� 
 ،                 5
   0% ا�!�9	ي ا�!�آ� ا�!:9	ب إ�8 � &7 �� ��� و���6
a ، ib=3 ا��% �	اC  �>+1 وَ A ، B ا�:+>   22 ic  وَ  =+ 22 −= 8&�     

  .ا���,��  
    .C وَ A ، B �&7 ا�:+>  -   أ
   .c و b �ّ�� ا�@	�&2 و�!�ة ��� �� ا� �د�� ا�!�آ��3 - ب
  .7E�D و���9وي ا�OBC  ��D�9 أB3C أن ا�!$&.  - �ـ


 ��3 ا�!6!	�2  ( )E <+:&� M 2+1Fذات ا� z .�#�  :53 =−z  

),:�!��ن إ�8 ا�!!6	�C   2 وَ B �ّ�� أن ا�:+@��� -   أ )E.   
) �ّ�� ا�@�3 2 وا� :��I ا�!!�Hة �&!6!	�2 - ب )E *��95 ا�! &7 ا�J
 %0 �>KL
  . وأ

  : ا�%$�	# ا�)�'� 
( )nu 0  ا�!�����2 ا�! �20 �#ّ�ه� ا�ولu� �� آ�   :�nد �3O %   و�� أ

4
3 

4
1  1 −=+ nn uu  

   .2u و 1u ا�91 

   .n ، 1 −≥nu ��ه� �����ا�Q أ
P ، �� آ� ��د �3O % - أ

) ، n �ّ�� أ
P ، �� آ� ��د �3O % -     ب ) 1  
4
3  1 +−=−+ nnn uuu.   

) �ّ�� أن ا�!�����2 -     �ـ )nu 2�ر�+�� �>
  . ه% ������2SD�:�� 2 ، ا��:�R أ

<��2 ا�!�����2 -       د ��ّ� ( )nu ولT� ���:� n 8إ� ∞+ .   


 ��3 ا�!�����2  ( )nv 8&� 20� !ا� n 1:  �ــ   += nn uv  

) �ّ�� أن -       أ )nv �>2 ه:���2 أ��������� 
4
1.   

   .nv 7C nu 2�U�� n ��3ّ ��-     ب

<��2 ا�!�����2 -     �ـ ، 2�
�C ، ��ّ� ( )nu ولT� ���:� n 8إ� ∞+.   

  :  ا�%$�	# ا�)��( 

 ��3        ا�!��6
5                 !� ��� وا�! &7 ا�0% ا��WJء ا�!:9	ب إ�8   ،  

) ا�!7�+�9  � ا�:+@2 ∆(!L� يXا� ( )3 ; 1 ; 3 −−−AP>��     وZ �ع ,	
 ( )1 ; 2 ; 2 −−u 7�+�9!وا�  ( )D 2@+:ا� �!L� يXا� ( )3 ; 2 ; 3B  ع� Zو    

 P>��	, ( )2 ; 2 ; 1  −v.    

) �ّ�� أن ا�!�9+�!�� - أ ) و ∆( )D �1وا 	ن إ�8 ��9��!�:� U ان  و��� �� .  

( )  ,  ; vuO

( )   ,  ,  ;  kjiO



) اآ�� � �د�2 د���ر,�2 �&!�9	ي ا�Xي �#	ي -     ب ) و�	ازي ∆( )D.   

 ���� Sه�  �@\ ا���ةHا��% ��آ ( )1 ; 0 ; 1 −−C ه��@D ]S
   .6 و
)       و����  )P Pي � �د��Xي ا�	01322:  ا�!�9       =+++ zyx.    

) و S �ّ�� أن -   أ )P 2@+:ه� ا�Hة ��آ�Eن و0* دا� O�+�� A ]S
 ��� , �&@� ،   
  .      D@�ه� 

) �ّ�� أن ا�!�9+�7 - ب )D س �9@\ ا���ة�!� S 2@+:0% ا� B.   

] ,:�!% إ�8 ا�+@ C 2 ، وا��:�R أن ا�:+@AB 2 ا�91 - أ ]AB.   
) �ّ�� ��9+�!� �!	د�� �&8 آ� �� ا�!�9+�!�� -     ب ) و ∆( )D.   

  
  :  ا�%$�	# ا��ا+* 

f %+�+#دا�2 ��د�2 �&!�`ّ�� ا� x 8&� 20� � r ـ�   :( )
1
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%!9
 fC2ا��&� �    0% ا�!�9	ي ا�!:9	ب إ�f��� �� 7& � 8 ا�!:#:% ا�!!$

 5
              .   و���6
) ا�91  )

∞−→x
xf lim ����:ا�:��26 ه aX7 �9ّ0 هC ،                              .                             

� آ� - أ�) ، x �� r �ّ�� أ
P �� أ )
1

2
1

 +
−= xe

xf                                              .   

) ا�91 -  ب )
∞+→x

xf lim ����:ا�:��26 ه aXو�9ّ0 ه                    .                                        

��ول ,`��ا,<� f ادرس ا,a�6 ,`ّ�� ا��ا�2  ��Zو                                                       .  

   .                                0ات ا�I�J&2  �:� ا�:+@2 ذT %:#:!&� fC اآ�� � �د�2 ا�!!�س - أ

    ه% 
+@2 ا
 @�ف O و�ّ�� أن ا�:+@f 2 ا�91 ا��ا�2 ا�!�L+2 ا�$�
�2 �&�ا�2 -  ب
  %:#:!&�fC    .   

   .                                                                                                fC وT ار�7 

� آ� -أ) 6�) ، x �� r �ّ�� أ
P ، �� أ )
1

2
1

 +
−= −

−

x

x

e
exf                                          .   

     fC ا�91 ، �	�1ة ا�!21�9 ، �21�9 ا�#H�ّ ا�!�9	ي ا�!#�د ���!:#:% - ب

  �>,U1: وا�!�9+�!�ت ا��% � �د=y ، 0=x 1  و=x.   


�� ، 7�D �91 ا�	��> ا�#+�+% ) 7��� dD�
m 2ل ا�! �د�	د 1&�� ، ( ) xx mf =                    .   
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