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بسم الله الرحمان الرحيم
مدخل

انوي  أعد ھذا الكتاب استجابة لمتطلبات المنھاج الجدید الخاص بالسنة الثالثة من التعلیم الث
ذي شرع  العام و التكنولوجي الخاص بشعب الریاضیات ، التقني الریاضي والعلوم التجریبیة ال

.2008–2007یقھ ابتداء من الدخول المدرسي في تطب

ا  ھ كم واردة فی بالإضافة إلى الاحترام التام للمنھاج فقد حاولنا العمل بمختلف التوجیھات ال
بة سواء  ار أنشطة مناس ن خلال اختی حرصنا على تجسید المقاربة بالكفاءات التي بني علیھا م

جھا كما حظي استعمال تكنولوجیات الإعلامعند مقاربة مختلف المفاھیم أو عند إدما
و الاتصال بالاھتمام اللازم.

) أبواب تمت ھیكلتھا بنفس الكیفیة على النحو التالي:6(ةیحتوي الكتاب على ست

.عرض للكفاءات المستھدفة إضافة إلى نبذة تاریخیة

.أنشطة تمھیدیة

.الدرس

.طرائق و تمارین محلولة

.أعمال موجھة

تعد للبكالوریا.اس

.تمارین و مسائل

.اختبر معلوماتك
أردنا أن نجعل من ھذا الكتاب وسیلة عمل ممتعة و ناجعة في آن واحد، نتمنى أن

التحضیر الجید لامتحان نھایة السنة. یمكنكم من 

فإننا نرحب، بكل، و علیھنقائصالمن و كون ھذا العمل إنجازا بشریا فإنھ لا یخلو
ى نتقادات القراء التياھتمام، با بقا عل م مشكورون مس اب و ھ ین الكت راء و تحس تھدف إلى إث

ذلك.
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نشاط أول

f   1;0 0;   1 1x
f x

x

 
 fC

1(

 fC zoom

10,60,501

0,50,50,5

1010,30, 40,30,010,4990,01

f0x0

 f x.
2(

: 1g x x 0.
g0.
f0

ثاننشاط 

1(

u 1;  2 3

1

x
u x

x





v  2 1v x x 

v u.


 u x v u xx

v u.
buvb.


2(
a،bc.u،vff v u .

 lim
x a

u x b


 lim
x b

v x c


fa.
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ثالثنشاط 

xnن

1n x n  E .

1 ( 2,3 ، 1E  ،3 
  11,01E.

2 (f،gh 2;1:كما يلي
   f x x ،   g x x x ،  2 1h x x  fC، gC، hC

 fC، gC hC.
 fC، gC hC

f،gh10؟


رابعنشاط 
 fC ، gC hCf ،gh

 1;2k 2;3.

1 .f ،gh 1;2؟
2 .k

 1 f x k 2 g x k 3 h x k

3 .23 2;3؟
4 .k 2;3،

هل تقبل ك 1 ، 2 ، 3 1;2؟
 1 ، 2 ، 3 1;2؟
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

1 .

f 0 ;x l

fهيll f x

x lim
x

f x l


 f xlx.

y:نتيجة l fCf.
.نحص:

:
2 2

1 1 1 1 1
lim 0 lim 0 lim 0 lim 0 lim 0

x x x x xx x x xx    
         

2 .

1:f 0 ;x .
fهي ;A )A  f x

x lim
x

f x


  f xx.

2:f 0 ;x .
fهي ;B)B ي ( f x

x lim
x

f x


  f xx.

:.
:3 3 2 2lim lim lim lim lim

x x x x x
x x x x x

    
        

3 .
: fCf y ax b 

  fC

 lim ( ) 0
x

f x ax b

     lim ( ) 0

x
f x ax b


    (

:f   f x ax b x  مع lim 0
x

x


 lim 0
x

x




y ax b f.
f:مثال  2

1
2 3f x x

x
   fC

2

1
lim 0

x x


2

1
lim 0

x x
 2 3y x مست fC

.
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1:f 3;  2

3
f x

x



 lim 0
x

f x




: ;I a b0a b  )I0.(

x 3; ، f x I2یعني

3
b

x



2أي 

3x
b

 .

xنستنتج أنھ من أجل
2

3
b
المجال ،(Iیشمل كل

قیم f xومنھ نھایة .fعند0ھي.

2:f 3;  3f x x 

 lim
x

f x


 

:A.عددا حقیقیا موجبا

3x A  2يعني 3x A  ;A 

 f xx

 lim
x

f x


 

3:f 0;  1
1f x x

x
   fCتمثيلها

1 . fC fC.
2 .  : 1D y x نحني fC.
3 . fC D.

لدراسة وضعیة fC بالنسبة  :D y ax b    f x ax b   .
:1.

 fCx

 fC.

2  .  1
lim ( 1) lim 0

x x
f x x

x 
        : 1D y x  fC

.
3 .  1

( 1)f x x
x

     x 0;،

  ( 1) 0f x x     fC D.
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ي
1 .
f   0 0; ;a x x bl

f0xهيll f xx

0x. 
0

lim
x x

f x l


 f xlx0x.

f:مثال   sin x
f x

x
 fC

x0 f x1.
 f x

1x0
 

0

sin
lim 1
x

x

x
.

2 .
f   0 0; ;a x x b.

f0xيه ;A )A  f x

x0x. 
0

lim
x x

f x


  f xx0x.

f:1مثال 2 
 2

1

2
f x

x




 f xx2

 
2

lim
x

f x


 

f:2مثال  1
f x

x
1f2f

 ;0 0;     1 2f x f x f x 

 1
0

lim
x

f x


  2
0

lim
x

f x


 

f0f0

هي 
0

lim
x

f x



  
0

lim
x

f x



 

: fCf  :x a.
  fCf0x

.هي
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1:f 1;    21 2f x x  

 f xx1.
ضع تخمينا.. 1
2 .x f x 1,99;2,01؟
3 .r0 1r .

x   2 ;2f x r r  ؟
r

:
1 .x1 f x 21 1 2 2.
2 . 1,99 2,01f x  يعني 23,99 1 4,01x  x1,998 1 2,002x  

0,998 1,002x  0,998 ; 1,002x .
3. 2 2r f x r    يعني 24 1 4r x r    x

4 1 4r x r    1 4 1 4r x r       

1 4 ; 1 4x r r        .
يمكننا جعل f x2x1بال

f12هي.
2:f 1;  3

1
f x

x




 f xx1.
1 .ff1.
2 .A

x f x A؟
1.

:
1 .f1هي.
2. f x A 3يعني

1
A

x



3

1x
A

 

2

9
1x

A
 

2

9
1x

A
 .

تى ح f x Ax
2

9
1;1

A
   

.

A f xx1

f1هي.
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
1.

lim lim lim
x x x

x x x
  

        
3 3 2 2lim lim lim lim

x x x x
x x x x

   
           

0 0

1 1 1 1
lim lim lim 0 lim 0

x xx xx x x x    
         

2 .
fga

:
llllim ( )

x a
f x



llim ( )
x a

g x


l l lim ( ) ( )
x a

f x g x




:
000l 0l 0l 0l llim ( )

x a
f x



llim ( )
x a

g x


l l lim ( ) ( )
x a

f x g x




:
0llllim ( )

x a
f x



00l0l 0l0ll lim ( )
x a

g x


00
l

l
( )

lim
( )x a

f x

g x

 
 
 

:""

3 .
)(.

)(.

f:مثال 1;1  
2

2

2 3 1

1

x x
f x

x

 




f نتحصل على 2إلا أنھ بتطبیق القاعدة 
2

2

2
lim lim 2

x x

x
f x

x 
 
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1:ffD.
1 .  3 2 2f x x x    ،fD  

2.  23 3f x x x   ،fD  

3 . 
2 2 1

2

x x
f x

x

 



، 2fD  

:
1 .   3lim lim

x x
f x x

 
      3lim lim

x x
f x x

 
   

2 .   2lim lim 3
x x

f x x
 

     2lim lim 3
x x

f x x
 

  

3 .   
2

lim lim lim
x x x

x
f x x

x  

 
      

   lim lim
x x

f x x
 

   

2:f 2;1   2

2 3

2

x
f x

x x




 
1 .x2 2x x .
2 .21.
3 .f .

:
1.2 2x x 21.3

12x

     +0-0+2 2x x 

2. 
2

lim 2 3 1
x

x


   ، 2

2
lim 2 0
x

x x


  2x   ،2 2 0x x  

 
2

lim
x

f x



 .

 
2

lim 2 3 1
x

x


   ، 2

2
lim 2 0
x

x x


  2 1x   ،2 2 0x x  

 
2

lim
x

f x



 .

 
1

lim 2 3 5
x

x


  ، 2

1
lim 2 0
x

x x


  2 1x   ،2 2 0x x  

 
1

lim
x

f x



 .

 
1

lim 2 3 5
x

x


  ، 2

1
lim 2 0
x

x x


  1x  ،2 2 0x x  

 
1

lim
x

f x



 .

3.  2

2 2
lim lim lim 0

x x x

x
f x

x x  

        
   

  2

2 2
lim lim lim 0

x x x

x
f x

x x  

        
   
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-1

0 1

1

x

y

2 3 4 5-1-2-3

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

 -
1.

a،bc.u،vff v u .
 lim

x a
u x b


 lim

x b
v x c


 lim

x a
f x c




f1:مثال
( ) sin

2
f x

x

   
 

 lim
x

f x


fuv  1

2
u x

x


   sinv x x)f v u (

 lim
2x

u x



 

2

lim 1
x

v x



 lim 1

x
f x




2 .
1:f،ghl lim

x
g x l


 lim

x
h x l




x     g x f x h x  lim
x

f x l


.

f:مثال  sin x
f x

x


x ،1 sin 1x  

x 0; ،1 sin 1x

x x x
  

1 1
lim lim 0

x xx x 

        
   

sin
lim 0

x

x

x


2:f،gl lim
x

g x


 x

   f x g xفإ lim
x

f x


 .

3:f،gl lim
x

g x


 x

   f x g x lim
x

f x


 .

:

f:مثال  sinf x x x 

x ،1 sin 1x  

x،1 sin 1x x x x    

 lim 1
x

x


   lim
x

f x


 

 lim 1
x

x


   lim
x

f x


 
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1:f 1
; 1;

2
     

  2 1

1

x
f x

x






f

:
fuv  2 1

1

x
u x

x





 v x x)f v u (


2 1

lim 2
1x

x

x

    2
lim 2
x

x


 lim 2
x

f x


 lim 2
x

f x


.

 
1

2

lim 0
x

u x


 
0

lim 0
x

v x


 
1

2

lim 0
x

f x


.

 
1

lim
x

u x


  lim
x

v x


  
1

lim
x

f x


 .

2:f  2

cos
1

x
f x

x
 

1 .x ، 2 2

1 1
1 1f x

x x
   

2 .f .
:

1 .x ،1 cos 1x  x ،
2 2 2

1 cos 1x

x x x
  

x ،
2 2 2

1 cos 1
1 1 1

x

x x x
     2 2

1 1
1 1f x

x x
   

2.
2 2

1 1
lim 1 lim 1 1

x xx x 

         
   

 lim 1
x

f x


 lim 1
x

f x




3:f 
2 sin

x
f x

x



1 .x ،1 1
1

3 2 sin x
 


. fستنتج ن2
:

1 .x ،1 sin 1x  1 2 sin 3x  
1 1

1
3 2 sin x
 


2 .1 1

3 2 sin x



x ;0
2 sin 3

x x

x



lim

3x

x


 

 lim
x

f x


 

1 1

3 2 sin x



x 0;
2 sin 3

x x

x



lim

3x

x


 

 lim
x

f x


 
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2 3-1-2

2

3

-1
0 1

1

x

y

2-1-2

2

3

4

0 1

1

x

y


1.

ffDafD.
fafa هي f a.

)fa) يعني  (   lim
x a

f x f a


(

:fIfI.
:fI

:1مثال
f

 2;3

 2;1 1;3.

:2مثال
f 2;2

 f x x  2;0x  

  2f x x 0;2x 

 2;2 لأنه

2 .

نتائج


sincos.


:
o22 3 4x x x .
o

2

3 2

1

x
x

x




 ; 1  ، 1;1 1;.
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2 3-1-2

2

3

-1

-2

0 1

1

x

y

2 3-1

2

3

0 1

1

x

y

1:f 2;3:كما يلي
  2 2f x x   2;0x  

 f x x 0;3x 

1 .ff0؟
2 .f 2;3f

:
1 . 

0
lim 2

x
f x




 
0

lim 0
x

f x


f0.

2 .0 2;3.

f 0;3.

2:f   2 1 cosf x x x x  

f.
:

cosx x2 1x x x على.
f.

3:f 1;2 ( ) 1f x xE x 

لة x E x

1 . f x 1;0 ، 0;1 1;2.
2 . ; ,O I Jf.
3 .f 1;1 1;2؟

1 . 1;0x    1E x    1f x x  

 0;1x   0E x   1f x 

 1;2x   1E x   1f x x 

2.
3 .f 1;1

f 1;2 1لأنها
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
1.

fعلى مجال ;a b.
k f a f bcab

 f c k.

2 .
fعلى مجال ;a b C

 ; ,O I J.
k f a f b،

 y k

 Ccab.
  C

1c ،2c3c.(

f:حالة خاصة ;a b

    0f a f b 0 f a f b(
cabفإنه  0f c bca

f ;a b.

3 . f x k
fعلى مجال ;a bk f a

 f b f x kcab.
 f x k

fمثال:  3 1f x x x  

f 0 1f   1 1f  ،
0 0f 1f

  0f x 01.
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1:3 2 2x x  

 2;1.

 ;a b

 f x k.
f ;a b.
k f a f b.

:3 2 2x x    2f x  f

  3 2f x x x 

f 2;1.
 2 4f    1 1f  2 -4 -1 -.

3 2 2x x   2;1.

f2y  

2:f  3 22 1f x x x x   

1 .f.
2 .  0f x 

:
1 .

2 .  0f x 2تقبل1.
f 2; 1 .

 2 1f    1 1f  011 2f  1f 

  0f x  2; 1 .



20


1. ;a b

fى مجالعل ;a bk

 f a f b f x k ;a b.
:

f مجالعلى ;a b.
k f a f b

cab

 f c k.
c c ،ab

 f c k .
c c    f c f c fمجالعلى ;a b.

c ;a b f c kc f x k.

2.
1:f ;a b

k f a f b f x k0x ;a b.
2:fعلى مجالI

:مثال
f 1;   2

1
f x

x



f 1;  
1

lim
x

f x


  lim 0
x

f x


.
k 0; f x k0x 1; .

b0xax
 f a

k
 f b

 f x

b0xax
 f b

k
 f a

 f x
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1:f 4;3  3 22 2 12 1f x x x x   

1 . f xf.
2 .f

3 .  8f x  حلاتقبل 2;1.
4 .210.

:
1 .x 4;3 ،    6 2 1f x x x   

3124x

       +0-0+ f x

4621

631

 f x

2 . 2 21f   ، 1 6f  6 8 21  .f

على 2;1.  8f x 

cحلا  2;1fة تماما علىمتناقص 2;1c

3 .c8y 

0,5370446c  0,54 0,53c   .
2:f  3 2 5f x x x   

1 .  0f x .
.110سعتهfمثل على شاشة حاسب. 2
3 .xf.

:
1 .f قابلة   23 2f x x   

x،حقيقي  0f x fمتناقصة تماما على.
 lim

x
f x


  lim

x
f x


 f

  0f x .
2 .

0,1

1,3 1,4 .
3 . ;x  ،  0f x 

 ;x  ،  0f x .
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1 .

f 2;1  
3 2

2

2 2

2

x x x
f x

x x

  


 
 3 2

2
lim 2 2
x

x x x


   2

2
lim 2
x

x x


 f2؟
3 22 2x x x  2 2x x .

x 2;1  ، 
2 1

1

x
f x

x





.

f2.

gل1: 1 
3

2

1

2 1

x
g x

x x




 
.

2.
f 1;  22 1 2f x x x x    

f

x 1; ،  2

1 1 2
2 1f x x

x x x

 
      
 

.

f.
:لg 0;  2g x x x  .
3.

f 2;  2 21 2f x x x x   

x.

x 2; ، 
1

2

1 2
1 1

xf x

x x




  

f.
:لg 0;  22g x x x x   .
4.

f  cos 1x
f x

x




f0

0cosx xf0.

gل0:   1;0 0;   4 2x
f x

x

 

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:f ;a b    0f a f b 

  0f x  في ;a b.

2

a b
m


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f x g x    .
 f x g x g x f x.
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gمتناقصة تماما على 1;1 1;3

1  0g x  1;1  0g x  1;3x  1 0g  .
2 .g 1;32f g 1;3
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U:U x x h x      y f x h f x   
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fh0     0 0 0f x h f x hf x  .
 0 0 0;A x y 0 0f x  1 1 1;A x y1 0x x h 
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f     و باستعمال حاسبة نجد 4 6,333f  نلاحظ أن القیمة المقربة المحصل علیھا .

أقرب من القیمة المضبوطة لـِ 0,1بالخطوة 4f0,5بالخطوةمن القیمة المقربة المحصل علیھا.
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  
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  

.

2


0x

0+0 f x
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fg 0; :كما يلي 
3

6

x
f x x   sing x x

 fC gC ; ,O I J.
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 fC gC TO
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u

 u xعلى 0; gC T.
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 v x.

x 0; ،
3

sin
6

x
x x x  
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   
 

1
2

21

2
f Ce C e

 
 
      

 
2C e e C e  2 2 1x xf x e e e   .

f   2 0f x f x  21
;

2
A e
 
 
 

2 1xx e 

f
كما يلي:   2xf x Ce



82

2-1-2

2

3

4

-1
0 1

1

x

y

 C

 


1 .

x ،0xe:1خاصية .

:x،
2

2
2 2

x x
xe e e

  
   

 
0xe فإx،0xe .

.:2خاصية
:x، exp xx e x، exp 0x .

aba:نتائج be e يعنيa ba be e يعنيa b.
x0 1xe  0يعنيx 1xe  0يعنيx .
2 .
: lim 1x

x
e


          . lim 0 2x

x
e


.

:
f 0;  xf x e x x 0; ،  1xf x e  .

x 0;1xe   0f x f 0; 0 1f  .
x 0; ،  0f x xe xlim

x
x


 lim x

x
e


 .

x ،1x
x

e
e 
lim x

x
e 


  lim

x
x


  lim 0x

x
e


.

3 .-
0x

+ exp x


1

0

xe

 Cx.
 exp 0 1 0 1e  C0 مماسا  : 1y x  .


     

0

0 exp 0
lim exp 0 1
x

exp x

x

 
 

0

1
lim 1

x

x

e

x




1x:نتيجة xxx e0.
1xeلدینا:0قریب من xأي من أجل x .
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2 3-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

حل في:1

 2 3 0 1xe   2 1 1 0 2xe     2 1 0 3x xe e    2 2 4x xe e 
   u x v xe e   تعني   u x v x.
   u x v xe e   تعني   u x v x.

:
 1 2تعني 3xe  x ،2 0xe S .
 2 2تعني 1 1xe   2 1 0xe e  2 1 0x  0,5x  0,5S .

 32تعني 1x xe e  2 1x x  
1

3
x  

1
;

3
S
     

.

 42تعني 2 0x xe e  xe X2نحصل على 2 0X X  
2 2X X 2هما12 2 0X X   2تعنيX  1X 

2X   2تعنيxe  .
1X  1تعنيxe 0x  4 هي 0;S  .

2:f  1

1

x

x

e
f x

e





 Cامنحنييه

1 .f C.
2 .f C

:1(

lim 0x

x
e




1
lim 1

1

x

xx

e

e


 


 lim 1

x
f x


 .

lim x

x
e


 

 
 
11 1

lim lim lim
1 11

x xx x

x xx xx x x

e ee e

e ee e

 

  

 
 

 
lim 0x

x
e 


 lim 1

x
f x


.

 
0

lim 1 2x

x
e


  

0
lim 1 0x

x
e


 .

1xe 0يعنيx 1xe 0يعنيx 

 
0

lim
x

f x


  
0

lim
x

f x


 .

 C

0x  ،1y  1y .
2 (f ;0، 0;

 
 2

2

1

x

x

e
f x

e

 


f

 ;0، 0;.
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exp u
1 .

exp u

:مثال
f  2xf x e  .

 lim 2
x

x

   lim X

X
e


 2lim x

x
e  


  lim

x
f x


 .

 lim 2
x

x

   lim 0X

X
e


2lim 0x

x
e  


 lim 0

x
f x


.

2 .
uIuexp:خاصية uI.

:
exp

uexp uI.
:مثال

f  2 1xf x e .
expf u u  2 1u x x .

u ;0f ;0.
u 0;f 0;.

3 .
uIexp:خاصية uI

xI ،كل       exp u xu x u x e .
:

uIexp
exp uI

xI ،               exp exp expu x u x u x u x u x           

xI،       exp u xu x u x e .
:مثال
f  2 1x xf x e   هي    2 12 1 x xf x x e    .

g 
1

xg x e هي 
1

2

1
xg x e

x
  .
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1:f 0;  2 ln xf x e 
.و عند 0عندfأدرس نھایتي الدالة

:
 

0
lim 2 ln
x

x


   
0

lim ln
x

x


 lim 0X

X
e


2 ln

0
lim 0x

x
e 




 
0

lim 0
x

f x




 lim 2 ln
x

x


   lim ln
x

x


 lim X

X
e


 2 lnlim x

x
e 


 

 lim
x

f x


 

x 0; ،  2 ln 2 ln 2x xf x e e e e x  

2:f   2ln 1xf x e  C

1. f xf.

2. C 
3

x
y 

:
1 .x ، 

2

2

2

1

x

x

e
f x

e
 


.

2 0xe x ،  0f x f.

2 . Cفاصلتهاx  يعني  1

3
f x 

2

2

2 1

1 3

x

x

e

e



2 26 1x xe e 2 1

5
xe 2 ln 5x  

ln 5

2
x  

 Cفاصلتهاln 5

2
x   .

3:f  3 3 1x xf x e  

1 .  2f x .
2 .210.
:
1 .  2f x .حلا
2 .f.
fx ،    32 3 13 1 x xf x x e    

 23 1 0x  
3 3 1 0x xe     0f x f

  31 0,5f e    0 2,71f e    1 2 0f f  

  2f x 100,11 0,10   .
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M'

M

2 3-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

M'

M

a

lna

b

lnb

2 3 4 5 6

2

0 1

1

x

y

a

lna

b

lnb


1 .

a 0;bbe a.
aln a                  ."

b2be:مثال  ھو إذنln 2.

2 .ln"
:ln

x 0;ln x.
:نتائج

1.x 0;y ،yx e يعنيlny x.
2.x 0; ،ln xe x.
3.x ، ln xe x.
4.0 1e ln1 01e eln 1e .

1ln"exp."
بالنسبة:خاصية

y x

: Cxx e 'C

lnx x.
xy eيعنيlnx y ;M x y C

 ;M y x 'C.
 ;M x y ;M y x

y x C 'C

3 .
:خاصية 0;.

:ab 0;a b .a b يعنيln lna be e

ln lna b.
ab:نتائج 0;:

1.ln lna b يعنيa b.
2.ln lna b يعنيa b.
3.ln 0a  1يعنيa ln 0a  0يعني 1a ln1 0.

 C

 C 
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1:fg:كما يلي
   ln 1f x x    2lng x x

ln aa

:
f1 0x  1x  fهي 1; .
g2 0x 0x gهي   ;0 0; .

2:
 1 ln 2 1 2x   2 ln 1 3x    3 ln 2 5x  

 ln u x p   ln u x p  : (
D

نحل فيD  pu x e  pu x e.(
:

1 .1
;

2
D
    

. 122تعني 1x e 
21

2

e
x




21

2

e
S
 
  
 

2 . 1;D  . 231تعنيx e  31x e  31 ;S e     
3 . 2;D   . 352تعنيx e 5 2x e 52; 2S e    

3:
 1   2ln 1 lnx x  2   2ln 1 lnx x 

   ln lnu x v x         ln lnu x v x      : (
D

نحل فيD   u x v x   u x v x.(
    :

1 .x2 1 0x  0x  1;D  .

 1 2تعني 1x x 2 1 0x x  2 1 0x x  1هما 5

2
x

 
1 5

2
x

 .

x Dبينماx D
1 5

2
S
    
  

.

2 . 1;D   2 2تعني 1 0x x  

2 1 0x x  1هي 5 1 5
;

2 2

  
 
 

 2

D
1 5 1 5

;
2 2

  
 
 

1 5
1;

2

 
 
 

.
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
1 .

ab:خاصية 0; ، ln ln lnab a b .
:ab 0; نضع . ln ab ln lna b  

e ab   وln ln ln lna b a be e e e ab    ذن . إe e  و منھ  أي ln ln lnab a b .

نتائج. 2
ab:1نتيجة 0; ،1

ln ln a
a
    
 

ln ln ln
a

a b
b
    
 

.

:
a 0;،1

1a
a
 

1
ln 0a

a
   
 

  1
ln ln 0a

a
   
 

1
ln ln a

a
    
 

.

ab 0; ،1 1
ln ln ln ln ln ln

a
a a a b

b b b
               
     

.

:
1a،2a،...،na 0;  ، 1 2 1 2ln ... ln ln ... lnn na a a a a a   .

a:2نتيجة 0;n ، ln lnna n a.
a 0;n

1.:0n 

 P n ln lnna n a.
0n    0ln ln 1 0 0lna a   0P.صحيحة
نف : P nn0n  ln lnna n a.
0 1P n    1ln 1 lnna n a  

       1ln ln ln ln ln ln 1 lnn n na a a a a n a a n a         1P n .صحيحة
n ، ln lnna n a.

0n:ثانية.2 

     1
ln ln ln ln lnn n

n
a a n a n a

a



        
 

0n .

a:3نتيجة 0; ،  1
ln ln

2
a a.

a 0; ،   2

ln ln 2lna a a      1
ln ln

2
a a.
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1:
 1  ln 1 2 2ln 2x x   2   ln 1 ln 2 2ln 2x x   

ln lna b0a 0b  ln a b0ab 

ab

:
1 . 1x  1 2 0x x  

   ; 2 1;D    .
 1 تعني  ln 1 2 ln 4x x    1 2 4x x  2 6 0x x   .32

D 3;2S  .
2 . 2لx 1 0x   2 0x  

 1;D  .
 2 تعني  ln 1 2 ln 4x x    1 2 4x x  2 6 0x x  32

2D 2S .
2:
 1  ln 1 2 2ln 2x x   2   ln 1 ln 2 2ln 2x x   

:
1 . 1هي   ; 2 1;D    .
 1 تعني  ln 1 2 ln 4x x  2 6 0x x   .212 -3-

     3;2 3; 2 1;2D    

2 . 2هي 1;D  .
 2 تعني  ln 1 2 ln 4x x  2 6 0x x               .212-3-

   3;2 1;2D 

3:   2
2 ln ln 6 0x x    

   2
ln ln 0a x b x c    0معa نضعlnX x.

2 0aX bX c  x

هي :  0;D  .

lnX x22 6 0X X  2
3

2
.

ln 2x  2تعنيx e 
3

ln
2

x تعني
3

2x e
3

2 2;S e e 
  
 
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e2 3 4

2

-1
0 1

1

x

y

e

 

 C


1 .

: "lnهي0هي.
 lim ln 1

x
x


  

0
lim ln 2
x

x


 

:
Aln 0;x

Ax eln x A ;A ln xx

lim ln
x

x


 .

x 0; 1، نضع
X

x


1
ln ln lnX x

x
    
 0

lim
x

X


 

 1 lim ln
X

X

   

0
lim ln lim ln
x X

x X
 

   .

2 .
:ln 0;x 0;،  1

ln x
x

 .

:
ln 0;.
f 0;  ln xf x e.flnexp فهي "

 0;    lnln xf x x e  x 0;،ln xe x

   lnf x x x    1f x   f x x  1
ln x

x
 .

3 .ln"
10x

+ ln x


0


ln x

 Cln

 ln 1 1 ln1 0 C مماسا 1ة  : 1y x  .


     

0

ln 1 ln 1
lim ln 1 1
h

h

h

 
 

 
0

ln 1
lim 1
h

h

h




1

ln
lim 1

1x

x

x




h:نتيجة h ln 1h h0.
h0 ln 1 h h .
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2 3 4 5

2

3

0 1

1

x

y
 f xx

0,5
1
e
3
4
5

2-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y

1:f 0;   2ln lnf x x x 

.f0أدرس. 1
fعین الدالة. 2 أدرس إشارة. f xf.
fشكل جدول تغیرات. 3

:
1 .

0
lim ln
x

x


  
0

lim
x

f x


  2
0

lim ln
x

x


  
0

lim ln
x

x

  .

   ln ln 1f x x x   lim ln
x

x


  lim
x

f x


 .
2 .ln 0;fقابلة للاشت 0;

xكل 0; ،   1 1 1
2 ln 2ln 1f x x x

x x x
      0x  f x

 2ln 1x  .2ln 1 0x   1تعني
ln

2
x 

1

2x e

x
1

20;e
 
 
 

 ،  0f x fمتناقصة تماما على
1

20;e
 
 
 

.

x
1

2 ;e
 
 

 
 ،  0f x f

1

2 ;e
 
 

 
.

3 .f.


1

2e0x

      +0 - f x



1

4


 f x

2:f 2;    ln 2f x x  fCتمثيلها
 ; ,O i j
 

 fCy x fC

f:ل 2;   1

2
f x

x
 


.

 fCفاصلتهاx  : y x لما

  1f x 
1

1
2x



1x   مع 1 0f  .

 1;0A  :1هيy x .
 fCln2" بالانسحاi


.
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2 3 4 5 6

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y


1 .

logنسمي 0;

ln
log

ln10

x
x 

:log1 0   وlog10 1.

2 .
ab:1خاصية 0; ، log log logab a b .

:ab 0;

   ln ln ln ln ln
log log log

ln10 ln10 ln10 ln10

ab a b a b
ab a b


     

lnlog:نتائج

abمن أجل كل . 1 0; ،log log log
a

a b
b
    
 

.

2 .a 0;n ، log logna n a.
n ،:حالة خاصة log 10n nlog10 1.

log:2خاصية 0;.

:x 0;،1
log ln

ln10
x x lny x

ln10 0 "log" "ln"logy x

 "ln 0;

 "log" 0;.
log

ln            ."

x110:نتيجة 10n nx  log 1n x n  

:مثال
x73,87 10x  .

7 810 10x 7 8log10 log log10x 

7 log 8x 

:
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1:n105183n 

1 .log n.
2 .5018 501910 10n .
3 .n.

:
1 . 10518log 3 10518log 3

 10518log3 5018E .
2 . log 5018E n 5018 log 5019n 

   5018 5019log 10 log log 10n 

log 0;5018 501910 10n .
3 .n5019

2:H H   
H 110في pHH     

pHlogpH H     .
pH85ما قيمة. 1 10 molesH 

2 .H  7pH ؟
:

1 .85 10H      
8log 5 10pH      8log5 log 10pH     

log 5 8pH   7,3pH .
2. 7pH  يعنيlog 7H    log 7H     

710H moles    .
3:
 1log 2x  2log 4x   3log 3x 

    :
1 . 1x 0;.

log 2x  تعني 2log log 10x 210x  210S .
2. 2x 0;.

log 4x   تعني 4log log 10x log 0;
410x 40;10S    .

3 . 3x 0;.
log 3x  تعني 3log log 10x log 0;310x  .

310 ;S    .

تسمح ب
n.
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ln u
1 .

ln u

f:مثال 2;   ln 2f x x .
 

2
lim 2 0
x

x


 
0

lim ln
X

X


  
2

lim ln 2
x

x


   
2

lim
x

f x


 

 lim 2
x

x


  lim ln
X

X


  lim ln 2
x

x


   lim
x

f x


 

2 .
uIulnخاصية: u

.Iمجال
:

ln 0;

uln uI.

f:مثال 1;  3
ln

1
f x

x
    

.

lnf u u 1;  3

1
u x

x



.

u 1;f 1;.

3 .
uIlnخاصية: uI

xI ،     
 

ln
u x

u x
u x

 .

:
uIln 0;

ln uI

xI ،             
1

ln lnu x u x u x u x
u x

       

xI،     
 

ln
u x

u x
u x

 .

f:مثال   2ln 1f x x x   هي  2

2 1

1

x
f x

x x

 
 

g   ln 1xg x e  هي 
1

x

x

e
g x

e
 


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1:f 1;     2 2ln 1 ln 1f x x x   

.و عند 1عندfأدرس نھایتي الدالة
:
 2

1
lim 1 2
x

x


 
2

lim ln ln 2
X

X


 2

1
lim ln 1 ln 2
x

x


 

 2

1
lim 1 0
x

x


 
0

lim ln
X

X


  2

1
lim ln 1
x

x


  

   2 2

1
lim ln 1 ln 1
x

x x

       

1
lim
x

f x


 .
 2lim 1

x
x


   2lim 1

x
x


  

x 1; ، 
2

2

1
ln

1

x
f x

x

 
   

2

2

1
lim 1

1x

x

x

 
  1

lim ln 0
X

X




2

2

1
lim ln 0

1x

x

x

 
  

 lim 0
x

f x


.

2:f
1

;
2
   

   3ln 2 1f x x x  

1 . f x

2 .  Cf1.
:

1.x
1

;
2
   

 ،  2 2 5
1 3

2 1 2 1

x
f x

x x

    
 

.

2. 1 1f  1 7f        : 1 1 1y f x f     : 7 6y x  .

uلة:3

f 3; :كما يلي
   lnf x u x   

 :ux 3;  ،  0u x u

 3; ulnf u 

   3 ln 3 ln 3f u        1 ln 1 ln 1f u e     .

13x

ln 3

1

 f x

13x

3

e

 u x

 lim
x

u x


 

 lim ln
x

u x


   
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2 3-1-2-3 0 1

1

x

y

 0,5

xx e 0 

 ،f  :كما يلي
  xf x e 




 C f في ; ,O I J.
1.f 

2.f 

3. C 

4. 1C ، 2C 3C.
5. C  C 0   .

2xx e 0 

 ،g  :كما يلي
  2xg x e 




 g في ; ,O I J.
1 .g 

2 .g 

3 . 

4 . 1 ، 2 3.
5 .  0   .

  Gauss

 0,5
2

2

x

y e




1777–1855
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y ay b  

y ay b  f

x:   f x af x b  ab0a .

dy
ay b

dx
 

1 .y ay 0ع مa 

:a

y ay axx CeC

 y ay E 0a 

f  axf x CeC E.
g Eh   axh x e g x

  axg x CeC

3حل في: 2 0y y  .
2 .y ay b  0ع مa 

:aba

y ay b  ax b
x Ce

a
C

 y ay b E  0a 

f  ax b
f x Ce

a
 C E .

g E .h    b
h x g x

a
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ـ الدالة اللوغاریتمیة النیبیریة4
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1fI.

2 f xx
1

2
.

3gI :بـ   g x f x x 
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-  0g x 0

 1;2 

- g xx I.
4 0;x  ،   0;f x 
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0n n

u


0 1u  1n nu f u 

1n

، 0;nu 

ب.2 
0n n

u


3 
0n n

u


.بكالوریا
f 0;1 :كما يلي

 
 
       

0 1

1 0

ln ln 1 ; 0;1

f

f

f x x x x

 
 
    

 Cf
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 
0

lim 0
x

f x


 
1

lim 0
x

f x




0 ،
0

lim 0
x

x lnx




1.- ln 1 x

x


x0 .

- f x

x
x0.

 C؟

2
1 1

;
2 2

x
    

:

1 1

2 2
f x f x
        
   

بالنسبة للمنحني C؟
3f 0;1:كما يلي

     1 ln 1 lnx x x x x    

- ' x

   
2 1

"
1

x
x

x x







' 0;1.
-'12على 0;1 لا)

'على 0;1.
- xx0

 xx1
1

2
   
 

 x 0;1.
4- 'f x xعلى 0;1.

-f.
- 0;1x:

     20 ln ln 1 ln 2x x   

- C

بكالوریا
f 0;:كما يلي

  1
ln

x
f x x

x


 

 Cf

1-g 0;بـ:
  1 lng x x x  

- 1 0g x g x.
2-x 0;:
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   
2

'
g x

f x
x



-f.
-f0.
-f.
3

 C.
بكالوریا

f:كما يلي
   2ln 1x xf x e e  

 Cf

1-f.
-f.
- 'f xf.

2-D2y x

للمنحني C.
-D C.

3.k

k2 1 0x xe e k   

f.
f 1;1 :كما يلي

  1 1
ln

2 1

x
f x

x

    
 C

1-f.
-f 1;1.

2-f1-1ع.
- C.

3-f.
- C.
- C C

.0فاصلتها
4-

y f x y

-xy.
- 'C

 C 'C

y x؟
- 'C

بكالوریا
f:كما يلي

  1

1

x

x

e
f x x

e


 


 Cf

1-x:

  2
1

1x
f x x

e
  


  2

1
1

x

x

e
f x x

e
  


-f.
-12

1y x 1y x لـ C

.
- C12.
2-f

-fعلى 0;.
31،2 C

0فاصلتها  C.
بكالوریا

 ; ,O i j
 

.
1f 1; :كما يلي

   2 2,2 2,2 ln 1f x x x x   

f

2 4x  5 5y  



2

-f؟
-  0f x ؟

3f.
-f.
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-f1-

f.
-:

  0f x .
-33

؟2
4f

 0,1;0,2

-f

3

-210

  0f x .
fg

ة:
)1x،

   2 2
1f x g x       

)2 (x،   'f x g x

)3  ( 0 1f 

1-x،  0f x 

- 0g

1.باستعم2

x،   'g x f x

u.نضع3 f g v f g 

- 0u 0v

-'u u'v v 

-uv.
4 f x g x.

fعلى 0;:كما يلي
    1 2 xf x x e  

( )Cf

 ; ,O i j
 

2cm

1-f.
-D2 2y x 

)للمنحني )C.
-( )CD.

2-0x :
   ' 2 1x xf x xe e   

0x ، ' 0f x 

- ' 0ff.
3-D( )C.

-A( )C

D.
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1g:كما يلي
  1tg t e t  

gعلى؟
2t،1te t 

te t

2:f:كما يلي
   2 2ln xf x x e x  

1-x:
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-lim 0x

x
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x
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
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x

x
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


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33cm

P2 2y x x  C

f -   2 2f x x x 

0x.
   1 2lim 0

x
f x f x


 

1f2f.
-P C.

4DD’
P C0.

5P C

DD’.
بكالوریا

 ; ,O i j
 

.
f 0;:كما يلي

   cos 4xf x e x

 ; ,O i j
 

g 0;بـ  xg x e

C ; ,O i j
 

1-x 0;:
 x xe f x e   

-f.
2C.

3 nuعلىبـ
2nu f n
   

 
- nu

ة- nu

4.-x 0;:
     ' cos 4 4sin 4xf x e x x    

-C

5110T

للمنحني 
2



TC   .
.لائسم

بكالوریا
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    22 1 xf x x e 

 C
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2
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 
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
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بكالوریا
1f:كما يلي

 
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x xe e
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


 C
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1M فاصلتهاxxAM.
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2
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..دداختیار من متعـداختیار من متعـد
لكل 

1.2 3 4 0x xe e  تقبل في:
234حلا . 0) 1

2.xe:
12

3x4(x

3.2 1
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2

x
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e

e






1(1

2
2 (13 (24(

4.2 ' 1y y 

1(2 1xx ke k

2(
1

2 1
x

x ke k

3(
1

2 1
x

x ke k

4(2 1

2
xx ke k

1.f،ghxبـ :
   ln 2f x x ،  2ln( 1)g x x  ، 
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x
h x

x


 f x g x حقيقيx.
 h x0x .

 3 0f .
 h e e.

2xھـ : 
  2

2
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1

f x x

g x x





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 fC gC y y
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gمتناقصة تماما على.
 lim 0

x
f x


 lim

x
f x


 

 lim
x

f x


  lim 0
x

f x




2 .a

     ln 0,250,25
a ag a e
   

 
1

ln ln 44 4
a a ag a e e


      g a g a  fC gC y y.
1:

     1 1 1f x x x     3 2 2 1 2g x x x     
4

1
3

1

x
h x

x






:
1  .          

1 1 3
1

2 2 21 1 1 1 1 1f x x x x x x x
         .

2  .         
11 1 2

2 23 2 2 33 3 32 1 2 1 1 1 1g x x x x x x x x
             .

3  . 
 

      
1 1 3

1
4 4 4

14
4

1 1
1 1 1 1

1 1

x x
h x x x x x

x x

  
        

 
.

حل:1 3 4 1x  5 1 2 2x  

:
1 . 1هي 0; .

x 0; ، 1 34تعنيx  34S .
2 . 2هي 1; .

x 1;   ، 251تعني 2x  52 1x  31x .
 1;31S  .



126

2 3 4 5 6 7 8

100

150

200

0 1

50

x

y


1 .xx ex x

: lim 1
x

x

e

x
  lim 0 2x

x
xe




:
1 .f 0; 

2

2
x x

f x e x 0;،

  xf x e x    1xf x e  x 0; ،  0f x f 

تماما على 0; 0 1f  x 0; ،  0f x f

علىتماما 0; 0 1f x 0; ،  0f x x

 0;،
2

0
2

x x
e  x 0;،

2

xe x

x


lim
2x

x


 lim
x

x

e

x
 lim 0

xx

x

e
.

Xنضع. 2 x lim
x

X


 lim lim lim 0x X
Xx X X

X
xe Xe

e


  
    

2.lnx xx x
: ln

lim 0 1
x

x

x
 

0
lim ln 0 2
x

x x




:
0xمن أجل. 1  نضعlnX xو منھXx e معlim

x
X


 و بالتاليln

lim lim 0
Xx X

x X

x e 
 

1نضع. 2
X

x
و منھ

0
lim

x
X


 و بالتالي

0

1 1 ln
lim ln lim ln lim 0
x X X

X
x x

X X X  
   

3 .  nn x x 
: lim 1

x

nx

e

x
  lim 0 2n x

x
x e


 ln

lim 0 1
nx

x

x
 

0
lim ln 0 2n

x
x x




39xyأنظر التمرین رقم  : e

xx:خلاصة e ،lnx x3y x

  nn x x 

x
2y x

y x

lny x



127

1:
1 ( lim x

x
e x


2 ( lim 2 1 x

x
x e




lim
x

x

e

x
 lim 0x

x
xe




:
1 . lim lim 1

x
x

x x

e
e x x

x 

 
     

 
lim

x

x

e

x
 lim 1

x

x

e

x

 
   

 
.

2 .   lim 2 1 lim 2 0x x x

x x
x e xe e

 
   lim 0x

x
xe


lim 0x

x
e


.

2:
1 ( lim ln

x
x x


2 ( 

0
lim 2 ln
x

x x




ln
lim 0

x

x

x


0
lim ln 0
x

x x




:
1 .  ln

lim ln lim 1
x x

x
x x x

x 

       
ln

lim 0
x

x

x


ln
lim 1 1

x

x

x

    
.

2 .   
0 0

lim 2 ln lim ln 2ln
x x

x x x x x
 

    
0

lim ln 0
x

x x



0

lim ln
x

x


 .

3:
1 (

2

2
lim

1

x

x

e

x x  
2 (

2

ln
lim

2 3x

x

x x  
3 ( 3lim 2 1 x

x
x x e


 4 ( 2

0
lim ln
x

x x x




:
1 .

2

2 2 2

2
lim lim 2

1 1

x x

x x

e e x

x x x x x 
   

   

2

2
lim 1

1x

x

x x


 2
lim

x

x

e

x
 .

2 .
2

2 2 2

ln ln
lim lim 0

2 3 2 3x x

x x x

x x x x x 
  

   

2

2

1
lim

2 3 2x

x

x x


 2

ln
lim 0

x

x

x
.

3.   3 3lim 2 1 lim 2 0x x x x

x x
x x e x e xe e

 
     lim 0n x

x
x e


lim 0x

x
e


.

4 .   2 2

0 0
lim ln lim ln ln 0
x x

x x x x x x x
 

   
0

lim ln 0n

x
x x


.

4:  2lim 2 1 3x x

x
x e e


   

:
  2 2 1

lim 2 1 3 lim 2 3x x x
x xx x

x
x e e e

e e 

            

lim 0
xx

x

e
   ،1

lim 0
xx e
2lim x

x
e


 .



128

:
g 0;ب  1 lng x x x  

1 .g0.
2 .g

3 .  0g x  0;.

.0,01سعته باستعمال . 4
5 .x g x 0;.

:
f 0;:كما يلي

 0 0f x 0; ،  ln

1

x x
f x

x



 C ; ,O I J4cm.
1  .f 0;.
2  .f0

3  .x 0;،   
 21

g x
f x

x
 


f.

4  .f f  f.
5. lnx x ; ,O I J.

 C .
 lim ln

x
f x x


   C .

 lnx x ; ,O I J.
: مسألة O.

1  .g 0;  2 lng x x x 

g0.
g

  0g x  0;..
x g x 0;.

2  .f 0;   22 lng x x x 

f

3  .



129

1nn  1 n
n 

1nn  1 n
n n

1 .

 1 1
nnn n      يعني   ln ln 1

1

n n

n n






2 . ln n

n

 ln 1

1

n

n




  x x   

f x 0;:كما يلي
  ln xf x x e 

  

1  .f  0في حالة  1؟ في حالة ؟
0 1 .

2  .f 00. نم 0 .
3  .x 0;،  1f x x 

   

4  .0 

f 

 Cf 

2   ،1   ،1

2
   ،0,3  .

5  .0 g 0;:كما يلي
 0 0g x 0; ،   g x f x 

g.
g0.
g00 1 1 .
g


 

lim
x

g x

x




 g

0,3  ،0,5  ،1,5  ،2 .



130

 N tt

106310t

1815121110 N t

f 0;:كما يلي
   10 1,07

t
f t  

g 0;:كما يلي

 
 

100

1 9 1,07
tg t 

 

1 .
1fg 0;10.
1cm1cm

9

2 .f
7%.
f 0;.
f.
f 0;80.

3 .g
g 0;.
g.
 ةg 0;80.

4 .

Malthus

Verhulst



131

f 0; :

    3 3
x

f x ax b e


  ab

 C ; ,O I J1cm5cm

1 . f xx 0;.
2 .abعلمf4 0;2A C

1a 1b  

x 0; ،    31 3
x

f x x e


  

1 .f C 
2 . C .
3 .f 0;

4 .210.(

876543210x
 f x

5 .  C.

ixiy

200720062005200420032002200120001999

876543210ix

3,503,553,653,763,803,713,493,021,97iy

ب
fix ،  0,1i if x y .

1 . ; ,O I J ;i i iM x y.
2 .f

3 .
30000 DA.



132

.موضوع محلول

I.fبـ   2lnf x x x

1-0x   24( ln )f x x x.
-f

2fقابلة للاش 'f x.
3f.
4Cf

20cmC 0;1.
II.gبـ  2 lng x x x 


1g

2g.
1xكل-3 :( ) ( ) '( )f x g x xf x 

C.
4 0;1

III. 0 0;x  .
C0xلـT.بي1

0هي  0'( ) ( )y xf x g x .
T

2T.
C

0,6.

.عـالیـقت.ل مختصرح

 .1-1نستعمل
ln ln

2
x x

2
x x

2.   ' ln ln 2f x x x 
3 .

4.
II.2.   ' 2 ln 1g x x  g 10علىتماما;e  

e;1علىتماما   
1x e

3.-C2 2( ;4 )e e (1;0).
C20;e   1;C 1;2فيe  

III.T0 0 0( ; ( ))M x f x0(0; ( ))A g x

.1. نضعX x

1.- lim
x

f x


 

 
0

lim 0
x

f x




ل.2

II.1 . lim
x

g x


 

 
0

lim 0
x

g x




.3-

III.1.
0 0 0 0( ) ( ) '( )f x g x x f x 

2.T

0

0 0 00 '( ) ( ) ( )f x g x g x 

0(0; ( ))g x
T0M

0xC0Mفاصلتها

0(0; ( ))g x

x 12e0
'( )f x +0-0+

( )f x 24e

00

0 1

1

x

y

1e 2e 0,6

C





133

.موجھموضوع
.نبیھت

ي
.

1f 0;:كما يلي  22 11 xg x x e  

 C1y 

1.
-أ C.
-ب Cعلى 0;.
متناقصة على f-جـ 0;1 1;.
2.k f x k 0;.

.توجیھات
-أ.1 lim 1

x
f x


 f x

لـxenx

-ب  1f x 

f-جـ

 'f x

2.f C.

20 1

1

x

y



134

.تمارین تطبیقیة
قوى عدد حقیقي موجب تماماـ 1

لية:
3,65 ،312 ،0,2520736 ،23

1

328 ،
1

415 ،
1

213 ،
1

980 ،
1

12100

1
ln55a


   ،
1

ln82b  ،
1

ln255c  .
3على  شكلة

3 1

2 49 27a   ،
55
343 81b


 ، 

11
4 333 27b

 

x

1 (2 19 2 3x x 2(
3 1125 5

25

x x

x



lnx x aa e
xx e

x y x ya a a 
ln ln ln ln ( )lnx y x a y a x a y a x y a x ya a e e e e a     

1  (12 3x 2 (1 1

4 8

x
   
 

3 (1
3

2

x
   
 

4  (15 2x x 

5 (2 13 4x x6 (1 3 1
5

125
x 

 E:2 62 128x x 

1 E2 6 7 0x x  

2 E.

1(
2 3

1
49

7

x x
   
 

2 ( 
23

5 5
x

x



 E4 5.2 6 0x x  

12xX  E
2 3 4 0X X  .... 'E

)حل في2 'E

 E.

1(2.9 5.3 2x x 2 (12.5 5 9x x 

لتالية:
1(3 5x 2 ( 3

x

e3 (2x 

4(25 5x x 5 (2 1

2 1 3

x

x



6  (1

2
2

x
   
 

 E
2 4 52 2x x 

1( E2 5 4 0x x  

2( E.
23 7.3 6 0x x  

13xX  E
2 7 6 0X X  .... 'E

حل في)2 'E E.
5171

1(14 2 3 0x x  2(14 2 3 0x x  

1  (2 12 10.2 12 0x x   

2(2 12 10.2 12 0x x   

1  (13 2.3 7x x  2(13 2.3 7x x  

2(2 12 10.2 12 0x x   

12 31 2 2 2 ... 2n
nS      

n.
2n1010nS ؟

nn

1

 6;6
35

36n

n

p
   
 

n0,01np ؟

9 521a 4 45 125b  
3 4096c 15 125 33 9 3d   

1

2

4

3

5

6

8

9

10

11

12

13

14

15
16

17

18

19

20

7



135

 255 324 8 4

2
a

 
 ، 23

3

4 8 4

2
b

 


2224
3 75 32 2A  3 45 7 22 ( 2 )B  

3 2 4

8

8 32

8. 4
A


2 610 1024 2 2B  

3 2

1

3

9 27 9

( 3)

A



2

635 25B 

1  (2( 3) 3x x  3؛x 

2 (38 ( 2)x  2؛x  

3  (
5

1

1x 
1x؛   

4 (
3

7

2 4

2 4

x

x




2x؛  

3 3 2 2( )( )a b a b a ab b    
2 1 2

3 3 3
33

1
3 6 2

3 2
  



13(2 2)3(2 2)

23 320 14 2 20 14 2  

x
p

qx:

3A x x    ؛
1

3

10 3

x
B

x
  ؛ 

1
2 3C x x x

1  (3 5 3 2x          3؛ 5 3 2x 

2  (
2

3x x                 ؛
2

3x x

3  (5 1
1

2
x         5؛ 1

1
2

x  

1 3
3 4

2 3
3 2

8

40

x y

x y


 


  

2 3 5

3.2 3 24

x y

x y

  


 

 E
2 1

5 5 6 0x x  

1
1

3X x E
2 6 0X X  .... 'E

)حل في2 'E

 E    .
ـ دراسة الدوال:2

x
x aوnx x



1(3xx2 (1

2

x

x
 
 
 

3 (4

5

x

x
 
 
 





1(   0,25
x

f x 2 (  2

3

x

f x
   

 

fبـ 
1

3xf x 

1f

2-f.
-f.

fgعلى :كما يلي
   0,7

x
f x    1,2

x
g x 

1fg.
2fg

f:كما يلي 
2

1

2

x x

f x


   
 

1f

a.
2f.

fة على:كما يلي 
23

2

x

x
f x 

f.
 E2 3 5x x x 

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38



136

1 E
2 3

1
5 5

x x
       
   

2fبـ:

  2 3

5 5

x x

f x
       
   

التزاید المقارنـ 3

1-ln
x

x n x
n

e
e

x


-lnx n x لماx.

-جـ
x

n

e

x
xلما 

2-nU x
ln 1 ln

n

x U

x n U
 

-ln
n

x

x
.xلما 

3-1
U

x


ln
lnn

n

U
x x

U
 

-lnnx x لماx0.

4-U x 
n

n x
U

U
x e

e
 

-n xx e لماx

:

1(  2 1 xf x x e  2(  2

xe x
f x

x






1( 
3 1xe

f x
x



2( 
2

2

x xe
f x

x





2444

f 0;،

1(  2 lnf x x x x  2(  2

ln 2

4

x x
f x

x




1(  ln( 1)x
f x

x


2( 

2ln( )x x
f x

x




1(  3xf x e x 2(  3 lnf x x x 

1(lim
ln

x

x

e

x
2(

3
lim

(ln )

x

x

e

x

3(lim
ln

n

x

x

x
4(lim

ln

n

x

x

x
)n (

1(
2

lim
3 2

x

x

e

x 
2(

2

ln
lim
x

e x

x x 

3(
2

ln(1 )
lim

xx

x

e


4(3lim (1 2 ) x

x
x e




1.f:بـ( ) (2 1) xf x x e 

f

2.g:2بـ( ) xg x xe

g.

1(1 2lim ( 1)x

x
e x


 2(2 3 1lim (2 1) x

x
x e 




3(1 2lim ( 1)x

x
e x


 4(

2 2
lim

lnx

x x

x



f2بـ( ) xf x x e

1f.
2f

3f

1(
20

1
lim

3 2

x

x xx

e

e e


 

2(
2

0
lim

x x

x

e e

x



3(3

0
lim (ln )

x
x x


4(2

0
lim ln( )

x
x x x




1

2
lim ln( 1)

1x

x
x

x
 


lim؛ ( 2) 2ln | 2 1|

x
x x


  

2lim 1 x x

x
x e e


      2؛lim (2 3 ) x

x
x x e




2
2lim 4ln( 1)

2x

x
x x


   ؛

1
2 2lim ( 3 4)

x

x
x x e




 

2lim (2 3) x x

x
x e e


   ؛

3

2
lim

x

xx

e

x e 
.

f بـ  2

3x

f x
x


1.f.
f0.

39

41

42

43

44

45

46

47

48

49
7

50

52

51

40



137

20x :

 
 

 
ln3

2

2 ln 3
ln 3

xe
f x

x
 

f.
f

'( )f x

1(
3

2
( )f x

x


2 (5 2( ) 1f x x 

f 0;3بـ( ) 6f x x x 

f 0;

2 2 ;x    ،'( )f x.
f3( ) ( 4)f x x x 

1flim ( )
x

f x


2'( )f xلكلxf.
3f

4.
f3بـ 2( ) 1 2f x x 

1f

2ff.
3f'( )f x.
4f.

f ;1بـ 
3

2( ) 1f x x 

1f1.
3f ;1'( )f x.
3f.
4f

fبـ :  3 xf x x e

1f.
2f

3f

f:ل 0;بـ

 
2ln( 3)x

f x
x




f0.

تمارین للتعمق
.بكالوریا

f 0;

  ( ) lnf x ax bx c x  

a،bc C
f

1 C(2) 2 3ln 2f  

1a c 2b  

2.g 0;

53

57

54

56

55

59

58

60

0 1

1

x

y



138

  (1 2 ) lng x x x x  

-g0.
-g.

2-g.
- 0;2ln x

1 x

x



'( )g xg.
g-جـ

3y x

(1حل في- 2 ) ln 0x x 

- Cبا.
f 0;:كما يلي

  xf x xe

 لf

 ; ,O i j
 

10cm

1:
.f-أ.1
.f-ب
-جـ .

m-أ. 2
1

0;
e

 
  

،

 f x m

1-ب

4
m 

 210.
-ـج f x m0فيm 

1
m

e
.

2 nu:بـ
u 1

nu
n nu u e 

1 .2

n،0nu-أ.1 

-ب nu.متناقصة
-جـ nu

نهايتها.

2. nw:بـlnn nw u

n،1n-أ n nu w w  

0نضع-ب 1 .....n nS u u u   

0 1n nS w w  

lim-جـ n
n

S


.
3. nv0v،

0 0v n،1
nv

n nv v e .
0v

1n n nu v

عينها. 
دالةالبحث عن

في  C
 ; ,O i j
 

f

للمنحنيDTعلى
 C0ة 0;1J

 CD

 1;0K JT(1 ) 1y e x  .

1D.
2mp

x:
   f x mx p x   مع lim 0

x
x




1m-أ p .
،Jx-ب

    2f x f x  .
-جـ f x f x



0 1

1

x

y

J

K

61
62



139

،ff'--د
3x:

  2

( ) xx ax b e  ab

0b-أ .
-ب 'f x.
Ta-جـ e .
- f x.

f 1;  ِبـ  :
  3 3 1f x x 

1lim ( )
x

f x


yته xf) ستعمل
3 3 2 2( )( )a b a b a ab b    (.

2'( )f x 1;x  

fى 1; 

3.f( 1;0)M 

.
4"ff

كل 1;x  :
5

3 3"( ) 2 ( 1)f x x x 

5

بكالوریا

f  x

x
f x

e x



 C ; ,O i j
 

|| || 2i cm


|| || 5j cm


.
1:g

  1xg x e x  

1gعلى g x.
2x،0xe x .

2:
1-f.

-
2- 'f x'ff.

-f

3-Tللمنحني C
.0فاصلتها

-1 C بالنسبة
T.

4T C.
f 0;

  2

1
ln 1f x x

x
   
 

0x  0 0f 

 Cf

 ; ,O I J5cm.
1:g 0;

  2 2

1 2
ln 1

1
g x

x x
      

1.'gg

 0;x ، 
2

2 2

2( 1)
'

(1 )

x
g x

x x





2.'( )g xx.g

0.
3g.
4( ) 0g  .

0,5 0,6 .
)ج )g xx .) لا

g(.
2:

1.-( )xf xx.

2

1
X

x
(.

-lim ( ) 0
x

f x


.
-جـ 0;x ،'( ) ( )f x g x.
-f 0;.
2.

0
lim ( ) 0

x
f x




-f0.
-جـ CO.

3 C.

64

63

65



140

دالةدراسة 
f

  2( 1) xf x x e 

 C ; ,O i j
 

2cm.
1'f مشتقةf 'f x

2(1 )xf.
2- lim

x
f x


 

- lim 0
x

f x


 C.
3 C C

2- ،1- ،0 ،13.
k-أ.4

 f x k.
-ب  2f x 

 2; 1   .

21-جـ 2e


   .
دالةدراسة 

If ِبـ :  2

x
xf x e e 

 C ; ,O i j
 

1f.
2 f xx  .
3 C.

II.g ِبـ    :

  2ln | |
x

xg x e e 

 
1g0.
2 'g x f x

 'f xش.f.
3x،

  2ln 1
x

g x x e
 

   
 

Dy x

للمنحني .
 D

0xحقيقي .
4.x،

  2ln 1
2

xx
g x e

 
   

 


2

x
y  

 

0xحقيقي .
5 ،D ; ,O i j

 
.

بكالوریا

fة على 0; ِبـ :  ln x
f x

x


 C ; ,O i j
 

علىf-أ.1 0;.
f-ب

T C
1فاصلتها C

T.
2T    .
3g 0; ِبـ :

   1g x x f x  

x-أ 0;،

   1
' ln 2 1

2
g x x x x

x x
    

-ب ' 1g 'g x

 0;1 1;.
-جـ 1gg

 g x.
- CT.
4T C.

66

67

68



141

بكالوریا
I.g 0;بـ:

 
2

2
2

2
- ln(1 )

1

x
g x x

x
 


1 1;  0g x  تقبل
110سعته.

2  0g x  0;.
II.f 0;بـ:

   2ln 1 x
f x

x


0x  0 0f 

ما هي نهاية -أ. 1   0f x f

x


x0؟

f0x-ب 

Tللمنحني Cf

0فاصلتها

0xحقيقي-2 :
  2

ln 1 1
2 ln 1

x
f x

x x x
    
 

- lim
x

f x


0xحقيقي-أ.3 :   
2

'
g x

f x
x



. f-ب
T-جـ C     .

سائلم
بكالوریا

I.10x ،2 1 0xe  .

2.g 0;:

2

1
( )

1x
g x

e



-g0

-'( )g xg

.
II.f 0;

C

 ; ,O i j
 

Ae

2

e.

  2
( ) 2 ln lnf x x a x b x c  

a،bc

1'( )f xa،bc.

2
1

'f
e
 
 
 

،

 'f e 'f e.

3  2
( ) 2 2 ln 3ln 2f x x x x  .

4f0lnt x 

5f.
6 0;x ،

'( ) 2(ln 1)(2 ln 1)f x x x  

7'( )f xf.
III.1 0,1;0,3:بـ

( ) ( ) ( )x f x g x  

-.أ1 0,1;0,3x،'( ) 0x 

)-ب ) ( )f x g x تقبل

 0,1;0,3.
2.0x ،( ) 0f x .
3h 0; ِبـ:h g f 

h0-أ

علىh-ب 0;.

69

70

A

2 3

2

3

4

5

6

7

0 1

1

x

y

A

ee

2

e1

e

2e



142

)-جـ ) ( )( )h g g  
)410-د )h 

بكالوریا
1 .g على 0;:بـ

( ) 1 2lng x x x   

-g.
-(1)g 0;.

0-جـ 1x 
1

0g
x
   
 

1x 
1

0g
x
   
 

2 0;:بـ
2( ) lnf x x x x 0x (0) 0f 

Cf

 ; ,O i j
 

.2cm.
-'( )f x

x:1
'( )f x x g

x
   
 

-f

)-جـ ) 0f x  تقبل حلا
7

2
4

 

3- للمنحنيCO

y x

-Cبالنسبة لـ.
.C-جـ

4 nu 0 0;1u 

n:1 ( )n nu f u 

-n:0 1nu .
- nu

ة-جـ nu

ghعلى
 0;:كما يلي
( ) 1 lng x x x  ( ) ( 2) lnh x x x x  

1'( )g xx 0;

g.

2( ) 0g x لكلx 0;

x 0; ،
( ) 1 ( ) ( 1) lnh x g x x x   

3x 0; ،
( 1) ln 0x x 

4( )h xعلى 0;.
f 0;:بـ

 2( ) 1 ln lnf x x x x  

fCf

1
0

lim ( )
x

f x


lim ( )
x

f x


20x :
( )

'( )
h x

f x
x



f.
3fC(1;1)A

.
0x :

( ) (ln 1) ( )f x x x g x  

( )f x x لنسبية
.fCللمنحني

4fCfC

11,5.(

( )nu0u e

n:1 ( )n nu f u .
1n،0 1nu 

)ة2 )nu.متناقصة
3( )nu

72

71



143

كالوریاب
f:بـ

1
( )

1

x

x

e
f x

xe





Cf

1.hعلى:بـ( ) 1xh x xe 

h( ) 0h x x.
2gعلى:بـ

( ) 2 xh x x e  

-g.
-g

)-جـ  ) 0g x 
 .

1,14 1,15 .
-( )g xx.

fC:
1f.
2-x:

2

( )
'( )

( 1)

x

x

e g x
f x

xe



-f

3-1
( )

1
f 





.

-210.
4( )T للمنحنيC

.0فاصلتها 
5-x:

( 1) ( )
( )

1x

x u x
f x x

xe


 


( ) 1x xu x e xe  

-u( )u x.
)C-جـ )T.

6C( )T2cm على
5cm

1,85 1,84   1,19 ( ) 1,18f    .

كالوریا ب
:f 0;:بـ

12

2

1
( ) xx x

f x e
x

 
0x (0) 0f 

Cf

 ; ,O i j
 

5cm

11y C.
2-0x 

( ) (0)f x f

x



-x0.
؟C؟ بالنسبة للمنحنيf-جـ

30x :
1

4

1
'( ) xx

f x e
x




4f

gعلى 0;:كما يلي
( ) ( ) '( )g x f x xf x 

1( ) 0g x 3 2 2 1 0x x x   

 0;.
23 2 2 1 0x x x   

210سعته.
). نضع 3 )f

A



A12سعته 10

'( )A f 

40a ( )aT

Ca.
( )aT هيy Ax

( )aTC.
5( )aT

Cللمنحني

( )aTO.
6.( )aTC

 0;.
-

( )f x mm.
-( )f x mx

m.
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..دداختیار من متعـداختیار من متعـد

f :بـ  2 xf x x ،
C

1. lim
x

f x


  lim 0
x

f x




 lim
x

f x


  lim
x

f x


 

2.x:
    ln 2' 1 ln 2 xf x x e 

   ' 1 2 xf x x  

   ' 1 ln 2 2 xf x x  

3.x :  3

4
f x 

  1

2
f x 

T للمنحنيC0

C.
4.g 0;بـ   lng x f x

0x ،،  0g x 

 lim
x

g x


 

g
1

0;
ln 2

 
  

  0,5g x   0;

f 0;  :كما يلي

  ln
2

x
f x x

x
 

1. 'f x  2 2 2lng x x x  

على.2 0; 'g x( 1)x .
على.3 0;g3.
4.f 0;..
5.  0f x  1;2

6 .fبا..

أصحیح أم خطأ ؟أصحیح أم خطأ ؟

fبـ   3 xf x x e  

1.0x ،،  3f x x  .
2f.
3f هي   ' 2 xf x x e 

4g

52m e f x m

6f' 7 xy y e 

f :بـ  xf x xe

ل
1 .x :    0f x f x 

2 .x :   ' xf x f x e 

3 .x :  1f x 

4 . lim 0
x

f x




5 . lim ' 0
x

f x




6f

0.

1 .x ، ln 2x x

2a

x ،حقيقي ln xa x

،axحقيقي3
ln
ln

x
aa x

x12. ي4 3x 

5x ،100 x x

6x 33 x x

،xyحقيقي7
2 22 2 2x y x y  

75
8

76
9

78

79
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.
.

 y f x  y f x .

مكتشفي

بالعكس من ذلك فقد توصل لیبنز إلى اكتشافاتھ بواسطة الھندسة  و اختیار ترمیزا مناسبا.

و بین مدرستیھما صراعا حول الأولویة.

إسحاق نیوتنولالم  لیبنز       
م1727–م 1642م                                                                                  1716–م 1646
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أولنشاط 

1(fF 3; :كما يلي

 
 

2

2

6

3

x x
f x

x

 



  2 3

3

x
F x x

x


 


x 3;  ،   F x f x 

Gx 3;  ،   G x f x 

FGfعلى 3; .
fFIfقابلة للاشI.

xI ،   F x f x 

ofF.
oFfعلىI.

2(hH:كما يلي
  2 3h x x   2 3 2H x x x  

Hhعلى.
hعلى.

3(I:
 1f x xI      .  2

2f x xI           . 3 2

1
f x

x
  0;I  .

 1 3g x xI      .  2
2 2 1g x x x  I      . 3 2

2
g x

x
 0;I  .

4(
f.

fعلى

 1 2

 3
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ثاننشاط 
190 .km h .

5s )51135 .km h .
d

 x t

0t

 v t1.m s t :هيdx
v

dt
.

2.m s 
dv

a
dt
.

1 .a.
2 .f 0;5

df
a

dt
.

3 .  2,5 25v t t  0;5.
4 .t x td.

ثالثشاط نن

fI.

1 .FfI.

 :G x F x kkfالI.

2 .FGfIF GI.

3 .FfI0xI.

GfI 0 0G x y0y

4 .FfIabI.

   F b F aFGfعلىI.
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
1 .

fفة على مجالI.
fIFIمشتقتهاF هيf.

xI ،   F x f x 

F:مثال  2 3 1F x x x  fعلى

  2 3f x x x   2 3F x x f x   .
G  2 3 2F x x x  f

x   2 3G x x f x   .

2 .
:

fIfI.
FfIfعلىI هي:

 x F x kk

:نتيجة
f:مثال  23 4 2f x x x  fعلى هي

F  3 22 2F x x x x k   k

3 .
fI.0xI0y:خاصية

FfI 0 0F x y.
:fIIG

FfعلىIxI ،   F x G x k k

 0 0F x y 0 0G x k y  0 0k y G x k.
FfI 0 0F x y

     0 0F x G x y G x  

:
 ; ,O i j
 

f

kتستنتج j


k .
 0 0;A x y.
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1:fg على 1; :كما يلي

 
 

2

2

2 4

1

x x
f x

x


 


  1

2
1

x
F x x

x


 


Ff 1; .
Ffعلى مجالIFI

xI ،كل   F x f x .
:F 1;  1; x

 1;      
   2 2

1 1 1 1 2
2 2

1 1

x x
F x

x x

  
    

 

   
 

 
 

  
 

 
 

22

2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 12 2 1 2 2

1 1 1 1

x x xx x x
F x

x x x x

                 
   

 
   

 
2 2

2 2

2 4 2 4

1 1

x x x x
F x f x

x x

      
 

x 1; ،   F x f x Ff 1; .
2:f( ) 2 cosf x x x 

.علىfة. 1
2 .Ffعلى  1F   .

:
1 .fعلى2 sinx x x k k

2 .  2 sinF x x x k    1F   .
  1F   2عني ي 0 1k    21k     2 2sin 1F x x x    

3:FG على 2;:كما يلي

 
2 2 3

2

x x
F x

x

 



  2 1

2

x
G x x

x


 


FG

    ::x 2; ،   F x G x 

x 2;، 
 

2

2

4 1

2

x x
F x

x

  


 
 

2

2

4 1

2

x x
G x

x

  


x 2; ،   F x G x 

:x 2; ،   F x G x k k.

x 2;  ،     2 2 22 3 2 1
2

2 2 2

xx x x
F x G x x

x x x

                  
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
1 .

فة.
fIFيمثل .c

I  F x  f x 

ax ca)a


21

2
x cx


11

1
nx c

n
 


nx )n (

 ;0 0;1
c

x
 

2

1

x

 ;0 0;  1

1

1 n
c

n x  


1
nx

)n 2n (

 0;2 x c
1

x

cos x c sin x

sin x ccos x

;
2 2

k k
 

      
 k tan x c2

2

1
1 tan

cos
x

x
 

2 .
FGfgعلى مجالIF Gf gعلىI.
Ffعلى مجالIkFkfعلىI k .

3 .
uI.

ufعلىIf

21

2
u cu u

11

1
nu c

n
 


nu u )n (

xI،  0u x 
1

c
u
 

2

u

u



xI،  0u x   1

1

1 n
c

n u  
n

u

u

)n 2n (

xI،  0u x 2 u c
u

u


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1:I

  3 3 5f x x x  I    2

2
g x

x
 ;0I    3

3 1
h x

x x
  0;I  

:Ffعلى

  3 1 2 4 21 1 1 3
3 5 5

3 1 2 4 2
F x x x x x x x      


Ggعلى ;0I  

  1 2
2G x

x x
     
 

Hلhعلى 0;I  

    3 1 2

1 3
3 2 2

3 1 2
H x x x

x x

 
        

2:I

  22( ) 1 2 5f x x x x   I   
2

3

1

x
g x

x



I  

If:يمكننا

1 .fnu u
n

u

u

u

u

 u x.

2 . u xknf k u u 
n

u
f k

u


 

u
f k

u


 .

3 .
:
fnu u مع  2 2 5u x x x  .

ينا   2 2u x x     2 1u x x   1
1

2
x u x 

      21

2
f x u x u x    

21

2
f u u .

x ،    31 1

2 3
F x u x       321

2 5
6

F x x x  .

g
u

u

 مع  2 1u x x .

  2u x x  3
3

2
x u x   

 
3

2

u x
g x

u x


 

3

2

u
g

u


 .

x ،     3
2 3

2
G x u x u x  

  23 1G x x .
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
1 .

ماتع
1.y،z

2.yy y .( ...
3. Eفي مجالI EفيI.

::مثال 1 siny x xهي حل فيcosy x .

2 . y f x 

:fIFI

 y f x y y F x c معc

:y y f x fعلىI

FfعلىIfعلىI x F x cc

:مثال
2

1
y

x
 في 0;y

1
y c

x
  معc

3 . y f x 

:fIFIGصلية
FعلىI y f x y  1 2y G x c x c  

1c2cمع

: y y   ه y f x  تعني   y f x   1y F x c  

FfعلىI1c:جهة ثانية
  1y F x c   تعني  1 2y G x c x c  GFعلىI.1c2c

FII(
siny:مثال x فيysiny x ax b   .a،b

4 .2y y  

:2y y   هي
y1 2cos siny c x c x   1معc2c

:y1 2cos siny c x c x   1، معc2c
2y y  y

2y:مثال y   فيy   1 2cos 2 sin 2y c x c x 

1c2cمع  
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1:
حل في. 1 23 2 5y x x E   .
2 .F E 1 2F  .

:
1 .23 2 5x x x 3 2 5x x x x  E

y3 2 5y x x x c   معc

2 .  3 2 5F x x x x c    1 2F  3 21 1 5 1 2c     7c  .
F 1 2F  F  3 2 5 7F x x x x   .

حل في:2 2cos 2
4

y x E
    

 
.

:
2cos 2

4
x x

  
 

sin 2
4

x x
  

 


sin 2
4

x x
  

 
1

cos 2
2 4

x x
   

 
 E

y1 2

1
cos 2

2 4
y x c x c

      
 

1c2cمع

في:3 2 0y y E  .
حل في. 1 E.

2 .F
1 2

2 3
F
   
 

2
0

3
F
   
 

.

  :
1 .2 0y y   2تعنيy y  2y y   هي

y1 2cos siny c x c x   1معc2c

2 .  1 2cos sinF x c x c x  
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           
b b
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a
a a

u x v x u x v x dx u x v x dx      :و ھكذا نصل إلى النتیجة

           
b b
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a a

u x v x dx u x v x u x v x dx     

2.
:fIaI.

fعلىIa :
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F x f t dt

نضع :   
x

a

F x f t dt GfI

xI ،     F x G x G a xI ،     F x G x f x  

FfI      0F a G a G a  .
F هيfعلىIa.

:   
x

a

F x f t dt    F x f x .

x:مثال 0; ،    1
ln x

x
  ln 1 0

x 0; ،
1

1
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x

x dt
t

 .
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sinJ x x dx



 

fu v .
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1 x xI x e e dx     
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نضع .2 u x x ،  sinv x x   1u x   ،  cosv x x 
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   ، v t t

   1
1 1
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x x
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 lnx x a ;a  هي
   lnx x a x a x c    معcع
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1.

 ; , ,O I J K x x ، y y z z.
 .u vعلى ; , ,O I J K.

 xOyz az b a b.
:1خاصية S z xOy

za z b .

V 
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V S z dz 
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
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ة

:حالة خاصة x x

 Cf ;a b C

 x x x x

 x x  ;M x f x C.
 C x xM

لى  x x2HM   2
f x    .

:2خاصية x x Cfمس

مجال ;a bV  2
b

a

V f x dx   

2.
 x tt v t

t :بالعلاقة   dx
v t x t

dt
  dx v t dt.

1t2t:خاصية 1 2t t v t:هي

 
2

1

t

t

x v t dt 
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2: C: cosf x x0;
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 
  
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2 .v C x x.
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  
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2 1 cos 2
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                
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v u v.

3:0t    12 .tV t t e m s  

x1 1t s2 2t s.

: 
2
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x v t dt  
2
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2 tx t e dt 2 tt t e على
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   22 2 2

1
4 1 3tx t e e e e e          .

1 1t s2 2t sهي 2 3e e m .
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fg ;a b fC gC

 ; ,O I J.
A D fC gC

x ax b .
1 .fg 0;1لي:كما ي

  2 2f x x x    2g x x

 fC gC.
x 0;1 ،   f x g x

   
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A f x g x dx   A

2 .fg:كما يلي
  2 3f x x   2 2 1g x x x   
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A f x g x dx


   A

fgنتيجة: ;a bx ;a b ،   f x g x

 D fC، gCx ax b:هي

   
b

a

A f x g x dx   

3 .f 0;  ln x
f x x

x
 

 fC ; ,O I J2cm.
1 .f0.
2 . fC 
3 . fC .

4 .2cm fC ، 1
x

e
x e.
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2
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g x x
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  


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2.g.
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7
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4.310سعته.
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f x
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F x f t dt 
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3 .  1

0 1
2

F .
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
 .

5 .x 1;
 

1
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6 . F x
 F x

x
.

7. 1 0,4F  C.
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.موضوع محلول
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موجھموضوع 
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   
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بسم الله الرحمان الرحيم
مدخل

انوي  أعد ھذا الكتاب استجابة لمتطلبات المنھاج الجدید الخاص بالسنة الثالثة من التعلیم الث
ذي شرع  العام و التكنولوجي الخاص بشعب الریاضیات ، التقني الریاضي والعلوم التجریبیة ال

.2008–2007ي تطبیقھ ابتداء من الدخول المدرسي ف

ا  ھ كم واردة فی بالإضافة إلى الاحترام التام للمنھاج فقد حاولنا العمل بمختلف التوجیھات ال
بة سواء  ار أنشطة مناس ن خلال اختی حرصنا على تجسید المقاربة بالكفاءات التي بني علیھا م

إدماجھا كما حظي استعمال تكنولوجیات الإعلامعند مقاربة مختلف المفاھیم أو عند
و الاتصال بالاھتمام اللازم.

) أبواب تمت ھیكلتھا بنفس الكیفیة على النحو التالي:6(ةیحتوي الكتاب على ست

.عرض للكفاءات المستھدفة إضافة إلى نبذة تاریخیة

.أنشطة تمھیدیة

.الدرس

.طرائق و تمارین محلولة

ة.أعمال موجھ

.استعد للبكالوریا

.تمارین و مسائل

.اختبر معلوماتك
أردنا أن نجعل من ھذا الكتاب وسیلة عمل ممتعة و ناجعة في آن واحد، نتمنى أن

یسمح لكم من التحضیر الجید لامتحان نھایة السنة. 

و إذ لا یخلو أي كتاب من نقائص فإننا نرحب، بكل اھتمام، بانتقادات القراء التي
إلى إثراء و تحسین الكتاب و ھم مشكورون مسبقا على ذلك.تھدف 
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3n nu u  

 nvn:3بالعلاقةn nv u .
لية nv

nvn،nun،Sn nv.
 nv؟
nvnS nu.

 :
1 1

1
3 2 3

3n n nv u u     

 1

1 1
3

3 3n n nv u v    إذن nv
1

3
q0 1v       .

n :1

3

n

nv
    0 1 1

3 1
... 1

2 3

n

nS v v v 
                 

1
3

3

n

nu
    

.


1

1

1 1 1 2

3 3 3 3

n n n

n nv v




                                
1 0n nv v   nv.


1

1 1
3

  
1

lim 0
3

n

n

    
lim 0n

n
v


 .3

lim
2n

S


.lim 3n
n

u



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n0n

 P nصحيحة

.
1.

:مسلمة P nخاصية متعلقةn.
0n

 P nn0nكفي :، ي
1.0n 0P n.
2.n0n 0P n

1n 1P n     .
n0n.
تn1n.
0nصحيحة،خاصية هلأن

3n5

 0P n P n 1P n

صحيحة       صحيحةصحيحة  

12

2.
.

n،4مثال: 2n 3 .
 "4 2n 3nنستعمل ..

10n،04 2 1 2 3   33.
2n4كي 2n 3 .

4 2 3n k k4 3 2n k 

1n14 2n 3.
1

1

4 2 4 4 2 (3 2) 4 2

4 2 12 8 2 3(4 2)

n n

n

k

k k





       

     

3(4 2)k314 2n 3.
n،4 2n 3مضا.
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1:n6:
3 100n n

نسمي: P n"3 100n n "
1 6P

6n،63 7296 100 600 
63 6 100  6P. صحيحة

2: P n

n63 100n n

 P n1n 1P n
13 100( 1)n n   .

13 3 3n n  .
13 3 100n n  13 2 100 100n n n       .

6n2 100 1200n 2 100 100n .
3 100n n2 100 100n  13، نستنتج 100 100n n  13 100( 1)n n  .

 P n1n.
n6 :3 100n n.

2:n،2 1 23 2n n 7 .
 "2 1 23 2n n 7 عيnنستعمل ..

10n، 2 0 1 0 23 2 3 4 7    77.
2n2 1 23 2n n 7 .

2 1 23 2 7n n k  k2 1 23 7 2n nk  .
1nل   2 1 1 1 23 2n n   7.

   2 1 1 1 2 2 1 2 2 13 2 3 2n n n n         
2 1 2 23 3 2 2n n    

 2 2 27 2 3 2 2n nk      

2 27 9 2 9 2 2n nk       
 27 9 2 7nk     

27( 9 2 )nk   
   2 1 1 1 23 2n n   7.

n،2 1 23 2n n 7 .
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
نهاية متتالية 
: nu متتاليةl

لمتتالية nuتقبلll

 nulim n
n

u l


lim nu l(

 nu.
 nuيلي( )nu f nحیثfدالة معرفة على مجال من الشكل , 

limإذا كانت عدد حقیقي ، حیث  ( )
x

f x l


فإنlim n
n

u l


.

تاليةمثال: nu : 4كما يلي 1

3 2n

n
u

n

 



.

 nu.

: nu( )nu f nf 0,: 4كما يلي 1
( )

3 2

x
f x

x

 



.

4
lim ( )

3x
f x


 

4
lim

3n
n

u


  nu.

:حملا
fxمثال: 0; : كما يلي 

 cos 2

1

x x
f x

x






المتتاليةب nu : كما يلي
1n

n
u

n



.

( )
1n

n
u f n

n
 


n : cos 2 1n .

lim 1n
n

u


lim ( )
x

f x


: nu متتالية.
 nuهي ,   ة nu

lim n
n

u


  .
 nuهي ,   nu

lim n
n

u


 .

: nu( )nu f nحیثfدالة معرفة على مجال من الشكل , 
عدد حقیقي . و
 إذا كانتlim ( )

x
f x


 فإنlim n

n
u


    . إذا كانتlim ( )

x
f x


 فإنlim n

n
u


 .
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1: nu : كما يلي
2

2

3 5 1

5n

n n
u

n

 



.

 :f nu 
2

2

3 5 1

5

x x
f x

x

 





 lim 3
x

f x


 nu

lim 3n
n

u


.

2: nu : 4كما يلي 3

1n

n
u

n





.

 : nu n nu f v
4 3

1n

n
v

n





f f x x.

 0;.

 nvg  4 3

1

x
g x

x





 0;.

 lim 4
x

g x


 nv

lim 4n
n

v

lim 4 2n

n

u


  .

3: nu  : 0كما يلي 3u 1

4 1

2
n

n
n

u
u

u





.

n1nu .

 nv متتالية  : 1كما يلي

1n
n

v
u




 .

 ة nv nu.
:

10n ،0 3u .يحة
2n1nu 

1n1 1nu  1 1nu  
4 1

1
2

n

n

u

u





1nu n1nu .

1
1

1

1n
n

v
u



1

1 1
4 1 11

2

n n
n n

n

v v
u u

u

   
 


1

1 1

3 3 3
n

n n
n

u
v v

u


  


.

 nv1متتالية حسابية

3
r 0

1

2
v  .lim n

n

v

0r

lim 1n
n

u


.
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متتالية
: nu متتالية.

 nuAn:
nu AA

 nuBn:
nu BB

 nu

:1مثال nu

n
4

3n

n
u

n



 nun114

 nu1

4n3n. 4 ( 3) 3 3 3 1n n n n     1n4 ( 3) 0n n  .

4 ( 3)n n 
4

1
3

n

n



1nu .

 nu

:2مثال nu

n
2 3

n

n
u

n


.

 nu5

 nu2

 nu

:
 nu.
 nu.
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1: nu* : كما يلي
2 9

n

n n
u

n

 
.

 nu

 nuحقيقيBA(
تية .

n،nu B )nu A. (
nuBnuAnu B)nu A. (
( )nu f n 0;.

:
( )nu f nf 0;

 
2 9x x

f x
x

 
.

x 
2

2

9
'

x
f x

x




30x

+0 - 'f x

7
 f x

( ) 7f x n:
7nu  nu7 . سفل

2: nu : كما يلي
2

2

2 1

4n

n
u

n





.

 nu2.
:

2nu .
2

2

2 1
2 2

4n

n
u

n


  



2 2

2

2 1 2 8
2

4n

n n
u

n

  
 

2

7
2

4nu
n


 



n :
2

7
0

4n





n   :2 0nu  .

n:2nuو منھ .

 nu2
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
:

:مثال nu*: كما يلي
2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3nu
n

    .

 nv*: 1كما يلي
n nv u

n
 .

 nu nvn

110

ا


 1 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

2 3 2 31
n nu u

n nn


                       

 1 2

1

1
n nu u

n
  



n:
 2

1
0

1n



 nu*

1 1

1 1

1n n n nv v u u
n n 

        1 1

1 1

1n n n nv v u u
n n     


 1 2

1 1 1

11
n nv v

n nn
    



 1 2

1

1
n nv v

n n



 


.

n:
 2

1
0

1n n





 nvمتناقصة على*.


1

n n n nu v u u
n

       
1

n nu v
n

 
1

lim 0
n n

.

 lim 0n n
n

u v


 .

 nu ، nv lim 0n n
n

u v


  nu nv

: nu nvمتج
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1:╘●♣╔╚╚♪♣╓ ♫♠╚♣ nu╘●♣╔╚╚♪♣╓ ℅ nv: ▫ ♥● ╔♪♠ ♫●╚◙╨▲♪♣╓

1( nwnwnما هي نهاية. nw؟
2( nt. ما هي نهايةمتتالية ثابتة nt؟
3( nu nv

4(nunv.
:
1 (1 1

2 3

3 4
n n n n

n n n

u v u v
w u u 

 
   

1

4 8 3 9

12 12
n n n n n n

n

u v u v u v
w 

   
  1أي

1

12n nw w .

إذن nw
1

12
q0 11w .

n:1
11

12

n

nw
    

1
1 1

12
   nwlim 0n

n
w


.

2(   
1 1 1

3 2 8 3
3 8

3 4
n n n n

n n n

u v u v
t u v  

 
   

1 2 2 6 3 8n n n n n n nt u v u v u v      1n nt t ( )ntمتتالية ثابتة على.
0lim 44n

n
t t


 .

3 (1

2 2 3

3 3
n n n n n

n n n

u v u v u
u u u

  
   

 
1

2 2

3 3
n n

n n n

u v
u u w

 
   

:1

22 1

3 12

n

n nu u
     
 

n:1 0n nu u   nuمتناقصة على.

1

3 3 4

4 4
n n n n n

n n n

u v u v v
v v v

  
   : نه 

1

1

4 4
n n

n n n

u v
v v w


  

:1

11 1

4 12

n

n nv v
    
 

n:1 0n nv v   nv.

lim 0n
n

w


n n nw u v  lim 0n n
n

u v


 .

 nu nv0 nu nv

4 nu nv

 nu nv

0lim 44n
n

t t


 lim 3 8 44n n
n

u v


 

lim lim 4n n
n n

u v
 

     .
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 1n nu f u .
ةسمثال:.1 nu0 0u n:

1

1
3

2n nu u  .

1 nu.

 nu

2fx
1

( ) 3
2

f x x .

 لf ; ,O I J.
 Dy x  .

0u ،1u ،2u ،3u4u

3  D.
nنضع nv u   nv

 nv  نهاية nu.
2

لتك n n
u

0u1n nu au b  ab

حقيقيا
1( nu0a.
2(1a nu

3(1a0a .
 ; ,O I J D 

y xy a x b 

 D ؟
 D .
 n n

v
n nv u   nv

1a0uنصع )4

0u
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e.
1xe.

1(fx   1xf x e x  .
f.

2x  ، 1...1 xx e .
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2

1

a

b

  

4

7

a

b

  
.

 ;a b

 4;7 ، 4; 7  ، 4; 7 ، 4;7 ، 2;1، 2;1 ، 2; 1 ، 2; 1 

3:aa 106على.
1.a ؟ 5على
2.a ؟   2على

:
10 6a k k

1    .
 

10 5 1

5 2 1 1

a k

k

  

  

a 51على .
2    .2(5 3)a k k

a 20على .



48

3 .

aba:1خاصية b.r باقي قسمةaى علb.
   ; ;PGCD a b PGCD b r

نضع البرھان: ;PGCD a b d ; 'PGCD b r d.
a bq r q هr a bq .

dbdbqdada bqdr.
dbr.

'db'dbq'dr'dbq r'da.
'dab.

ab هي نفسهاbr.
'd d   ; ;PGCD a b PGCD b r.

aba b بقسمة .a علىb 1نحصل على 1a bq r 10 r b 

1q1rح

1 0r ba ;PGCD a b b.
1 0r    1; ;PGCD a b PGCD b r.b1علىr 1نحصل على 2 2b r q r 

2 10 r r 2q2r

2 0r 1rb   1 1; ;PGCD a b PGCD b r r .
2 0r      1 1 2; ; ,PGCD a b PGCD b r PGCD r r .1r2علىr نحصل على

1 2 3 3r r q r 3 20 r r 3q3r

اnr

       1 1 2; ; ; ... ;0n nPGCD a b PGCD b r PGCD r r PGCD r r    .

ab:2خاصية

مثال: 1631,932PGCD.
1631 932 1 699

932 699 1 233

699 233 3 0

  
  
  

 1631;93 2 23 3PGC D 
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1:ab

1 .8700a9150b.
2 .691a2007b.
3 .1500a250b.

 :
1.

1193

91508700450150

4501500

 8700;9150 150PGCD .
2.

2192713

20076916256631431

62566314310

 691;2007 1PGCD .
3.

6

1500250

0

 1500;250 250PGCD .
2: ;x y150م 108 6x y                       .

 ;x y

12113

1501084224186

42241860

 150;108 6PGCD .
24 18 6  24 42 24 6  24 2 42 6   108 42 2 2 42 6    

108 2 42 5 6    108 2 150 108 5 6    108 7 150 5 6   .
 150 5 108 7 6        .
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abk:3خاصية

   ; ;PGCD ka kb k PGCD a b 

ضعنالبرھان: ;PGCD a b d ; 'PGCD ka kb d.d'd

dakdيقka.dbkdkbkd

kakbkdkakbkd'd

 ' 'd k kd'k

'dkakb'k kdkakb'k dab'k d

ab' 1k 'd kd.
   ; ;PGCD ka kb k PGCD a b .

ab

ab1 .

a'.نضع abdab:4خاصية da'b db

dab'a'b

abdالبرھان:

 نضع'a da'b db

   
 

; '; '

'; '

d PGCD a b PGCD da db

d PGCD a b

 

 

d '; ' 1PGCD a b 

 '; ' 1PGCD a b .
   ; '; 'PGCD a b d PGCD a b d  

3.
ab

abd ;d PGCD a b .

abkخاصية:

   ; ;PGCD ka kb k PGCD a b

:ab

ba ;PGCD a b b
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1: ;a b

 
66

; 6

a b

PGCD a b

   

 :
6نضع 'a a6 'b b'a'b

66a b  6تعني ' 6 ' 66a b ' ' 11a b 

                      '; ' 1;10 , 2;9 , 3;8 , 4;7 , 5;6 , 6;5 , 7;4 , 8;3 , 9;2 , 10;1a b 

                    6;60 , 12;54 , 18;48 , 24;42 , 30;36 , 36;30 , 42;24 , 48;18 , 54;12 , 60;6

2: ;a b

 
900

; 5

a b

PGCD a b

   

 :
5نضع 'a a5 'b b'a'b

900a b  5تعني ' 5 ' 900a b ' ' 36a b 

          '; ' 1;36 , 4;9 , 9;4 , 36;1a b 

        5;180 , 20;45 , 180;5 , 45;20

3:1440448

 1440; 448PGCD   1440;448PGCD.

   1440; 448 1440;448PGCD PGCD  

1440 32 45 448 32 14 

   1440;448 32 45;14PGCD PGCD 

 45;14PGCD

3412

4514321

3210

 45;14 1PGCD .
   1440;448 32 45;14 32PGCD PGCD  

 1440; 448 32PGCD   
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اغ
هي 

 ; ;x y z2 2 2x y z  .
1y1 .

2 2 1x y .
2 1x n n

اغ
50z.

2d

x ،yzx da  ،y dbz dca،bc

2 2 2x y z 2تعني 2 2a b c .
ab

2a kk2

2 2

c b c b
k

             
.

نضع
2

=
c b 

2

c b





uv2u 2v .
a،bcuvx ،yzu ،vd.
u ،vd)u v (2x duv ،

 2 2y d u v  2 2z d u v  ; ;x y z ثلاثية.
.

N

348960150

N

:
- )580-500

"
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ا
nمسألة :

23 12 20a n n    ،2b n 3 5c n .
aعلىbaعلىc.

1  ..


2B0+2^2+12*A2A23*2C2 2A 2D

 2; 2MOD B C2E3* 2 5A 2F 2; 2MOD B E=
2B :2F

باقي قسمة ضع تخمaعلىbaعلىc.

2 .
b23 12 12n n  .

bab8.
a علىb

  3 5 2 10a n n n    .a علىc؟
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.موضوع محلول

1.  23 3 9 16n n n   مع
n .

n
33 11 48n n  3قابلا للقسمة علىn .

n،23ب 9 16n n 

ب.2
a ،bc

   ; ;PGCD a b PGCD bc a b .
3.n

2

   33 11 ; 3 48; 3PGCD n n n PGCD n   

4. (48.
n

ها 
33 11

3

n n
A

n






.عـالیـقت.ل مختصرح

1.nل
  2 3 2 23 3 9 16 3 9 16 9 27 48n n n n n n n n        

  2 33 3 9 16 3 11 48n n n n n     .
23 9 16n n 

33 11 48n n 3n .
23 9 16x x 111  2x3

x  ،23 9 16 0x x  
n،23 9 16n n 
2.dabdbcbc a

dbbc a.
dbbcعكسيا ،  abcbc ad

 bc bc a dadab.
ab

bbc a   gcd ; gcd ;p a b p bc a b 
3.48a  ،3b n 23 9 16c n n  

33 11bc a n n     3gcd 48; 3 gcd 3 11 ; 3p n p n n n   
4.448 2 3 48 : هي

 1;2;3;4;6;8;12;16;24;48.
33 11

3

n n
A

n





3 0n  A 

33 11 0n n 3n 33 11n n.
33 11 0n n 2 11

3 0
3

n n
   
 

0n 11

3
n 

0n 2n .
3n 33 11n n 3gcd 3 11 ; 3 3p n n n n   3.

ينتج  gcd 48; 3 3p n n  3n 48

 3 1;2;3;4;6;8;12;16;24;48n  
0n 2n  0;3;5;9;13;21;45n 

23 9 16n n 

 23 9 16 3 3 16n n n n    
0n  ،

1n  ،2n 3n .

.

33 11 48 48

3

n n
A

n

  



2 48

3 9 16
3

A n n
n


   


A .

ba

 gcd ;p a b b. "
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.وجّھموضوع م

.نبیھت

ا

ي

.تمرینال
1.xk ،

  2 11 1 ... 1k kx x x x x      

.dndnأ ـ.2
a ،1da 1na .

20102ب ـ 17639.
أ ـ.3 63;60PGCD.

ب ـ   63 60 3 31 1 1a a a a    .
جـ ـ 63 60 31; 1 1PGCD a a a   .
: لـِد ـ 63 602 1;2 1PGCD  .

.توجیھات
1.

dxضع أ ـ.2 an kd1..

2010ب ـ 3 670 6 335   32a 
62a 

63أ ـ.3 3 21 60 3 20 

ب ـ

ـجـ 63 601; 1PGCD a a 3 1a 

2aـد .
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.ةمارین تطبیقیت

ـ قابلیة القسمة في 1

.2475, 20: لتالية
 ,a b

39ab .
 ;x y

2 2 15x y .
  2 3x y .

 ;x y

:3 2xy x y .
2في حل  ;x y:

2 24 3x y .
2حل في  ;x y:
25 49xy y .

53

10271112

1a7

a50a .

2
33

21

50.
n

134n 22n .

n

5 7n  12قاسما لِـ.
n

6n n.
1n5 6n 

34.

2n

5 6n 8n .
n3 7a n 1b n 

d لـِقاسما :abd

4.
n

3نضع  7a n 7 2b n 

d لـِقاسما :abd

43.
n1ا.

n3n n.
ab

22 2a b2

 2
a b.

ab

 3
a b

33 3a b3

 3
a b.

ـ القسمة الأقلیدیة 2

a علىb في كل

118aأ ـ 5b .
152aب ـ 7b .
118aجـ ـ  5b .
152aد ـ  7b .

n100

415.

1

3

6

8

9

10

11

12

13

14

15

18

2

7

16

17

4

5

19
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ab

aعلىb173 ،
27 23a b ab.

n، 73بقسمته على

n.
عي

7

13.
ab

416a b aعلىb

61ab.
 ,PGCD a b

315aأ ـ 117b .
1260aب ـ 528b .

1380aجـ ـ  972b .
n

n3n؟
n2n؟

ab

 gcd ,p a b.

ab

ab

 ,PGCD a b.

456792.
448308.

448308.

n

nعلى 42943521

1011n.

n

n3753

2168533509

.nعلى 
1 182,126PGCD

2،
182 126 14  

ـ خواص القاسم المشترك الأكبر 3

82على 1399

 1399,82PGCD.

a

b

350aأ ـ  252b  .
126aب ـ 735b  .
138aجـ ـ  575b .

 54,82PGCD

 5400,8200PGCD.

3641،
 ,a b

 
54

, 9

a b

PGCD a b

 
 

.

 
72

, 9

a b

PGCD a b

 
 

.

 
420

, 84

a b

PGCD a b

 
 

.

21

24

25

28

29

32

33

34

35

36

37

38

20

22

23

26

27

30

31
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 
360

, 6

ab

PGCD a b


 

.

 
2700

, 5

ab

PGCD a b


 

.

 

2 2 825

, 5

a b

PGCD a b

  
 

.

،
 ,PGCD a b .

ab؟
55aأ ـ 36b .

14aب ـ 165b .
1155aجـ ـ 872b .
1 140,143PGCD

2 ,PGCD a b

140 34

143 34

a

b

 
  

.

143 82

140 82

a

b

 
  

.

500

؟7

.قمّ ـعللتمارین ت

ـ قابلیة القسمة في 1

156 m

90 m.

5m2 m.

ab

abb

a.
220284

n3.
5n 2n 

3n 9n .
18

81.
28 81؟
1n

2

1

n

n




2aa

232a

a.
 ;x y

4 12 0xy y  .

fC منحني
f   3;1 1;3D   

:  بـِ 
22 3 3

1

x x
f x

x

 



.

39

40

41

42

43

44

45

46

47

49

50

51

48
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1a

x D،  2 1
1

a
f x x

x
  



2fC

n 2 5a n n .

1a

2a3.
a

 2 1a a 6.

n
5n n0.

p
1pn 5pn 

n7n n

14.
1n: نضع

2 5 4a n n  2 3 2b n n  

1n ab.
2n

1n 23 15 20n n .
naa1n 

2 3n n .
a2أ ـ 2 1n n .

a3ب ـ 2n .
.a5جـ ـ
؟aد ـ

 ;x y

xyx y.
nS

n.Sn.

6065

n ،3ب 11n n

6.
n ،27 3n 

4.
n ،

6 43 2n  7.
n ،23 2n n

.7ى 
n ،4 1 3n n 

9.
n ،57 3 4n 

.11يقبل

القسمة الأقلیدیة ـ2

؟72ى عل71
4350

34كل صفحة تحمل 

ناقصة .

k
100100 13 35k  13على100100مة.

mn

.17812على 
m n،

m n2m 17على.
n

43باقي قسمتها على 

241312s

.
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n

1517b

75b

a،bc

qa

c'qعلىb'qqعلى 

abc.
a

1a 

bq.
1nab  1علىnb ؟

.17على 76
n

76 n ؟17على
a علىb

qr.
a nعلىb.

abr

aعلىb.
ab

.brعلىaحاصل قسمة 
24a 

ab
2 2a bab

n

4 1n k معk .

4 1k 

n : نضع
21 5 5 ... 5n

nu     .
nuأ ـ

.nunب ـ
15nجـ ـ  4على

n

،n ,
32 1n 7.

a في كل 7على
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 ;a b
25 35ab d d .
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27 2a n 24 1b n .
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1b25 14 8n n .
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3 8a b .
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لـnِب ـ ;PGCD a b.

n
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1ab ِلـ

3.
22 3 1n k  في حالة
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3 nv

n
1

3n nv u .
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 في
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:nabnab
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    
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 a b k n nq r k n q k n r       .

q k0 r n ra علىn.
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n.

1 (26 11 15 15 3 5  26 11 5. صحيحة

3 (478 32 446 446 89 5 1   478 32 5خ
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 p ku u l p k  
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na:2خاصية a a n.

aaanالبرھان: a a n.
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abالبرھان: a b n.
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) a b n c d n a c b d n     .
a،b،cd)البرھان: a b n c d n.(

) a b n c d n) يعني (a b k n 'c d k n )(k'k

   ( ) 'a c b d k k n    'k k a c b d n   .
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) a b n c d n a c b d n   .
a،b،cd)البرھان: a b n c d n.(

) a b n c d n) يعني (a b k n 'c d k n )(k'k

 ( ) ( ) ' 'a c b d a c ad ad b d a c d d a b a k n d k n a k d k n            

'a k d k a c b d n.
nab:7خاصية

k a b n k a k b n   .
abالبرھان: a b n. لیكنk. عددا صحیحا

 k k n6 نحصل على k a k b n.
npab:8خاصية a b n p pa b n.
abالبرھان: a b n

1p a b n

ن k ka b n1k .
7 ، k ka a b b n   1 1k ka b n 1p.

p a b n p pa b n   .
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.n1bعلى 
:

نحصل على 251على 5817 5817 44 251.
1 نحصل على 5817 44 251 7. (

 251 0 251 0 251 2513. (
) 5817 44 251  0 251 251 (5 نحصل على 5817 207 251 .

58172512070على 207 251 .

2'Lx 5 3 7x.
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في)1 4 2 7x 5 4 4 2 4 7x    2 7x

 2 5 7  5 7x4. (
   7 5 4 2 7k   7 0 7 9 2 7.

L 7شكل 5kk

2 (x77 .

6543210x

2461350x5

   5 7 2 3 7k  35 0 7 10 3 7            .
'L7 2kk

 :
3n 5على.

 03 1 5 ، 13 3 5  ، 23 4 5، 33 2 5 ، 43 1 5.
 43 1 58 43 1 5k kأي 43 1 5k ،k.

4، 4 13 3 5k ) 43 1 5k  13 3 5 ، ( 4 23 4 5k  4 33 2 5k .
4039 4 1009 3  4 3k 40393 2 5
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.ax1البرھان:
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7 5(2 1) 2 2 2 1a     
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1  .

2 ;x y : 1 ...5 8 3x y .
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.موضوع محلول
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ب ـ 20052005 7 9.

n،أ ـ.2 10 1 9n .
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n nN a a a a
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0 4 9a b   0 13a b  13D .
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49 9 5 4   في
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9

.3للقسمة على
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.ة مارین تطبیقیت
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أ ـ 45 3 7.ب ـ 152 2 3  .
جـ ـ 29 1 6 .د ـ 137 3 5 .
و ـ 13 2 5 .ھـ ـ 17 7 10   .

x 37 4x.
x4 ؟

n30

 4 7n .
n 140 12n ،

n 12على.
x،72ه على باقي قسمت.

7

5x  5؛x  9؛x 15؛x 3؛x.
n2.
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A a،B bC c

n ABC abc يقبل
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nm:
 0n m.
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 a b n a b m.
نضع :  30757 10a  ؛ 15163 10b 
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.كالوریاب
13n 7على

1,2,3 ,4,56

n.
23n 7على

n.
7على 3

 1988 1408 3 23 10 9 n .
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42 n 51على.
417 n 5على.

3n،
4 3 4 22 17 3n n  5

.كالوریاب
1n

4n 11على.
2n

 10 26 1995 26 7n n  11.
.كالوریاب

1n،
5n 7على.

2n

 6 5 12 226 2 47 3n n   7.
3n

 6 5 12 226 2 47 5n n n   7.
1(n،

3n 13على.
2n

 14 3 1n 13.
،n،

 115 16 1n  7على.
.كالوریاب

1(n

3n 10على.

10

 2001 142263 9 7  .
2(n

   2 1 2 13 9 7 1 3 10n n nn n    .

 2 13 9 7 0 10n nn   .
.كالوریاب

1n

3n4n 7على.
2n

 3 2 6 12 2006 1424n n   7قابلا للقسمة على.
3n : نضع

2 3 3 4n n
nu    .

nns

0 1 ...n ns u u u   .
nns

؟7قابلا للقسمة على
.كالوریاب

1n

7n 10على.
k ,
 4 4 1 4 2 4 37 7 7 7k k k k    10.

2n، : نضع
21 7 7 ... 7n

nS     

n، 4 10n nS S .
n

nS 10على.
أنظمة التعداد ـ2

xy

yxxy

7.
nn xyz في
7n zyx

11.
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.كالوریاب
a،bc1 a b c  .

a ،bcabc

a46b c 555bc .
1 ,x y

45 28 130x y x

y5.
2n2 3

95 67.
Nxyzx

11yyxz7.
N

9nما ك
1271nيلي :  x.

1xn 8قابلا للقسمة على.
2xn 11قابلا للقسمة على.

xy

27 85n x y

.311للقسمة على 
1(x

 3 0 7x  تكافئ 0 7x 

2N'N

:
1 1 0...n nN a a a a،1 1' ...n nN a a a.

N7

0' 2N a7.
3

1051542635727.
1N'N

1 1 0...n nN a a a a ،
1 1' ...n nN a a a.

N13

0' 4N a13.
2،

163121648662029

.13على 
N

1 1 0...n na a a a.
N11

 0 1 2 ... 1
n

na a a a     11لـِمضاعفا.
؟11

؛ 72792973أ ـ
؛ 43141408431ـب

.531745586910جـ ـ
a1a .

1  2 21 1a a a a   .
يقبل 210101

111

1a(نمثل   (
1 (a1a 

a100111

1a) نمثل 2 1001 على
11.

310

12.
13a  ،

1331a

2

14641

n1n  2. نضع 1a n .
1a

2 2n  2؛ 2n n ؛ 22 2n 4n.
5aـ 10a .

2a

 2 2u n n  ؛ 2 2 2v n n  2؛x u
2y v.
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.مـسـائـل
(IN

2 2N a b  معab

a b.
1ab

2N

pq.
3pq.

(II250507

 ,a b

 E :2 2250507a b .
1x

x9أ ـ
2x9.

2ب ـ 2250507a b 
2 250507a 9

2a9.
1، هما a9جـ ـ

8.
أ ـ) 2 ,a b

 E501a .
ب ـ 501,b

 E.
3 ,a b E.
أ ـ 503 9a  505 9a .

kب ـ

 505 9 ,k b E

 E.
(III1

250507.
2

n2n 

x ،yz

 2 2 2 2 1 2n nx y z       .
I

12n .
1 ،35

23n .
m

rm 8علىR للقسمة
2m 8على.

76543210r

R

x ،yz

 2 2 2 7 8x y z  ؟
II3n .

x ،yzنف

 2 2 2 2 1 2n nx y z       .
1x ،yz

2xyz

أ ـ 2 2 2 1 4x y z  .
ب ـ

3x،yz

kأ ـ

 2 0 2k k .
ب ـ 2 2 2 3 8x y z  .
جـ ـ

1992

83
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10 7
A 


1837 10 (

109
110

111



86

ددددــاختیار من متعاختیار من متع

n نضع  9np n .

أ ـ) 1   5 1 11p .
ب ـ   60 2 11p .
جـ ـ   2 12 1 2 11np n  .

) نضع 2   3 3 1 5N p p  .
1035Nأ ـ .

1035Nب ـ 9.
1000305Nجـ ـ 3.

أ ـ) 3   2 0 1p n p n   .
ب ـ   2 1 1p n p n   .

جـ ـ    2 0 1p n p n    0معn .

1 (abnm

2nm  0ab nm

أ ـ 0a nm 0b nm.
ب ـ 0a nm 0b nm.
جـ ـ 0ab n 0ab m.

2 (22 4 16a n n   2؛ 1b n  معn .
nأ ـ ،15n aعلىb.

1nعلى baب ـ .
جـ ـ 15a n b .

12008

؛ 11111011000ب ـ؛           111101100أ ـ
.11110010110جـ ـ

2 (1962

.3652جـ ـ؛           2653ب ـ؛         3562أ ـ
1954يك) 3

.207Aجـ ـ؛           72Aب ـ؛         7A2أ ـ

أصحیح أم خطأ ؟أصحیح أم خطأ ؟
.كالوریاب

1n ،322 1n .
2x 2 0 6x x 

 0 6x .
3 ( 2 2 17x y 17x y.
412 5 3x y 
2 ,x y

 4 10 ;9 24k k  معk .
5 (MN

abcbcaهي : 

M 27قسمة علىM N يقبل
27.

ab

 6a b

abأ ـ

.ab3ب ـ
.ab12جـ ـ
.2a2b12د ـ

a.
1 ( 0 5a  4 1 5a .
2 ( 2 0 25a  2 1 5a  2 1 5a  .
3a 25قابلا للقسمة على

a25.
4 1 5a  2معa  ! 0 5a .
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112115
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:

.

::

n1536

Regius= 2047 = 23.8923 ×891603

Cataldi:
n = 23,29,31,371645n = 23,371738

n = 29n = 31         .
Marin Mersenne (1588-1648

n = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257n < 257
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نشاط أول

875m   قة لاشتغال
50ت s40 s

40 s55 s(.
45 /km h

1(

ما هي)2
3(90M9086400.
4(95M9586400.
5(90 95M M.
ما هي)6
7(

8(

9(t

auvt

tu.
b 70 95 1t v  .
cuv18 19 5u v .
d18( 5) 19( 5)u v  .
euvt 1819ستعانة بتحليل

 f77
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نثانشاط 
xx

y 28y ax b ab0 27y 

.3a7b. مثال:1
لهـ

x012345678910111213

y71013161922250369121518

x1415161718192021222324252627

y21242725811141720232614

هـل
." كحي ")1
2("
3(x'x0 27x 0 ' 27x  3 7 3 ' 7 28x x  

'x x.
4 4 5 28y x 0 27y 

2
 28y ax b ab0 27x 0 27y .

1(a28

x'x0 27x 0 ' 27x  ' 28ax b ax b  

'x x .
2(a28 ;28PGCD a d.

k28k d k

3
) في1 13 7 28y x 0 27y 

17y.
x28 13 18k x 0. مع 27x k

.
228 13 18k x .
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
1 .

:nn :1n .  نفسه
0

11.
2

2،3،5،7،11،13،17،19،2325.
2 .

n1كل :1خاصية 2nاايقبل.
.1اnالبرھان:
nاnn

nn1اnpn

1npdp1 d p d

nd ppnp

n1كل :2خاصية 2nالياقاسميقبلaa n.
.1اnالبرھان:

nايقبل قاسمd1n منه'n d d 'd

' 2d ' 1d d n

'd d2 'd d d 2d nd n.
1:d ليايقبل علىan.

a dd na n.
.لية :3خاصية

.البرھان:
p

.N2pنسمي
2 3 5 7 ...N p     .

'N' 1N N . باقي قسمة'N 5، 3، 2على،p

1'N2 ،3 ،5p.
'Nا'N p'N'Nاايقبل قاسم

p1

.
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nاnn

nnn

n

n

1 (349 18,68349 2،3،5،7،11،13،17هي.
3492،35349 7 49 6  349 11 31 8  

349 13 26 11  349 17 20 9  

3497،11،1317349

3412،35341 7 48 5  341 11 31 

34111341

3 (841 29841841.

2 2 8a n n  

na؟ا

.1ا

a2-4.
4n  2 4a n n  .
n ،2 2n n5 ،4 2n 

6n :a 2n 4n1a

4n5n.
4n0aa

5n7aa

a7a
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2 .
n2nكل : هليتحل.

.1اnرھان:الب

nn1p 1 2p 

1 1n p n 11 n n .
1nا
1n1n2p 2 2p 

1 2 2n p n 2 11 n n  .1 2 2n p p n  .
1in  )i

1n ،2n ، ... ،in

1 2 ... kn p p p    )kn

1p ،2p ، ... ،kp

1 2
1 2 ... kdd d

kn p p p   

1d ،2d ، ... ،kdn

n

.1كلاهماab:خاصية
baba

.aم

n11البرھان: 2
1 2 ... kdd d

kn p p p   

ln'n l l 'lln

ln

.lnnتحليل
n1 2 '' '

1 2 ... kdd d
kp p p  

1 10 'd d   2؛ 20 'd d   0؛ ... ؛ 'k kd d .
l1اا 2 '' '

1 2 ... kdd d
kp p p   .
 1 1 2 2 '' '

1 2 ... k kd dd d d d
kn l p p p     

  1 1 2 2 1 2 1 2' '' ' ' '
1 2 1 2 1 2... ... ...k k k kd d d dd d d d d d d d

k k kp p p p p p p p p          

ln.
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19604

29604.

:1(2 49604 2 7 29604

24802

15يقبل 724019604

7343
749
77

1

2(9604D96049604D

107

717

492702

34337

240147

207

1417

982712

68637

480247

407

2817

1962722

137237

960447

 9604 1;2;4;7;14;28;49;98;196;343;686;1372;2401;4802;9604D 
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
aaMa.

هي 6:مثال 6 0;6;12;18;24;...M .
:00.

1.
:abaMa،bMb.

a bM Mab

aيسمى bM Mلab.
 ;PPCM a b.

: ;PPCM a a a 1;PPCM a a

لهما .
هي 6:مثال 6 0;6;12;18;24;30;36;42;48;...M  .

هي 8 8 0;8;16;24;32;40;48;...M .
 6 8 24;48;72;96;...M M  6;8 24PPCM 

2
ab

abm ;m PPCM a b .

3 .
abk:خاصية

   ; ;PPCM ka kb k PPCM a b.
نضع.abالبرھان: ;m PPCM a b

p'pm p a 'm p b km kp a 'km kp b k m

kakb 1...   ; ;PPCM ka kb k PPCM a b.
نضع  ;M PPCM ka kbd'dM dk a 'M d k b 

a
M

k
b

M

k

M

k
ab

 ;
M

PPCM a b
k

 2...   ; ;k PPCM a b PPCM ka kb.

 1 2   ; ;PPCM ka kb k PPCM a b.
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:
12M1218M18نسمي

 12 0;12;24;36;48;60;72;84;96;108;...M  18 0;18;36;54;72;90;108;126;144;...M .
 12 18 0;36;72;108;144;180;...M M 12 18M M36

 12;18 36PPCM .

:
356 2 7 3280 2 5 7  .

 56; 280PPCM a a280 .
a2 5 7   0 3  ،0 1  ،0 1 .

a56 56; 56PPCM a  1منه .
a: هي

0 02 5 7 5a              1؛ 02 5 7 10a   
0 12 5 7 35a              1؛ 12 5 7 70a   

2 12 5 7 140a              2؛ 02 5 7 20a   
3 02 5 7 40a              3؛ 12 5 7 280a   

ab
23 (11 11 )n n na   111 3 3n n nb  .

ab .

 :
 23 11 11 1 3 11 120n n n na      .
 11 3 3 1 3 11 2n n n nb      .

   ; 3 11 120;3 11 2n n n nPPCM a b PPCM    .
   ; 3 11 120;2n nPPCM a b PPCM .

 120;2 120PPCM .
 ; 3 11 120n nPPCM a b   .

  3 1; 2 3 5 11n nPPCM a b    .
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4
1كلاهماab:خاصية

ab

ab1 .1p،2p،، ...npaالبرھان:

1. نضع bتحليل 2
1 2 ... n

na p p p    1 2
1 2 ... n

nb p p p    .
1 ،2، ... ،n ،1،2 ، ... ،n

dab1 2
1 2 ... n

nd p p p    .
1 ،2، ... ،n1 10   1 10   .

1111 10   2 20    ، ... ،0 n n  .
222nnn.

dab1 1   ،2 2  ، ... ،n n .
  1 2

1 2; ... n
nPGCD a b p p p    

5
ab1:خاصية

ab .
1p،2p، ... ،npa. 1كلاهماabالبرھان:

b 1. نضع 2
1 2 ... n

na p p p    1 2
1 2 ... n

nb p p p    .
1 ،2، ... ،n ،1،2 ، ... ،n

mab1 2

1 2 ... n

nm p p p
     .

1 ،2، ... ،n1 10   1 10   .
1111 10   2 20    ، ... ،0 n n  .

222nnn.
mab1 1   ،2 2  ، ... ،n n .

  1 2

1 2; ... n

nPPCM a b p p p
     

6
عفهما ab1:خاصية

   ; ;PGCD a b PPCM a b a b  

البرھان:    1 1 2 2

1 2 2; ; ... n nPGCD a b PPCM a b p p p
           

nnnnnnn n n n     

    1 1 2 2

1 2 2; ; ... n nPGCD a b PPCM a b p p p
           .

a b 
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:
560028840

5 25600 2 5 7  .
7 2 228800 2 3 5  .

  5 25600;28800 2 5 800PGCD   .
  7 2 25600;28800 2 3 5 7 201600PPCM     .

:
 4530;480 30PGCD .

   4530;480 4530;480 4530 480PPCM PGCD  .

 
 

4530 480
4530;480

4530;480
PPCM

PGCD


.

  2174400
4530;480 72480

30
PPCM  

 
18000

; 600

a b

PPCM a b

   

 :
.dabنسمي 
a'نصع  d a 'b d b 'a'b

   ; ;PPCM a b PGCD a b a b  600 18000d 30d 

2 ' ' 18000

' ' 600

d a b

d a b

     
' ' 20a b )بالتالي' 1a ' 20b ' 4a ' 5b ' 5a ' 4b (

' 20a ' 1b .(

   ; 30;600a b   ،   ; 120;150a b   ،   ; 150;120a b   ،   ; 600;30a b .
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.
:abuv

1a u b v 

abأنّ البرھان: ; 1PGCD a b ab

a

Ea u b vuv عةE

a1u0vaE1u0v

aaEm

0u0v0ا 0m au bv .
a علىma m q r qr0 r m  .
r a m q      0 0 0 01r a au bv q a qu b q v      r

E01u qu 0v q vmE0 r m 

0r a m qmamb.
1mab0u0v0 0 1au bv .

1a u b v  )a ،b،u،v ;d PGCD a b .
dabda u b vd11d ab

:ملاحظة ;u v3a2b.1 3 1 2 1   1 3 2 2 1    .

uvيفإنه dab:1خاصية

a u b v d 

abd'aالبرھان: d a'b d b

'a'bاuv

' ' 1a u b v .d،:نحصل على' 'd a u d b v d a u b v d .
aa:2خاصية

، نضعpاaاp:البرھان ;PGCD a p d.p

1d d pda1d p عa.
abcab:3خاصية c .

bcاa:البرھان

u ،v،'u ،'v1a u b v ' ' 1a u c v .ا
2 ' ' ' ' 1a u u a cu v abu v bc v v   ( ' ' ' ) ( ') 1a a u u cu v bu v b c v v   

abc
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4 3A n B 5 4n 

:
5 4A B.

AB      .منه 1730 1783

:
135 55 2 25  ،55 25 2 5  ،25 5 5 .
 135;55 5PGCD .

5 55 25 2  .
25 135 55 2  .
 5 55 135 55 2 2    .
 5 135 2 55 5    2u5v.

1(1n2 3n

2(1n3 4n

3(1n 26 17 12n n 

 :
1(

   2 3 2 1 1n n   2 3n 1n

2(

   3 4 3 1 1n n   3 4n 1n

3(

   22 3 3 4 6 17 12n n n n    .
1n2 3n 3 4n 1n 26 17 12n n 

3 .
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
:a ،bc

abcaمع اbac                                           .
abالبرھان:

uv1aصحيحا u b v .
cاصحيحabc.

1a u b v  فيc نحصل على ،c a u cb v c .
abcab c vaa cua

a cu b c vac .

pيab:1خاصية

pa bpapb                                           .
paاpيabالبرھان: b .
pa

pa ; 1PGCD a p p1p.
ap

pa bapb.

a،bc:2خاصية

aامضاعفbcbcabc.
.a،bcabcلت:البرھان

abda db .
ac'd'a d c .

'db d c.
c'd ccdbcbcd

"d"d d c.
a db نحصل على"a d cbabc

11691631:مثال 1 6 9 1 6 24     243(
1169164164(

341169163 412
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2( 4;2 ;x y:9 16 4x y .
3(2 ;x y :9 16 4x y .

الحل:
1(9 16 0x y 9 16x y.

1616y169x16916بx

16xنضع  kk

9 16x y نحصل على 9 16 16k y9y k.
 16 ;9k kk 1777 1855

2 (9 4 16 2 36 32 4      4;29 16 4x y .
349 16 4x y  9نحصل على 16 4 0x y  .

9 4 16 2 4    9 16 9 4 16 2 0x y        9 4 16 2x y  .
1616( 2)y169تالي ل( 4)x169164بx

4نضع  16x k k16 4x k 

   9 4 16 2x y   نحصل على 9 16 16( 2)k y 9منه 2y k .
 16 4;9 2k k k

23

A2يقبل.
n 0 2n 1 2n.

 0 2n 0 2A.
 1 2n   5 1 6 2n  6 0 2   5 1 0 2n  0 2A

 0 2An: 0 2A.
A3.

n 0 3n 1 3n 2 3n.
 0 3n 0 3A.
 1 3n   5 1 6 3n  6 0 3   5 1 0 3n  0 3A.
 2 3n   13 1 27 3n  27 0 3   13 1 0 3n  0 3A.

 0 2A.n: 0 3A .
A2323A6 .
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ab0a b .

 nr ، nq ,nr PGCD a b1 1a q b r  ،2 1 2b q r r  ،1 2 2 3r q r r  ...

2 1 2n n nr q r r  

 nu nv0 0a u a v b  ،1 1b u a v b 1 1n n nr u a v b  

1 0 0,u v 1 1,u v.

2 2 2,u v1q.

33u3v2u2v2q.

44u4v.

51nu 1nv nq ،1nu ،nu،1nv nv.

6n  ،1 1n n n nu u q u  1 1n n n nv v q v  .

4B؛

4C؛

4B4C.

 gcd , 5p a b B،

0.

4F؛

4G؛

4F4G

 gcd , 5p a b .

H2H.
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لـِ 

»Fermat«.
papp 1 1pa  "

»Fermat«.
ل

1765 1548 1546 111109 1.
؟26121-93–51131–261
pي؟4p5a) هل يم3 1 1pa  ؟

؟

9a5pE } :;4;3; 21{E 

1 (kEkrkaعلىp.

1r،2r ،3r ،4r 1 2 3 4; ; ;r r r r هيE.
2(: 9 18 27 36 4 3 2 1 5      :    49 1 4 3 2 1 0 5       .
3(5 49 1.

pap. نسميE: 1;2;3;...; 1p

1krkaعلىp.kE  0؛kr .
2(k'kE:'k kr r 'k k ap'k k.
3(FkrkE .Fتشمل 1pE F.
4( 2 3 ... 1a a a p a     1 2 3 1... 1 2 3 ... 1pr r r r p         .

:      1 1 1 2 3 ... 1 0pa p p       .
5 (p1 1pa  .

ap pa ap.
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.موضوع محلول

1. E :109 226 1x y 
xy

109226
 E؟
 E

 141 226 ;68 109k k  ،
k.

dجـ
226e

109 1 226d e de.(

2.227
Aa226aنسمي.3  .

fgA . في نفسها
fa 109، باقي قسمةa؛227علىg

a 141، باقي قسمةa 227على.
 0 0g f   .
 0a A  ،

 226 1 227a .
.1جـ 0a A  ،

 g f a a   f g a a  ؟

.عـالیـقت.ل مختصرح
نحصل على .1 gcd 226,109 1p .

xy E

 141 226 ;68 109k k  141,68

 E109 141 226 68 1   .
109 226 109 141 226 68x y       109 141 226 68x y  

نسميها 'E .226 109 141x  gcd 226,109 1p 
226 141x 141 226x k  معk 
 'E68 109y k 226 141x k 109 68y k  مع

k  141 226 ;68 109k k  في E

   109 141 226 226 68 109 1k k   .
109) جـ 1 226d e 109 226 1d e 

226 141d k 109 68e k 0 226d 
0 226 141 226k  0k 141d 68e .

2.227 15,072272هي ،
3،5،7،11،13227227

3. 1090 0 227 0 0f   141
0 0f   

   141
0 0 227f    0 0g f   .

227a0 227a aيقبل لا
227 226 1 227a .

)جـ 0a A  ،     141
227g f a f a      

   109 227f a a     141141 109 227f a a  
   109 141 227g f a a   1.109 141 1 226 68   

 68109 141 226a a a  226 1 227a    68226 1 227a 

   68226 227a a a   227g f a a  
     109

227f g a g a           109141 227f g a a  
   227f g a a  

يفلـِ
a لا

227.
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.وجّھموضوع م

.نبیھت

(من بكالوریا).تمرین
ab

1.uv1au bv ab. فيما بينهما
2. 22 2 1a ab b  ab

3. ;a b 22 2 1a ab b  .
كل ثنائية  ;a b

ab a.
 1;1 ، 2;3 5;8

 ;a ba b2 2 0a b .
4 ;x y 1;1 ;y x x ;y y x

3

5. na ِ0: بـ 1 1a a 

n ،2 1n n na a a  .
n ، 1;n na a . هي حل

na1na 

.توجیھات
1.

2.111.

3.1ab 2 2 0a b  مع)a b. (

42 2x xy y 

 2 2x xy y  .

استعمل البرھان بالتراجع .5 1;n na a . هي حل
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تمارین تطبیقیة

الأعداد الأوّلیة .ـ 1

باستعمال 
1150.

1429

1429

nـ

aaيقبل قاسما 1 n.
هي : 30

2،3،5،7،11،13،17،19،23،29.
853

.
2513411023.

937 ،3705 ،1933 ،3411 ،1549 ،
4163.

n150

n

n7n 

n3.
n3 1k 3 1k  مع

k .
p5.

p

12 1k 12 1k 12 5k 12 5k 

kمع  .
2 11N p 

N 24على.

n3.
8 1n 013.

8 1n 

8 1n 

p5.
p2p 

1p 6

p3.
2 1p  8على.

n5n .
:ـ
1n ،3n ،7n  ،9n  ،13n  ،15n  ،

5.
، nـ

n2 3 2a n n  .
na

n
2 8 15n n 

nع
!نضع  1 2 3 ...n n     عاملي)n(

1 (b2007b .
2007!a b a. ليا

2007لـِ

3000لـِ 2

173

 ,x y
2 2 173x y .

pـ 

 ,x y2 2x y p .
  2 21 1a a a a   .



 22 1a a a      .

1

2

3

4

5

7

6

8

9

10

11

12

13

14

16

15

17

18
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aجـ ـ
4 2 1a a 

360 ،400 ،1980121.

4 5 22 3 5 7 11a     3؛ 22 3 7 11b    

1ab.
2a علىb؟

1725.
2725.
3 ,x y

2 2 725x y .
a2

2a2a.
a2.

p2ap

a.
N

n

240n

9

147.
14312a 

2a نحصل

؟1000
14032

2n: 1 4032n n  .
ـ المضاعف المشترك الأصغر لعددین .2

ab في كل

26aـ 12b .
18aـ 15b  .
12aجـ ـ  13b  .
230aـ 128b .

876aھـ ـ 1028b .

9 13

140 84
 55؛ 23

195 216
 82؛ 19

75 210
.

a

 ,56 392ppcm a .
 ,18 630ppcm a .

جـ ـ  , 42 882ppcm a .
n33528.
3n 

3528.
n.

7

5264.
n

 , 2 1ppcm n n .
2 2n 

4 2n  مع ،n

n .
 ,ppcm a b

  2 23 1 7 1n na     3 1 7 1n nb   .
n3.

  2 26 24 9a n n   ،
  2 23 3 18 6b n n n n    .

      2 2, 4 9 6,3ppcm a b n n ppcm  .

19

20

21
22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36
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 ,ppcm a b.
dab ،

2aab؟
256a 5040b .

ab ،
 gcd ,p a b ,ppcm a b.
 gcd ,p a b

 ,ppcm a b.
 gcd ,p a b ,ppcm a b

460845a 372645b .
 ,a b

ـ  
60

, 40

a b

ppcm a b

 
 

.

 
22932

, 98280

a b

ppcm a b

 
 

 .

 ,a b

   , 21 gcd ,ppcm a b p a b .
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المعادلات من الدرجة الثانیة . ـ 7

zكلا حل في 
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الأعداد المركبة والتحویلات النقطیة . ـ 9
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2n ،4 1ni i 
2009i.

Mz

أ ـ Re 3z  .ب ـ Im 2z  .
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2ب ـ 4 6 0z z z i   .
22جـ ـ

8 4z z i  .
zحل في 

2أ ـ 5 4z i z i  .
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جـ ـ 5 5 1 3 0z z z i   .
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z في كل
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.ةمارین تطبیقیت
ـ التشابھ المباشر في المستوي. 1
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4BC cm.
'CC AB.
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ـ تحدید التشابھ المباشر. 2
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Sk

.
أ ـ 0 ،2k  ،

2


 .

ـب i  ،2k  ،
4


 .

ـجـ 2i ،1

2
k  ،3

2


 .

د ـ 1 2i  ،1k  ، .

12 2
4

.

2 1;232

3

.

9

O

A B

D C

I

L J

K

M

10A

B C

K

11

'C

A

B C

'B

'A

G

12

A

C

B

H

13

A B

D C

14

A B

D C

O

C

15

16



180

3 3;0
1

36


.

T ;M x y

 ' '; 'M x y'x x y ' 1y x y  .
z'Mz'أ ـ

M.
.Tب ـ

'z a z b ab

a

1 (A ،B ،CD

A BsA

CBD.
2OAB

O ;
2

OA OB



 
C

 ABDC OB.
sأ ـ

s.
. Osب ـ

A،B،CD

i ،1 ،2 31 3i.
1s

 s A C s B D.
2s.

ABCD1

O ;
2

AB AD



 .

I AO.
Sأ ـ

 S A O S B I.
.Sب ـ
Sجـ ـ

 ; ;A AB AD
 

.

Sنسمي د ـ

 A D

خواص التشابھ المباشر. ـ 4

ABCA

 ;
2

AB AC



 
.

ABC

1SA2أ ـ
2

.

2SB1ب ـ
4


.

3SBجـ ـ
2

24

.

ABC

 ;
3

AB AC



 
G

ABC

كل
1SA2أ ـ

3


.

2SGب ـ
1

2

2

3


.

3SGجـ ـ
1

2
.

ABCDI

 ;
2

AB AD



 
.

Aأ ـ

CD .
Bـب

AI .
 1;0A ؛

 ' 3; 5A  ؛ 4;5B  ' 3;0B 

Sأ ـ  'S A A

  'S B B.
.Sـب

17

18

19

20
D C

BA

O

I24

23

22

21



181
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جـ ـ 1 1g O O.
gد ـ

1r1O،

2r1O
2

،3r

1O
2


.

.1S2Sھـ ـ
4
1hأ ـ r،2h r3h r.

1 ،23ب ـ

(*)
 ; ;O u v
 

2cm.
A،C،D

1 i ،1 ،3
1

2
2

i.

I

1.CA.
.CBCأ ـ

ب ـ ADC.
، A،Cجـ ـ
DCنسمي .B

C OA.
Oد ـ AB.

2.OADOCB

3.SOCBOAD.
Sأ ـ

Sب ـ

II

2Iأ ـ. 1
OA OB OC OD  .

.BzBب ـ
2.S.
3.S S.

  (*)
 ; ;O u v
 

T. نع

 M z ' 'M z

' 3 2 6z i z i   .
.Tأ ـ. 1

ب ـ " "M z'MT

"zz.
T T

x'y'M'أ ـ. 2

xyM.
TAب ـ

لاحقتها.
3.T

 'xxS

4.TA

3 d ،
1A.

1h T 

5.
T؟
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اختیار من متعـدداختیار من متعـدد

1(Mz

'M'z' 2 3z iz 

 3;2 .

3 6
;

5 5
   
 

.

 3;2.
2(3 ،

2

 1; 3

' 3 4z z     ؛' 3 1 3z i z i  ؛
' 3 4z i z        ؛' 3 4z i z .

1(
AB لاحقتيهما على

abMAB

MM

zلاحقة 

1

b ia
z

i





؛  4
i

z a e b a


   ؛

 a z i b z         ؛ 
2

b z a z


  .

2 (AB ؛
I ABf

A2
2

3


g

A
1

23



hI.
h g f AB

h g f  AB.
h g f 
h g f AB


.

أصحیح أم خطأ ؟أصحیح أم خطأ ؟

1(2z iz
4.

2(3 4z z 3.
3( 1z i z

4

.

4(3 3z iz i 
3

2

.

1
2
3

4


: بـ5
 'z a bi z  معab

 22؛S
 M z ، ' 'M z

3 3 1 3
'

4 2

i i
z z
    
       
   

.

1S

2S.
3'MM'M.
4 ( '; 2

6
M M k


    
 

kمع  .

5;
6

O
  

 
RS R

ـبـأ

ـدـجـ

ـأ
ـب
ـجـ
ـد

ـأ
ـجـ

ـب
ـد

ـأ
ـب

ـجـ

ـد
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fdW

| |.| | .cosw f d x

| |f| |dx

نتقال .

ي






Maxwell1831–1879(
Lorentz1853–1928(

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نشاط أول

ABCdA ،B'B ) علىd ، (C'

C ) علىd ، (B''B' ) علىAC ، (C''

C' ) علىAB . (IB' B''C' C''(.
1. . ' '. 'AB AI AB AC AB AC 

   
. . ' '. 'AC AI AC AB AC AB 

   

2AIBC.

ثاننشاط 

 ,v u
 

شعاعان من المستوي 

4)   بین أن 1 .u v u v u v   
     

و     2u v u v u v    
    

بي) 2    2 2
u v u v u v    

    

3 (

الثثنشاط 
ABC ، مثلث كیفيA' ،B' وC' المساقط العمودي للنقطA ،B وC ) علىBC ، (

)AC ) و (ABعلى التراتیب ( .H ) نقطة تقاطعBB' ) و (CC'. (
.) أحسب :  1 CH.   و AB BH AC

  

AH.) أحسب :  2 BC


3

O , I , J ) ، (Cرابعنشاط 
2 2 2 4 1 0x y x y     .T ) 4 ; 3ها(

1HRT.
2TCABABC'(

HT. [
3C'AB.
4
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خامسنشاط 

A ،B نقطتان متمایزتان من المستوي حیثAB = 2 .E مجموعة النقطM من المستوي

.حیث  3
MA

MB


1ME2 29 0MA MB 

2GA , 1 (, )B , 3KA , -1 (,)B , -3(
-GKE(

32 29MA MBو  MGMK
 

E(

 , ,O i j
 

2 , 5 )-A(d(
3 1y x  .

1HA ) علىdHAH.
2  (af2( ) 10 28 20f x k k  

fلة- 

b (Md2AMx

-Ad. (

سابع
OADBCFGE ،IDBEG4 ،LK

5

8
CL CE
 5

8
AK AF
 

 , , ,O i j k
  1 1

  ,
4 4

k OC j OA 
   

1A ،C ،E ،I ،KL

2KIL 0,1لى ةK LI

2لكاشي 3 2 2 2 .cosa b c bc    ،(
0,1Kلى  C I

4Sw( 2 ; 2 ; 2 ) لO

S

Sz = 0

A B



C

ab

c
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

1.
u


v


A ،BC

v,   ح AC u AB 
   

PA ،BC

u


،v


AB


،AC


P(

 2 2 21
.

2
u v u v u v   
     

u


v


P(

uنتائج :


،v


k
21

.
2

u u u
  

  ،. .u v v u
   

   ،( ). .( ) ( . )k u v u kv k u v 
     

  ،2 2 2
2 .u v u u v v   

     

w : خاصية و v ، u
  

). لدینا أشعة من الفضاء  ) . .u v w u v u w  
      

   :u


v


. 0u v 
 

 :0


.

ليلة : 
( ', ', ') )  و , , )v x y z u x y z
 

. . ' . ' . 'u v x x y y z z  
 

)نتيجة  , , ) )  و , , )B B B A A AB x y z A x y z

2 2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB x x y y z z     

A B

C
( )P

v


u

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1:
ABCDEFGH.

AGCFH(.

یكفيما على مستوثبات أن مستقیما عموديلإ
أن نثبت أن ھذا المستقیم عمودي على مستقیمین متقاطعین 

من المستوي 
:

CFHFHFC يF.
AG. ( ).FH = AE . .FH AE EG FH EG FH  
       

.
EFGH منه. 0EG FH 

 
.

AEFGH. 0AE FH 
 

،. 0AG FH 
 

AG. ( ).FC = AB . .FC AB BG FC BG FC  
       

.
BCGF. 0BG FC 

 
.

ABBCF ، (. 0AB FC 
 

،. 0AG FC 
 

AGHFFCCFH( ،AG (
CFH. (

2:
D(2; -1; 0)  ,  C(-2; 0; 1)  ,  B(3; 1; -2)  ,  A(-1; -2; 0)

1ABCD
2AB )AC

1 4 4

2 CD   و 1   ، AB 3

1 1 2

AC

     
          
           

  

1 (. 16 3 2 15 0AB CD     
 

ABCD

2 (. 4 6 2 0AB AC     
 

ABAC (

G
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

PM )DM

 )P (MDM

 )PM' )                             .DM'.
M'M على( P )M'M ) علىD(

:نتائج
A ،BPC ) لىP (

. . 'AB AC AB AC
   

C'C ) علىP(

و  u 0v CD AB  
    

. . ' 'AB CD AB C D
   

C'D'CD

AB(

ABCDEFGHaن:مثال

. .AB EG AB EF
   

2.AB AB a 
 

M

'M

( )D

M

'M ( )D

B
A

C

'C

D

'D

H

A

B
D

C

F

E

G

a

C

'C
B

A
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3:

1 (SW( 2 , 1 , 0 )2S(
2S'ABA ( 1 , 0 , -2 ) ،B( 0 , - 1 , 2 )

aC( a , 1 , 0 )S'. (
:

 )S : (2 2 2( 2) ( 1) 2x y z    

2 2 2 4 2 3 0x y z x y     S(

MS'  يعني (( 1) ( 1) ( 2)( 2) 0x x y y z z      

2 2 2 4 0x y z x y     S'(

4:
ABCDEFGHهa.

.AE HC
 

.

:

.AE AE 
 

 )AECD

2a 

H

A

B
D

C

F

E

G

a
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
1

P(P(
n:نتيجة


Pn


P. (

n


P. (


u


 .A

M. 0n AM 
 

PAn


DAn


PAn


MPAM


P. 0n AM 
 

M. 0n AM 
 

HMD (
. 0n AH 
 

. 0n AM 
 

AH


n


0AH 
 

0n 
 

)DAMPعلى ( A = H،Mبالتالي 
)خاصية ; ; )n a b c


0ax by cz d   

d

M( x ; y ; z )0ax by cz d   a ،bc

( ; ; )n a b c


 :( ; , )A A AA x y zP( ; ; )n a b c


P (
M( x ; y ; z )P. 0n AM 

 

( ) ( ) ( ) 0A A Aa x x b y y c z z     

0A A Ad ax by cz    0ax by cz d   

n


a ،b ،c

EM( x ; y ; z )0ax by cz d   

a ،b ،c0a ( ;0;0)
d

A
a
 .AE (

( ; ; )n a b c


M( x ; y ; z )

. ( )
d

AM n a x by cz ax by cz d
a

       
 

ME يعني (. 0AM n 
 

EAn


( ; ; )o i j
 

0zهي   )PP'n


،'n


ل
( ; ; )o j k

 
0xهي   )PP'k. 'n k n

 

( ; ; )o i k
 

0yهي   )PP'. ' 0n n 
 
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5:( ; ; ; )O i j k
  

2 ; 0 ; 1 )-A(

B( 1 ; 0 ; -3 ) ،C( 1 ; - 1 ; 2 ).
1.A ،BC
2.ABC. (
3.PABC



:

1 (
3

0

4

AB

 
 
 
  

3

1

1

AC

 
  
 
 


نلاح

AB AC
x x 

AB AC
y y 

AB


 ،AC


A ،B ،C

2ABCn


AB


 ،AC


. 0n AB 
 

 ،. 0n AC 
 

n


3هي حل للجملة :   4 0

3 0

a c

a b c

 
   

= 4a= 3c= 15b

4

14

3

n

 
 
 
 
 



3M( x ; y ; z )ABC. 0AM n 
 

4( 2) 15 3( 1) 0x y z    4 15 3 5 0x y z   P(
6:( ; ; ; )O i j k

  
)0; 0 ;1A(

B( 0 ; 1 ; 0 ) ،C( 0 ; 0 ; 1 ).
1A ،B ،C
2PABCO

:

1 (
1

1

0

AB

 
 
 
 
 

1

0

1

AC

 
 
 
 
 

a

n b

c

 
 
 
 
 


ABC

0

0

a b

a c

  
  

a = b = c

a = 1م
1

1

1

n

 
 
 
 
 



M( x ; y ; z )ABC. 0AM n 
 

1 0x y z   

1 0x y z   ABC(
2M( x ; y ; z )P. 0OM n 

 

0x y z  P(
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
P0ax by cz d    ،   , , 0,0,0a b c 

A ; ;A A Ax y z.

AP
2 2 2

A A Aax by cz d

a b c

  

 
.


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حساب الجداء السلمي في الفضاء
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اءالتعامد في الفض
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تصعد على ھذا السلم ...                                                                                       أنك نفسك تخیلجیدا و أنظر
؟!ھل أنت فعلا تصعد 
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خاصية :


1( )P ،2( )P ،3( )P1n


 ،2n


 ،3n



1 (1( )P ،2( )P

1( )P ،3( )P1( )P ،3( )P

1 2 3( ) ( ) ( )P P P  1 2 3( ) ( ) ( )P P P  

1 (1( )P ،2( )PD(
 )D3( )P )D3( )P

 )D3( )P )D 3في( )P

 1 2 3( ) ( ) ( )P P P I  
1 2 3( ) ( ) ( )P P P  1 2 3( ) ( ) ( ) ( )P P P D  

1( )P

2( )P

3( )P

( )D

1( )P
2( )P

2( )P
3( )P

1( )P

2( )P

3( )P

( )D

1( )P

2( )P
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