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 : 1 ج 34 ص 85 تمرين حل ال
 : حساب النهايات التالية باستعمال تعريف العدد المشتق
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cos lim 

2 
x 

x 

x 
π π → 

  
  
  
  − 
  

: 

: حيث f نضع دالة cos f x x a ٬ ومنه الدالة f معرفة و قابلة للاشتقاق عند 
2 
π و عددها المشتق هو : 

( ) 

2 2 2 

cos cos 
cos 2 2 ' lim lim lim 

2 
2 2 2 

x x x 

f x f x 
x f 

x x x 
π π π 

π π 
π 

π π π → → → 

          − −                     = = =     
        − − − 

          

' ( ) ولدينا sin f x x = ' ٬ ومنه − sin 1 
2 2 

f π π     = − = −     
    

 : إذن ٬
2 

cos lim ' 1 
2 

2 
x 

x  f 
x 

π 

π 
π → 

  
    = = −     

    − 
  

. 

 : 1 ج 34 ص 86 تمرين حل ال

 ستعمال النهايتين ا ب حساب النهايات التالية
0 

sin lim 1 
x 

x 
x → 

  =     
 ٬ وَ

0 

tan lim 1 
x 

x 
x → 

  =     
: 

• 
0 

sin 3 lim 
x 

x 
x → 

  
    

: 

 لدينا
0 0 0 

sin3 sin sin lim lim 3 3 lim 3 1 
x x x 

x x x 
x x x → → → 

        = = = ×                 
 ٬ ومنه

0 

sin 3 lim 3 
x 

x 
x → 

  =     
. 

• 
0 

tan 3 lim 
x 

x 
x → 

  
    

: 

 لدينا
0 0 0 

tan3 tan tan lim lim 3 3 lim 3 1 
x x x 

x x x 
x x x → → → 

        = = = ×                 
 ٬ ومنه

0 

tan 3 lim 3 
x 

x 
x → 

  =     
. 

• 
0 

sin 3 lim 
2 x 

x
x → 

  
    

: 

 لدينا
0 0 0 

sin3 3 sin 3 sin 3 lim lim lim 1 
2 2 2 2 x x x 

x x x 
x x x → → → 

        = × = = ×                 
 ٬ ومنه

0 

sin3 3 lim 
2 2 x 

x
x → 

  =     
. 

• 
0 

tan lim 
4 x 

x 
x → 

  
    

: 

 لدينا
0 0 0 

tan 1 tan 1 tan 1 lim lim lim 1 
4 4 4 4 x x x 

x x x 
x x x → → → 

        = × = = ×                 
 ٬ ومنه

0 

tan 1 lim 
4 4 x 

x 
x → 

  =     
. 
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• 
0 

sin lim 
x 

ax 
bx → 

  
    

: 

 لدينا
0 0 0 

sin sin sin lim lim lim 1 
x x x 

ax a x a x a 
bx b x b x b → → → 

        = × = = ×                 
 ٬ ومنه

0 

sin lim 
x 

ax a 
bx b → 

  =     
. 

• 
0 

tan lim 
x 

ax 
bx → 

  
    

: 

 لدينا
0 0 0 

tan tan tan lim lim lim 1 
x x x 

ax a x a x a 
bx b x b x b → → → 

        = × = = ×                 
 ٬ ومنه

0 

tan lim 
x 

ax a 
bx b → 

  =     
. 

 : 1 ج 34 ص 87 تمرين حل ال
 : حساب النهايات التالية

1 ( 
1 

1 8 3 lim 
1 x 

x 
x →− 

  − − 
  +   

: 

: حيث f نضع دالة 1 8 f x x − a ٬ ومنه الدالة f و عددها المشتق − 1 معرفة و قابلة للاشتقاق عند 

 ( ) ( ) ( ) : هو
( ) 1 1 1 

1  1 8 9 1 8 3 ' 1 lim lim lim 
1 1 1 x x x 

f x f  x x f 
x x x →− →− →− 

      − − − − − − 
− = = =       − − + +       

 ( ) ولدينا 8 4 ' 
2 1 8 1 8 

f x 
x x 

− − 
= = 

− − 
 ( ) ٬ ومنه

( ) 
4 4 4 ' 1 

3 9 1 8 1 
f − − 

− = = = − 
− − 

 ( ) : إذن
1 

1 8 3 4 lim ' 1 
1 3 x 

x  f 
x →− 

  − − 
= − = −   +   

. 

2 ( 
2 

3 

9 lim 
3 x 

x 
x + → 

  − 
  

−     
: 

: 2 حيث f نضع دالة 9 f x x − a ٬ ومنه الدالة f و عددها المشتق 3 معرفة و قابلة للاشتقاق عند 

 ( ) ( ) ( ) : هو 2 2 

3 3 3 

3  9 9 9 9 ' 3 lim lim lim 
3 3 3 x x x 

f x f  x x f 
x x x + + + → → → 

    −   − − − − 
= = =       − − −           

 ( ) ولدينا
2 2 

2 ' 
2 9 9 

x x f x 
x x 

= = 
− − 

 ( ) ٬ ومنه 3 ' 3 
0 

f + = = +∞ 

 ( ) : إذن
2 

3 

9 lim ' 3 
3 x 

x  f 
x + → 

  − 
= = +∞   

−     
. 

3 ( 
2 

3 

9 lim 
3 x 

x 
x − →− 

  − 
  

+     
: 

: 2 حيث f نضع دالة 9 f x x − a ٬ ومنه الدالة f و عددها المشتق − 3 معرفة و قابلة للاشتقاق عند 

 ( ) ( ) ( ) : هو 2 2 

3 3 3 

3  9 9 9 9 ' 3 lim lim lim 
3 3 3 x x x 

f x f  x x f 
x x x − − − →− →− →− 

    − −   − − − − 
− = = =       + + +           

 ( ) ولدينا
2 2 

2 ' 
2 9 9 

x x f x 
x x 

= = 
− − 

 ( ) ٬ ومنه
2 

3 ' 3 
9 

f 
x 
− 

− = 
− 
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 ( ) : إذن
2 

3 

9 lim ' 3 
3 x 

x  f 
x − →− 

  − 
= − = +∞   

+     
. 

4 ( 
3 

1 2 lim 
3 x 

x 
x → 

  + − 
  −   

: 

: حيث f نضع دالة 1 f x x + a ٬ ومنه الدالة f و عددها المشتق هو 3 معرفة و قابلة للاشتقاق عند 

( ) ( ) ( ) 
3 3 3 

3  1 3 1 1 2 ' 3 lim lim lim 
3 3 3 x x x 

f x f  x x f 
x x x → → → 

    −   + − + + − 
= = =       − − −       

 ( ) ولدينا 1 ' 
2 1 

f x 
x 

= 
+ 

 ( ) ٬ ومنه 1 1 1 ' 3 
4 2 3 1 2 4 

f = = = 
+ 

 ( ) : إذن
3 

1 2 1 lim ' 3 
3 4 x 

x  f 
x → 

  + − 
= =   −   

. 

5 ( 
2 4 

2 lim 
5 4 x 

x 
x x → 

  − 
  − +   

: 

 ( ) نضع دالة 2 g x x =  ( ) و دالة أخرى − 2  5 4 h x x x = −  ( ) ( ) ٬ ومنه لدينا الدالة +
( ) 

g x 
f x 

h x 
= : 

 ( ) : أي أن 2 

2 
5 4 
x f x 

x x 
− 

= 
− + 

 ( ) للدالة 4 لدينا العدد المشتق عند 2 g x x =  : هو −

( ) ( ) ( ) 
4 4 4 

4  2 4 2 2 ' 4 lim lim lim 
4 4 4 x x x 

g x g  x x g 
x x x → → → 

    −   − − + − 
= = =       − − −       

 ( ) للدالة 4 ولدينا العدد المشتق عند 2  5 4 h x x x = −  : هو +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2  2 

4 4 4 

5 4 4 5 4 4 4  5 4 ' 4 lim lim lim 
4 4 4 x x x 

x x h x h  x x h 
x x x → → → 

  − + − − + −     − + 
  = = =     − − −         

 ( ) ( ) : فإن 4 د قابلتان للاشتقاق عن h وَ g وبما أن الدالتان : إذن
( ) 4 

' 4 
lim 

' 4 x 

g 
f x 

h → 
' ( ) حيث = 4 0 h ≠ . 

 2 ( ) : لأنه لدينا 2 2 4 4 4 4 

2 
2 4 2 4 lim lim lim lim 

5 4  4 5 4 5 4 
4 

x x x x 

x 
x x x x  f x 

x x  x x x x x 
x 

→ → → → 

  − 
      − − − − = × = =       − + − − + − +       
  −   

. 

 ( ) ولدينا كذلك 1 ' 
2 

g x 
x 

' ( ) وَ ٬ = 2 5 h x x = − 

 ( ) ومنه 1 1 ' 4 
4 2 4 

g = ' ( ) ( ) وَ = 4 2 4 5 3 h = −  ( ) ( ) أي أن ٬ =
( ) 4 

1 
' 4  1 1 1 4 lim 
' 4 3 4 3 12 x 

g 
f x 

h → 
= = = × = . 

 : إذن
2 4 

2 1 lim 
5 4 12 x 

x 
x x → 

  − 
=   − +   

. 

6 ( 
2 0 

lim 
x 

x x 
x x x → 

  + 
  

+ −   
: 
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g ( ) نضع دالة x x x =  ( ) و دالة أخرى + 2 h x x x x = +  ( ) ( ) ٬ ومنه لدينا الدالة −
( ) 

g x 
f x 

h x 
= : 

 ( ) : أي أن
2 

x x f x 
x x x 

+ 
= 

+ − 
g ( ) للدالة 0 لدينا العدد المشتق عند x x x =  : هو +

( ) ( ) ( ) 
0 0 0 

0  0 0 ' 0 lim lim lim 
0 x x x 

g x g  x x x x g 
x x x → → → 

    −   + − − + 
= = =       −       

 ( ) للدالة 0 ولدينا العدد المشتق عند 2 h x x x x = +  : هو −

( ) ( ) ( )  2 2 2 

0 0 0 

0  0 0 0 ' 0 lim lim lim 
0 x x x 

h x h  x x x x x x h 
x x x → → → 

    −   + − − + − + − 
= = =       −           

 ( ) ( ) : فإن 4 قابلتان للاشتقاق عند h وَ g وبما أن الدالتان : إذن
( ) 0 

' 0 
lim 

' 0 x 

g 
f x 

h → 
' ( ) حيث = 0 0 h ≠ . 

 ( ) : لأنه لدينا
2 2 2 0 0 0 0 

lim lim lim lim 
x x x x 

x x 
x x x x x x  f x 
x x x x x x x x x x 

x 

→ → → → 

  + 
      + +   = × = =     
  + − + − + −     
    

 ( ) ولدينا كذلك 1 ' 1 
2 

g x 
x 

=  ( ) ٬ وَ +
2 

2 1 ' 1 
2 
x h x 
x x 

+ 
= − 

+ 

 ( ) ومنه 1 ' 0 1 1 
2 0 

g = +  ( ) ( ) وَ =
2 

2 0 1 
' 1 1 

2 0 0 
h x 

+ 
= − = − 

+ 
 ( ) ( ) أي أن ٬

( ) 0 

' 0  1 lim 1 
' 0 1 x 

g 
f x 

h → 
= = = − 

− 
. 

 : إذن
2 0 

lim 1 
x 

x x 
x x x → 

  + 
= −   

+ −   
. 

 : 1 ج 34 ص 88 تمرين حل ال

 د باستعمال تعريف العدد المشتق عن النهاية التالية حساب
3 
π لكل من الدالتين sin 3 x x a َ2 وcos 1 x x − a : 

3 

sin 3 lim 
2cos 1 x 

x 
x π 

→ 

  
  −   

: 

 ( ) نضع دالة sin 3 g x x = و دالة أخرى ( )  2cos 1 h x x =  ( ) ( ) دالة ال ٬ ومنه لدينا −
( ) 

g x 
f x 

h x 
= : 

 ( ) : ي أن أ sin 3 
2cos 1 

x f x 
x 

= 
− 

 لدينا العدد المشتق عند
3 
π للدالة ( )  sin 3 g x x = هو : 

( ) 

3 3 3 3 

sin 3 sin 3 
sin 3 sin sin 3 0 3 3 ' lim lim lim lim 

3 
3 3 3 3 

x x x x 

g x g x 
x x g 

x x x x 
π π π π 

π π 
π π 

π π π π → → → → 

            − −             − −           = = = =       
          − − − − 

            

 ولدينا العدد المشتق عند
3 
π للدالة ( )  2cos 1 h x x =  : هو −
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( ) 

3 3 3 3 

1 2cos 1 2cos 1 2cos 1 2 1 
2cos 1 3 3 2 ' lim lim lim lim 

3 
3 3 3 3 

x x x x 

h x h x x 
x h 

x x x x 
π π π π 

π π 
π 

π π π π → → → → 

              − − − − − − −               −               = = = =     
          − − − − 

              

 قابلتان للاشتقاق عند h وَ g وبما أن الدالتان : إذن
3 
π فإن : ( ) 

3 

' 
3 lim 

' 
3 

x 

g 
f x 

h 
π 

π 

π → 

  
  
  = 
  
  
  

' حيث 0 
3 

h π   ≠   
  

. 

 ( ) : لأنه لدينا
3 3 3 3 

sin 3 

sin 3 sin 3 3 3 lim lim lim lim 2cos 1  2cos 1 2cos 1 
3 

3 

x x x x 

x 

x x x x  f x x  x x x 
x 

π π π π 

π π 

π 
π 

→ → → → 

  
    − −         = × = =     − − −       −     −     

. 

' ( ) ولدينا كذلك 3cos3 g x x = َو ( ) ' 2sin h x x = − 

' ( ) ومنه 3cos3 3cos 3 1 3 
3 3 

g π π π     = = = − = −     
    

' 3 وَ 2sin 2 3 
3 3 2 

h π π     = − = − × = −     
    

 ( ) أي أن
3 

' 
3 3 3 3 3 3 3 lim 3 

3 3 3 3 3 ' 
3 

x 

g 
f x 

h 
π 

π 

π → 

  
  − ×   = = = = = = 
  − × 
  
  

. 

 : إذن
3 

sin 3 lim 3 
2cos 1 x 

x 
x π 

→ 

  =   −   
. 

 : 1 ج 34 ص 89 تمرين حل ال

 لمشتق عند حساب النهاية التالية باستعمال تعريف العدد ا
4 
π لكل من الدالتين tan x x a َ2 وcos 2 x x − a : 

4 

tan 1 lim 
2cos 2 x 

x 
x π 

→ 

−   
  −   

: 

 ( ) نضع دالة tan 1 g x x =  ( ) و دالة أخرى − 2 cos 2 h x x =  ( ) ( ) ٬ ومنه لدينا الدالة −
( ) 

g x 
f x 

h x 
= 

 ( ) : أي أن tan 1 
2cos 2 

x f x 
x 

− 
= 

− 

 لدينا العدد المشتق عند
4 
π للدالة ( )  tan 1 g x x =  : هو −

( ) 

4 4 4 4 

tan 1 tan 1  tan 1 1 1 tan 1 4  4 ' lim lim lim lim 
4 

4 4 4 4 
x x x x 

g x g  x  x x g 
x x x x 

π π π π 

π π 
π 

π π π π → → → → 

          − − − +           − − + −       = = = =         
          − − − − 

          

 ولدينا العدد المشتق عند
4 
π للدالة ( )  2 cos 2 h x x =  : هو −
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info@eddirasa.com : البريد الإلكتروني



12 
 mehdi.com ‐ www.fanit عن موقع

( ) 

4 4 4 4 

2 2cos 2 2 2 2 cos 2 2cos 2  2  2cos 2 4 4 ' lim lim lim lim 
4 

4 4 4 4 
x x x x 

x h x h x 
x h 

x x x x 
π π π π 

π π 
π 

π π π π → → → → 

              − − +     − − − +           −               = = =               − − − −                 

 قابلتان للاشتقاق عند h وَ g وبما أن الدالتان : إذن
4 
π فإن : ( ) 

4 

' 
4 lim 

' 
4 

x 

g 
f x 

h 
π 

π 

π → 

  
  
  = 
  
  
  

' حيث 0 
4 

h π   ≠   
  

. 

 ( ) : لأنه لدينا
4 4 4 4 

tan 1 

tan 1 tan 1 4 4 lim lim lim lim 
2cos 2 2cos 2 2cos 2 

4 
4 

x x x x 

x 

x x x x  f x 
x x x x 

x 

π π π π 

π π 

π 
π 

→ → → → 

  − 
      − −   − −     = × = =       − − −     −       −     

. 

 ( ) نا كذلك ولدي 2 ' 1 tan g x x = ' ( ) وَ + 2sin h x x = − 

2 ومنه 2 ' 1 tan 1 1 2 
4 4 

g π π     = + = + =     
    

' 2 وَ 2sin 2 2 
4 4 2 

h π π     = − = − × = −     
    

 ( ) أي أن
4 

' 
2 2 2 2 2 4 lim 2 

2 2 2 2 ' 
4 

x 

g 
f x 

h 
π 

π 

π → 

  
  ×   = = = − = = 
  − × 
  
  

. 

 : إذن
4 

tan 1 lim 2 
2cos 2 x 

x 
x π 

→ 

−   =   −   
. 

 : 1 ج 34 ص 90 تمرين حل ال

 : إثبات أنّ •
0 

sin 2 lim 2 2 
1 cos x 

x 
x > → 

  =   −   
: 

( ) 
2 2 0 0 0 

sin 2 1 cos sin 2 sin 2 1 cos lim lim lim 
1 cos 1 cos 1 cos  1 cos x x x 

x x x x x 
x x x  x > > > → → → 

    + +   = × =       − − +   −       

( ) ( ) 
2 0 0 

sin 2 1 cos sin 2 1 cos 
lim lim 

sin sin x x 

x x x x 
x x > > → → 

    + + 
= =     

        
2 لأنه 2 cos sin 1 x x + ٬ 2 أي أن = 2 sin 1 cos x x = − 

 ومنه نجد
0 0 

sin 2  1 cos  1 1 cos 2 lim 2 lim 2 sin  1 x x 

x  x  x x 
x 
x 

> > → → 

  +     × + 
= × = ×     

    
  

( ) 2 1 cos 0 2 2 = + = 

 لأن
0 

sin lim 1 
x 

x 
x → 

  =     
 : إذن ٬

0 

sin 2 lim 2 2 
1 cos x 

x 
x > → 

  =   −   
 ( ) : إثبات أنّ •

2 

lim 2 tan 2 
x 

x x 
π 

π 
→ 

− =     : 

 نضع
2 

Y x π 
=  ٬ ومنه −

2 
x Y π 

=  ٬ أي أنه لمّا +
2 

x π 
 . → Y 0 فإن →
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 ( ) ومنه نجد
0 

2 

lim 2 tan lim 2 tan 
2 2 Y x 

x x Y Y 
π 

π π π π 
→ → 

        − = − + +                     

( ) ( ) 
0 0 

lim 2 tan tan lim 2 tan 
2 Y Y 

Y Y Y Y π 
→ → 

  = − + = −         

 ومنه
0 0 0 

2 
2 2 lim lim lim 2 tan tan tan Y Y Y 

Y 
Y  Y 

Y Y Y 
Y Y 

→ → → 

    
    −   = = = =       −       
    

 لأن
0 

tan lim 1 
Y 

Y 
Y → 

  =     
 ولمّا

2 
x π 

 → Y 0 فإن →

 ( ) : إذن
2 

lim 2 tan 2 
x 

x x 
π 

π 
→ 

− =     

 : إثبات أنّ •
0 

sin lim 2 
1 1 x 

x 
x → 

  =   + −   
: 

 ( ) نضع دالة sin g x x = و دالة أخرى ( )  1 1 h x x = +  ( ) ( ) ٬ ومنه لدينا الدالة −
( ) 

g x 
f x 

h x 
= : 

 ( ) : أي أن sin 
1 1 
x f x 

x 
= 

+ − 
 ( ) للدالة 0 لدينا العدد المشتق عند sin g x x = هو : 

( ) ( ) ( ) ( ) 
0 0 0 

0 sin sin 0  sin ' 0 lim lim lim 
0 x x x 

g x g x  x g 
x x x → → → 

− −       = = =       −       
 ( ) للدالة 0 ولدينا العدد المشتق عند 1 1 h x x = +  : هو −

( ) ( ) ( ) 
0 0 0 

0  1 1 0 1 1 1 1 ' 0 lim lim lim 
0 x x x 

h x h  x x h 
x x x → → → 

    −   + − − + + + − 
= = =       −       

 ( ) ( ) : فإن 0 لتان للاشتقاق عند قاب h وَ g وبما أن الدالتان : إذن
( ) 0 

' 0 
lim 

' 0 x 

g 
f x 

h → 
' ( ) حيث = 0 0 h ≠ . 

 ( ) : لأنه لدينا
0 0 0 0 

sin 
sin sin lim lim lim lim 

1 1 1 1 1 1 x x x x 

x 
x x x x  f x 
x x x x 

x 

→ → → → 

  
      = × = =       + − + − + −       
    

. 

' ( ) ولدينا كذلك cos g x x = َو ( )  1 ' 
2 1 

h x 
x 

= 
+ 

' ( ) ومنه 0 cos0 1 g =  ( ) وَ = 1 1 ' 0 
2 2 0 1 

h = = 
+ 

 ( ) ( ) أي أن
( ) 0 

' 0  1 2 lim 1 2 1 ' 0 1 
2 

x 

g 
f x 

h → 
= = = × = . 

 : إذن
0 

sin lim 2 
1 1 x 

x 
x → 

  =   + −   
. 
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