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N.B : a chaque utilisation d'un théoréme ou d’autre résultat du cours, rappeler soigneusement (et vérifier)
les hypothéses sous lesquelles il peut s’appliquer, faute de quoi la conclusion n’a pas de valeur.
Exercice 1 :(4 pts) (Interpolation de Newton)

Calculer les coefficients ¢ du polyndéme d’interpolation P3, qui interpole la fonction f définie par:

Dans la base de Newton, et ecrire P3(x).

N.B: Le calcul doit étre indiqué clairement et en détail.
Exercice 2 :(6 pts) (Erreur d’interpolation)

On considére une fonction

f:[-1,1]—-R.

Soit p le polynome de degré un qui interpole f pour le support {zg,x1}.
1. Etudier la fonction
z— (x—1)(x+1) pour z € [-1,1].

2. Meme question pour la fonction

(o) (o42)

3. Pour réaliser une interpolation numérique d’une fonction
f:[-1,1]—-R.

quels points de support {xg, 1} doit on choisir {zg,z1} = {—1,1} ou {xg,z1} = {—?, 72}7 pourquoi?

4. Déterminer le polynéme d’interpolation de degré 1 de

.’IJ'—>.’E3

_V2 V2

2172
5. En utilisant votre calculatrice, dites parmis les support suivants, lequel vous choisiriez pour une
interpolation & trois points:

qui interpole f sur { } et donner une majoration de lerreur pour tout z € [—1,1].

a) {—1,0,1}, b) {—?,O,\f}, c) {—?,O,\f}

Vous expliquerez en quoi la calculatrice vous aide & prendre votre décision.

Exercice 3:(4 pts) (Erreur d’intégrale).

Trouver le nombre N de subdivisions nécessaires de I'intervalle d’intégration [—7, 7|, pour évaluer a
0.5 x 103 prés, grace a Simpson, l'intégrale:

K

1= /cosxda:.

—T



Exercice 4:(6 pts)
On définit la fonction

1
9(x) =7
Calculer
xr
F(z) = /g(t)dt x <1
0
1. Quelle est la valeur de F(z) en z = 27
2. Donner le degré et I’expression du polynome de Lagrange qui interpole la fonction g aux points 0, 5,
2
go
3. Trouver des coefficients cg, ¢ et ¢z tels que pour tout polynome p de degré inferieur ou égal & 2, on ait

P(z)dx = coP(0) + c1 P(1) + c2 P(2).

S

En utilisant un changement de variable, déduire de la formule précedent les coéfficients dy, d; et do tels
que pour tout polynome ¢ de degré inférieur ou égal & 2, on ait

2
1 2
/q )z = dog(0) + d1q(3) + daq ).
0

Utilser cette formule pour donner une valeur approchée de In 3.

N.B : La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans I’appréciation des copies.

Kh. ZENNIR et S. BENAMMAR
BON COURAGE
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Exercice 1 :(4 pts)
Pour calculer les coefficients de p3(t) dans la base de Newton, nous sommes conduits a construire le
tableau pour n = 3, ce qui avec les données de I’exercice nous donne {3 pts|

k=0 k=1 k=2 k=3

to=0 f(to) =1/2

1 =1 f(t) =1 f(to,t1) =1/2

ta=2  f(ta) =2 ft,t2) =1 f(to,t1,t2) = 1/4

ts=3 f(ts)=—1/2 f(ta,t3) = —5/2 f(ti,ta,t3) =T[4 [(to,t1,t2,t3) = —2/3

On peut donc écrire p3(t) de la facon suivante : [1_Pts|

Py(z) = % + %H— it(t - ;t(t S (- 2)
Exercice 2 :(6 pts)
1. On étudie la fonction f(z) = (x — 1)(z + 1) sur [-1, 1], tragons le graph. 1L pts
2. On étudie la fonction f(x) = (z — v/2/2)(z + v/2/2) sur [—1, 1], tracons le graph. [I_pts
3. On choisit le support {—\/5/2, \/5/2} . En effet si P est le polynome d’interpolation d’une fonction f
pour un support a deux points {z, z1 } 'erreur commise en remplagant la valeur f(z) par p(z) est donnée
en fonction de ¢ (qui dépend de z) par lexpression suivante:

_ P

e(z) 5 (z—20) (& —11)

Ainsi pour controler I'erreur on peut chercher a majorer ) sur [—1,1] et (z — 2¢) (z — 1) sur [—1,1].
Or les questions 1 et 2, montrent que
1

sup |[(z —xp) (x — 1) = 3
ze[—1,1]

losque {zo, 21} = {—Vv2/2,v2/2} et [0-5 pts

sup |(z—zo)(z—xq)| =1
z€[—1,1]

losque {zg,z1} = {—1,1}. On minimisera donc I'erreur en prenant le support {—v/2/2,v/2/2} .
4. P(z) = 1z, la formule de D’erreur donne

e(z) = % (:E— \/5/2) (:C+ \/5/2> s €[-1,1].

En majorant ¢ < 0 et |(z — v2/2) (z + v2/2)| < 3, on obtient |e(z)| < 3.
5. 11 faut choisir {—v/3/2,0,v/3/2}. En effet en tracant les courbes y; = 2(z — 1)(z + 1),
Yo = 2(x — 2/2)(x +v2/2),y3 = z(x — V/3/2)(x +/3/2) on s’appercoit que [L_Pts

swp_[o(a = V3/2)(e+ V3/2)| < sw |a(e - VER2)(@+V2/2)| < s fo(@— 1)@+ 1)

z€[—1,1] z€[—1,1] z€[—1,1]

Exercice: (4 pts)
Soit

K

I = /cosxdm.

—T



Le pas d’intégration est h = (bj_\,“) = QW” [ pts, D’autre part erreur théorique sur la méthode de Simpson

est donnée par

(b—a)

B(h) = —iggh'fPQ LRt
—or [2m\*
= ]_80(N> COS(C)?CG[_TF’W]

par conséquent,

[E(h)| =

—27 21' 4
180 \ NV

Ainsi pour que |E(h)| < 0.5 x 1072 il suffit que N vérifie
—2m (271 :
180 \ N

4 1 m 4
N = 51039000
Ainsi N vérifie N > 18.6. On prendra N = 22, car pour Simpson, le nombre de subdivisions de 'intervalle
[, 7] doit toujours étre pair. [L_Pts]

Exercice 4 (6pts)

<0.5x1073

Donc,

Soit .
9(x) =7
1. Calculons
F(z) = —In(1-x)[0.5pts
F(%) = In3[0.5pts

2. Le polynome de Lagrange passant par 3 points est de degré 2.
9
Py(x) = 5902 + 1/1_pts

3. On pose P(x) =1, P(z) = z, P(x) = 2. On trouve le systéme

ldr = 2=cy+c1+co

xdr = 2=c1+ 2co

\N o\w

8
22de = gzcl+402.

o\w o

Ce qui donne ¢y = ¢ = %, c = %. 2 pts On peut ensuite effectuer le changement de variable z = 3y. On

O/P(a:)dm =3

qui donne d; = %cl-. On trouve dg = dy = %, dy = %, L pts et donc 'approximation

1n3:§.@1

q(y)dy.

\w\m
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