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Epreuve de synthèse
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Exercice 1 (05 pts).

Soit F le sous-espace vectoriel de R4 de base B = (u, v, w) avec u = (1, 0, 1, 0), v = (0, 1,−1, 0)
et w = (0, 2, 3, 1). Déterminer une base orthonormale de F .

Exercice 2 (07 pts).

On considère sur l’espace vectoriel E = Rn[X] la forme f définie par

∀P, Q ∈ E , f(P,Q) =
∫ 1

−1

P (t)Q(t)dt.

1. Montrer que f est un produit scalaire sur E et déterminer sa matrice dans la base cano-
nique.

2. Montrer que l’application p : P (X) → P (−X) est une symétrie orthogonale par rapport
à un sous espace vectoriel de E que l’on précisera.

Indication : Rappelons qu’une symétrie orthogonale est un endomorphisme orthogonal (i.e.
‖p(P )‖ = ‖P‖) involutif (i.e. p ◦ p = p).

Exercice 3 (04 pts).

Soit A une matrice réelle définie par

A =
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1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Trouver une base de R3 formée de vecteurs propres de A orthonormale pour le produit

scalaire canonique de R3.

Exercice 4 (04 pts).

Soient E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension n, n ∈ N∗. Soit
(e1, ..., en) une base orthonormale de F . Montrer que

∀x ∈ E , d2(x, F ) = ‖x‖2 −
n∑

i=1

< x, ei >2 .

Indication : Utiliser d(x, F ) = ‖x− pF (x)‖.


