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EXAMENN® O1

Exercice 04(03PTS)

Soit (u,) une suite de nombres réels. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses avec la
justification
1) Siu, >0, etsila série },, u,converge, alors (u, )est décroissante a partir d'un certain rang.
2) Soitfune fonction définie surR*, positive et décroissante, telle que lim,_, ., f (t) = 0.

Soit u,,= f (n)pour tout n N, alors
+o0

f)dx = Z U,
1 i=1
3) Si une suite de fonctionsf; (x) intégrable, convergeant uniformément vers fsur [a; blalors f est
intégrable sur [a; b]let

+o0

b b
ffn (x)dx - ff (x)dx quandn — +oo.

Exercice 02(05PTS)

1- Pour chacune des séries numériques suivantes dire si elle est absolument convergente,convergente ou
divergente:

y oLt D ynt1-vn. S e

po121+ ()" nsz nlog(n+ 1)’ nso (M2

2- « Montrer que la série

Z =nr
converge.
n=>1 \/'T_l 8

*Démontrer que :

N G L (—1)n+0(1

Va+ (D" n n nvn nvn

Z Gk
n>1 \/ﬁ + (_1)n

1
aveco|—=] — 0 quandn — oo.
) (n\/ﬁ) 4

Etudier la convergence de la série
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Exercice 03[(O3PTS)

Calculer les sommes des séries suivantes apres avoir vérifié leur convergence.

anz <\/n1— 1 +\/nl-|- 1 _%); Zn21 n(r_l—il); a€R

Exercice 04(05PTS)

Pour toutn € N et tout réel x > 0, on pose

L

1- Montrer que la série de fonctions}.,,s f, (x)converge simplement sur]0,+oo[.
On posera

flx) = frx), Vx>0

n=0
2- Soitunréel a > 0. Montrer que la série de fonctions}.,, f,, (x)converge normalementsur [a, +oo].
3- Montrer que f est une fonction continue sur ]0, +oo[.
4- Montrer que f est derivable sur]0,4oo].
5- Soitunréelx €]1/2,1] et soit g, (x) = x*f,(x). Montrer que la série de fonctions}.,, g,,converge
normalement sur [0,+ oo.
6- En déduire que
f(x) = o(x™),quand x - 07.

Exercice 05(04PTS)

Déterminer les domaines de convergence des séries entieres suivantes:

Cé’tn . . (_1)nx2n
Zn—nx,xE]R;Z\/ﬁz ,ZE(C;z4nn!(n+a)!,x€R.
n n

n
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Exercice n°01 :

1) V avecun exemple
2) F avecun centre exemple
3) V avecla démonstration ou bien un exemple

Exercice n°02 :

converge serie alternée avec

D Z2 +( 1)n

positive et décroissante et lim a, =0
n —»-4oo

1
An T 2n4(-1)n

) Vn+i—vn _ 1 < 1 1
) nlog (n+1) _nlog (n+1)(Vn+1+vn) "\nlog (n+1)vn+1 n%
Donc ), A AN converge iti
"N Log N Log (n+1) g Positive
) N ’ 2n+1 .
3) D’apres d’Alembert T =2 — 4 Diverge
n " h— +oo
Zﬁ Converge car lim —=0 décroissante
Vn vn
n —»-4oo
D" Dt 1 : : 1 G
Onaﬁ+(—1)n_ N 1+(‘\/1_)" on fait D.L d'ordre 2 de -— avec x= = =0
! n —»+oo

Y1 % n’est pas définie pour n> 1

Siona}, \/;(;(132)” diverge car ), 1 /rl diverge

Exercice n°03 :
1

1 2
D G temsm 7

=Xn>2 [(v— - T‘) ( m)]

Soit Sn=Yy_, [(\/1— \/—) (\/— \/F)]




= (-G~

1
donc Zn_Z(\/— Nrwsi \/_) =lim Sp=1- T

n— +oo
Zk 1n(n+1) Zk I hm+D) n(n+1)
— n 1
==a Xk=1(>— E)
=-a(—p
Donc Y, m—hm Sh=—a /aeR

Exercice n°05 :

Cin
1) ZnZl n_"

_ @nm)} _ (2n)!
On a Clzln_(Zn—n)!n!_ (nH2

(2n+2)! _ (2n+2)!
T (en+2—+D))!(m+1)! [(n+1)!]2

(2n+2)!
[(n+1)1]7/
n+1 (n+1)n+1
Donc lim ) — o
; 1%/
n— +o n-o 4oo ot
. 1 4n+2 1 4
l1m[—>< = ><(1+—)]§—
n+1 n+1 n ne
n — 4+oo

Donc lim 2*.=0 - R =+ donc

n

n —» 4oo

D=]—o0, +oo[=R

2) ZnZZ \/ﬁzn

n+1

=1 -R=1

On alim

dn

n - +oo
Donc le domaine de convergence D={Z € Q/ |Z| < 1}
Pour |Z|=1 — ¥, Vn diverge »D:disque ouvert de centre 0 et de rayon R=1
(=D"x2n | _ x2|"

4n!(n+a)!l = n!
[

3) Ona

Avec ¥’ —Zn>1 converge V x € R donc le rayon de convergence R=+o

Le domaine de convergence = |—oo, 400




Exercice n°04 :
Pour x>0 on a

11
1) 0<fn (X) <;n_2

Et puisque la série ), — convergente alors d’aprés le théoréme de comparaison
n
ona ), f,(x) estconvergente

2) Pour x€ [a, +[,on a
11
If, (0] < P
. , . 1
3) Puisque la série Zn—z convergente ). f, converge normalement sur [a, +oo[

4) Puisque on a }; f,, converge normalement sur [a, +oo[ Donc on a la convergence
uniforme — f est contenue en tant point d’intervalle |0, +oo[
La fonction f,, est dérivable sur |0, +o[ etona:

L, _n2
fn(x)=m vx = 0

Poura>0 on a:

|fn(x)| Salznl—z Vx=>a

Donc ¥, f,(x) converge normalement sur [a, +oo[
Donc d’apres le théoréme de converge uniforme, on a f est dérivable en tant
point de l'intervalle ]0, +oo[

5) On a gn est une fonction positive continue sur [0, +oo[ , démavable [0, +oo[

, x* 1 (a+(a—1)n?x)
gn (x)= (1+xn2)2 Vx>0

1 _ 1
Sup |ga (M= ga = )=a*(1 — )™ —
x =0

. 1 . -
Puisque 2a>1 - ), —. convergente et puisque on a llgn(X)|lc = série converge
— Y, g, converge normalement sur [0, +oo[

6) Posons g(x) Xn-18,(x) x=0
D’aprés 5) ona x*f(x)=g(x) x>0

Donc lim x* f(x) = limg(x) =g(0)=0
x— 0F x— 0F

f(x) =0 (x™%) x—- 0F
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