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Exercice 1:(05pts)(Questions de cours)
1- Supposons qu'il existe un x, € D (domaine de convergence)tel que la
Suitea, xgj soit bornée.

Montrer que Vx € D ;|x| < |x,| 12}, a,x™ converge absolument.

2- (Vrai ou faux) Soient a, et b, les coefficients de Fourier, c, les coefficientsde
Fourier complexes.

Si Z a, et Z b, sont existés, alors Z c, et converge.

n n nez
3- On appelle latransformation de Fourier de f, la fonction F de R dans C telle que:
+0o
F(f) (o) = f®)e™ 2 dt

Montrer que  si f,g € L2(R), alors F(f «g) = F(f) . F(q).
Exercice 2:(04pts)
1) Développer en série entiere la fonction: f(x) = cos x ch x.

2) Déterminer le domaine de convergence de la série entiere:
+o00

Z a, x" = f(x).

n=0

Exercice 3: (06pts)
Soit & un nombre réel non entier et soient f et g deux fonctions de période 2 définies sur R
par: f(t) = sinatet g(t) = cosatpour |t]| < .

1) Déterminer les s€ries de Fourier de f et de g.

2) Les séries de Fourier de f et de gsont-elleconverges ?

3) La fonctionf est-elle égale a la somme de sa série de Fourier ?

4) Mémequestion pour la fonction g.

5) A partir des series de Fourier def et de g, expliciter la série de Fourier (complexe) de
la fonction h de période 2r, définie sur R, égale a e pour |t| < .

6) En deduire la somme

1
Zn g a® —n?’

Exercice 4: (05pts) Soita € R, on pose f(x) = e,
1) Pour quelles valeurs de « la transformée de Fourier def existe ?
2)Calculer la transformée de Fourier de f.
3) Déduire la transformée de Laplace dex — e/,
4) Calculer f = f ; calculer la transformée de Fourier et la transformeée de Laplace de f * f.
5) Résoudre 1’équation (1) par Laplace et Fourier: ,

Y@+ y ) - y@) =f(x); y(0) =y (0)=0; x=0 (1)
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Un corrigée de devoir (avec quelques rappels de cours)

[Exercice 1:(05pts)

1- Lasuite a,xg est bornée alorsIM > 0;vVn € N; |a,xg| < M.(0,5pt)
Ona:

. (0,5pt)

la,x™| = |a x"||xn<M|x
n n*0 Xo = X0

Or la série géométrique).,,

n
xi| converge car (|x| < |xp|) d'aprés le théoréme de comparaison
0

la série}., |a,x™ | converge. C’est-a-dire ¥, a,x" converge absolument.(0,5pt)
2- Faux (0,5pt)

la réponse :
Soient a,, et b, les coefficients de Fourier, c, les coefficients de Fourier complexes.

Si Z la,| et Zlbnl sont existés, alors z c, et converge. (1pt)
nez

n n
3- On appelle latransformation de Fourier de f, la fonction F de R dans C telle que:
+oco

FF)@ = | flyetamt e

—00

Soient f,g € L*(R), alors
Ffrg)@= [ [ @l dt

On définit le produit de convolution par :

+o0

F(f*g)(a) = f.g(t —u) du. (0,5p1)

—Q0

On obtient :
iF(f*g)(a)=J [ f).g(t—uw)du

e—i 2rat dt

+o0 +o0
— f . U g(t —u).et2mat dtl du(0,5pt)
Soit t —u = v = dv = dt(0,5pt)

T(f *g)(a{) = j+oof(u). IJ+OO g(t _u)_e—i 2na (u+v) dvl du

—+oo
=f f(u). e t2matdy xf g(v).e t2mav qy
Donc - -

F(f *g) = F(f) . F(9)(0,5pt)

Exercice 2:|(04pts)

1) Ona:cosx == ¥ etchx = +26_ , C’est & dire
cos xchx = let(”l) + let(i_l) + let(_i“) + let(_i_l)
4 4 4

1o . . . %k
— Zkzzo( (i+ D + (= DF (=i + DH (1= DO



=3§ Vo) (Ve ) (v2e) 4 (vEe )
42(\/_) (2cos—+2cosk?Tn) Il

1 k km k3m\ x*
=32, (¥2)" (cos g +eos—7) 3

1+ k cos(k—+k”)cos(kﬁ—k—”) xk
2_2(\5) 4 42 4 4 o

k k

(cos (k;) COS(kﬂ)>x_,
= —\/_ 2 (cos(0) COS(O))—+ \/_ (COS (2) cos(n))% X
+ Z\/E ( cos(m) cos(Zn)) ? + Z\/E (( oS (377-[) COS(37T)>> % +

donc

:%kzzo(ﬁ)

)
cos xchx = —z(\/_)ZI( 1)/ (cos( )) é ])I
j=
I 4m
cos xchx = (2)72 Z (\/_) (—1)2m (cos (Zmn)) (Zm)'
4m
cos xchx = Z(\/_)4m 2( 1)2m(=1)™ Toh
Donc
4m
cosx chx = z )" 2 (-1)™ am )' vx € R. (02pts)
2)
2 m—2
Soita,, = (—1)™ ((4)m)!

D’apres d'Alembert, on a :

A +1 @ (4m)!
a,, m>hoo (2)2m—2 % (4m + 4)! 0.(1pt)

Donc la série Y.<, a,, x™ avec n = 4m est convergevx € R. (1pt)

lim

m—-+oo

Exercice 3:|(06pts)

1) Soit yune fonction de période 2t définie sur R. La série de Fourier de y est

a
70 + Z a, cos(nt) +b,, sin(nt)
n>0

Ou
1 +m
= — dx:
Qo nf_ﬂ]/(x) X;



1 +
a, = Ef y(x) cos(nx) dx;

1 +1
b, = —f y(x) sin (nx) dx
TJ_n

e La fonction f est impaire car Vt € R; f(t) = — f(—t), donc
ay =a, =0;vn > 1(0,125pt)
Pour y = f, la série de Fourier defest

Z b, sin(nt); (0,125pt)
n>0
avec

1 +m
b, = - f sin(ax) sin (nx) dx
2 +1
= EJ- sin(ax) sin (nx) dx(0,125pt)
0
1

=— U+ncos[x(a —n)] — cos[x(a + n)]l dx
5 0_ l lsin[n(cx —n)] _ sin[m(a + n)]l

T (a—n) (a+n)
2.n[(—1D)"sin(a.m)
ibn = - (az — nz) (O'SPt)

Donc la série de Fourier associée
" n.sin(a.m)

2 (=1) .
%an A l sin(nt). (1)(0,5pt)

« La fonction g est impaire car Vt € R; g(t) = g(—t), donch, = 0;Vvn > 1(0,125pt)
Pour y = f, la série de Fourier de g est

a
70 + z a, cos(nt); (0,125pt)
n>0
avec

1t 2 (7 2 sin(ma)
a =— cos(ax) dx = - cosax dx =— X
-1 0

2
p- (0,25pt)

+r
a, = ;f cos(ax) cos(nx) dx
+n_n
= ;f cos(ax) cos(nx) dx (0,125pt)
0

= 1 U cos[x(a +n)] + cos[x(a — n)]l dx
T [Jo
1 [sin[nr(a +n)] sin[r(a —n)]
;[ (a+n) (a—mn) l
1[(—1)"sin(a.m) (—1)"sin(a.m)
[ (a+n) (a —n)

T



(=D "sin(a.m)
G

2
=a, = p- (0,5pt)

Donc la série de Fourier associée

sm(na) 2a sm(cx ) Z [ ="
(a?

TL'

l cos(nt). (1) (0,5pt)

2) Ona},la,| estconverge car|a,| <= donc la série (I) est converge.(0,25pt)

Ona},|b,| est converge car|b,| < nzdonc la série (II)est converge.(0,25pt)

3) D’apres le théoréme de Dirichlet :
fest continue sur (—m, )et monotone pour des nombres fini des intervalles de
(—m,m), (0,25pt)donc
(I) = f(t); vVt € R.(0,5pt)

4) D’apres le théoréme de Dirichlet :
(I1) = g(t); vt € R.(0,5pt)

5) h(t) =e* = f(t) +ig(t)pour |t| < m.
h(¢) = I + il1(0,75pt)
6) Ona:
sm(na) sin[7(a + n)] sm[n(a —n)]
f(t)__ Z[ (a+n) (a —n)

lcos(nt); vVt ER

Pour t = (0,25pt)
2 sin(ma) 2asin(a.m) (="
g(m) = — X + < @ Z)l cos(nn))

(=" n a.mcos(a.m) — 2 sin(ma) T
:Z([ | 1)) x

a.m 2asin(a.m)’
n>0

a
n>0

Donc

([ 1
Za ((,ZZTZ) = E X cot(a. T[) - m (0,5pt)

Exercice 4:(05pts) + 1pt

1- Latransformation de Fourier de f est une fonction F de R dans C telle que:
+oco

FF)S) = | f@e et

—00

+00
F(f)(s) = 2_[ e cos(2mst) dt ; car la fonction f est paire.
0

+0o0 eiZnst _l_e—i 2mst
FOHOE =2 eatx< >dt;
0

2



ec(a+i2rrs) 1 ec(a—iZns) 1
= i — + i -
et ((a +i2ns) (a+ i2ns)> atirs (((x —i2ns) (a— i2ns)>

Donc la transformation de Fourier de f existe si et seulement sile < 0. (0,75pt)

2-
B 1 1
FUIE) = - ((a + i2ms) M (a — iZns))
2
) = - (rramys). 075
3- O\H-F(f)A) = L(fT ) + LF (=i 0 )] A = 27ms
ou
vE<0; f =f+=0;
vt 0, f =f"=ext
Ona:
1 1
Fe) = ((—a i R G u))
Donc

(0,75pt)

L@ = =y

4- On définit le produit de convolution par :

+oo
(Fer)@ = [ etesttwlau. (0.75p0)
F(f*£)A) = F(F)A) x F(f ) (), donc
F(F D =

2
(0,75pt)

2
a’ + (2ns)2>

5- Soit f: Rt — R. La transformation de Laplace:

+o00
L)) = fo FOe dt;p € C

* Résoudre I’équation (1) par Laplace : ,
y @+ y @) -y =f);y0)=y (0)=0 x=0 (1)

On note par : y(t) 5 Y(p)et f(t) 5 F(p)
Ona:

LIy () + vy () = y)I@)=LIf ()] ()

=Ly (0))®) + L(y () (@) — L(y()) () (P)=L[f ()] (p)Lalinéarité deLaplace
= [p?Y(p) —p ¥ (0) — y(O)]+[pY () — y(0)] — Y (p) = F(p)

=(@*+p—-1DY() =F(p)

F(p)
2Y = G-
1

=>Y(p) =
N CETIICEET R,y
Soient R; et R, les racines d’équation p? +p — 1 = 0, donc



4 + B + ¢ ‘A,B,C €R
(p—a) (p—Ry) (@-R) " '

=y () = Ae™ + Be™t + CeR2Y(0,75pt)
Application:
Soient P(p) = let Q(p) = (p—a)P*+p-1D=>Q () =p°+2(1-a)p-1-a.
Ona:
B PR . _ P(Ry)
Q@) Q'R QR

_P@ . PR . PR
@’ To®)" QR

Y(p) =

Ao P(a)

Donc

y(t) eR2t (0,5pt)

* Résoudre 1’équation (1) par Fourier : ,
y @+ y @) -yl =f);y0)=y (00=0 x=0 (1)

On note par : y(t) i Y(s)et f(t) i F(s)
On a: ,
Fly )+ y () — y@I®)=F[f ()](s)

:>T(y” (x))(s) + T(y'(x))(s) — T(y(x))(s)(p)z?-"[f(x)](S)Lalinéarité delLaplace
= (i2ms)?Y (s) + (i2ns)Y(s) — Y(s) = F(s)
= ((i2ns)? + (i2ns) — 1Y (s) = F(s)

B F(s)
=Y = Czms)z + (2ms) = D

B F(s)
=>y(t) = _f ((i2ms)? + (i2ns) — 1)

Application:

x et 2mst ds. (0,25pt)

1
(a—i2ms)

y(@®) = _f ((i2ms)? + (i2ms) — 1)

donc

X ei 2mst ds:
)

-1

—+00
p () = _f (a —i2ms)((i2ms)? + (i2ms) — 1) x ¢! 7 ds. (0.75pt)
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