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Devoir surveillé '

MODULE : ALGEBRE 3. DUREE 02H00

Exercice 1 (06 pts).

1. Déterminer le polynéme caractéristique, les valeurs propres et les espaces propres associés
de la matrice

) 8 =7
A= -2 -3 2
2 4 —4

2. Montrer que A est diagonalisable et écrire la formule de changement de base A = PDP~!.

Exercice 2 (10 pts).

[L’objectif de cet exercice est d’obtenir A~! par le théoréme de Cayley-Hamilton. Les valeurs
propres ne doivent pas étre calculées dans cet exercice]

2 -1 1
On considére la matrice A = 1 0 =1 |.Ondésigne par P4(X)=X?>+aX?+bX +c
2 -4 -1

le polynome caractéristique de A et par A1, Az, A3 les valeurs propres de A.
1. Calculer A% et A3.
2. Exprimer a, b, ¢ en fonction des valeurs propres de A.
3. On désigne par p;, pa, p3 les traces respectives de A, A% et A3,
(a) Calculer py,pa, ps.

1 1
(b) Montrer que a = —py, b= §(p% —p2) et c= §(p2 —bp1 — p3).

Indication : Nous avons par identification p; = A1 + A2 + A3, p2 = A2 + A3 + A3 et
p3 = AT+ A3+ AL
(c) Calculer a, b et c.
4. Utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton pour calculer A~!.

Exercice 3 (04 pts).

Soient E un K-espace vectoriel et b une forme bilinéaire sur £ x E. Montrer que :
1. {0g}*t =FE.
2. Pour toutes parties non vides H, G de F, on a

HcG=G'cH.
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Exercices 1:
1) Py(d) =-23-222 42 +2.

2=-1 ,A3=-2

Les valeurs propres 1,=1 ,2
E(1)={x (2,—-1,0)| xe R}, E(-1)={x (1,1,2)| x€ R}

E(-2)={c (1,0,1)| € R}

2 1 1 1 0 0 1 1 1
2) P=|-1 1 0 D={0 -1 O pi=1{ 1 2 -1
0 2 1 0O 0 -2 -2 —4 3

A Diagonalisable car toutes les valeurs propres sont distinctes

Exercices 2 :

5 -6 2 8 —-13 9
1) A*=(0 3 2 pB={7 -8 -5
-2 2 7 12 26 -—11

2) Py(x)=(x-1))(x-2,)(x-2;) d’ou en distribuant on obtient a=-(a,+2a,+3,),

b=)112+1213 +22; =220,

3) (a) Pi=1, P2-15,P,=-11

(b) a=-P1 b= effectuer les calculs

(c) a=-1 b=-7 c=11

4) d’aprés Cayley Hamilton, P1 (A)=0 donc A3 - A2-7A +111=0

4 5 -1
On obtient A1= %(-A2+A+7I)= L <1 4 —3)

11
4 -6 -1

Exercices 03 : voir le cours.
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