
Ecole Préparatoire en Sciences et Techniques d'Oran
1ière arinée EPSTO

Année 20LLl2An
Durée 3h

Exa,men Finai d'Analyse I

Exercice 1.(oapts) Eti utiiisant ies sommes de Rjemann, caiculer les intégrales suiv-
antes:

L2ù

Ira*, [*,a* ct {e*d,r, a > o

I I l 
1w/

ïnrlication: on se donne »* : (n 
-1) 

n-{2n - t)-.

Exercice 2.(03pts) 
&:o

1' En utilisant la caractérisation de la borne supêrieure et de la borne inférieure. montrer
que:

inf ,4 : I et inf ll : -1 ar,,ec

A:{r+}; n€N"} er.B:{-r* l-, ,€N}I Zn ) I Zn+i,'"-"J
2. Trouver sup A, sup B.

3. En dêduire sup C et inf C avec

c:{ (-1)' +!; r€ N.lLnl
Exercice 3.(Oapts) Soit la suite (U,,),.*. définie par:

( U, :7. [J, :2
1 ,i _ t, -

I U" : r(LI"-r+U"-z), n] 3'

i) Montrer que: Vn € N*, 1 < Un < Z.

ii) Montrer que: Vn, € N*, lU,+t *U | : -1-2n'L

iii) I!{ontrer que (u2,,)2çry- êst décroissante et (L[2,,*r)r,.* est croissanre. En dëduire que
(U")rn*. est convergente.

iv) soient A:{tlr,; rze N.}etB: {uz,+t; ne N}. x,fontrerquei,f.A:s,pB.

à suivre...



Exercice  .(03pts) Soit / une fonction définie par;

( n3 (,2 - Bin (r2)) si x + 0r@):t; si r:o
o Justifier l'appiication du théorème de Rolle à f ,u, fO. r'l" L'"1 '

r Préciser la vaieur c e 
.l0,"à 

f t*1" que "f,(c) : O.)t
Exercice 5.(04pts) Soit la fonction définie par:

/r+1\I xznl - I si r>o
/(r) :{, \ r /

I I si r:A
[ ,""t si r 10

i) Etudier ia dérivabilté de / en zéro.

ii) y' admet-elle un développenient rle Taylor au voisi,age de z&o?.

iii) Trouver le développement lirnité généralisé de / au voisinage cle *oo et -oo à l,ordre 2.

iv) Déduire les asymptotes obliques et ieurs positions par rapport au graphe de /.

Exercice 6. (0.3pts)
1. Donner le déveioppement limité à l'ordre 5 au voisinage de zéro de arcsi1r.
2. Trouver le clêveloppement limité à l'ordre 5 au voisinage de zéro pour la fonction:

I e):Y#4ÿI-r"
3. En déduire le déveioppement limité à l'ordre 6 pour ra fonction:

g (r) : (crcsinr)2.
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Exercice 1.(03pts)
On a:

bZ
a

f (x) dx = lim
n!+1

b� a
n

n�1X
k=0

f

�
a+

b� a
n
k

�
:::::::::::::sur 0,25pt
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=
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2
:::::::sur 0,75pt
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x2dx = lim
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3.

aZ
0

exdx = lim
n!+1

a

n

n�1X
k=0

e
a
n
k = lim

n!+1

a

n

n�1X
k=0

�
e
a
n

�k
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n!+1

a

n

1�
�
e
a
n

�n
1� e an

= (ea � 1) lim
n!+1

1

e
a
n�1
a
n

= (ea � 1) :::::sur 1,00pt

Exercice 2.(03pts)

1. inf A = 1: 8><>:
8n 2 N�; 1 < 1 + 1

2n

8" > 0; 9n" 2 N�; 1 +
1

2n"
< 1 + "

::::sur 0,25pt

1 +
1

2n"
< 1 + ", n" >

1

2"
:: donc il su¢ t de prendre n" =

�
1

2"

�
+ 1::sur 0,25pt

1



inf B = �1:8><>:
8n 2 N; � 1 � �1 + 1

2n+ 1

8" > 0; 9n" 2 N�; � 1 + 1

2n" + 1
< �1 + "

::::sur 0,25pt

�1 + 1

2n" + 1
< �1 + ", n" >

1

2

�
1

"
� 1
�
::

donc il su¢ t de prendre n" =
�����12

�
1

"
� 1
������+ 1::sur 0,25pt

2. Ona: 8n 2 N�; 1 + 1

2n
� 3

2
2 A alors supA =

3

2
.....sur 0,25pt de même 8n 2 N;

�1 + 1

2n+ 1
� 0 2 B alors supB = 0....sur 0,25pt

3. Remarquons que C = A [B, en e¤et:

C =

�
(�1)n + 1

n
; n 2 N�

�
=

�
1 +

1

2k
; k 2 N�(n = 2k)

�
[�

1 +
1

2k + 1
; k 2 N(n = 2k + 1)

�
:::sur 0,5pt

En déduire que

supC = max (supA; supB) = max

�
3

2
; 0

�
=
3

2
::::sur 0,25pt+0.25pt

inf C = min (inf A; inf B) = max (1;�1) = �1::::sur 0,25pt+0.25pt

Exercice 3.(04pts)

i) Par récurrence. Pour n = 1 et n = 2 la relation est vraie....0,25pt, supposons qu�elle est
vraie jusqu�à l�ordre n c.à.d

1 � Un � 2 et 1 � Un�1 � 2 alors 1 � Un+1 =
1

2
(Un + Un�1) � 2::::sur 05pt

ii) Par récurrence. Pour n = 1

jU1 � U2j = j2� 1j = 1 =
1

20
::::sur 0,25pt

Supposons qu�elle est vraie pour n et montrons qu�elle est vraie pour n+ 1:

jUn+2 � Un+1j =
����12 (Un+1 + Un)� Un+1

���� = 1

2
jUn+1 � Unj =

1

2

1

2n�1
=
1

2n
:::sur 0,5pt
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iii) On a:

U2n+2 � U2n =
1

2
(U2n+1 + U2n)� U2n =

1

2
(U2n+1 � U2n)

=
1

2

�
1

2
(U2n + U2n�1)� U2n

�
= � 1

22
(U2n � U2n�1)

= ::::::

=
(�1)2n�1

22n
(U2 � U1) =

�1
22n

< 0::::sur 0,5pt

U2n+3 � U2n+1 =
1

2
(U2n+2 � U2n+1) =

�1
2

1

2
(U2n+1 � U2n)

=
�1
2

�
�1
22n

�
=

1

22n+1
> 0:::::sur 0,5pt

De plus,

jU2n+1 � U2nj =
1

22n�1
�! 0 lorsque n! +1

donc
lim

n!+1
(U2n+1 � U2n) = 0:::::sur 0,5pt

Les deux suites (U2n+1)n et (U2n)n sont adjacentes donc elles sont convergentes et
convergent vers la même limite. Alors (Un)n est convergente....sur 0,5pt ( on peut
aussi montrer que Un est de Cauchy)

iv) (U2n+1)n est croissante et majorée donc supB = limn!+1 U2n+1 = limn!+1 U2n = inf A;
(U2n)n est décroissante et majorée...sur 0,5pt

Exercice 4.(03pts)
Continuité en zéro:

lim
x!0

f (x) = lim
x!0

2x3 � lim
x!0

x3 ln
�
x2
�
= 0 = f (0) ::::sur 0,5pt

Continuité sur
i
0; e

1
3

i
: f (x) = 2x3� 3x3 ln (x2) est continue comme produit et somme

de fonctions continues ....sur 0,25pt
Dérivabilité sur

i
0; e

1
3

h
: f (x) = 2x3�3x3 ln (x2) est dérivable comme produit et somme

de fonctions dérivables ....sur 0,25pt
f (0) = 0 = e

�
2� 3 ln e 23

�
= f

�
e
1
3

�
::::sur 0,5pt

Le théorème de Rolle peut s�appliquer dans l�intervalle
h
0; e

1
3

i
; il existe c 2

i
0; e

1
3

h
telle

que
f 0 (c) = 0::::::sur 0,5pt

Pour x > 0
f 0 (x) = 3x2

�
2� 3 ln x2

�
� 6x2 = �9x2 lnx2::::sur 0,5pt

f 0 (c) = 0, ln c = 0, c = 1 2
i
0; e

1
3

h
::::sur 0,5pt
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Exercice 5.(04pts)

i)
lim
x!0�

xe
1
x = 0 6= f (0)

donc f n�est pas continue en zéro par la suite elle n�est pas dérivable en zéro...sur
0,5pt

ii) f n�admet pas de développement de Taylor au voisinage de zéro puisqu�elle n�est pas
dérivable en zéro...sur 0,5pt

iii) Au voisinage de �1 :

ey = 1 + y +
y2

2
+O

�
y2
�
::::sur 0,25p

e
1
x = 1 +

1

x
+

1

2x2
+O

�
1

x2

�
::::sur 0,25pt

xe
1
x = x+ 1 +

1

2x
+O

�
1

x

�
::::sur 0,25pt

Au voisinage de +1 :

ln (1 + y) = y � y
2

2
+
y3

3
+O

�
y3
�
::::sur 0,25pt

ln

�
1 +

1

x

�
=

1

x
� 1

2x2
+

1

3x3
+O

�
1

x3

�
::::sur 0,25pt

x2 ln

�
1 + x

x

�
= x� 1

2
+
1

3x
+O

�
1

x

�
::::sur 0,25pt

iv) Asymptotes: au voisinage de �1; l�asymptote oblique a pour équation y = x+1. De
plus, comme

1

2x
< 0 l�asymptote est au dessous du graphe.....sur 0,5pt+0,25pt

Au voisinage de +1; l�asymptote oblique a pour équation y = x � 1

2
: De plus, comme

1

3x
> 0; l�asymptote est au dessus du graphe......sur 0,5pt+0,25pt.

Exercice 6.(03pts)

(1 + y)�
1
2 = 1� 1

2
y +

3

8
y2 +O

�
y2
�
:::sur 0,25pt�

1� x2
�� 1

2 = 1 +
1

2
x2 +

3

8
x4 +O

�
x4
�
::::sur 0,25pt

arcsinx = arcsin 0 + x+
1

6
x3 +

3

40
x5 +O

�
x5
�
::::sur 0,5pt

f (x) = (arcsinx)
1p
1� x2

=

�
x+

1

6
x3 +

3

40
x5
��

1 +
1

2
x2 +

3

8
x4
�
+O

�
x5
�

= x+
2

3
x3 +

8

15
x5 +O

�
x5
�
::::::sur 1,00pt
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Remarquons qu�on a:
g0 (x) = 2f (x) :::::sur 0,5pt

alors
g (x) = g (0) + x2 +

1

3
x4 +

8

45
x6 +O

�
x6
�
::::sur 0,5pt
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