Année 2011/2012

Ecole Préparatoire en Sciences et Techniques d’Oran
Durée 3h

lieére année EPSTO
Examen Final d’Analyse I

Exercice 1.(03pts) En utilisant les sommes de Riemann, calculer les intégrales suiv-

antes:

1 2 a
/zda;, /xzda: et /@“’d,a:, a >0
0 1 0

n—1 ; ~

L 5 n—1n{2n-—1
Indication: On se donne Z ke = 1) ”f.( é )
6
k=0

Exercice 2.(03pts)
1. En utilisant la caractérisation de la borne supérieure et de la borne inférieure, montrer

que:
inffA=1et infB = —1 avec

A= 1+—£; n e N* etB:{—Hr—i—; neN
2n § 2n+1°

2. Trouver sup A, sup B.

3. En déduire sup C et inf C avec

C = {(wl)" - ;L»; ne N*}

Exercice 3.(04pts) Soit la suite (Un)pex définie par:

Uh=1, Uz;=2
Un = (Z:]n—‘l e Un_g)’ 7 2 3.

PO =

i) Montrer que: Yn € N*, 1 < U,, < 2.
1

if) Montrer que: Vn € N*, |Uy1q — U,| = =y
ili) Montrer que (Ugn)new est décroissante et (Ugm_l)nﬁm est croissante. En déduire que
(Un)pen- €st convergente.

iv) Soient A = {Us,; n € N*} et B = {Us,, 1; n € N} Montrer que inf A = sup B.
: + f P

asuivre...

—t



Exercice 4.(03pts) Soit f une fonction définie par:

f(z) = { 22 (2-3In(z?) si z#0

0 gl z=49
I 1]
e Justifier 'application du théoréme de Rolle & f sur [Oj e3 j .
e Préciser la valeur ¢ € }0, €3 { telle que f'(c) = 0.

Exercice 5.(04pts) Soit la fonction définie par:

i) Etudier la dérivabilté de f en zéro.

ii) f admet-elle un développement de Taylor au voisinage de zéro?.

iii) Trouver le développement limité généralisé de J au voisinage de +co et —oo & 'ordre 2.
iv) Déduire les asymptotes obliques et leurs positions par rapport au graphe de f.

Exercice 6. (03pts)

1. Donner le développement limité a Pordre 5 au voisinage de zéro de arcsinz.

2. Trouver le développement limité a 'ordre 5 an voisinage de zéro pour la fonction:
arcsinz

V1— 2?2
3. En déduire le développement limité & Pordre 6 pour la fonction:

g(z) = (arcsinz)?,



Ecole Préparatoire en Sciences et Techniques d’Oran Année 2011/2012
liere année EPSTO Durée 3h

Correction de 'Examen Final d’Analyse I

Exercice 1.(03pts)
On a:

1 n—1
.1 k . nn-=-1) 1
/xd:c = n1—1>1-11-100 - Z (5) nl_l)Iiloo ﬁ Z k= nEIEm g g sur 0,75pt
0

2.
2 1 n—1 k 2 1 n—1 9 n—1 1 n—1
2 . . 2
dv = lim — 1+2) = lim |- 1+ k+=S %
1 = = = =
_ n nn—-1) 1 nmh-1)n2n-1) 7
= nl_l)g_loo |:E + T + ﬁ 6 = g ...... sur 1,00pt
3.
“ -1 n—1 a\mn
a k a ]_ —_ (en)
Tde = 1 — = 1] — n) = 1 _
[orae = St S (e = 2
0 = =

1
= (e*—=1) lim ——— = (e —1).....sur 1,00pt

n—+oo en —1
a

n

Exercice 2.(03pts)

1. infA=1:
1
VneN5 1<1+—
2n 1 ....sur 0,25pt
Ve >0, dn. e N*; 1+ <l+e
2n,
1 . 1
1+ < 1+e< n. > —.. donc il suffit de prendre n. = + 1..sur 0,25pt
2n, 2¢e 2



inf B=—1:

VnelN, —1< -1+

2n +1 1 ....sur 0,25pt
Ve >0, dn. e N*; — 1+ <—-1l+4¢
2n. +1
1+ <—-l+e& > L1 1
— —l4+een.>=-(-—-1]..
2. + 1 c7 2 \e

. 1/1

donc il suffit de prendre n, = s lz- 1 + 1..sur 0,25pt
€

1 3 3
2. Ona: Vn € N*, 1+ o < 3 € A alors sup A = 3 sur 0,25pt de méme Vn € N;
n

-1+ < 0 € B alors sup B = 0....sur 0,25pt

2n+1
3. Remarquons que C' = AU B, en effet:

ny L o 1. ‘()
C = {(—1) +ﬁ,neN}_{1+2k,keN(n_%)}u

1
{1 + SR ke N(n =2k + 1)} ...sur 0,5pt

En déduire que

2
inf C = min (inf A, inf B) = max (1, —1) = —1....sur 0,25pt+0.25pt

3 3
supC = max (sup A, sup B) = max (—, O) = 5 Sur 0,25pt+0.25pt

Exercice 3.(04pts)

i) Par récurrence. Pour n = 1 et n = 2 la relation est vraie....0,25pt, supposons qu’elle est
vraie jusqu’a l'ordre n c.a.d

1<U,<2et1<U,1<2alors1 <U,;==(U,+U,1) <2..sur 05pt

N | —

ii) Par récurrence. Pour n =1
1
Uy —Us|=12—-1]=1= oo-Sur 0,25pt
Supposons qu’elle est vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour n + 1:

1 1 11 1
\Unt2 = Upia| = B} (Ups1 +Up) = Uppa| = BY \Unt1 — Uy| = 9 9n—1 = 2—n...sur 0,5pt



iii) On a:

1 1
Usnio — Us = B (Uspy1 + Uap,) — Uy, = B (Usnt1 — Uay)
1

1
= 5 (5 (Usp + Uzp—1) U2n> U2n Usn—1)

= —(UZ_U]_):2T < 0....sur 0,5pt

1 —-11

Usnis — Usny1 = = (Uznga — Uspy1) = >3 (Uans1 — Usy)

-1 /-1 1
= S \am ) =3 > (0.....sur 0,5pt

De plus,
\Usni1 — Uzn| =

21 — 0 lorsque n — 400

donc
lim (Uspy1 — Usyn) = 0.....sur 0,5pt

n—-+o00

Les deux suites (Uani1), et (Usay), sont adjacentes donc elles sont convergentes et
convergent vers la méme limite. Alors (U,), est convergente....sur 0,5pt ( on peut
aussi montrer que U, est de Cauchy)

iv) (Uzn+1),, est croissante et majorée donc sup B = lim,_, oo Ugpy1 = lim,, oo Usy, = inf A,
(Usy,),, est décroissante et majorée...sur 0,5pt

Exercice 4.(03pts)
Continuité en zéro:

}E)%f( T) = iii%m?’ — 91613(1)353 In (2*) =0 = f(0)....sur 0,5pt
Continuité sur ]0, e%} : f(z) = 223 — 32 In (2?) est continue comme produit et somme
de fonctions continues ....sur 0,25pt
Dérivabilité sur ] 0,e3 [: [ (z) = 223—323 In (2?) est dérivable comme produit et somme
de fonctions dérivables ....sur 0,25pt
f(0)=0=e (2 — 3lne§> =f (e%> ....sur 0,5pt
!

Le théoreme de Rolle peut s’appliquer dans 'intervalle [O, e%] , il existe ¢ € }0 es [ telle
que

Pour 2 > 0
f'(z) =32 (2 - 3In2*) — 62° = —92° Inz”....sur 0,5pt

ff(c)=0&Inc=0&c=1 E}O,e%[....sur 0,5pt



Exercice 5.(04pts)

lim zer =0 # f(0)

z—0~
donc f n’est pas continue en zéro par la suite elle n’est pas dérivable en zéro...sur
0,5pt

ii) f n’admet pas de développement de Taylor au voisinage de zéro puisqu’elle n’est pas
dérivable en zéro...sur 0,5pt

iii) Au voisinage de —oo :

2

eV = 1+y—|—%—|—0(y2)....sur 0,25p

1 1 1 1
ez = 1+—+—+0|— | ..sur 0,25pt
x  2x? x?

8=

xre

1 1
= z2+14+4—+0|(—|..sur 0,25pt
2x T

Au voisinage de +o0 :

In(l+y) = y— %+%+O(y3) ....sur 0,25pt
1 1 1 1 1
In (1 - E) =~ 732 + 3.3 +0 (E) ....sur 0,25pt
1 1 1 1
2% 1n Ty r——+—+4+0|(—]..sur 0,25pt
T 2 3z x

iv) Asymptotes: au voisinage de —oo, 'asymptote oblique a pour équation y = x + 1. De

1
plus, comme o < 0 'asymptote est au dessous du graphe.....sur 0,5pt+0,25pt
x

1
Au voisinage de 400, 'asymptote oblique a pour équation y = = — 3 De plus, comme

1
3 > 0, asymptote est au dessus du graphe......sur 0,5pt+0,25pt.
x
Exercice 6.(03pts)

_1 1 3
1+y)2 = 1- 39+ ng + 0 (y?) ...sur 0,25pt
1 1 3
(1 — x2) 2 = 1+ §$2 + §x4 +0 (x4) ....sur 0,25pt
1 3
arcsinz = arcsin0+ x + 6:1:3 + Exf’ +0 (x5) ....sur 0,5pt
1 1 3 1 3
f(z) = (arcsinz) T = (I + éx?’ + Eﬁ) <1 + §x2 + §x4) +0 (x5)

2 8
= x+ §x3 + 1—5565 +0 (:z:5) ...... sur 1,00pt



Remarquons qu’on a:
g (r) =2f (z).....sur 0,5pt
alors

1 8
g(x) =g(0) +2” + za' + =a® + 0 (aF) ..sur 0,5pt
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