EcoLE PREPARATOIRE EN SCIENCES ET TECHNIQUES D’ORAN.

1ERE ANNEE
07 FEVRIER 2012
DUREE : 2 HEURES (+30MN)

Epreuve d’Algébre du 1¢” semestre'

Exercice 1.
1. Soit F un ensemble. Montrer que pour A et B de P(E) :
(a) AUB=A<= BCA.
(b) ANB=AUB<«<—= BCA=B.
2. Soit la relation ~ dans P(FE) définie par :

A~B<—=3dXCE/XNA=XNB

(a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

(b) Donner les classes d’équivalence de & et de E .

Exercice 2.

1. Soit la fonction f de R vers R définie par : Vo € R, f(z) =

x2+1°
(a) Montrer que Vor # 0 : f(a) = f (2) .
(b) f est-elle une application ? est-elle bijective ? Pourquoi ?

2. Soit g la restriction de f sur Iintervalle I = [1, +o0] .
(a) Montrer que Vo € I : g(x) < 2.

(b) Montrer que g est une bijection de I vers 'intervalle J =]0, 2[. Trouver

g
3. Soit I’application h de J vers J telle que : Vo € J : h(z) = V4 — 22 .
(a) Montrer que h est bijective et donner sa bijection réciproque.
(b) Définir 'application h o g.
(¢) Trouver 'intervalle pour lequel I'application h o g est bijective.
(d) Montrer que (hog) =g toh™!

Exercice 3.

1. Soit (G, .) un groupe non commutatif. Pour un « de G, on note ’applica-
tion :

fa: G — G

r > fo(r) = aza™!

On pose G' = {f, a € G}.
(a) Montrer que G’ est un groupe pour la loi o .

(b) Montrer que application g : @ — f, est un morphisme de G vers
G .
2. On définit deux lois + et x sur Z? telles que : V(ay ; b1), (az; by) € Z% :
(a1; b1) + (az; b2) = (a1 + az; by + b2)

(al;bl)x(ag;bg):(al><a2;b1><b2+a1.b2+a2><b1)

Montrer que (Z?, 4, x) est un anneau unitaire commutatif.
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Corrigé d’examen d’Algébre du 1°" semestre.

Exercice 1. (06 pts)
1. Soit E un ensemble. Montrer que pour A et B de P(E) :
(a) AUB=A<«<= BCA.
(b)) ANB=AUB<«<= A=B.
2. Soit la relation ~ dans P(FE) définie par :

A~B<«—=3XCE/XNA=XNB

(a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

(b) Donner les classes d’équivalence de & et de E .

Solution 1. (06 pts)
1. Montrons que YA, B € P(E) :
(a) AUB=A<«= B C A.(01 pt)
On sait que VA,B € P(E): B C AUB et comme AUB = A on
obtient B C A.
(b) ANB=AUB <<= A= B.(01 pt)
ANBCA AuBCA BcCA e A—B
ANBCB AUBCB ACB N

2. Soit la relation ~ dans P(FE) définie par :
A~B<<=3XCFE/XNA=XNB

(a) ~ est une relation d’équivalence :

~ réflexive, ~ symétrique, ~ transitive(0,54+0,5+0,5 pts)
(b) Les classes d’équivalence de ¢ et E :

¢p={Y e P(E); ¢ ~Y} =..(01,25 pts)

E={Y eP(E); E~Y}=..01,25 pts)

Exercice 2. (07 pts)
1. Soit la fonction f de R vers R définie par : Vo € R, f(z) =

(a) Montrer que Voo # 0 : f(a) = f (2) .

e

(b) f est-elle une application ? est-elle bijective ? Pourquoi ?

x2 41"

2. Soit g la restriction de f sur lintervalle I = [1,+o00] .
(a) Montrer que Vo € I : g(x) < 2.

(b) Montrer que g est une bijection de I vers 'intervalle J =]0, 2[. Trouver

g
3. Soit Papplication h de J vers J telle que : Vz € J : h(z) = v4 — 22 .
(a) Montrer que h est bijective et donner sa bijection réciproque.

(b) Définir 'application h o g.

)
(¢) Trouver 'intervalle pour lequel I'application h o g est bijective.
(d) Montrer que (hog) ™t =g toh™!




Solution 2. (07 pts)

1. Soit f la fonction définie si dessus.
(a) Va #0; f(a) = F(1).0.5 pt)
(b) f est une application (domaine de définition R tout entier) car tout

élément de R admet exactement une et une seule image, qui n’est
pas bijective car elle n’est pas injective d’aprés la premiére question.
(o) = f(£) malgré que a # L.(01 pt)

2. Soit g la restrection de f sur I = [1, +o0[.

(a) Montrons que Vz € I; g(z) < 2:

glo) —2 = A2 2= 2671% < 0. Dong(x) < 2.(01 pt)

(b) Montrons que g est une bijection de I vers J =]0,2[ :(01,5 pts)
g injective :(0,5 pt)Vay,xo € I; g(a1) = g(as) = x1 = 237
g(z1) = g(x2) — .7:?:-11 = éﬂzl — (1 —22)(l — z129) = 0 =
X1 = Ty OU 27 = :712 ce qui est impossible car z1,xs € I.
D’ou, g(x1) = g(xe) = x1 = x2, donc g est injective.

g surjective :(0,5 pt)Vy €]0,2[; I?z € [1,+o0] tel que g(z) =y :
4z

o =y=y2? —4dx+y=0.
A =16 -4y > 0 car y €]0,2[= x1 = 2+ 2¢/4—y% on
9 = 2 — 24/4 — y? (cette solution ne convient pas).

Do, x = 2 4 24/4 — y? qui existe Vy €]0, 2[.
Ainsi, g est bijective de plus :

g t: 0,2[— 11, +o0|

xr—  242y/4—y? (0, 5pts)

3. Soit h ’application définie si dessus.
(a) h est bijective (injective+ surjective) (évident)(01 pt). h=1(y) =
V4 —y*0,5 pt)
(b) (hog)(x) =h(g(x)) = ...(0,5 pt)
(c) hog est bijective sur 'intervalle |1, +00[.(0,5 pt)

(d) Montrons que (hog) ' =g toh™!:
il suffit de vérifier que :

(hog)o(g7toh™)(z) = (hog)o(g ' (h ' (x)))
= holgog t(h'(x))]
= hlh™'(x)] =2 (0,5pt)

Exercice 3. (07 pts)

1. Soit (G, .) un groupe non commutatif. Pour un a de G, on note ’applica-
tion :

fao: G —G
T > fo(r) = aza™?

On pose G' = {f, a € G}.
(a) Montrer que G’ est un groupe pour la loi o .
(b) Montrer que application g : « — f,, est un morphisme de G vers
G .
2. On définit deux lois + et x sur Z? telles que : ¥(ay ; b1), (az; by) € Z? :
(ar; b1) + (az; b2) = (a1 +az; by + ba)

(al;bl)X(az;bg):(alxag;b1><b2+a1.b2+a2><b1)

Montrer que (Z?, 4, x) est un anneau unitaire commutatif.




Solution 3. (07 pts)
1. (a) Montrons que (G’,0) est un groupe.(02 pts)

(a) o est une LCI sur G’ :
Va,b € G; foo fo € G', en effet : Vx € G;
(fo o )@ = fulfol@) = fulbab™)) = ababla™t =
(ab)x(ab)~?t.
D’ou, foo fo = far € G’ car ab € G. (0,5 pt)

(b) o est associative :

(fa ofb) ofc = f(ab) Ofc = f(ab)c = fa(bc) = fa o (fbofc)

car la loi (G, .) est un groupe, et donc "." est associative.(0,5 pt)

(c) G" admet un élément neutre pour la loi o égale & f, = Idg ol e
est ’élément neutre de G pour la loi "." car :

fa Ofe = fae = fa = fea = fe Ofa et Vo € G, fe(l‘) =exe ! =
x = Idg(x).(0,5 pt)

(d) L’élément inverse : Va € G, Ja~! € G tel que : (f,)~ ! = fo1
car :

fa Ofa*1 = faa*l = fe =lIdg = fa*l ofa(075pt)
(b) L’application g : « — f, est un morphisme de G vers G’ car :
Va, B € G; g(af) = fap = fao [z = g(a) o g(B8)(01pt)

2. Montrons que (Z2,+, x) est un anneau unitaire commutatif :(04 pts)

(a) (Z?,+) est un groupe commutatif.(02 pts)

(b) ” x” est une loi associative, de plus elle est commutative.(0,5 pt)
(c) 7 x 7 est distributive par rapport a la loi ” +7.(0,5 pt)
(d) ” x 7 admet dans Z? un élément d’unité donné par le couple (1,0).

(01 pt)
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