
تصحیح الموضوع الأول: 

تصحیح التمرین الأول: 
)الفضاء منسوب الى معلم متعامد ومتجانس  ); ; ;O i j k

  

)ونعتبر النقط   )2;2;0A  و( )0; 2;2B −

)و  )1;1;3C . 

)كتابة معادلة دیكارتیة للمستوي  )1 )P  الذي یشمل النقطةA  ویعامد المستقیم( )BC  :
( )1;3;1BC



( )P  الذي یشمل النقطةA  ویعامد المستقیم( )BC  معناه( )P  الذي یشمل النقطةA  و
( )1;3;1BC



شعاع ناظمي لھ 

)لتكن  ); ;M x y z  نقطة كیفیة من( )P  ومنھAM BC⊥
 

.ومنھ   0AM BC =
 

ومنھ  
( ) ( )2; 2; . 1;3;1 0AM x y z BC− − =

 

)ومنھ   )2 3 2 0x y z− + − + ومنھ  =
( ) : 3 8 0P x y z+ + − = . 

)نعتبر  )2 )'P  المستوي المحوري للقطعة[ ]AB  التحقق ان معادلة .( )'P  ھي
2 0x y z+ − = : 

)لتكن   ); ;M x y z  نقطة كیفیة من المستوي( )'P : 
( )'P  المستوي المحوري للقطعة[ ]AB  معناهMA MB=  ومنھ

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 22 2 2 2x y z x y z− + − + = + + + وبالتربیع نجد  −
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 22 2 2 2x y z x y z− + − + = + + + ومنھ  −

2 2 2 2 2 24 4 4 4 4 4 4 4x x y y z x y y z z+ − + + − + = + + + + + 4ومنھ  − 8 4 0x y z− − + = 
)ومنھ  )4 2 0x y z− + − 2ومنھ  = 0x y z+ − )وھي معادلة للمستوي  = )'P. 

)تبیین ان المستویین  )3 )P  و( )'P  یتقاطعان وفق مستقیم( وإیجاد تمثیل وسیطي  ∆(
 لھ:

( ) ( )1;3;1Pn


)و   ) ( )' 1;2; 1Pn −


1نلاحظ ان   2 1
1 3 1

−
≠ أي ان الشعاعي الناظمیي لھما ≠

)غیر مرتبطین خطیا وبالتالي فھما یتقاطعان وفقط مستقیم  )∆. 

بســـم الله الرحمـــــــــــن الرحیــــــــــــم

 مدیریة التربیة لولایة بسكرة                   ثانویة المجاھد محمــــــد بلونار بسكــرة

  التصحیح المفصل لموضوع مادة الریاضیات شعبة التقني ریاضي دورة جوان 2017 
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3لھ نجده بحل الجملة التالیة  والتمثیل الوسیطي 8 0
2 0

x y z
x y z
+ + − =

 + − =
ومنھ  

3 8
2

x y z
z x y
= − − +

 = +
3ومنھ   8

3 8 2
x y z
z y z y
= − − +

 = − − + +
3ومنھ   8

8
x y z
z y z
= − − +

 = − − +
ومنھ  

3 8
1 4

2

x y z

z y

= − − +

 −

= +

ومنھ  
13 4 8

2
1 4

2

x y y

z y

 − = − − + +   


− = +

ومنھ  
5 4

2
1 4

2

x y

z y

− = +
 − = +


ومنھ  

5 4
2

1 4
2

x t

y t

z t

− = +


=
 − = +


)وھو تمثیل وسیطي للمستقیم     وسیط حقیقي. tحیث  ∆(

)مرجح الجملة المثقلة  Gتبیین ان  النقطة  )4 ) ( ) ( ){ };1 , ;1 , ; 12A B C ھي نقطة تقاطع  −
( )و ∆( )ABC : 
G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ){ };1 , ;1 , ; 12A B C 12معناه  − 0GA GB GC+ − =

   

ومنھ  

10باستعمال علاقة شال نجد  12GA AB AC− = − +
  

1ومنھ   12
10 10

AG AB AC= − +
    وھذا

)ھي نقطة من المستوي  Gیدل على ان النقطة  )ABC)............1( 

)مرجح الجملة المثقلة  Gالنقطة  ) ( ) ( ){ };1 , ;1 , ; 12A B C معناه  −
2 0 12 10 1
1 1 12 10
2 2 12 12 6
1 1 12 10 5

0 2 36 34 17
1 1 12 10 5

A B C
G

A B C
G

A B C
G

x x xx

y y yy

z z zz

α β γ
α β γ

α β γ
α β γ

α β γ
α β γ

 + + + − −
= = = = + + + − −

 + + − − −
= = = = + + + − −

 + + + − −
= = = =

+ + + − −

6أي      171; ;
5 5

G  
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G  تنتمي الى المستقیم( معناه احداثیاھا تحقق تمثیلھ الوسیطي اذن بالتعویض  ∆(

عن احداثیاتھا في التمثیل الوسیطي السابق نجد 

51 4
2

6
5
17 1 4
5 2

t

t

t

− = +

 =


− = +

ومنھ  

5 3
2
6
5
1 3
2 5

t

t

t

 =

 =

 =

ومنھ  

6
5
6
5
6
5

t

t

t

 =

 =

 =

)تنتمي الى المستقیم  Gأي ان النقطة   )∆).....2( 

)ھي نقطة تقاطع  G) نستنتج ان النقطة 2) و (1من ( )و ∆( )ABC. 
)تعیین  )E  مجموعة النقطM  من الفضاء والتي تحقق

12 10MA MB MC OA+ − =
   

    . 
12 10MA MB MC OA+ − =

   

     ومنھ باستعمال علاقة شال والمرجح والتبسیط  نجد
10 10MG OA− =
 

     أيMG OA=
 

     أي ان مجموعة النقطM  ھي نقاط سطح
6الكرة ذات المركز  171; ;

5 5
G  
 
 

2ونصف القطر   2 22 2 0 2 2r OA= = + + =


  . 

تصحیح التمرین الثاني: 
1( )

2
f x

x
=

−
)و    )nU  : 0متتالیة عددیة معرفة بـ 1U = )و  − )1n nU f U+ = 

صلعلى محور الفوا 3uو  2uو  1uو  0uإعادة رسم الشكل وتمثیل الحدود 
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 التخمین حول اتجاه التغیر والتقارب:
)من خلال البیان نستنتج ان المتتالیة  )nU  1متزایدة وتتقارب نحو. 

1nuفان  nالبرھان بالتراجع على ان : من اجل كل عدد طبیعي  )1  : 
0الخاصیة الابتدائیة:  • 1 1u = −   0اذن الخاصیة محققة من اجلn = . 
1nuالخاصیة الوراثیة: نفرض ان  •   1ونبرھن ان 1nu +  : 

)لنا  )1
1

2n n
n

u f u
u+ = =

−
 : 

1nuحسب الخاصیة الوراثیة او فرضیة التراجع لدینا    1ومنھnu− −  2ومنھ 1nu−  
1ومنھ  1

2 nu−
  1أي 1nu +   اذن الخاصیة الوراثیة محققة ومنھ نستنتج ان مھما كان العدد

1nuفان  nالطبیعي  . 

)دراسة اتجاه تغیر المتتالیة  )2 )nU :ثم استنتاج انھا متقاربة 
( )22

1

11 21
2 2 2

nn n
n n n

n n n

uu uu u u
u u u+

−− +
− = − = =

− − −
) لنا  )21 0nu −   مھما كان العدد

 nالطبیعي 
2اذن إشارة الفرق من إشارة  nu−  1ووجدنا حسب السؤال السابقnu   ومنھ

1nu− −  2ومنھ 1nu−   أي ان إشارة الفرق ھي موجبھ تماا وبالتالي نستنتج ان
)المتتالیة  )nU  متزایدة تماما على . 

1nuوجدنا    مھما كان العدد الطبیعيn  أي ان المتتالیة( )nU  محدودة من
اذن فحسب الخاصیة نستنتج انھا  ووجدنا متزایدة تماما على  1الأعلى بالعدد 
 .1متقاربة نحو 

)نعتبر المتتالیة  )3 )nV  المعرفة من اجل كل عدد طبیعيn  2بـ
1n

n

v
u

=
−

 . 

)اثبات ان المتتالیة  )أ )nV  وتعیین عبارة حدھا  2ھي متتالیة حسابیة أساسھا
 :nبدلالة  nvالعام 

)المتتالیة  )nV  معناه من اجل كل عدد طبیعي  2ھي متتالیة حسابیة أساسھاn 
1فان  2 ?n nv v+ − = : 
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( ) ( ) ( )

1
1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 11 1 1 1 11

2 2 2
2 2 2 2 2 2 14 22 2

1 1 1 1 1

n n
n nn n n n n

n n n

n n nn

n n n n n

v v u uu u u u u
u u u

u u uu
u u u u u

+
+

− = − = − = − = −
− − −− − − − −−

− − −

− − − −−
= − = = = =

− − − − −

 وھو المطلوب.
0عبارة حدھا العام 

0

2 22 2 1 2
1 1 1nv v nr n n n

u
= + = + = + = +

− +

limوحساب النھایة  nبدلالة  nuاستنتاج عبارة الحد العام  )ب nn
u

→+∞
 : 

2لنا 
1n

n

v
u

=
−

)ومنھ  )1 2n nv u− 2nومنھ  = n nv v u− 2nومنھ  = n nv u v= ومنھ  −

2 1 2 2 2 1
1 2 2 1

n
n

n

v n nu
v n n
− + − −

= = =
+ +

 . 

2حساب النھایة:  1 2lim lim lim 1
2 1 2nn n n

n nu
n n→+∞ →+∞ →+∞

−
= = =

+

تصحیح التمرین الثالث: 

)المستوي المركب منسوب الى معلم متعامد ومتجانس  ); ;O u v
 

 .

1Azالتي لواحقھا  Cو  A  ,Bنعتبر النقط  = −  ,2Bz i= Czو  + i= − . 

Aكتابة العدد المركب  )1 C

B C

z z
z z
−
−

على الشكل الاسي واستنتاج طبیعة المثلث  

ABC : 

( )( )
( )( )

2

1 1 1 2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 2 2 2 4 1 1
2 2 2 2 4 4 8 2 2

A C

B C

i

z z i i i i
z z i i i i i

i i i i i i e
i i

π

− − + − + − + −
= = = ×

− + + + + −

− + − − + + +
= = = = =

+ − +

)لنا تعریفا   )arg ; 2 /A C

B C

z z CB CA k k
z z

π−
= + ∈

−

 



argووجدنا  2 /
2

A C

B C

z z k k
z z

π π−
= + ∈

−
  ومنھ نستنتج ان المثلثABC  قائم الزاویة

 .Cفي 

 :Cوالذي مركزه  Aالى  Bتعیین العبارة المركبة للتشابھ المباشر الذي یحول  )2
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 θوزاویتھ  Cومركزه  kالذي نسبتھ  Sبالتشابھ المباشر  Bھي صورة  Aلدینا تعریفا 
)معناه  )i

A C B Cz z ke z zθ− = − ..................................................).....1( 

21ووجدنا سابقا 
2

iA C

B C

z z e
z z

π−
=

−
)ومنھ   )21

2
i

A C B Cz z e z z
π

− = − )......2( 

) وبالمطابقة نجد 2) و (1من (

1
2

2 /
2

C

k

z i

k kπθ π

 =


= −

 = + ∈




لتشابھ المباشر المطلوب فتكون عبارتھ المركبة : التشابھ المباشر الممیزة ل خصائصالوھي 
S  یحول كل نقطة من المستويM  ذات اللاحقةz  بالنقطةM’  ذات اللاحقةz’   :حیث

( )' i
C Cz z ke z zθ− = )ومنھ  − ) ( )21 1 1 1'

2 2 2 2
i

z i e z i i z i iz
π

+ = + = + = 1ومنھ  − 1'
2 2

z iz i= − −

 .المطلوبة Sوھي عبارة 

 :Sبالتشابھ  Dصورة  Eوالنقطة  Cبالنسبة الى  Bنظیرة  Dنعتبر النقطة  )3
1ثم التحقق ان  Dلاحقة  Dzتعیین  )أ 2Ez i=  :Eلاحقة  Ezحیث  −

D  نظیرةB  بالنسبة الىC  معناهC  منتصف القطعة المستقیمة[ ]DB  وحسب

خواص الاعداد المركبة نجد 
2

D B
C

z zz +
2Dومنھ  = B Cz z z+ ومنھ  =

2 2( ) 2 2 3D C Bz z z i i i= − = − − − = − − . 

E  صورةD  بالتشابھS  معناه: 

( )1 1 1 1 3 12 3 1 2
2 2 2 2 2 2E Dz iz i i i i i i i= − − = − − − − = − + − − =  وھو المطلوب. −
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ویمكن التحقق من  ھو معین ABEDاذن من خلال الرسم نستنتج ان الرباعي 
 ذلك حسابیا:

2 1 3B AABz z z i i= − = + + = +  و
( )1 2 2 3 1 2 2 3 3E DDEz z z i i i i i= − = − − − − = − + + = +  أي نستنتج انAB DEz z= 

10AB وأیضا DE= 2 وكذلك = 3 1 1 3D AADz z z i i= − = − − + = − −  و
( )1 2 2 1 2 2 1 3E BBEz z z i i i i i= − = − − + = − − − = − −  أي نستاتج ان

AD BEz z= 

10ADوأیضا  BE= 10ABفنستنتج ان  = DE AD BE= = = =

 الاضلاع الأربعة متقایسة فھو اذن معین.فیھ  ABEDاذن الرباعي 

4( ( )Γ  مجموعة النقطM  ذات اللاحقةz )M  تختلف عنA وB :( 

)حیث  ) ( )arg arg 2 /
2A Bz z z z k kπ π− − − = + ∈ 

)تنتمي الى  Cالتحقق ان النقطة  )Γ: 

C  تنتمي الى( )Γ  معناه( ) ( )arg arg 2 /
2C A C Bz z z z k kπ π− − − = + ∈ ).......1( 

21وجدنا سابقا 
2

iA C

B C

z z e
z z

π−
=

−
)ومنھ   )

( )
21

2
iC A

C B

z z
e

z z

π− −
=

− −
21ومنھ نجد  

2
iC A

C B

z z e
z z

π−
=

−
ومنھ  

arg 2 /
2

C A

C B

z z k k
z z

π π
 −

= + ∈ − 
  21ومنھarg arg

2
iC A

C B

z z e
z z

π  −
=   −   

حسب الخواص نجد  ومنھ 
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 :ADEB تحدید طبیعة الرباعي

  :باستعمال برمجیة الجیوجابرا تحصلنا على الشكل التالي 



( ) ( )arg arg 2 /
2C A C Bz z z z k kπ π− − − = + ∈ .......)......................................2( 

)فعلا تنتمي الى المجموعة  C) نستنتج ان النقطة 2) و (1من ( )Γ. 

)تحدید طبیعة  )Γ :وانشاؤھا 

)لنا  ) ( )arg arg 2 /
2A Bz z z z k kπ π− − − = + ∈  ومنھarg 2 /

2
A

B

z z k k
z z

π π
 −

= + ∈ − 
  ومنھ

( ); 2 /
2

BM AM k kπ π= + ∈
 

  ومنھ نستنتج ان مجموعة النقطM الدائرة  ط نصفھي نقا

]التي قطرھا  ]AB  التي تحوي على النقطةC  ذات المركزW  ذات اللاحقة
1 2 1 1

2 2 2 2
A B

W
z z iz i+ − + +

= = = 1أي  + 1;
2 2

W  
 
 

ونصف القطر  

2 1 3 10
2 2 2 2 2

B Az z i iABr
− + + +

= = = =  . Bو  Aباستثناء النقطتین  =

:  باستعمال برمجیة الجیوجابرا نتحصل على الشكل التالي انشاؤھا:

 .B وA  باستثناء النقطتین (c) ھي نصف الدائرة (Γ) حیث ان المجموعة

تصحیح التمرین الرابع: 

f  دالة معرفة علىfD  حیث] [ ] [;1 2;fD = −∞ ∪ )1كما یلي:  ∞+ ) 2 3 2ln
2

xf x x
x
− = − + +  − 

)و  )fC  تمثیلھا البیاني في معلم متعامد ومتجانس( ); ;O i j
 

 .
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أ) حساب النھایتین:  )1

1 1

1 0lim ( ) lim 2 3 2ln 2 3 2ln 1 2ln 0 1
2 1x x

xf x x
x− −

−
+

→ →

  −  = − + + = − + + = + = −∞ = −∞   − −    

( )
2 2

1 1lim ( ) lim 2 3 2ln 4 3 2ln 1 2ln 1
2 0x x

xf x x
x+ + +→ →

 −    = − + + = − + + = − + +∞ = +∞ = +∞    −    

حساب النھایتین:  )ب
1lim ( ) lim 2 3 2ln 3 2ln1 3 0
2x x

xf x x
x→−∞ →−∞

 −  = − + + = +∞ + + = +∞ + + = +∞  −  

1lim ( ) lim 2 3 2ln 3 2ln1 3 0
2x x

xf x x
x→+∞ →+∞

 −  = − + + = −∞ + + = −∞ + + = −∞  −  

فان  fDمن  xاثبات انھ من اجل كل  )2
( )( )

2'( ) 2
1 2

f x
x x

= − −
− −

وتشكیل  

جدول التغیرات: 

)1لنا  ) 2 3 2ln
2

xf x x
x
− = − + +  − 

ومنھ  

( )

( ) ( )( ) ( )( )

2

2

2 11 ' 21 2'( ) 2 3 2ln ' 2 2 2 21 12
2 2

1 2 1 22 2 2 2 2
1 2 1 1 22

x xx
xx xf x x x xx

x x
x
x x x x xx

− − +− 
  − −  −   = − + + = − + × = − + ×   − −−  

− −
− − −

= − + × × = − + × = − −
− − − − −−

تشكیل جدول التغیرات: وجدنا •

( )( ) ( )( )
2 1'( ) 2 2 1 0

1 2 1 2
f x

x x x x
 

= − − = − +  − − − − 
  دوما لانfD  تمثل

)مجموعة خارج مجال الجذرین لكثیر الحدود من الدرجة الثانیة  )( )1 2x x− − 
1aوبالتالي فان اشارتھ من إشارة   أي انھ موجب تماما. =

 جدول التغیرات:
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fxأ) التحقق ان : من اجل كل  )3 D∈  فان( )3 fx D− 3)و  ∋ ) ( ) 0f x f x− + = : 

fxلنا  D∈  1معناهx   2وx   1ومنھx− −  2وx− −  3ومنھ 2x−   3و 1x−  
)أي  )3 fx D− ∈ . 

( ) ( )

( )
( )

3 1 13 ( ) 2 3 3 2ln 2 3 2ln
3 2 2

2 1 2 16 2 3 2ln 2 3 2ln 2ln 2ln
1 2 1 2

2 1 2 12ln 2ln 2ln 2ln
1 2 1 2

x xf x f x x x
x x

x x x xx x
x x x x

x x x x
x x x x

− − −   − + = − − + + − + +   − − −   
− − − −       = − + + + − + + = +       − − − −       

 − − − − −    = + = +       − − − − −     

1 12ln 2ln1 2
2

1 12ln 2ln 0
2 2

x
x x
x

x x
x x

 
  −  = +   − −   

− 
− −   = − + =   − −   

)ب)استنتاج ان  )fC :یقبل مركز تناظر یطلب تعیین احداثییھ 

fxانھ من اجل كل  وجدنا D∈  فان( )3 fx D− 3) و ∋ ) ( ) 0f x f x− + ومنھ  =
32 ( ) 2(0)
2

f x f x   − + =    
2)وھي من الشكل   ) ( ) 2f a x f x b− + والتي تخص مركز  =

)التناظر  );a bω  وعلیھ فان( )fC  3یقبل النقطة ;0
2

ω 
 
 

 كمركز تناظر لھ. 

)اثبات ان المعادلة  )4 ) 0f x [على المجال  αتقبل حلا وحیدا  = [0,45;0,46 : 

تماما على المجال  ورتیبة مستمرة  fمن خلال جدول التغیرات نلاحظ ان الدالة 
] [0,45;0,46 

0,45و  1(0,45) 2(0.45) 3 2ln 0,9 3 2ln 0,35 0,03
0.45 2

f −
= − + + = − + +

−
  و

0,46 1 0,54(0,46) 2(0.46) 3 2ln 0,92 3 2ln 0,02
0.46 2 1,54

f − −
= − + + = − + + −

− −


,0)أي  45) (0,46) 0f f×   فحسب مبرھنة القیم المتوسطة نستنتج ان للمعادلة حلا
[على المجال  αوحیدا  [0,45;0,46. 

نفرض ان المجال یطلب إعطاء حصر لھ:  βاستنتاج انھا تقبل حلا اخر •
[ھو  βالذي یحتوي على  [;a b  
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)القول ان للمعادلة  ) 0f x [حلا وحیدا في المجال  = معناه  0,46;0,45]
)بالتقریب ان نقطة تقاطع  )fC تكون فاصلتھا  مع حامل محور الفواصل

) فلتكن داخل ھذا المجال مثلا حسب المعطیات المتوفرة لدینا ان و 0;0,453(

3المنحني یتمتع بوجود مركز تناظر  ;0
2

ω 
 
 

وعلیھ فان المجال المطلوب ھو  

)نظیرة النقطة  فاصلة مجال صغیر یحوي بالنسبة الى النقطة  0;0,453(
3 ;0
2

ω 
 
 

)ونظیرة النقطة   3بالنسبة الى النقطة  0;0,453( ;0
2

ω 
 
 

ھي 

( )3 )أي  −0;0,453 فیكون المجال المطلوب مثلا بالتقریب ھو  0;2,547(
] [ ] [; 2,54;2,55a b مستمرة ورتیبة  fوبمكننا التأكد منھ حیث ان الدالة  =

)تماما علیھ و  )2,54 0,02f   و( )2,55 0.03f −  و( ) ( )2,54 2,55 0f f× 

. 
)اثبات ان المستقیم  )5 2ذو المعادلة  ∆( 3y x= − )مقارب مائل لـ  + )fC  ودراسة

 الوضعیة النسبیة بینھما:

( ) 1 1lim ( ) lim 2 3 2ln 2 3 lim 2ln 2ln1 0
2 2x x x

x xf x y x x
x x→∞ →∞ →∞

 −  −   − = − + + + − = = =    − −    
 

)وعلیھ نستنتج ان المستقیم  )مقارب للمنحني  ∆( )fC. 

)1بینھما : ندرس إشارة الفرق دراسة الوضع النسبي  ) 2 ln
2

xf x y
x
− − =  − 

( ) 0f x y−   معناه: 

] [

1 1 2 12ln 0 1 1
2 2 2
1 11 1 0 2 0

2 2
2
2;

x x x
x x x

x
x x

x
x

− − − +  ⇔ ⇔ − − − 

⇔ + ⇔ ⇔ −
− −

⇔

⇔ ∈ +∞

  

  



[أي انھ في المجال  )یكون المنحني فوق  ∞+;2] )∆. 
( ) 0f x y−  :معناه

] [ ] [
] [ ] [
] [

1 1 2 12ln 0 0 1 0 1
2 2 2

1 1 1 10 1 1 1 0 0 1
2 2 2 2

2 0 2 1 2 1 ;2 ;1

;2 ;1

;1

x x x
x x x

et
x x x x

x et x x et x x et x

x

x

− − − +  ⇔ ⇔ − − − 

⇔ + ⇔ − ⇔ −
− − − −

⇔ − − − ⇔ ⇔ ∈ −∞ ∈ −∞

⇔ ∈ −∞ −∞

⇔ ∈ −∞
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[أي انھ لما یكون  [;1x∈ )فان المنحني یكون تحت  ∞− )∆. 

( ) 0f x y− 12lnمعناه  = 0
2

x
x
−  = − 

1أي   1
2

x
x
−

=
−

11أي   1
2x

+ =
−

ومنھ  

1 0
2x
=

−
)وھذا مستحیل اذن المنحني لا یتقاطع مع   )∆. 

) رسم )6 )و   ∆( )fC : 
 

 
 

)اثبات ان الدالة  )7 ) ( ) ( ) ( )( ) 1 ln 1 2 ln 2h x x x x x= − − − − ھي دالة اصلیة للدالة  −
1ln
2

xx
x
− →  − 

[على المجال   [2;+∞ : 

H  1دالة اصلیة للدالةln
2

xx
x
− →  − 

)'1معناه   ) ln
2

xh x
x
− =  − 

 ؟؟ 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

'( ) 1 ln 1 2 ln 2 '

1 1ln 1 1 ln 2 2
1 2

ln 1 1 ln 2 1 ln 1 ln 2

1ln
2

h x x x x x

x x x x
x x

x x x x

x
x

= − − − − −  

= − + × − − − − × −
− −

= − + − − − = − − −

− =  − 

  

)مساحة الحیز المستوي المحدد بالمنحني  βحساب بدلالة  )fC  والمستقیمات
2التي معادلاتھا :  3y x= − xو  + β=  3وx ]في المجال  : = ]3;β  المنحني

)یكون فوق  )∆ 
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ومنھ 
( )

[ ]

3 3

3 3
3

1( ) 2 3 2ln 2 3
2

1 12ln 2 ln 2 ( ) 2 (3) 2 ( )............(1)
2 2

xS f x y dx x x dx
x

x xdx dx h x h h
x x

β β

β
β β

β

 −  = − = − + + + −  −  

 −  −   = = = = −    − −    

∫ ∫

∫ ∫
  

)لنا  ) 0f β )ھو حل للمعادلة  βلان  = ) 0f x =  

( ) 0f β 12معناه  = 3 2ln 0
2

ββ
β

 −
− + + = − 

1ومنھ   3ln
2 2

β β
β

 −
= − − 

  

( )(3) 3 1 ln(3 1) (3 2) ln(3 2)
2 ln 2...........(2)

h = − − − − −

=
  

( )
( )

( )

( )

( ) 1 ln( 1) ( 2) ln( 2)

1 ln( 1) ( 1) ln( 2) ln( 2)

11 ln ln( 2)
2

31 ln( 2)............(3)
2

h β β β β β

β β β β β

ββ β
β

β β β

= − − − − −

= − − − − − + −

 −
= − + − − 

 = − − + − 
 

  

34ln) نجد 1) في (2) و (3بتعویض ( 2 2 2ln( 2)
2

S β β = − − − − 
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 تصحیح الموضوع الثاني:

 تصحیح التمرین الأول:

)الفضاء المنسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس  ); ; ;O i j k
  

  

)نعتبر النقط  )1;1;0A  ،( )1;2; 3B − −  ،( )0;5;2C  ،( )4;7;0D . 

 تعین مستو: A،B،Cاثبات ان النقط  )1

ABتعین مستو معناه الشعاعان  A،B،Cالقول ان النقط 


ACو  


 غیر مرتبطین خطیا: 

( )2;1; 3AB − −


  ،( )1;4;2AC −


  

ABبحیث  kیكون الشعاعان مرتبطین خطیا اذا وفقط اذا وجد عدد حقیقي  k AC=
 

 : 

AB k AC=
 

)تكافيء   ) ( )2;1; 3 ;4 ;2AB k AC k k k− − = −
 

ومنھ                                           

2
4 1
2 3

k
k
k

− = −
 =
 = −

ومنھ  

2
1
4

3
2

k

k

k


 =

 =


− =

یحقق الجملة وعلیھ فان الشعاعان  kاذن لایوجد لیس ھناك عدد حقیقي  

AB


ACو  


 تعین مستو. A،B،Cغیر مرتبطین خطیا وبالتالي فالنقط  

)أ) اثبات ان المستقیم  )2 )CD  عمودي على كل من المستقیمین( )AB  و( )AC            :
( )4;2; 2CD −



  

( )CD  عمودي على كل من المستقیمین( )AB  و( )AC    :  معناه. 0

. 0

CD AB

CD AC

 =


=

 

 

ومنھ   

4( 2) 2(1) 2( 3) 0
4( 1) 2(4) 2(2) 0
− + − − =

 − + − =
0ومنھ   0

0 0
=

 =
)وھي محققة اذن   )CD عمودي على كل من( )AB  و

( )AC. 

)ب) إیجاد معادلة دیكارتیة للمستوي  )ABC  ثم حساب المسافة بینھ و بین النقطة ،D : 

)المستقیم  )CD  عمودي على كل من المستقیمین( )AB  و( )AC  اذن ناخذ( )4;2; 2CD −


كشعاع  
)ناظمي للمستوي المستوي  )ABC  الذي یشمل النقطة( )1;1;0A  و( )4;2; 2CD −



شعاع ناظمي لھ  
)ھو مجموعة النقط  ); ;M x y z  بحیث. 0AM CD =

 

)ومنھ   ) ( )1; 1; . 4;2; 2 0AM x y z CD− − − =
 

 
)ومنھ  ) ( )4 1 2 1 2 0x y z− + − − 4ومنھ  = 2 2 6 0x y z+ − − وھي معادلة دیكارتیة للمستوي  =

( )ABC. 
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( )( )
( ) 22 2

4 2 2 6 16 14 6 24D D Dx y z
d D ABC

+ ++ + −
  

ABC  :4أ) تحدید طبیعة المثلث  )3 1 9 12 14AB = )...........1( 

      1 16 4 21AC2 21AC = )....................................................2( 

1 9 25 35BC = + + 2ومنھ  = 35BC = )..................................................3( 

2) نستنتج ان 3) و (2) و (1من ( 2 2AB AC BC+ وحسب النظریة العكسیة لفیتاغورس نستنتج  =
 .Aقائم الزاویة في  ABCان المثلث 

: حسب القانون نجد  ABCDب) حساب حجم رباعي الوجوه 

( )( )

3 2

3 2

1 ;
3

1 1 294 24
3 2 3 2 56

294 294 2 3 7 3 74 4 4 4
56 2 7 256

7 34 14 3 .
2

ABCD ABCV S d D ABC

AB AC d

u v

= × ×

×
= × × = × ×

× × ×
= = = =

×

= =

  

 تصحیح التمرین الثاني:

]فان:  kتبیین انھ من اجل كل عدد طبیعي  )1 ]54 1 11k ≡ : 

]لنا  ]24 5 ]نجد  4بالضرب في  ≡11 ]34 20 ]و  ≡11 ]20 9 وحسب خاصیة التعدي نجد  ≡11
[ ]34 9 ]نجد  4وبالضرب في  ≡11 ]44 36 ]و  ≡11 ]36 3 وحسب خاصیة التعدي نجد  ≡11
[ ]44 3 ]نجد  4وبالضرب مرة أخرى في  ≡11 ]54 12 ]و  ≡11 ]12 1 وحسب خاصیة التعدي  ≡11

]نجد  ]54 1 )وحسب خاصیة الرفع الى قوة نجد  ≡11 ) [ ]54 1 11
k k≡  ومنھ نجد[ ]54 1 11k وھو  ≡

 المطلوب.

 :11على  4nبواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nاستنتاج تبعا لقیم العدد الطبیعي  )2

]وجدنا ان  ]54 1  4nاولیان فیما بینھما ومنھ فان الدور للقسمة الاقلیدیة للعدد  11و  4والعددان  ≡11
5ومنھ نستنتج انھ اذا كان  5ھو  11على   /n k k= ∈   4فان باقي القسمة الاقلیدیة للعددn  على

]أي  1ھو  11 ]54 1 11k ]نجد  4وبالضرب في  ≡ ]5 14 4 11k+ ونستنتج انھ اذا كان  ≡
5 1/n k k= + ∈  أي  4ھو  11فان باقي قسمتھ على[ ]5 14 4 11k+ نجد  4وبالضرب في  ≡

[ ]5 24 16 11k+ ]أي  ≡ ]5 24 5 11k+ 5ونستنتج انھ اذا كان  ≡ 2 /n k k= + ∈  فان باقي قسمتھ الاقلیدیة
]أي  5ھو  11على  ]5 24 5 11k+ ]نجد  4وبالضرب في  ≡ ]5 34 20 11k+ ]ومنھ  ≡ ]5 34 9 11k+ ≡ 

5ونستنتج انھ اذا كان  3 /n k k= + ∈  أي  9ھو  11فان باقي قسمتھ الاقلیدیة على[ ]5 34 9 11k+ ≡ 

15

AB ومنھ  = + + = 4

= ومنھ  + + =

= = =
+ − − + −

16 4 4 24
;

   6  2   2

djamel
Typewritten text
=
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24



]نجد  4وبالضرب في  ]5 44 36 11k+ ]ومنھ  ≡ ]5 44 3 11k+ 5ونستنتج انھ اذا كان  ≡ 4 /n k k= + ∈ 
 .3ھو  11فان باقي قسمتھ على 

 .3او  9او  5او  4او  1ھي اما  11على  4nمما سبق نستنتج ان بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد 

)فان العدد  nمن اجل كل عدد طبیغي تبیین انھ  )3 )5 3 102 2017 3 1438 1n n+× + × یقبل القسمة  +
 :11على 

]لنا  ]2017 4 ]ومنھ  ≡11 ]5 3 5 32017 4 11n n+ ]ولنا  ≡+ ]5 34 9 11n+ ]ومنھ  ≡ ]5 32017 9 11n+ ومنھ  ≡
[ ]5 32 2017 18 11n+× ]ومنھ  ≡ ]5 32 2017 7 11n+× ≡ ).............1( 

]ولنا  ]1438 8 ]ومنھ نجد  ≡11 ]10 101438 8 11n n≡  ومنھ  ومنھ( ) [ ]10101438 2 4 11nn ≡  ومنھ  ×

[ ]10 10 101438 2 4 11n n n≡ )ومنھ  × ) [ ]510 2 101438 2 4 11
nn n≡ ]ومنھ  × ]10 5 101438 4 4 11n n n≡ ومنھ  ×

[ ]10 151438 4 11n n≡  ولنا( ) [ ]5 315 5 '4 4 4 1 11nn k= = ]ومنھ نجد  ≡ ]101438 1 11n ومنھ  ≡
[ ]103 1438 3 11n× ≡ ).................................2( 

]) نجد 2) مع (1بالجمع ( ]5 3 102 2017 3 1438 10 11n n+× + × ومنھ  ≡
[ ]5 3 102 2017 3 1438 1 11 11n n+× + × + ]و  ≡ ]11 0 ومنھ نجد  ≡11
[ ]5 3 102 2017 3 1438 1 0 11n n+× + × +  وھو المطلوب. ≡

)التي یكون من اجلھا العدد  nتعیین قیم العدد الطبیعي  )4 )5 22 2017 3n n+× + قابلا للقسمة  −
 :11على

]لنا  ]2017 4 ]ومنھ  ≡11 ]5 2 5 22017 4 11n n+ ]ولنا  ≡+ ]5 24 5 11n+ ]ومنھ  ≡ ]5 22017 5 11n+ ومنھ  ≡
[ ]5 22 2017 10 11n+× ]ومنھ  ≡ ]5 22 2017 10 11n n n+× + ≡ ومنھ  +
[ ]5 22 2017 3 7 11n n n+× + − ≡ + 

)یكون من اجلھا العدد  )5 22 2017 3n n+× + ]اذا كان  11قابلا للقسمة على − ]7 0 11n+ ومنھ  ≡
[ ]7 11n ≡ 11ومنھ نجد  − 7 /n k k= − ∈ . 

 تصحیح التمرین الثالث:

)المستوي المركب منسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس  ); ;O u v
 

 .

1Az لواحقھا:التي  Dو  A  ،B  ،Cنعتبر النقط  i= +  ،B Az z=  ،( )1 1
2Cz i= −  ،D Cz z= . 

 : Dzو  Bzعلى الشكل الاسي ثم استنتاج الشكل الاسي للعددین  Czو  Azأ) كتابة  )1
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42 21 2 2 cos sin 2
2 2 4 4

i

Az i i i e
ππ π   = + = + = + =       

 

( )

4

1 2 2 2 21 cos sin
2 2 2 2 2 4 4

2 2cos sin
2 4 4 2

C

i

z i i i

i e
π

π π

π π −

    = − = − = + −         

    = − + − =        

  

: حسب الخواص لنا العددین المترافقین لھما نفس الطویلة  Dzو  Bzاستنتاج الشكل الاسي للعددین 

42وعمدتین لھما متعاكستین اذن: 
i

B Az z e
π−

= 42و  =
2

i

D Cz z e
π

= = . 

)التي تحقق:  nب) تعیین قیم العدد الطبیعي  ) ( )n n
A Bz z= : 

( ) ( )n n
A Bz z=  معناه

4 4 4 4

4 4

2 2 2 2

2 /
4 4

n n
i i in nin n

in in

e e e e

e e n n k k

π π π π

π π π π π

− −

−

   
= ⇔ =   

   
−

⇔ = ⇔ = + ∈

  

2ومنھ 
2

n kπ π=  2ومنھ بضرب الطرفین في
π

4nنجد   k= .وھو المطلوب 

 :Bالى  Cویحول  Aالى  Dالذي یحول  hأ) إیجاد نسبة ومركز التحاكي  )2

 مركزه فیكون:   zωذات اللاحفة  ωالتحاكي و نسبة ھذا   λلیكن 

)معناه  Bالى  Cویحول  Aالى  Dالذي یحول  hالتحاكي  )
( )

A D

B C

z z z z

z z z z
ω ω

ω ω

λ

λ

− = −


− = −
بالتعویض نجد:  

1 11
2 2
1 11
2 2

i z i z

i z i z

ω ω

ω ω

λ

λ

  + − = + −   


  − − = − −   

ومنھ   
1

2 2

1
2 2

i z i z

i z i z

ω ω

ω ω

λ λ λ

λ λ λ

 + − = + −

 − − = − −


لطرح نجد با 

1 1
2 2 2 2

i z i z i z i zω ω ω ω
λ λ λ λλ λ+ − − + + = + − − + 2iومنھ  + iλ=  2ومنھλ = 

1بالتعویض في احدى المعادلتین نجد  1 2i z i zω ω+ − = + 0zωومنھ  − ھي  hاذن نسبة التحاكي   =
2λ 0zωذات اللاحقة  ωومركزه  = )أي  = )0;0ω . 

Cب) حساب طویلة العدد المركب  B

D A

z z
z z

−
−

 : ADCBثم استنتاج طبیعة الرباعي  
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( )( )
( )( )

1 1 1 11 1 12 2 2 2
1 1 1 1 1 11
2 2 2 2

1 1 1 1 2
1 1 1 1 2

C B

D A

i i iz z i i
z z i ii i i

i i i i i i
i i

−
− − + +− − + −

= = = =
−− − − ++ − − −

− − − − − −
= = = = −

+ − +

1Cومنھ  B

D A

z z i
z z

−
= − =

−
 . 

1C: وجدنا  ADCBاستنتاج طبیعة الرباعي  • B

D A

z z
z z

−
=

−
1BCأي 

AD
BCأي  = AD=)............1( 

انھ یضرب  ونحن نعلم ان من خواص التحاكي hبالتحاكي  Cھي صورة  Bو  Dصورة  Aلنا 
2ABالاطوال في نسبتھ أي  DC=).....................2( 

)وأیضا التحاكي یحفظ التوازي أي  ) ( )/ /AB DC )............3( 

 ھو شبھ منحرف متساوي الساقین. ADCB) نستنتج ان الرباعي 3) و (2) و (1من (

)مرجح الجملة  Gلاحقة النقطة  Gzإیجاد  )3 ) ( ) ( ) ( )}{ ;2 , ;2 , ; 1 , , 1A B C D− − :

G  مرجح الجملة( ) ( ) ( ) ( )}{ ;2 , ;2 , ; 1 , , 1A B C D− معناه −

( ) ( ) 1 1 1 12 1 2 1
2 2 2 2 2 2

2 2 1 1 2
1 1 1 12 2 2 2 4 1 32 2 2 2

2 2 2

A B C D
G

i i i i
z z z zz

i i i i

   + + − − − − +   + − −    = =
+ − −

+ + − − + − − −
= = =

3أي 
2Gz 3أي   = ;0

2
G  
 
 

. 

4( ( )Γ  مجموعة النقطM  : 2من المستوي بحیث 2 5MA MB MC MD+ − − =
   

 : 

)نقطة من  Aتبیین ان  )Γ : 

A  نقطة من( )Γ  2معناه 2 5AA AB AC AD+ − − =
   

؟ 
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) لنا )( )

( )

( )( ) ( )22

1 3 1 12 2 2 0; 4 ; ;
2 2 2 2

1 1 3 12 0 ; 4
2 2 2 2

2 1; 2 1 2

5

AA AB AC AD AB AC AD

AB AC AD

AB AC AD

   + − − = − − − − − − −   
   

 = − − + + − + + 
 

= − − − = + −

=

      

  

  

 

)نقطة من  Aاذن  )Γ . 

)تحدید طبیعة المجموعة  )Γ :وعناصرھا الممیزة وانشاؤھا 

2 2 5MA MB MC MD+ − − =
   

معناه  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 5MG GA MG GB MG GC MG GD+ + + − + − + =
       

ومنھ 

2 2 2 2 5MG GA MG GB MG GC MG GD+ + + − − − − =
       

ومنھ  

0

2 2 2 5MG GA GB GC GD
=

+ + − − =


    



5ومنھ  
2

MG =


)ومنھ نستنتج ان المجموعة   )Γ  ھي

5ونصف قطرھا  Gالدائرة التي مركزھا النقطة 
2

r = . 

 انشاؤھا:
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 الرابع: تصحیح التمرین

(Ι  نعتبر الدالة العددیةg  المعرفة علىIR  :3كما یلي( ) 6 12g x x x= + + . 

 :gدراسة اتجاه تغیر الدالة  )1

 :IRھي دالة كثیر حدود وبالتالي فھي مستمرة وقابلة للاشتقاق على  gالدالة 
2'( ) 3 6g x x=  .IRمتزایدة تماما على  gاذن نستنتج ان الدالة  IRوھي موجبة تماما على  +

[حیث  αتقبل حلا وحیدا  g(x)=0اثبات ان المعادلة  )2 [1,48; 1,47α ∈ − واستنتاج حسب قیم  −
 :g(x)إشارة  xالمتغیر 

[فھي اذن مستمرة ورتیبة تماما على المجال  IRمستمرة ورتیبة تماما على  gالدالة  [1,48; 1,47− − 

)و  ) ( ) ( )31.48 1.48 6 1.48 12 0,12g − = − + − + −  و

( ) ( ) ( )31.47 1.47 6 1.47 12 0,0035g − = − + − +   اذن ینتج ان( ) ( )1.48 1.47 0g g− × − 

)فحسب مبرھنة القیم المتوسطة نستنتج ان للمعادلة  ) 0g x حیث  αحلا وحیدا  =
] [1,48; 1,47α ∈ − −. 

[: لما  g(x)إشارة  [,x α∈ )فان  ∞− ) 0g x   وعندما[ [;x α∈ )فان  ∞+ ) 0g x ≥ . 

(ΙΙ   نعتبر الدالة العددیةf  المعرفة علىIR  :كما یلي( )
3

2

6
2

xf x
x
−

=
+

)ولیكن   )fC  تمثیلھا

)البیاني في المستوي المنسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس  ); ;O i j
 

 .

)أ) حساب النھایتین:  )1 )
3 3

2 2

6lim lim lim lim
2x x x x

x xf x x
x x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

 −
= = = = −∞ + 

( )
3 3

2 2

6lim lim lim lim
2x x x x

x xf x x
x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

 −
= = = = +∞ + 

 . 

)فان:  xب) تبیین ان من اجل كل عدد حقیقي  ) ( )
( )22

'
2

x g x
f x

x
=

+
 : 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

' 3 2 3 2 2 2 33

2 22 2 2

34 2 4 4 2

2 2 2 22 2 2 2

6 ' 2 6 2 ' 3 2 2 66'
2 2 2

6 123 6 2 12 6 12 ( )

2 2 2 2

x x x x x x x xxf x
x x x

x x xx x x x x x x x g x

x x x x

− + − − + + − − −
= = = +  + +

+ ++ − + + +
= = = =

+ + + +

وتشكیل جدول تغیراتھا:  fدراسة اتجاه تغیر الدالة 
)وجدنا  )

( )22

( )'
2

x g xf x
x

=
+

)واشارتھا من نفس إشارة الجداء   )x g x : 
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-∞                               α            0                                +∞  x

+               0      -    0                    +f’(x)= xg(x) 

[متزایدة على المجال  fاذن من خلال الجدول نستنتج ان الدالة  ] [ [; 0;α−∞ +∞  ومتناقصة
[على المجال  [;0α . 

 جدول التغیرات:

)تبیین ان المستقیم  )2 yذا المعادلة  ∆( x=  مقارب مائل للمنحني( )fC : 

)القول ان المستقیم  yذا المعادلة  ∆( x=  مقارب مائل للمنحني( )fC  معناه( )lim ( ) 0?
x

f x x
→∞

− = 

( )
3 3 3

2 2

2 2

6 6 2lim ( ) lim lim
2 2

2 6 2 2 2lim lim lim 0
2

x x x

x x x

x x x xf x x x
x x

x x
x x x

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

   − − − −
− = − =   + +   

− − − − − = = = = = + ∞ 

)ومنھ نستنتج ان المستقیم  )مقارب لـ  ∆( )fC . 

)ب) دراسة الوضع النسبي بین  )و  ∆( )fC: 

)لدراسة الوضع النسبي بین  )و  ∆( )fC  ندرس إشارة الفرق( )f x x−: 

2

2 6( )
2

xf x x
x
− −

− =
+

2واشارتھ من إشارة  6x− 2أي لما  − 6 0x− −   2أي 6x−   6أي
2

x
−



3xأي لما  −  فان( ) 0f x x−   أي( )fC  فوق( )∆. 

2ولما   6 0x− −   3أي لماx −  فان( ) 0f x x−   أي( )fC  تحت( )∆ . 

)تبیین ان  )3 ) 3
2

f α α=  ثم استنتاج حصرا للعدد( )f α : 

جدول الإشارة: 
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 x  - -  0  + 
 g(x) -                0     + +



لنا 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

3 23

2 2

33 3 3

2 2 2 2 2

2 6 3 23 6 3
2 2 2 2 2

6 122 12 3 6 6 12 0 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

f

g

α α ααα α α
α α

α α αα α α α α
α α α α α

− − +−
− = − =

+ +

− + + −− − − − − −
= = = = = =

+ + + + +

)لان  ) 0g α )ومنھ نجد  = ) 3 0
2

f α α− )أي  = ) 3
2

f α α= .وھو المطلوب 

)استنتاج حصر للعدد  )f α : 

1,48لنا  1,47α− −   ومنھ( ) ( )3 3 31, 48 1, 47
2 2 2

α− × − ×   2,22ومنھ 2,205fα− −  . 

)رسم المستقیم  )4 ) والمنحني ∆( )fC  :

)الى مساحة الحیز المستوي المحدد بالمنحني  Sنرمز بـ  )5 )fC  : والمستقیمات التي معادلاتھا
x α=  ،0x =  ،0y = . 

]اثبات انھ من اجل كل  ];0x α∈  فان( ) ( )3 f x f α− ≤ ≤ : 

]متناقصة تماما على المجال  fحسب جدول التغیرات نلاحظ ان الدالة  ];0α  ونحن نعلم انھ لما تكون
0xدالة متناقصة على مجال معین فانھا تعكس الترتیب أي مثلا  x≤  تستلزم ان( )0( )f x f x≥  او

0x x≥  0یستلزم ان( ) ( )f x f x≤ . 
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]لنا  ];0x α∈  0معناهx xو  ≥ α≥  ومنھ نجد( ) (0)f x f≥  و( )( )f x f α≤  أي( ) 3f x ≥ و  −
( ) ( )f x f α≤  3أي ( ) ( )f x f α− ≤  وھو المطلوب. ≥

23تبیین ان  3
2

Sα α≤ ≤ − : 

تقع تحت محور الفواصل أي  Sحسب المعطیات لدینا المساحة 

( )( ) ( )( )
0 0

0S f x dx f x dx
α α

= − = −∫ ∫ 

3لنا  ( ) ( )f x f α− ≤ )ومنھ  ≥ ) ( ) 3f f xα− ≤ − ]وبما ان الدالة رتیبة تماما على المجال  ≥ ];0α 

)فانھ ینتج  ) ( )
0 0 0

( ) ( ) 3f dx f x dx dx
α α α

α− ≤ − ≤∫ ∫ )ومنھ  ∫ ) [ ]0 0( ) 3f x S x
αα

α− ≤ ≤    ومنھ

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0 ( ) 3 0 3f f Sα α α α− × − − × ≤ ≤ −        ومنھ( ) 3f Sα α α× ≤ ≤ ومنھ  −
3 3
2

Sα α α× ≤ ≤ 23ومنھ نجد  − 3
2

Sα α≤ ≤  وھو المطلوب. −

وأتمنى النجاح والتوفیق لجمیع أبنائنا الأعزاء

الأستاذ : جمال بورنان
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